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Résumé : Le modele non linéaire de Von Karman est écrit en termes de contraintes déplacements,
afin d’étudier le comportement des plaques non simplement connexes. Les résultats classiques de
bifurcation sont retrouvés dans cette situation.

Cette formulation permet de traiter dans une seconde partie I’homogénéisation des
plagues multiperforées. La loi de comportement de la plaque homogénéisée est explicitée. On
montre que le spectre et les branches bifurquées du probléme de la plaque multiperforée conver-

gent vers les éléments correspondants de la plaque homogénéisée.

MOTS CLES : Von Karman, bifurcation, homogénéisation.
CLASSIFICATION AMS : 73-K-10, 73-H-05, 73-C-50, 73-K-20.

Summary : We first study the buckling of a plate submitted to forces applied on its edges and sur-
face for which we assume the same mechanical hypothesis as in the Von Karman equations, but
without assuming the existence of the Airy function. This allows us to consider various geometries
for the plate and various boundary conditions. In a second part we study the buckling of a plate
which is perforated periodically (with a frequence of the order of — ). Using the results of the
first part and some results of homogenization, we can show that wheen € = 0, the plate behaves

like a homogenized plate occupying the whole domain and whose constitutive relations are given.
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Une plaque é€lastique soumise a des forces extérieures s’exercant dans le plan de la
plaque présente le phénomene bien connu de flambage. Ceci a été étudié sous I'angle de la bifur-
cation dans de nombreux travaux, notamment ceux de BERGER [1] BERGER-FIFE [3].

Le modele retenu par ces auteurs est constitué par les équations de Von Karman. Dans
leur formulation ils supposent I’existence d’une fonction des contraintes ou fonction d’Airy. Cette
hypothése impose des conditions géométriques sur la plaque ou / et des restrictions sur les condi-
tions aux limites.

Nous nous proposons ici, dans une premiére partie d’écrire et d’étudier le modele de
Von Karman uniquement au moyen des relations entre tenseur des déformations et contraintes.
Ce systeme, qui se ramene au précédent si la fonction d’Airy existe, nous permettra de prendre en
compte des plaques de géométrie variée - les trous sont autorisés - et des conditions au bord plus
générales que précédemment. Nous retrouvons dans ce cadre les résultats classiques de bifurcation,
BERGER [1], [2] BERGER FIFE [3] . Et surtout cette formulation est particuli¢rement adaptée
a I'objet de la seconde partie qui est I’étude du flambage d’une plaque perforée périodiquement
avec une fréquence de 'ordre de l , le bord des trous étant libre. Nous analysons ’homogénéisa-
tion de ce probleme particulier deebifurcation (MIGNOT, PUEL [16] ) et nous montrons que le
comportement de la plaque est équivalent a celui d’'une plaque homogénéisée dont les lois de com-
portement avaient été déja obtenues par DUVAUT [6], [7] LENE [11].

Le plan est le suivant :
A -BIFURCATION

I - Equations de Von Karman en contraintes - déplacements.

1 - Position du probléme
2 - Etude des équations

Il - Bifurcation.
1 - Probleme linéarisé
2 - Bifurcation a la premiére valeur propre
3 - Bifurcation par rapport a une valeur propre quelconque
4 - Etude du probléme non homogéne

B - HOMOGENEISATION

I - Homogénéisation des problémes du quatriéme ordre
Il - Homogénéisation des problémes d’élasticité

111 - Homogénéisation du probléme linéarisé

IV - Homogénéisation du probléme bifurqué

1 - Méthode de Berger
2 - Méthode de Kikuchi
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A - BIFURCATION

I - EQUATION DE VON KARMAN EN CONTRAINTES DEPLACEMENTS

1 - Position du probléme

On considére une plaque mince dont la surface moyenne au repos (forces exercées
nulles) est représentée par un ouvert £2 inc_!)us dans R2, de frontiére I'. On suppose la plaque sou-
mise sur une partie du bord a une force AF s’exercant dans le plan de la plaque. Alors le point de
coordonnées (x1,X,) subit le déplacement représenté par le vecteur (u1(x1,x2), u2(x],x2),
{(x1,x2)), ¢(xq,%,) étant la déflexion de la plaque.

Le tenseur des déformations, non linéarisé, dans le plan de la plaque

s'écrit (¢ = u3) :

ou ou du, Odu
1 o 1 k k
(1) 7aﬁ(u’§)= _<__+_£.> 4 - a_ a— ,
2 axﬁ axa 2 X XB

(@B=12 k=1,23).

Comme on considére des déformations dans le pian de la plaque, petites par rapport aux déforma-

ou, Ou
k k
tions verticales (orthogonales au plan de la plaque) on négligera dans (1) les termesa—— —8_
X X
k=1,2.0n aura donc : a B
ou ou
1 o ¢ )
€ U)=_ —+t —, ((X,B ]’2) )
aﬁ( 2 (axﬁ Xy,
1 9a¢ o¢
(uf) =€ pu) + = — —.
Yol ) = o) * 5 dx, 0xg

L’étude des contraintes dans la plaque est décrit par deux tenseurs :

- le tenseur des contraintes de tension dans le plan de la plaque, noté (aaﬁ)'

- le tenseur des contraintes de flexion, ou moments fléchissants, noté (M aB)‘
La loi fondamentale de la mécanique conduit alors aux équations :

3) 04p,=0 dans 2,

32 3 at
(4 M - — —1] =0 Q.
) axa axﬁ ( aB) axa <oaﬁ a)(ﬁ) dans
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Les lois de comportement sont supposées linéaires c’est-a-dire que

(5) Uaﬁ = acxﬁy& (775 (U;f)):
(6) M ,=A ———62§
o8 ot 55

les matrices (aaﬁya) et (AaB'yS) possédant les propriétés habituelles de symétrie et de coerci-

vité :

A08y8 ~ 2Barys ~ 2y50p’

Bgys Evo bap > C % (k)7 C >0, V(tgg) € (R,

Aogys = Apays = Aysag

Aagys bys b > C aZﬁ ()%, C > 0, Viggg) € (RY),.

Conditions aux limites.
Le bord I" de §2 se décomposeen I' | UL JUT, UT,,

Conditions cinématiques.
: . of . :
Sur la partie Foo la plaque est encastrée : ¢ = a—— =0 et ne peut se déplacer horizon-
n

talement : u=0.

Sur la partie I ; la plaque est encastrée : { = a—- =0.
n

Sur F1 la plaque est en appui simple : ¢ =0.

Conditions mécaniques.
>
Sur Po U F] la plague est soumise a la force AF qui s’exerce dans le plan de la plaque

d’ou la relation :
oaﬂnﬁ=)\ Fasur I‘OUI‘] .
Sur F2 la plaque est libre : il ne s’y exerce ni forces ni couples : les conditions aux limi-

tes correspondantes seront implicitement contenues dans la formulation variationnelle : pour une
étude détaillée de ces conditions on se réferera a DUVAUT LIONS [5], Chapitre 4.
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Remarque. Si le torseur des forces extérieures se réduit a O alors la partie Poo peut étre vide.

2 - Formulation variationnelle
Etudions d’abord le probléme des contraintes 0. Soit
w={u,uem(@)?,ur, =0}

L’équation (3) et les conditions aux limites sur u et o conduisent a I’équation varia-

tionnelle (en contraintes - déplacements).

/ %6 eaﬁ(v)dx=)\./ FoVedl, VVEW,
Q POUF1

048 € (L2@)d.

(7)

La loi de comportement (5) nous permet de distinguer dans les contraintes les contri-

butions respectives des forces aux bords et de la non linéarité retenue du tenseur des déformations.

Soit (023 , u°) 1a solution du probléme :

"313,3 =0 dans £,

anﬁnﬁz Fa sur I‘OU I"1,
(8) ogﬁnﬁ= 0 sur T,

W@ =0 sur Foo’

025 = 208y5 (€5 (U°),

dont la formulation variationnelle est :

0% e (v)dx=/ F, v dl, VWWEW,
4 o ab r,ur, o °

° € (L2Q)d,

/‘;aﬁ'yéi €y5 () eaﬁ(v)dx = / FoVqdl, VVEW,
FO ) F]

ulew.

(9)

(10)
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(Grace a I'inégalité de Korn (10) admet une solution unique).

Soit faﬁe (L2(S2))?considérons la solution (éaﬁ(f), a(f)) du probléme :

~

Saﬁ(f)’ﬁ =0 dans £,

a(f) =0 sur T,

(11)

00’

Saﬁ(f)nﬁ =0 sur IYI
Saﬁ(f) = Bys [573 (@(f)) + f73] .
dont la formulation variationnelle est :

/;aﬁ(f) eaﬁ(v)dx =0, VVEW,

Saplf) € (L2,

(12)

ol encore

a €.5(0(f)) e g(v)dx =~ a f o€ ov)dx, VVEW,
o ofys ~yd 8 o offy6 76 “of

a(f) ew.

(13)

Pour 6 € H2(Q) nous poserons f(6) = (faﬁ(e)), ol

£ 0) 1 06 96
CYB - T
2 axa aXﬁ
comme 6—_ € LP(Q), pour tout p fini, on a faﬁ € L“(R2), et nous pouvons considérer
X
a

Saﬁ(f(a)) que, pour simplifier, nous écrirons :
S _n(0 S/\ f(0
250 =S 10))
On vérifie alors aisément que la solution 08 de (7) s'écrit :

(14) aaB=)\ogﬁ+SaB(§').
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Remarques. 1 - éaﬁ(f) est un champ de contraintes correspondant 4 un champ de forces fictives,

0
réparties sur § : gg(aaﬁys f76)‘

2 - Il est immédiat que 503(0) ne dépend que de 0 et que

ainsi (14) met en évidence la décomposition cherchée de o.

Donnons maintenant la formulation variationnelle de (4), (6), et des conditions aux

limites associées, en tenant compte de (14). Soit :

2 §
V=3¢ t EH(R), =0,—/ =0¢.
{{ £ @) f/r‘OOUFOUI‘] on I‘OOUI‘0 }
Ona
2 2
] 0“6 0 a0
/Aam dx+)\./ogﬁ—§-.—dx+
Q ax7 3x6 Bxa BXB Q axa axB
0 00
(15) /s 48) I S dx =0,
Q axa axB
(EV, VOEV.

Etudions les différents opérateurs intervenant dans (15). Soit

A: V>V,
défini par
2 2
0 b
(16) <A($),0 >JAM76 ) $ . i dx.
qQ 0y, axﬁ ax,y 0xg

Comme la matrice Aaﬂy& est définie positive, A est un isomorphisme de V sur V. Soit
B:V->V’,

défini par

(17) <B(§),0>=~[ ogﬁ — . — dx.
Q axﬁ axa
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LEMME. L opérateur B est linéaire, symétrique compact de V dans V’.

of
Preuve. En effet, d’une part { € V, donc — € LP(Q) pour tout p fini, et d’autre part

X
o
WAS LQ(Q), il en résulte donc que 00y — € L2"e(Q) et donc que B est compact.
of of axg
Soit C : V = V' défini par
0] a0
(18) <q9ﬂ>==jf5w@%£;n——dx
Q axﬁ 0x,,

LEMME. L’opérateur C est completement continu de V dans V'. I| est homogéne de degré 3 et

dérive d’un potentiel Q positif :

1
(19) Cm=ID@@L
ou
B o¢ o¢
(20) Q)= 'é Saﬁ(f) a_xﬁ ZE dx,
soit encore

Qm:Qé:QWWWWM“-

La fonctionnelle définie sur (L2(Q))4 par
~ \
(21) ‘WF2J(5(Wm“
Q
est positive quadratique (donc convexe).
Preuve. Pour ¢, ¥ €V, notons (T(¢,¥), u(e,¥)) la solution dans [Lz(ﬂ)]‘: x Wde
Taﬁ g = 0 dans§2,

TaB"B =0 sur F/FOO,
(22)

u =0 sur Foo’

3 +1 dy oW
Tap = %pys |61 *3 o, o
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Il est clair que Taﬁ(«p,\l’) est bilinéaire en Y et ¥ et que

Saﬁ(f) = Taﬁ(f,f)

Posons :
a¢ 00
(23) Q(p¥,5,0) = Tople¥) — —dx.
Q axB 0x,,
Ceci a bien un sens et plus précisément
(23 bis) 1Q(p,¥,5,0) | < Cl(p| [ Ivlflvlolv.

En outre I'application (9,%,5,0) = Qly,¥,§,0) est complétement continue de v4 dans R.

Montrons que

(i) Qly¥,5,0)=Q(¥,p50),
(24) (i) Qlp,¥,5,0)=Qle,¥,6),

(iii) Qe ¥,5,0) = Q(5,0,9¥) .

Tout d’abord (24) (i), (ii), résultent des propriétés évidentes de symétrie de Taﬁ(<p,\lf), Taﬂ(g‘,f)).
Pour (24) (iii), on a grace a (22)

[ 1 3¢ o¥ ] 3¢ a0
W ¢,0 € _s(u(p,¥ -_— | — — dx
Qe .£,0) faﬁ'yéi 76( (e b)) + 2 ax axa_ axﬁ ax

et

B 19 907 3o ¥
Q(5,0,0,%) =/; 5 |esU0) +=— . — | — — dx
Qaﬁ'y Y 2 Z)x7 axa_ axﬁ 0x

Il s’agit donc de montrer :

a¢ oo dp oV
(25) ﬁali 5 € 5(“(% ) ——— dx /; 5 € 5(U(§,0))—_dx
Q 70 axg 0%, Q"‘ﬁ')’ Y dxg 3%,
or toujours d’aprés (22), pour toutw EWona:
Q
(26) (i) Taﬂ(f,e) eaﬁ(w)dx =0,

Q
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Compte-tenu de la loi de comportement ceci s’écrit encore :

. 1 9¢ o¥ :
(27) (i) /éaﬁy& [675(U(¢,‘I')) + ;g @] €qpW)dx =0,
1 o¢ a6
(27) (i7) /; [e (u(¢,0) + — — . —]e (w)dx=0.
904378 78 2 ax7 Oxg 16

La comparaison de (27)i ol 'on prend w = u(¢,0) et de (27)ii ot w = u(p,¥) donne
(25), la relation (24) (iii) est ainsi démontrée.

La majoration (23)bis et les relations algébriques (24) impliquent grace a un calcul
élémentaire que Q(¢) = Q(£,$,§,¢) est continiiment Fréchet différentiable sur V et que

(28) <DQ(),0>=4Q(5,5,5,0)=4<C[),0> .

On vérifie aussi immédiatement que Q(¢) et C(¢) sont complétement continues. Re-

marquons toutefois que Q(p,¥,§,0) si elle est quadrilinéaire n’est pas symétrique en toutes les
variables, néanmoins les relations (24) sont suffisantes pour mettre DQ(¢) sous la forme (28).

Il reste 2 montrer que

1. A
;Q(f)— A Saplf) Tag dx

est positive.

Soit b les coefficients de la matrice inverse de a . La loi de comportement des
a6 ofyd P
contraintes s’écrit encore

/\
faﬁ =- Eaﬁ(u(f)) + baﬁ'yS 576 (f),

donc

/\ /\ /\ ~
/ Seplf) fogdx= / bagys Saplf) Syg(fdx = / €qp(u(f)) Syglf)dx,
Q Q Q

mais ce dernier terme d’aprés (12) est nul, d’ou le résultat, la matrice baﬁ'yé étant définie positive.

Remarquons que Q(¢) = 0 implique Saﬁ(f) =0, plus précisémenton ala :

PROPOSITION. Les solutions de Q($) = 0 sont solutions de I’équation de Monge Ampere

o9 _f._f_( f)
axﬁ axg axaaxﬁ
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Cette proposition se démontre par une dérivation judicieuse du systéme suivant (équivalent 2

T(,$)=0):
ou ¢ \2
2 —('x- +<_> =0 )
axa axa
<aua auﬁ > o¢ o¢
— e — + — | — ,
axﬁ axa axa axﬁ

Remarque. On trouvera dans POTIER FERRY [15] une étude détaillée de I’équation de Monge
Ampére (cet auteur suppose seulement que la solution de (29) appartient a Hz(ﬂ)) et des exem-

ples de domaine £2 ol la seule solution de (29) appartenant a V est 0.

Conclusion. Cette partie nous a permis de mettre les équations de Von Karman écrites en

contraintes déplacement, sous la forme

A —-ABS+C(5) =0,

(Py) (30)
CEV.

Nous référerons a cette équation en parlant du probléme (P)\), avec :

. A €lsom(V,V’), A auto-adjoint coercif, donné par (16),
.BEL(V,V’), B compact, auto-adjoint donné par (17),
. C est un opérateur gradient, dérivé d’un potentiel positif, homogene de degré 3,

complétement continu de V dans V'’ (C donné par (18)).
Remarque 1. L’équation (30) est encore équivalente a:
(30 bis) —AL¢+N()=0,

ot L=ATTBet N=A"1C.SiV est muni du produit scalaire ((§,m)) = < A§n > I'opérateur L

est compact auto-adjoint non nécessairement positif.

2) La formulation précédente ne nécessite aucune hypothése sur la géométrie de la
plaque, en particulier comme n’intervient pas de fonction d’Airy, il n’est pas nécessaire que la

plaque soit simplement connexe, ceci sera utile dans I’étude des plaques perforées.

Nous allons montrer que sur ce modéle nous pouvons faire une étude de bifurcation
analogue a celle de BERGER [1].
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Il - BIFURCATION A LA PREMIERE VALEUR PROPRE
1 - Probléme linéarisé
Le probléme de valeurs propres :
Af—-AB{=0,

admet une famille dénombrable de valeurs propres 7\]-, jE€]Inm[,n< 0, m> 0, 'un au moins

des deux entiers n et m étant infini
. < )\_QS )\_1 <0<)\]< )\2<

Le spectre admet une partie positive s'il existe ¢ tel que < B{,§ > > 0. Alors,

<B{,§>
= max

(31) L 8L
Mo {rev) <A ’

et

E()={5 €V, AL -2 By=0} =
= {5, §EV,<AGE> — A < B >=0}.
Rappelons que I'espace propre associé a la premiére valeur propre positive (ou néga-
tive) n’est pas nécessairement de dimension 1 car le probléme est du quatriéme ordre.
2 - Bifurcation par rapport aux premiéres valeurs propres )\_1 et )\]

On suppose que A, existe ()x] < + o). Si le spectre n’a pas de partie négative il faut

poser dans ce qui suite 7\_] =—o0,

THEOREME 1. i)  Si N\ € ]\_q, \{[ le probléme (Py) n’admet que la solution triviale § = 0.
™ A

ii)  Pour \ = A; I'ensemble des solutions de (P)\) est constitué du cone des

vecteurs propres associés a \y et qui de plus vérifient Q(¢) =0.

Remarque. Nous avons évidemment une partie ii) analogue pour A = )\_] si )\_] est fini.
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Preuve. Soit A€ ]\_y, Ay 4[ et { solution de (P)\) :

A —AB¢+C(¢) =0,
donc
<ALE> =N <Bg g >+ <C(¢),6> =0.

D’aprés (31)ona:
1 1
1 7\-1
donc si)\€[0,7\1[,
A
<ALE> —A <B§',§'>><1 —)\—> <ALS> >0,
1

etsiAE ]>\_1,0] ,

A
<AL > AL B> >< —)\—:> <A$E> > 0,

et comme L
1
<CEE> = Q(§) > o,
ona¢{=0.
ii) Si ¢ est une solution de P pour A = )\1 ,$ vérifie
<A§‘,§>—>\1 < B¢ >=0,
(32)

Q) =o.

Il en résulte d’aprés (31) que § € E(A;). De plus on sait que Q({) = 0 est équivalent a Saﬁ(i') =0,
donc implique C(§) = 0. Les solutions de (32) sont donc aussi solutions de (P). Il reste 3 remarquer

que si ¢ est solution de (32) toute la doite [R¢ est aussi solution.

e S a
Remarque 1. Si I'équation de Monge Ampere (avec les conditions aux limites ¢ =—§ =0 sur
n

Lo YT, §=0surT'y) n'admet que la solution { = 0, alors le probléme (P) n’admet que la so-

lution § =0 pour A =A.

THEOREME 2. On suppose )\] fini. Sous les hypothéses de la partie | le point ()\1 ,0) est un point
de bifurcation pour le probléme de Von Karman. Plus précisément il existe une branche de solu-
tion (A1 (R), §1(R)) définie pour tout R >0, telle que
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(33) AS1(R) =2 (R) BE;(R) +C(¢1(R)) =0,
(34) 1§, (R) =+ 2R(1 + 0O(R)),
(35) RlizloM(R) =1

Remarque. Nous ne faisons pas, pour ce théoréme, d’hypothéses sur les solutions de I'équation
de Monge Ampere : la branche obtenue ici pouvant étre une branche verticale, c’est-a-dire :

A1(R) = X, dans le cas ol (29) admet des solutions non triviales.

Preuve. (BERGER [1] ). Nous faisons apparaitre A comme un multiplicateur de Lagrange en ma-

1
ximisant la fonctionnelle J (¢), J (¢) =5— < B§$> , surlavariété Zp (R> 0):
1 1
ER= §',§€V,;<A§',§'> +Z<C(§'),§'> =R .
LEMME 1. L'ensemble Z est une variété bornée c! , €toilée par rapport a | 'originé.

1 1
En effet, Zp est une surface de niveau de la fonction § - -2- <A§E> + :"< C¢,&>

dont le gradient n’est nul qu’en 0. Cette variété est étoilée car pour tout { €V, il existe t unique
g q

tel quet§ € Zp .
LEMME 2. La fonction |({) atteint son sup sur Zp it existe § € Zp tel que,

J(§)= sup  J(§)-
tE R
En effet, | étant bornée sur ER, il existe une suite maximisante §'n qui converge

faiblement vers un {, et comme ] est complétement continue,

J(§)=lim )= sup J()-
g=hN

Il reste a montrer que { € ER . Or, C étant complétement continue, on a :

lim <C(E,).8,> = <C(§)5>,

n —>oo

et

~

1 ~~ ~
Py <A > +Z<C(§),§> < R
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Soit tp tel que tp (S ER, R = 1, alors

~ ~ ~

Jtg ) =tx () < sup  JE&)=)(8)
§EER

donc ~
tR = 1 et ¢E ZR.
LEMME 3. Pour tout R, il existe (A (R),$1(R)) solution de

Aﬁ (R) _7\] (R) B§1 (R) + C(f](R)) =0.

Ce lemme est une conséquence triviale des deux précédents :)\1(R)est le multiplicateur

de Lagrange associé au point §‘](R) réalisant le maximum de ] sur Zp.

LEMME 4. Lorsque R tend vers 0,

(34) I&(R)I2=2R (1 +0(R)),
(35) QJim Ay (R) =2,

Preuve. D'une part pour tout { EZp ona:
2R —-;—<C(§),§> =1¢ 12 < 2R,

et d’autre part,

0< <CE)E> <clil?,
donc, pour tout { € ZR,
(36) 2R—§R2 <lel?< 2R,
Ceci implique (34).

Pour obtenir (35) remarquons d’abord que d’aprés le théoréme 1,)\1(R)> A Ensuite

soit tp tel que tp &4 € Zp, Igy 1=1,A%; —A; B§; =0, larelation (36) montre que t2R ~ 2R.

Alors :
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11 < B&R) . £ (R)> | <BERGR> g <BE, 6>
N MR) <AGR).¢(R)> + < Cle4(R)) . (R)> ~ 2R+4CR?2 T 2R +4CR2
1
=X1‘ (1 + 0(R)).

La relation (35) est ainsi démontrée.

Remarque. Lorsque R tend vers 0, la suite est relativement fortement compacte et ses

X

valeurs d’adhérence sont des vecteurs propres de A — AB (associés a la valeur propre )\] ).

3 - Bifurcation par rapport a une valeur propre quelconque

L’opérateur non linéaire C étant un opérateur gradient, il y a bifurcation en tout point
du spectre de (A — AB) (KRASNOSELSKI [10] ). De plus il est facile de montrer par un raisonne-
ment analogue a celui du théoréme 1i) que si )\i est une valeur propre positive, il existe € > 0 tel
que dans l'intervalle ])\i - €, )\i] il n’y a pas de solutions petites. (Si )‘i < O ce sera dans
A )‘i + €[ ). On trouvera dans BERGER [2] des résultats précis sur le nombre de solutions bifur-
quées en fonction de I'indice de Morse de la fonctionnelle quadratique <A, §>—A<BS,¢>
en =0, les théoremes obtenus par BERGER [2] pour les équations de Von Karman écrites avec
la fonction d’Airy s’appliquant au cas présent de la formulation en contraintes déplacements.La
méthode de KIKUCHI [9] s’applique également pour I'étude de la branche bifurquée au voisinage
d’une valeur propre simple (cf. MIGNOT PUEL [16] ) nous en ferons usage dans I’homogénéi-

sation.
4 - Etude du probléme non homogéne
Nous entendons par la le probleme de Von Karman ol intervient une force distribuée

transversale a la plaque, de densité f. Les équations modélisant ce phénomene sont identiques a

celles du début sauf I’équation (4) qui doit &tre remplacée par :

a2 3 at
M) — — = )=f (dans Q).
B A%g Mag) %, <°°‘B BxB> (dans )

Les opérateurs A, B, C ne sont pas modifiés et le probléme étudié s’énonce : chercher ¢ solution de

A{—=ABS+C(S) =T,

teEV.
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(nous considérons X\ comme une donnée : elle mesure I'intensité des forces, s’exergant au bord

dans le plan de la plaque).
Nous avons alors le :

THEOREME 3. Sous les hypothéses précédentes et si I'équation de Monge Ampére n’admet que
la solution nulle dans V, alors pour tout \ et tout f le probléme ( Py) admet au moins une solu-

tion §.
Preuve. Les solutions de (Pk) sont les points critiques de la fonctionnelle
1 A
J©) ='2"<A§,§> —-2-< B{,¢> +QR) - <ff>,

montrons que cette fonctionnelle admet un minimum, le point ol J atteindra ce minimum sera

évidemment solution de (P)\).

1| suffit de montrer :

lim  J(§)=+ee,
¢ ll—>o0

car la fonctionnelle J étant s.c.i. ceci assure I’existence d’un inf atteint pour J.

Supposons qu'il existe M et une suite §, I $n >+  tels que

J(5,) <M.
Soit,
$n
E"—ugnn’
alors,
l(§n) 1 A 1
37 =——=<BE g >+ 12 ——<fE>< ,
o7 e 12 2 2 fty >+ 18, 1700 I, | 7 g, 12

comme Q(&,) = 0, on déduit de (37) que,

1 A 1

———<Bf k. > ——— <ff > < ,

2 2 fkn o n 2
n e,

donc par passage a la limite :

1 A
(38) ——— <B§E> <0.
2 2

(olx £ est une valeur d’adhérence faible de (£, )).
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Montrons par ailleurs que £ = 0 ce qui sera contradictoire avec (38).

Dapres (37)  lim  Q(§,) =0, sinon le terme I 5 | 2 Q(gn) tend vers plus Pinfini et

n —> oo
comme les autres termes du premier membre de (37) restent bornés, ceci contredirait (37). Mais

Q est completement continue donc

et £ est solution de I'équation de Monge Ampére et appartient a V, d’aprés I’hypothése du théore-

me,
£=0.

Remarque. Nous aurions pu supposer I'existence de forces distribuées (ga) s’exercart dans le plan

de la plaque, nous aurions alors obtenu un résultat analogue (I’équation %08, = 0 devant étre
)

remplacée par 9o8 8= 8-
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B - HOMOGENEISATION

1 - HOMOGENEISATION DES PLAQUES MULTIPERFOREES
1 - Position du probléme

On étudie le comportement d’une plaque perforée périodiquement. Plus précisément
comme dans LIONS [12] ou CIORANESCU - ST. JEAN PAULIN [4], on prend une cellule de
base Y = ]0,y1[ x ]0,y5[ , un ouvert O CY, O a bord régulier, O représentant la perforation de

base, on notera encore Y*=Y —O.
On considére le plan perforé obtenu par les translatés de e Y* par les vecteurs
e(nq Y1 Ny y2),n1 , Ny EZ. Notons :

*
IRg’ =U(eY* +e(ng 1,05 ¥5)),

- 2%
Q.=2n R,

- 2/ R2% § =
0,=Q2N(R*/RZ"),S.=30,

on supposera que 2. est connexe et que 9§ ne rencontre pas les trous, 32 N Se = et donc
Q. =0QUS, (figure 1).

Q
Yy
%
- (o
/ S
—_,Ce S —
(=]

S DY =4 Pd %7

o

figure 1
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La plaque perforée occupe au repos le domaine Qe’ Les conditions au bord sur I' = 382

sont celles de la premiére partie, en revanche les bords des trous sont libres.

Le déplacement du point (xq,X5) est noté (uf(x1,x2), u€2(x1,x2), fe(x1,x2)), et le

tenseur non linéaire des déformations,

Toglu689) == =

1 aufx aug 1 0¢€ o€
=—(—+
2 aXﬁ aX

” 2 axa axﬁ

Nous introduisons les espaces analogues a ceux du | :

W=

v,vE (H] (Qe))z, V/Iﬂoo=O $;

0§

V_= —_ =0§.
€
on FOOUFO

2 _
¢ een2Q), ¢ =0,
§ERYQ)SIp ur, ur,

Les contraintes 02,6 vérifient I’équation variationnelle :

/ oéﬁ.eaﬁ(v)dx=)\/ Fovadl, YVEW,,
Q T, UT,

(3) €

ogg€ (LAQ ).

Les lois de comportement sont conservées :

(4) 008 = 2agup [7,,(UE51,
6256
€ _ —_s
(5) Mag = Aopuw [axy axv] :

Remarque. Pour tout ce qui suit nous pourrions prendre des coefficients a et A dépen-
q q P P afur ofuv p
X
dant de— , mais pour simplifier nous les prendrons constants.
€

La déflexion ¢€ vérifie :
2.€ 2 €
0 0 0 0
/ Aoguy d . : dx +/ ogﬂ—g—.—-g—dx=0,
Qe 6x# axv axa axﬁ Q axa bxﬁ

€
§'€V€, VEEVG.
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o . . . 0,6 .. c€ (¢€
Comme dans la premiére partie, nous introduisons les tenseurs o a’ﬁ et Saﬁ(f ), le ten-

seur 022;6 est solution de :

/ ao’eeaﬁ(v)dx=/ FoVedl, VVEW,,
Qe I“OUI"1

ogf € (LX),

(7)

etsifoy€ (L2@ )%, (§§B(f€), a€(f€)) est solution de :

/ ggﬁ(fe).eaﬁ(v)dx=0, VVEW,,
§2

(8)
Seplf) = gy €, (€(F€) +£].
! 5 () =20 39
SifEH (Qe)’ soit faﬁ(e) 2 ox, bxﬁ et,
) Sep0) = SEp(f540)),
(10) 05 =Moo + S5 4t9).

Enfin aux opérateurs A, B, C de la premiére partie correspondent de maniére évidente
les opérateurs A€, BE, C€, L€ = (Ae)_1 B, et N€ = (Ae)_1 C€. Notons que les opérateurs A€ sont

uniformément coercifs, ce qui permet de munir chaque espace Ve de la norme
IgI2=< A¢, ¢ >,

ces normes étant uniformément équivalentes a la norme induite par HZ(Q).

Dans I'étude du comportement de la plaque quand e tend vers O nous nous attacherons
aux problemes suivants : si (¢€ \€) est une solution de :

Ae g-e__)\e B€ g—e + Ce(g-E) = 0’
telle que Il ¢€ Il et A€ restent bornés, alors,

i) quelle est I'équation vérifiée par les «limites» de ¢€ et A€ ?
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i) dans le cas ol cette équation limite a plusieurs solutions, vers laquelle tend ¢€ ?

Le point (i) conduit a homogénéiser un probléme du quatriéme ordre non linéaire,
alors que le point (ii) conduit 2 homogénéiser un probléme de valeurs propres et un probléme

de bifurcation.

Nous commencerons par rappeler et préciser certains des résultats obtenus par
DUVAUT [6] [7],LENE [11], TARTAR [17] sur I’'homogénéisation des problémes du quatriéme

ordre et d’élasticité.

Problemes du quatriéme ordre

On conserve les notations ci-dessus. Soit T€ € V,e et u€ la solution de
(11) A€ € =TE,

L’étude du comportement de u€ nécessite de se placer sur &, pour cela on introduit

trois opérateurs de prolongement :

i) L’opérateur ~ de prolongement par 0 de LQ(QG) dans L2(S2) tagp€ L2(Qe) il
associe ¢ € L2(Q), p=psurQ,, $= OsurO,.

ii) Soit R® I’opérateur de restriction de V a Ve , pour tout ¢ € V, R€ =9/ Q -
€

Alors I'opérateurt ransposé tR€ Ve V'’ possede les propriétés suivantes :

af\ of
tRe — =—— ,
ox./ 0x;

i i
3% \ ok
tRe - _
axi 8xi axi E)xi

. tp€
- HM,VGII R “L(V'E,V,)< M.

-sifeLP(@,), 'RE(A =T,

iii) 1l existe d’aprés TARTAR [17] un opérateur de prolongement P€ :Ve—>V possé-

dant les propriétés :

BC,Ve,VVEVe,
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[PEv I <Clvl ,
L@ " LAe)

ID2(PE V) | <CI|)2\/|L2

LA(@) @)’

€
I (PE ) I W@ Tl i)

Nous pouvons alors énoncer le résultat suivant (DUVAUT [6] ).

THEOREME 1. On considére la suite d’opérateurs A€ définie ci-dessus et la suite u€ solution de

A€ u€ =TE, Alors il existe un opérateur A® :V >V’ g coefficients constants :

a4v
(12)

ACv=3 ,
qaﬁuv axa be axy axV

tel que si la suite T€de V e verifie,

(13) lim(*R€ T€) =T dans V' fort,

alors u€ est telle que P€ u€ converge vers udans V faible, u étant la solution de
(14) Au=T.

Remarques. 1) L'écriture variationnelle exacte de (14) est :

(14bis) / % % dx=<Ty>, VvEV
is YaBvs . X = v >, VEV.
o B ax axg T ax, 0%

2) Définition des Aopys:
Soit HpQ(Y*) I’espace de Hilbert des restrictions a Y* des fonctions de HI%C( IR2), Y

périodique. Pour tout polyndme P de degré < 2 il existe une solution unique 0p du probléme :

2 2
04(6,—P) 0%y
A P . dy =0, V¢€H2(Y*),
/Y; ofys 3y, dys  dyedvg p

(15) 0 e Hg(Y*),

f 0(y)dy =0,
Y*
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1
alors, si on note paﬁ";ya Yg eaﬁ_ epaﬁ on a,

2 2
1 3
= — A ———— (0.~ P. ) — (0. —P_s)dy.
9%py5 T [y | /Y* ) 770 075 (048~ Pag) 2, 0%, (0.5~ Pys)dy

Preuve du théoréme. La démonstration est due pour la plus grande part a DUVAUT [6] et nous
ne la referons pas ici : la seule modification consiste dans I'introduction du second membre T
avec la condition : 'R€ T€ converge fortement dans V’ : ceci assure un bon comportement dans
les passages a la limite. Cette généralisation nous sera trés utile dans I’étude du spectre de
A€ §'€ -\ B §e, \ B¢ ge jouera le role de TE et dans I’étude de la branche bifurquée ol I'on

prendra T€ = A BE ¢€ —C(¢€).

11 - HOMOGENEISATION DES PROBLEMES D’ELASTICITE

Soit Fy € (L2, U Ty))2 8 € (L2 g0 € (L))

du probléme d’élasticité,

~ ov
o
S€ ¢ (v)dx=/ Favadl‘+/ gavadx+/ g o — dx,
/sz of "ol r,uT, Q. o % xg

€ €

, et soit (Sgﬁ,ue) la solution

(16)

S;ﬁ = aaﬂ,ya [676 (Ue)] .

Les coefficients L) possédent les propriétés de symétrie et de coercivité indiquées

dans la premiére partie.

Remarque. Dans le cas ou 8o = 0 ce probléme a été résolu par LENE [11] . Nous allons constater

ue dans le cas o g,3 # O, il apparait dans la loi de comportement une composante parasite due
q of p

aux gaB

Pour étudier le comportement de SSB et u€, introduisons 'opérateur de prolongement
P€ ( TARTAR[17]) :

Pe:Hl (@)~ H (@),

qui est tel que,
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3C, Ve VveH (@),

€,
TCN 1 g <CIVY ILQ(Qe),

1(PEV) |

<Clvl
L2(Q) 2

L4Q,)

Comme précédemment nous désignons par ~ le prolongement par O dans les trous des éléments
de L2(@2,).

Nous pouvons alors énoncer le :

THEOREME 2. Sous les hypotheéses précédentes lorsque € tend ver 0, la suite (Saﬁ , P€ u€) tend
faiblement dans (L2(Q)) x W vers la solution (S B’ u) du probléme :

bva
i) SaBa_dx= Fovgdl+0 8y Vg dx +
Q B r,ur, Q
ava
gaﬁ———dx , VVEW,
(17) B

SeB € (L2(Q));".

8u,y
i) Saﬁ=an’Y§ -5;-5—+ Caﬁuvguv'

Les coefficients AaBys SONt ceux du probléeme d’élasticité homogénéisé obtenu par
LENE [11] dans le cas ou 8 = 0 (définition ci-dessous).

Les coefficients Caﬁy& sont définis par :

Cauv = Yapys Lysur ~ 0>

) est la matrice inverse de (a

ou (b Youv 76;11))'

Définition des q aBys

Soit H;(Y—O) la restriction a (Y—0) des fonctions de HI]OC(!RQ), Y périodiques.
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A A E Msz(lR) espace des matrices symétriques d’ordre 2 on associe

0(A)=0¢€ (H:)(Y—O))2 solution de :

/ Aoy (€45 (0) — €y (AlY)) egglvldy =0, VVvE (H;(Y—O))z,
Y-0

/ 6(y)dy = 0.
Y-O

La forme quadratique Q(A) = 2 GaBys >‘a‘6 )\75 est alors définie par :

(18)

1

(19) QA= =
Y

ce qui est encore équivalent a :

1 A8 )
(20) YWpys = Ty | /Y ~Oaa,3,w € [AT2(y)=0(A7®)1dy

ot
— SO
Azﬁ-a“.aﬁ.

Remarque. 1) Il y a unicité de la solution du probléme (17) (i) et (ii) : il suffit de I’écrire en terme

de déplacement : I’équation obtenue admet une solution unique u grace a la coercivité de la ma-

trice (aaﬁ76) :

au7 v,
/qaﬁya-—. dx=f FavadI‘-H)/ 8y Vg X
Q dxg r,ur, Q

aXB

a

+/(q & Do) By —— dx.
Q ofyd “yduv’ Su axg

2) La relation (16) (ii) entre le tenseur des contraintes homogénéisées (c’est-a-dire le
tenseur limite des SZB) et le tenseur des déplacements ea'B(u) fait intervenir un terme de relaxation
di aux 88 il n’existe donc pas de relation entre Saﬂ’ le tenseur des contraintes, et eaB(u) indé-
pendante des forces extérieures : on ne peut donc parler de loi de comportement au sens habituel.
En fait dans ce probléme on peut considérer que les bords des trous ne sont pas libres (si 8B est
régulier, on a sur aoe, SEB nB = gaB nB) au contraire du cas linéaire étudié par LENE [11] . Remar-

quons encore que cette absence de loi de comportement est masquée par la formulation (21) :

ou ~
Y . . . -
le tenseur <qa‘375 ——'a ) n’est pas la limite faible de 554; alors qu’il serait raisonnable de le pren-
Xs

dre comme le tenseur des contraintes homogénéisées.
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Malgré cette anomalie le probléme d’élasticité (16) nous seratrés utile lorsque nous

utiliserons le tenseur des déplacements non linéaire 7aﬁ(u)'

Preuve du théoréme. Les coefficients 308y5 étant symétriques en (a,B) et (y,8) nous remplacerons

ov
S(V) par-a—- Dans la formulation en termes de déplacements, (16) s'écrit :

ava
a—-— ?dx = ' Favadl‘+ gavadx
Q, Xs 8 r,ur, Q

€
(22) +/ avO‘d VvEW
gaﬁ__ X, v €’
0X
Qe B
€
u GWG.

Estimation a priori

A partir de (22) on obtient :

€ <M
IGaB(U ) |L2(Qe) < ,

IS€ . | < M,
4 L2
€
et grace a I'inégalité de Korn (qui est uniforme en €),

lu€ | <M

)

(H(Q)?

€ €

Premier passage & la limite

D’apreés (16) on a :

(23)
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~

Quand € tend vers 0, 5243 -~ Saﬁ dans (L2(Q))?, P€ u€ -~ u dans W, Ea—~ 08 g:ﬁ—‘ 0 8B dans

[Y*]
LQ(Q). (0 = ™ ) et I'équation précédente donne (17)(i).

ou o
Relation entre S o et ——

aXﬁ

En utilisant (18) posons :

wly) =Aly) -8(y) wly) € (H(RZ)2,
owy 2 (2% 4
Oaﬁ(Y)=aa375 55— ) %08 e(LIoc([R ))5 )
WE(x) = A(x) - ee<i> ¢ w<i>
€ €

x aw§
€ = = .
Oaﬁ(X) - oaﬁ<;) = aaﬁ76<ax6 >

Grace a la relation (18) on montre que :

24 € Y 4y=0 v oe (H Q)2
(24) /Q"aﬁaxﬁx . veerl@)

Nous avons en outre les estimations :
Iwe | < C
(H'(@,)?
IP€ wE | 1 2< C,
H ()

~

o€, | <C,
b ()

donc lorsque € tend vers O,

PE WE(x) ~ A(x) dans (H1(2))?,

o N / vy
O n— = — a .
af ™ Yapys M8 T 1Y e OB18 G Y

Soit alors ¥ € D(§2), dans (24) prenons ¢ = ¥ P€ u€ et dans (23) v =¥ P€ w€. Par
différence nous obtenons :
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Dans chacun des termes de (25) excepté le dernier, il est aisé de passer a la limite
car ce sont des produits scalaires de la forme (Xe,Ye) ot X€ converge fortement et Y€ faiblement.

Pour le dernier terme on se ramene a la situation précédente grace a :

€ €
/ *a ¥ d / <awa>\p d
g ,—WVdx = g o\ — X.
‘Qe OLﬁ aX6 Q (!B aXB

ng‘
Il reste alors a évaluerla limite faible de 3 .

Ona: ~
aw,$

~

€ _ A
O = 2apyd aXS !

la matrice (a(xﬁyé) est associée a un opérateur linéaire inversible de M(2 x 2) dans lui-méme, soit

baﬁ'y& la matrice inverse, on a évidemment baﬁ'ytS = bBa’y«S = by&aﬁ et,
€
awa ~

e _ €
o Dapys Ty8

[ a /
g.q — Vdx= bogvs BB O ¥ 9%
o of axg q ofyd Sof "y

et la limite faible de ce terme est

fﬂ Iysuv Papys v o ¥ I

On obtient a partir de (25),

ov
Aylx) — =/ A < —+b v)d
/ >of oxg o JoB1 s Mo, eyt Byd ) *

9 ow
+0 A, (x) ¥ dx + 0 Ay (x) — dx..
.é 8o AalX) ¥ dx /Q 8op NoX) g dx
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La comparaison de (26) avec (22) ol nous prenons v(x) = ¥(x) A(x) conduit a la

relation (16) ii. Ceci démontre complétement le théoreme 2.

Les deux corollaires suivants permettront d’adapter le théoréme 2 au probléme de

Von Karman.

COROLLAIRE 1. Soit g,3 € (L2(2))* et une suite g€ (L2(2€))* telles que :

im (1g55— g5 -0,

€e—>0

alors la solution (Sgﬁ(ggﬁ) ,P€ ue(ggﬁ)) du probléme ((16) (gfxﬁ)) a méme limite que (Sfxﬁ(gaﬁ) ,
p€ ue(gaﬁ)) quand € tend vers 0.

Preuve. La formulation variationnelle (22) donne :

f 05 €5 (U (8) — U€ (8) €pg(u€(ES) ~ uE(g))dx
QG

—'/I;Ulﬁ
(

d
+ / 8a ™ %ap) I (uS(8%) —ug(g) dx,
Q. 8

F o (u€(g®) —u€(g))dr + f 8o (u€(g®) — u®(g))dx
QG

d’ou la majoration :
le, q(u€(g€) — u(g)) | < Clgp—g.5!
ce qui donne le résultat grace a I'inégalité de Korn.

COROLLAIRE 2. Soit f§g € (L2(2€))* et soit (S5,5(16), UE(F€)) fa solution de :

/ sgﬂ(ff) eaﬁ(v)dx =0, VVEW,,

¢

(28)
Saa(f) = aggys [eys(UE(F)) +f)51.

4

On suppose qu'il existe faﬁ € [L2(Q)] telle que

lim (I fag~ fag ! '-2(9e)> =0.
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~

Alors lorsque € tend vers 0, la suite (Sfxﬁ(fe), P€ u€(f€)) tend faiblement dans
(LZ(Q)):' x (H! (Q))2 vers la solution (SaB , u) du probléme d’élasticité :

(i) f Sweaﬁ(\/)dx=0, VVEW,
Q

(29) saﬁe(LQ(Q))j, VEW,

Preuve. Ce corollaire est une conséquence du théoréme 2 et du corollaire précédent : il suffit de

poser
€ _ €
8o = 2apys x5

80p = 25 Fys -

Remarque. Nous voyons dans le corollaire 2 que la relation (19 ii) qui joue le role de loi de com-
portement est conservée, ceci sera utile quand nous emploierons le tenseur non linéaire des dépla-

cements.

Conclusion. Les résultats obtenus sur I'homogénéisation du probléme d’élasticité nous permettent

de définir des opérateurs homogénéisés B et C° associés 2 la suite des opérateurs B€ et CE.

DEFINITION DE B°. Pour tout ¢, £ €V posons

a¢  o¢
30 BO = 0,0 .
( ) < (f),f > v[; aaé axB ax_a dx

ou 02230 est la solution du probléme d’élasticité,

0,0 —
9op8=0>

0,0 _
%8 "B Fo sur I‘OUP1 ,
(31)

0,0 _
u’ =0, surFoo,

Tof = Aopys €45 U)

L’opérateur B® est compact symétrique de V dans V' (V étant muni de la norme induite par
2
H4(Q2)).
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D’ apres le théoréme 2 ol I'on prend g, = Bap = 0 la solution (625u®€) du probleme

(7) est telle que oaB , P€ u9€) converge dans (L2(Q))‘: x W faible vers UaB , u%°) solution

de (30).
DEFINITION DE C°. Pour tout ¢, £ €V posons

(32) <Cok)E>= / Sag®) XX &,
Q

ol Sgﬁ(f) est la solution du probléme d’élasticité,
o —
Sa{i,ﬁ =0 dans £,
(33) Sgﬁn3=0 sur T UTy,
1 ag o¢
0, = € s (u%)+— .
a8~ Sofyd [75( "3 ox, ax5]

D’aprés le corollaire 2 du théoreme 2 si ¢€, ¢€ € Vest telle que P€ ¢€ converge faible-

ment vers ¢ dans V la solution ngﬁ = Sgﬁ(fe) du probléme
e —1
Saﬁ,ﬁ 0 dans £2,
Scex,B“ﬁ= 0 sur I‘0 U 1"1 ,

e 108€ ag€
Sof = 2agys [%6(“6) 2 ox, 0%

est telle que Saﬁ converge faiblement dans (L2(Q.)) vers 534; solution de (33). En effet il suffit

¢ 3
de prendre f66 = — _§'_ , f= _§‘_ . — et d'utiliser I'injection compacte de H! (22) dans
ax7 0xg ax,y oxg

tous les LP(R) (p fini).

Nous sommes alors en mesure de passer au probléme linéarisé.



Flambage des plaques élastiques 33

111 - HOMOGENEISATION DU PROBLEME LINEARISE

Le probleme

(34) fev

<Becpe,(pe>=i]

)

admet une famille dénombrable de valeurs propres {)x]e} , ol 'un au moins des

. € €
. e j€lng,mgl
deux entiers n , mf est infini, avec 0’7o

)

<Ay << o< <.

on convient de répéter les X avec leur multiplicité et a chaque )\? on associe un vecteur propre
cpienormalisé par < B¢ «pf, ¢‘|f > =signe de R?, les {«pf} formant un systéme orthogonal complet
pour V. muni du produit scalaire ((£,u)) =< A€ £.u > . Enfin on désigne par E€()) le sous-espace

propre associé a la valeur propre A.

De méme a (A°,B°) est associé le systéme ()\?, ga% :
A® gP=1, B® o0,
<B° «pio, «pio >=signe de >‘(i)’

ie]no,mo[,¢f’€V.

Le théoréme suivant précise le comportement des propriétés spectrales de la suite
(A€ - BS).

)

THEOREME 3. Lorsque € tend vers 0, le systéme de valeurs et vecteurs propres (?xie , (fl)
i€]n,, m[,associé a (34) verifie :

(i) pouri€ing, m,[

lim 2§ =20
€0
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(i) pouri&ln,, m.[

lim Ixf |=+ o0
e—~>0

(iii) si A est de multiplicité p avec
I
0_+0 _ — 30
N < ATENG == N1 < Ay

I’espace Z pe Ee()\f +i) converge faiblement vers E(\°) dans V (donc converge pour la
0<j<p-

métrique de Hausdorff sur les boules unités des sous-espaces dans L2(Q)).

Remarque. Ceci implique en particulier que tout vecteur propre du probléme AC =\ B est limite
faible d’une suite P€ ""le(e) et qu’inversement si la suite )\? a une limite, les valeurs d’adhérence des
pé go? (qui sont évidemment bornées) sont des vecteurs propres de (A® — X B9) associés a la valeur

propre limite des )\f.

Preuve du théoreme

Notation. Soit i € Z*, nous noterons ]0,i] 'intervalle de 2* : [1,i]sii = 1, et [i,1]

si i < — 1. Nous montrons successivement :

1) Les valeurs d’adhérence des suites kf (i fixé, € tendant vers 0) sont valeurs propres
de (A°,B°).

2) Les valeurs propres de (A®,B°) sont limites de suites )\ie.

3) Les espaces propres convergent.
LEMME 1. On se place dans le cadre des hypothéses du théoréme. Si la suite )\ie (i fixé, € tendant
vers 0) a une valeur d’adhérence finie, il existe une sous-suite (notée encore €) telle que :

i) pour tout j € 10,i] fa suite 7\]? converge vers |; valeur propre de A° —\ B,

ii) les vecteurs propres («pie) j € 10,i] sont tels que p€ gof convergent vers ;olo dans V

faible, vérifiant

A% g =, B o7,

<B° ¢p? , ¢(i’> =signe de K
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les gp? , i € 10,i] , formant une famille orthogonale dans V muni du produit scalaire

<A® ¢ >= (),

i) Sii> 0 ,dors, Vij, 0<j<i, O<>\j<ﬂi,
Sii< 0 ,adlors, Yj, 0>j =i, 0 >)\j> M-
Preuve. Supposons i > 0, d’aprés I’hypothése on a :

0<Af<..< A<M,

et on peut supposer :

lim A=p , 1< j<i,
i
e—>0

(ceci est la définition des “j)' avec
0<u]<... <yi<M.
Il résulte par ailleurs de (34) que
(35) Ihpf ||V€=7\‘;I <M,
donc il existe ;’j €V tel que
pé ¢‘§ - ;0’- dans V.
Montrons que tReBecpf tend fortement dans V' vers B® ;ol. . Il en résultera que

o —
<B ‘pi"pk>_6jk’

(donc que ¢ # 0) et, -grace au théoréme sur I'Homogénéisation des problemes du quatrieme

ordre- que
0, —,. BO.,
A" =By,
(ceci implique que Hy > 0).

Les parties (i) et (ii) du lemme seront ainsi démontrées.
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Soit donc, pourv €V,

ogf / ~
tp€R€E € _ € = €
R*B MY = o —_, —dx= o

‘pl C\'ﬁ 0X Q aﬂax

~ 0
nous savons que o<, est borné dans L2(Q ), donc 0, —— (P€ &) converge faiblement vers
aB € aﬂ ox ]
0 - _
08,3 P (¢i) dans LI(R), pour tout g, q < 2, et tReBe«pf converge faiblement dans W l’q(ﬂ)
B
qui s’envoie de fagon compacte dans V.

Nous allons prouver (iii) par contradiction.

Tout d’abord, on a 0 < 7\1 < KMy, soit donc j le premier indice, j < i, tel que
)‘j—1 < /.li_1 < “j < )‘j ,

comme j; est valeur propre de (A° - BO)

K= >\j_] =M1
soit alors g la multiplicité de >‘j—] ,
Neg = Nmq#1 = N1 TH ZH <Ay,
donc
i1 THi—q#1 = TR T

et les vecteurs propres ;’i , ‘;j forment une famille libre de (q+1) vecteurs dans E()\-__]) qui

—q
est de dimension g ce qui est absurde.

LEMME 2. Sous les hypothéses du théoréme on a :

i) Toute valeur propre de (A° =\ BC) est /imite d’une sous-suite )\E

ii)  plus précisément : soit ?xi une valeur propre de multiplicité p de

o _ o . = A = =\
A AB ()\]_1 < )\] )\j+l )\l+p_
1/ existe une sous-suite €' et un indice k tel que

1 <X +p) et E()\i) I'espace propre correspondant.

o ?\T'(’ , )“l-:(,+l ) ey )‘f(’+p—1 tendent vers 7\’- )

B) Z P€ E()\i’ +) tend faiblement vers E()\j).
0ss<p—1
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Preuve. Considérons j donné par (ii), supposons que j = 1 et que )\j ne soit pas valeur d’adhérence

de toutes les suites 7\? , 0<< i < p—14. Or d’aprés le lemme 1,

lim inf X >\ =)\
+p-1 +p-1
>0 j+tp— j+p j

donc pours = p,

lim inf 6. > lim inf A§ > A
+s +p—1 ’
e 0 j >0 j+p— j

et de plus comme 7\’- n’est adhérent a aucune suite )\ie , i €[1,j+p], il existe n > 0, et € tel

queVe e <e,, Vi€]ln,, m[onait:
(36) |7\€i—7\j|>n,
Montrons que ceci implique,

(A= B°) (V) D L),
ce qui contredira |'alternative de Fredholm car

(A= B°) (V) = {T,Tev’, <Te>=0, chjEE(Aj)}

donc
(37) (A= B%) (V)N L2@) = {f,feL?(@), / fpdx=0, VoEER) L.
Q
Nous savons que si A & Sp(A€,B€) on a,
Az
€_+ p&—1 - !
Il (A€ — A Bf) "L(Vé,Ve)—, max .
i€Jngm,[ | A=N
Il résulte alors de (36) que
_ C
Ih(A€-a BT 1< =,
J n

doncsifE€ L2(Q), la solution ¢€ de

ASEE -\ BS¢E =1,
F-NBTE lQe
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vérifie

¢ C
s "V <— Ifl <C,

e 7 LAQ)

donc

PE¢€ —~ ¢, dansV,

et comme f | o 0f dans V', il résulte du théoréme 1 sur ’lhomogénéisation des problemes
€

du quatriéme ordre que
A°§-)\i B ¢ = of,

ce qui contredit (37).

Il existe donc un indice k, k < j + p=1, tel que

) lim A6, < X,
€-0 k=1 )

i) lim NG = Nim g == im N =N
€->0

Montrons que q = p, ceci complétera la démonstration du lemme 2. Tout d’abord

q < p, en effet d'aprés le lemme 1 les (Cok+s)0< <o forment un systéme orthogonal de q
SSSO™

vecteurs propres de E(7\i) donc p = dim E()\i) > q.

Supposons q < p. Il existe donc ¢ € E()\i) tel que

(38) / Po Ppts dX =0 0< s < g1
Q

Montrons que le probléeme

(39) A°§—>\j BO¢=0y,

admet une solution ce qui contredira |'alternative de Fredholm pour (A° - )\i BO).

Soit ¢€ la projection dans L2(Q ) de R€ ¢ _sur Z ERE . ):
o € Yo k+s
0<s<qg-1

o= D 1 0 vy dx) of
o) lo |2dx o ks Pk+s -
0ss<p-l k+s Qe
Q.

D’aprés (38),

lim ¢€=0 dans L%(Q).
e—>0
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De plus le probléme suivant admet une solution unique,
A€ -NE BE L€ =RE. 0 — S,
<A o >=0 , 0<s<gq-1.
Pour montrer que (39) admet une solution, il suffit d’obtenir I'estimation
(40) kel Ve <cC,
(car alors 'R€ [x‘f( BE ¢€ + R€ Yo~ cp(f] tend fortement dans V’ vers )‘j B¢ +6 ¢ ).
Or I'opérateur (A€ - )\i B€) est un isomorphisme entre

Fe={¢, eV, <AL, 98 >=0 =0,
et
F)G:{T,TeVé)< T}‘p§+i> =O i=0,...,q"'1}

dont I'opérateur inverse a pour norme
I)\‘; I
A€ BT I= max _
€ _\€
s €[kk+q1] AL~ AL

D’aprés le choix des )\ﬁ Jeres Rﬁ +q-1 il existe une constante C, indépendante de ¢,
telle que :
€
I)\S I
max —=<C.

_ €_\€
sE[k,k+g-1] IAG— AL |

L’estimation (40) résulte alors trivialement de (39). Le lemme 2 est ainsi démontré. Pour achever

le théoreme, il reste a montrer que

Iii:}\'

. Vi€ln ,m [

On suppose i > 0. Nous aurons besoin du

LEMME 3.5/, < y;= )‘i et si 7\i est de multiplicité p alors,

Mi=“i+] = .. =ﬂ.i+p_l =)\i= ...=)\i+p_-| .
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Preuve. D’aprés le lemme 2 il existe k tel que My—1 < By = Mg = = “k+p—1 =)\i < “k+p .
Nécessairement k = i car les K sont croissants et M1 < )‘i'

Sik>i 7\i = My > M1 = M = )‘i ce qui est contradictoire et le lemme 3 est ainsi dé-
montré.

Montrons alors par récurrence que pour i > 0 ;= )\i. Tout d’abord My = )\] car

d’apres le lemme 1 M = >\1 et d’aprés la proposition 2i) il existe k tel que M = )\] donc
7\] el TR T Soit j le plus petit indice tel que pi > )\i (i = 2), alors il existe s tel que,
“j—s-] < “j—s = =Iij..] < Iij ’

donc d’apreés I’hypotheése sur j,

N1 < N = =Ag SN,

j—s— j

si )\i_s est de multiplicité s’ = s+1 alors d’aprés le lemme 3,

ce qui est contradictoire avec I’hypothése, donc }\i_s est de multiplicité s et,

d’apres le lemme 2, il existe un indice k tel que p = )\i et k> j ce qui est contradictoire avec (41),

les uy étant croissants donc = )\j » Vi, i €]0,m [ . Méme chose pour j < 0.
Conclusion. Cette partie montre que les points de bifurcation de la plaque homogénéisée sont les

limites des points de bifurcation de la plague perforée quand e tend vers 0. Il nous reste a montrer

qu’il y a aussi convergence des branches bifurquées.

1V - HOMOGENEISATION DU PROBLEME DE BIFURCATION
1 - Méthode de Berger
D’aprés la premigre partie nous savons que pour chaque € le point ()\ﬁ , 0) est un

point de bifurcation pour le probléme de Von Karman : il existe une branche de solutions
(A§(R), £5(R)) définie pour R > 0, telle que
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A®1(R) —Af(R) BE {7 (R) + CE(5(R) =0,
(42) lim A§(R)=15,
R-0

<ASEER), $§(R)> = 2R (1+0(R)),

le paramétre A?(R) €tant le multiplicateur de Lagrange associé au maximum de la fonctionnelle
< BE(¢), ¢ > sur la variété

1 1
(43) ER={§,§ev€,;<A‘=’§,§>+74—<c€§,§>=R}.
Nous pouvons alors énoncer le :

THEOREME. On suppose que le probléme homogénéisé A° ¢ — \ B® ¢ admet une valeur propre
positive. Alors lorsque € tend vers 0,la branche (7\‘15(R) , {f(R)) converge dans R X V faible vers
(X(]’(R) , {?(R)) solution non nulle de,

A% §2(R) - AJ(R) B {9(R) + CO(kP(R)) =0,
et qui vérifie de plus,

<B°{0(R), qR)> = Max <B°¢, ¢>
gezg={§,;<A°§,§> +Z <C%¢, > =R}.

Remarques. 1) La solution obtenue par la méthode de BERGER [1] converge donc vers la solution

correspondante du probléme homogénéisé.

2) Le probleme de savoir si le spectre de (A® — X B®) a une partie positive (ou négati-
ve) dépend étroitement de la géométrie de la plaque et des propriétés d’anisotropie des coefficients
homogénéisés. De toute fagon le spectre a toujours une premiére valeur propre ou négative ou
positive et la branche qui bifurque en ce point a son comportement en fonction de 6 décrit par le

théoréme précédent.
Preuve. Fixons R et posons §"1E(R) = §€1 . Estimation a priori sur gﬁ et )\e](R),
Comme {] € ZHon a,

Igelly, <2R.
1V,
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Pour )\f(R) ona:

. <AL, 9>+ <8, 89>

A(R) =

‘| )
<B¢Y, 89>

comme < A€, ¢6> < 2Ret <CE(£6), §§ > < 4R, il suffit de minorer <B€ {7, §9> pour

obtenir une majoration de )\f(R).

D’aprés I’hypothése du théoréme, le probleme (A° — A B®) admet une premiére valeur

propre positive 7\? :
0,0_30RO 0_
<A°cp%,cp(%>=1.

Soit te tel que t, 50? € E% (on note pour simplifier, de la méme fagon ¢(]’ et ‘p;)lﬂe ) donc

2 4
te tG € .0 (o]

or,
0< <Ce)), ¢G> < M,

M indépendant de €,

donc

2R

On déduit alors de

<BE{S, 16> > 12 <ByY, e3>,

et de
1
lim <B€¢9,¢§ >=—,
€=>0 x‘]’
que
2R
<B¢¢§, 89> ——,
1+ 2M R2
et donc

0 < A4(R) <M.



Flambage des plaques élastiques 43

Passage a la limite.
Quand € tend vers O, pour une sous-suite notée encore € on a :

lim A§(R)=u,
e—~>0

lim P€ ;ﬁ = ;? dans V faible .

e—>0

LEMME 1. Lorsque € tend vers 0, nous avons

lim tR‘f(B‘f(gf)) =B°(tY) , dans V" fort.

e—>0
En effet pour § €V,
8§ 2 ~ 9 0
<tReBe§-€l’£>_—_/ O'gﬁ‘_fl-_sdx =/ 023____(P€§]€).—E dx'
Q, X X o T xg g,

~ d )
La quantité ‘723 — (P€ ¢€) converge dans L9(Q) faible (q < 2) vers 083 — (]) car
aXB aXB

~ a 0
0, = 02 dans LZ(Q) et — (P€¢f) > — (¢°) dans LP fort (V p fini). Il en résulte que
of of axB L axﬁ 1

0 ~ 0 _
— ogﬁ — (P §1e) converge dans W 1’q(Q) faible et donc dans V’ fort vers B® ;‘1’ .
axa . axB

LEMME 2. Lorsque € tend vers 0, I'opérateur tRe’CG’(f‘]E,) converge dans \’ fort vers C°(§1° .

Preuve. Rappelons que 'opérateur tRGCG((]e) est défini par :

IS
VEeV, <IRECEES)E > = Sealy) - - — dx
Qe axﬁ 0X ¢y
(44)
e e O a (&)
= [ Sga9 . — (PE55) . —
'4 aﬁ(fl) aXB ( §]) axa dx,

ol SZB(I ?) est la solution de
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/< aVa

SE(¢€) — dx=0, VVEWE,

Qe (IB 1 aXB
SEglef) € (LA@)E,

c e .1 %5 a8
Saglé7)=2agys | 9+ 5 55 |

Mais P€ ﬁ tend faiblement dans V vers 5‘(1) donc

. - 0 quand €~0.
Xy axB 0x,, axﬁ

L2(,)

Nous pouvons appliquer le corollaire 2 du théoréme 2 sur 'homogénéisation du probléme d’élas-
.

ticité : Sgﬁ(fel) converge faiblement dans (L2(Q))g vers saﬁ(gf) la solution du probléme homo-

av
/ aﬁ(fo)—dx 0, Vvew,
Q g

s24(¢9) € (LA@)],

généisé :

o o o 107 %7
Sapl7) = dagys | €yl )+'2'5-X:a—x—

J\ a
Il en résulte que SE(¢€ ) (P€ ¢€) tend vers SO4(¢0) — (¢9) dans LI(R) faible
a1 1 af*>1 axg 1

0xp

0 e
(q < 2), car — (P€ {1) converge vers —L dans LP() fort (pour tout p fini). La démonstration
axﬁ axﬁ
se termine comme dans le lemme 1.
Ce qui précede implique que tR‘fp\f( ) B%S - CE(¢5)] tend vers B°§° c°(§1)
dans V’ fort, donc d’aprés le théoreme 1, §(1’ est la solution de
A£G~ BO%S +CO(9) =

Il reste & montrer que {9 # 0, { €Z] , et que

(45) <B°¢9,¢9>= sup <B%¢e>.
tEZR
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(Ce qui impliquera que u = )\(1’(R) est le multiplicateur de Lagrange associé a {10).

Nous savons que tReAefﬁ converge vers Aof? dans V’ fort, donc :

lim <AfS¢§ > = IEn0< REASES, PECT> = < A%PLT> .
€

e—~>0

On peut donc passer 2 la limite dans chaque terme de I’expression,
l<A66 £> +1—<c€e €> =R
” SR 7 157> =R,
et obtenir ainsi,
L <a0p00 >+-1-<c°§° 9> =R
9 §‘| ,f] 4 1 ,f‘] )

donc {‘1’ € Zlg (en particulier ¢© # 0).
Il reste 2 prouver (45). Soit (A°,¢©) la solution de
A0§0 _ )\OBO§O + CO(KO) =0 ,
(46)
<B%%%® > = sup <BO¢>.
FEZR

Définissons T°E V'’ par : pour tout £ dans V,

0} o
<T°,§>=)\°/ agﬁai.ig—dx—/ saﬁ(§°)i.3£—dx,
Q axﬁ Bxa Q axﬁ 6xa

et T E V’e par : pour tout £ dans Ve ,

1 at° 9 t° 9
<T¢E>=-— AO/ ogﬁ—g-.—sdx—/ Saﬁ(fo)——.—-%—dx
0 ‘Qe aXG axa Qe aXﬁ 6xa

Il est clair que 'RETE tend vers TC dans V' fort.

Soit 1€ la solution de
Aenf - TG i

Quand € tend vers 0, P€ 1€ tend vers 7° solution de A°n°=T(3 cest-a-dire n° = ¢°.

. € €.
Il existe te >0 tel que te? EXZR:
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2 4
t t
(47) —22 < A >+ f <Ccf(n%)m€ > =R.

La relation (45) sera démontrée si lim t =1, car
e~>0

<B%949> = lim <B%G55>
e—>0
>lim 12 < BSnSn€>
e>0
= lim < B¢y n€>
e~>0

= <B%O(°>.
Pour montrer que t, tend vers 1, remarquons d’abord que

lim <ASEnE>=< A% 0>
€e—~>0
et
lim <C&nf),n€>=<C(2),s°>.
e=>0

Alors te la solution positive de (47) tend vers la solution positive de

t2 4

o] (o)
o <A%O0 >+ 5 < C%(9),5°>=R
qui est t,= 1.

Le théoréme est ainsi complétement démontré.

2 - Méthode de Kikuchi

La méthode précédente ne permet d’obtenir que la branche bifurquée a partir de
la premiere valeur propre (positive ou négative), la solution obtenue réalisant le minimum de
I’énergie et étant stable au sens de Lyapunov. Par ailleurs nous savons qu’il y a bifurcation a par-
tir de chaque valeur propre A de (A—AB) car les opérateurs considérés sont tous des opérateurs
gradient. Cette derniére partie a pour objet de montrer que la branche bifurquée au voisinage
d’une valeur propre simple du probléme homogénéisé est limite de la branche bifurquée (a la
valeur propre simple correspondante) de la plaque perforée. La démonstration est fondée sur
I’analyse de la bifurcation faite par KIKUCHI [9] et KESAVAN [8] pour I'approximation numé-
rique de ce probléme : elle repose sur la paramétrisation de la branche bifurquée par sa composante

sur le vecteur propre au point de bifurcation.
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On conserve les hypothéses et les notations de la partie |1 pour les opérateurs Ae, Be,
C¢, A°, B?, C°. soit A, une valeur propre simple du probléme (A° —AB®), ¢° un vecteur propre

associé :
A%g° -2 B%¢°=0,

< B9 ¢%p° > = (signe de )\o).
Introduisons les espaces :

My={v,vEV, < B%,¢°> =0},

o=
M. ={f,feV’, <f,¢°> =0},

D’aprés alternative de Fredholm (A° — )\OBO) réalise un isomorphisme entre M0 et

D’apres le théoréme 3, il existe n, n > 0, et €, tel que pour tout g, 0 < € < € le
probléme (A€ — AB€) admette une seule valeur propre simple )‘e’ A E ]7\0—11, 7\0 + q[, associée
3 un vecteur propre ¢€ tel que

Ae‘pe_)\e B€w€=0,

< B€ ¢, o€ > =ssigne de A = signe de A,
et

ei—i*mO A=Ay,

lim P€ cpe =° , dans V faible.
€e~>0

Introduisons aussi Me et Mé :
M={v.veV,, <B&, ¢ > =0},

Mi={f,fEV., <f > =0},

On a la décomposition de V¢ en somme directe orthogonale (pour le produit scalaire
(€m) = <A%n >).

—p €
VG—R<p H)Me,

=t +w.
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Nous poserons pour T > 0:

U(T) = {(5), M) ER XV, E =ty +w,

A=A < T, I < T, Iwi< T},

Ue(T) est évidemment un voisinage de (A, , 0) dans R x V_. De méme pour U, (T) dans

R xV,.

Nous sommes alors en mesure d’énoncer le :

THEOREME. On se place dans le cadre précisé ci-dessus. Il existe T > Oet e > O tel que pour
tout €,0 < e < e, la branche bifurquée du probléme (Pe) en ( e’ 0) admet dans le voisinage

u 6(T) de ce point, la paramétrisation continue suivante :
t > (1), (0=t ©+we(1),
(la fonction t ~ wE(t) étant a valeurs dans M), (\€,¢€) vérifiant donc
A€ §€(t) = A%(t) BE§E(t) + CE(E(1) = 0,
A6(0) =2, ¢5(0)=0.

Lorsque € tend vers 0, pour tout tdans 1-T , +T[ , (A€(t), P€ wE(t)) tend dans R x V
faible, vers (Nt), w(t)). La fonction t > (A(t), to°® + w(t) = £(t)) est la paramétrisation continue

de la branche bifurquée du probléme (P ) en (N 0’ 0) dans le voisinage U o(T) de ce point :
A ¢(t) = A(t) B® £(t) + CO((1) =0.

De plus les représentations précédentes donnent toutes les solutions non nulles de

P, (resp. P)) dans U (T) (resp. U (T)).

Remarque. On peut dire brievement que la branche bifurquée du probléme Pe converge vers la
branche bifurquée du probléme homogénéisé la convergence ayant lieu dans C%%(2) pour tout
a <.

La preuve consiste a appliquer la méthode de KIKUCHI au probléme Pe et a obtenir

des estimations indépendantes de €.



Flambage des plaques élastiques 49

Dans la suite une assertion vraie pour € € [0,€,] signifiera qu’elle est vraie pour les

problémes Pe , € € ]0,€,] ainsi que pour le probléme homogénéisé P0 .

Pour simplifier nous supposerons )\0 > 0, donc < BE o€ > =1.

LEMME. Pour tout q fini, il existe une constante C telle que pour tout € de [0,¢,], et tout ¢
de H2( ) on ait :

| <c Il
¢l Cq 10 2

wha@,) ¢

Preuve. D’apreés les propriétés du prolongement P€ona:

) e
Il wywmm<%mwun2

whag) S H2(@)

el
Cq '$ H2(,) -

Le comportement du terme non linéaire C€ est précisé par le :
LEMME 2. // existe M indépendant de € € [O,eo] tel que
€(s\ _ €[+ P 2 s p
Il CE(¢) - CE(%) IIV,€< M <II§' "Ve+ ¢ ||V€> ¢ §||VG,V§,§'EV€.
Preuve. |l suffit de le démontrer pour € > 0.

Rappelons que

o¢ 9
<c€<§),s>=/ ) o dx, VE, €V, (o SE4l6) = SE4(AC)
Q. axB X4

(voir (13) page 6 partie I) donc

o NETAR
Ice ) Iy = SE (¢) ——SE
) =CE) Iy sug, / < ty - Sagls) axﬂ>ax dx,,

lgl< e
donc
a s at
ICE() = C5@) 1, < < (§) —-SE4(6) —) —
Ilgi)? axg % axg )| a |axe | a

ou qest fixé, g€ ]1,2[ ¢’ =-—1.
q-
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Grace a l'injection de Sobolev HQ(SZE) S W]’q’(Qe), et au lemme 1 on obtient :

~

Icéc) - c() llv)e <M

Il s'agit d’évaluer le deuxiéme terme de cette inégalité en utilisant la définition de

€ )
Saﬁ . Tout d’abord,

a¢ . of
- §) —

Scal) ——SE +]s
a8 g ag' g

TS
Segl) ~Segh) o

<

L9 L9

Griace au lemme 1

SE4(¢) (—EE—ﬁ <CIS A6 1 . Ie=¢1
of axB axﬁ h of L2' v’

Lg

et grace a,

ISaB(f)IL2<Cl|§IIV,

) ac a  ar of

X, axﬁ axq Oxg || 2
SC(Ighy+Igly) (hg=5ly).

on obtient immédiatement la majoration du lemme 2.

Pour exhiber les solutions non triviales de (P 6) au voisinage de ()\6 , 0) nous pouvons

poser
§'e=tcp€+we,w€€Me,carVe= che(})Me,

et nous allons montrer que ces solutions sont paramétrées par t.

Le probleme P ¢ Peut encore s’écrire :
A€ wE =, BE wE=C(tp® + wE) + (\® 1) BE(1g + W),

d’aprés I'alternative de Fredholm ce probléeme admet une solution si et seulement si
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(M€= < B(ty®+ wE), o€ > + < CE(te€ + wE), ¢ > =0,

soit compte tenu de < BE ¢, o€ > =signe A =+1,

< CE(ty€ + wE), ¢ >
; .

€_y =—
A" =N
Le probleme P est donc équivalent a :

1
(i) | ASwE-ABwE= CE (g€ + wE) —— < CE(t€ + wE), ¢ > BE(ty€ + wF),
t
(48) 1
(i) A€ =h, —— < C¥(tp® + wE), ° > .
t

La premitre équation de (48) ne fait intervenir que t et w€ : t étant fixé nous mon-
trons par une méthode de point fixe qu’elle admet une seule solution wé (dans un voisinage de 0).

La deuxieme équation donne alors A en fonction de t.

Posons

1
(49) He (W) =C(te® + w) —t—< CE(tp€ + w), of > BE(te + w)
Comme (A€ - )\EBE) € lsom(Me,M’e) I’équation 48 (i) s’écrit encore

(50) w= (A=A BT H_ (W) =T, (w).

) )

Tout d’abord nous avons une premiére estimation sur les solutions.

LEMME 3. Soit k = 1. /I existe 7 (k) > 0, indépendant de € (0 < € < eo) tel que toute solution
de P, : (\¢€), ¢€ = t® + W, qui appartient au pavé

U(k(n,k) =] (AE56), €= I < k), Tt 1< 7(k), 1w I < kr(k) |,
vérifie

Iwéi< ¢.

Preuve. 1l existe une constante M indépendante de € telle que
€_ -1
(A A, BY) "L(Mé,Me)gM’

I B¢ 0 <

ICEEE) Iy, < MIgEN3
VE VG
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On peut donc écrire a partir de (49) (50) et du lemme 2 :
Ilwellve<M(l|t<pe+we||2+|)\e—)\elvel)(lt|+||wellve),
doncsiltI<r, ||we||V < kr, |7\e—7\€|<7 ona:
€

M((14+k)2r 24r) "

Iwelly <
€ 1-M((1+k)2r 2+ 7)

Il suffit donc de prendre pour 7 (k) la racine positive de
M(1+k)2 72+ 20 =1 =0.
Pour toute la suite nous prendrons,

(51) k=sup IPEI,
€ €[0,6°]

ce choix sera justifié dans I’étude de la branche bifurquée homogénéisée.
Remarque. Avec la méme démonstration on obtient

fw Il
’ € Ve
lim —— =0
t=>0 t
la limite étant uniforme en € : les branches bifurquées sont uniformément tangentes a peent= 0.

La propriété de contraction de T , défini par (50)), est précisée par le

LEMME 4. // existe C indépendant de € (¢ < e) tel que, pour tout t et pour tout w, W € M_
I w ||V€ <t lw ||V€ <t, on agit :

(52) ITe W =T W1y <C 2 lw—w v,
(1a constante C étant indépendante de €).

Preuve.

1
Hee(W) = H (W) = (CE(t¢® + w) — C(1¢€ + W) —TI< C(te® + w), ¥¢ > BE(tv® + w)

— < CE(ty® + W),¢° > BE(te€ + W)],
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d’aprés le lemme 2
N 2 N
(53) I CE(te€ + w) — CE(tg€ + W) | v SM.tv lw—wll v,

et

Xe= < CE(tgf + w), o€ > BE(tef + w) — < CE(ty€ + W), € > BE(tp + W) =
< CE(1o€ + w), o€ > BE(w—w) + < C(te€ + w) — CE(t€ + W), ¢ > BE(te® + W),
donc

(54) IX Iy

My <me ||w—0v||ve+M’t3 Tw=wly .

¢
I résulte de (53) et (54) que,
« 2 «
(55) IlHet(w)—Het(w) IIV,€< Mt IIw—wIIVe,
comme les opérateurs (A€ - Ae Be)_] sont uniformément bornés dans les espaces (M(’_,Me) la rela-

tion (52) découle de (55).

D’aprés les lemmes 3 et 4 on peut choisir 7 indépendant de € tel que si
(A€ ¢€ = t€ + wE) appartient 2 Ue(T) et est solution de P_ alors Il we I v _ < t Alors, si on prend
€

1
2 < — We appartient au domaine de contraction de Tet . il en résulte que I’équation 48 (i)
)

admet une seule solution we(t), I we(t) | < 7, pour tout t € -1 ,+7 [, et que, la contraction
Tet
AE(t). Ceci démontre la premiere partie du théoréme en prenant T vérifiant T< 7.

étant uniforme par rapport a t, la fonction w(t) est continue. L’équation 48 (ii) donne
Il reste a étudier le comportement de la branche bifurquée quand e tend vers 0.
Fixons t € }-r,+7[ , nous avons grace au lemme 3 les estimations :
(56) Twe(e) Iy, < Ttl, IPEwE(e) Iy, < Kk Itl,
€
||§'E(t)llve <2ltl,

IPE¢(r) Iy, <2C e,

comme
PE ¢€(t) = t P€ o€ + P€ wE(t) ,
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lorsque € tend vers O (pour une sous-suite) on a :
PE® = ¢°,
PEwé(t) ~ wO(1),
PECE(L) = to® +wO(1) .
Montrons le
LEMME. Lorsque € tend vers 0O
'RE(BE(¢€) > B (O dans V' fort,
LRE(CE(¢€)) - CO(t°) dans V' fort .

Preuve. Comme P€ ¢€ tend faiblement vers ¢© dans V, la preuve de ce lemme est identique a

celle des corollaires 1, 2 page 30.
11 en résulte, grace au théoréme 1 page 23, appliqué a
A€ ¢€(t) = A%(t) BE §€(t) - CE(EE(1) = T¢,
avec 'RET€ qui converge fortement dans V’ vers A°(t) B® §°(t) — C° £°(t), que
A® £°(t) =2°(t) B §°(t) + €O ¢°(t) =0,

et ceci quelque soitt€E}7,+7[.

Montrons que {°(t) # 0 (la solution limite n’est pas la branche £O(t) = 01),il suffit

d’obtenir,
(57) <B°¢°,w°> =0,

car alors £°(t) = t ¢© + w est la décomposition de ¢°(t) dans R ) M, et sa premiére compo-
sante est différente de 0.

Pour 57 ona:

<B%¢C,w° > = lim <WREBEE,PEWE> = lim < By, wé >=0.
e—>0 e—>0
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Il reste 2 montrer que la branche obtenue est bien la branche bifurquée du probleme
o » 0). Tout d’abord 2°(0) = A, et ¢°(0) = 0. D’apres le lemme 3, le choix de
k et P’estimation (56) I wO(t) [lv< kt, on déduit que Il w(t) I v < t,donc wO(t) appartient au

domaine de contraction de T, : c’est donc l'unique solution du probléme (48) o (i) dans
)

homogénéisé, en (A

Il'wll < tetelle coincide avec la branche bifurquée. Ceci montre la deuxiéme partie du théo-

réme.
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