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Résumé : On prouve ici des mesures de transcendance de nombres liés & une fonction sigma de
Weierstrass d'invariants algébriques ; on montre en particulier que les nombres considérés ont un

type de transcendance fini.

Summary : We give here transcendence measures for some numbers connected with a Weierstrass
sigma-function having algebraic invariants ; in particular, we show that these numbers have a finite

transcendence type.

I - INTRODUCTION

On considére un réseau A de C, et les fonctions o, ¢, # de Weierstrass associés i ce
réseau. On suppose que les invariants 82 83 de A sont algébriques. Nous avons entrepris dans un
papier précédent [R] une étude systématique des mesures de transcendance de nombres liés aux
fonctions ¢ et #. Nous prolongeons ici ce travail en étudiant des nombres liés a la fonction o,
dont M. Waldschmidt a montré la transcendance ([A et W] ). La démonstration utilise une fonction
fﬁ,u’ définie plus bas, vérifiant un théoréeme d’addition algébrique ; nous donnons dans ce papier

une forme explicite de ce théoréme d’addition.
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Précisons quelques notations avant d’énoncer les résultats. On note $ un nombre algé-
brique, et u un point algébrique de A sans torsion, c’est-a-dire un nombre complexe tel que pour

tout entier n non nul, # (n u) soit défini et algébrique. On définit alors la fonction fB y parla
)

formule
foe 2 (e
Bu™ " 6 (2)o (u)
Lorsqu’il n'y aura pas de risque de confusion, ovn notera simplement f la fonction
fﬁ,u'

Soient 6 un nombre complexe, et g : IN x [1,oo[ = [R¥* une fonction. On dit que g
est une mesure de transcendance de 6 si pour tout nombre algébrique o de degré < d et de hau-

teur < H, avecH >e® ona
10 —al >g(d,H).

La remarque suivante facile a vérifier sera utile pour démontrer les corollaires énon-

cés plus bas.

Remarque. Soient 01 et 02 deux nombres complexes liés par une relation du type P(6 1 ,0 2) =0
ol PEQ [X,Y] et deg, P # 0. On suppose que g est une mesure de transcendance de 6 q, véri-

fiant les propriétés suivantes (ce qui sera toujours le cas en pratique) :

a) g est fonction décroissante en chaque variable.
b) g(d,H) < exp {— d(d + log H)} pour d,H € IN*.

c) Pour tout entier a > 1, il existe un entier 2’ > 1 tel que
g(dH)* < glad, e H?) < g(d,H).

Il existe alors une constante C ne dépendant que de 6 1 et 0 9 telle que la fonction gC soit une

mesure de transcendance de 6 ,.

On peut alors énoncer.

THEOREME. Soit v un point algébrique de D tel que v et v—u ne soient pas poles de ¥ . Il existe
une constante effectivement calculable Cy ne dépendant que de A, B, u, v telle que f(v) admette

pour mesure de transcendance

8(C;,d,H) =exp { —C; d* ((log H) (log log H)* + d(log d)°) }
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si v est un point de torsion, et
) - 4 3 2 d)?3
£(C1,4,H) = exp { ~C;(d/ log(d+1))* ((log H) (log log H)” + d“(log d)°) |
si v est sans torsion.

La fonction f admet des quasi-périodes multiplicatives :

fﬁ’u(z+w) = fﬁ,u(z) . exp {wi’ (W=nu +Bw} pour w € A

ol 7 est la quasi-période de ¢ associée a w. Enremarquant que si w est une période primitive de

/}), alors
(1) exp {w () = nu+ Bl = . (fg (w/2)?

ol k est un nombre algébrique non nul ne dépendant que de u et w, on déduit du théoréme le

corollaire suivant

COROLLAIRE 1. Soit w une période non nulle de # . Il existe une constante effectivement cal-
culable C; ne dépendant que de A, B, u, v telle que la fonction g(CQ,d,H) soit une mesure de

transcendance de la quasi-période exp { wt(u-nu+p w} de f.

Remarque. On peut améliorer les mesures g(Cq,d,H) et g(C,,d,H) moyennant des hypotheses sur
I’approximation de certaines quasi-périodes de f par les racines de 'unités, vérifiées en particulier
si 'on sait que les logarithmes de ces quasi-périodes (i.e les nombres w¢ (u) =1 u + 8 w) forment

un réseau dans C.
Lorsque § = 0, le théoreme permet enfin de montrer les deux corollaires suivants

COROLLAIRE 2. Si u est un point algébrique de # sans torsion, il existe une constante effecti-
vement calculable C3 ne dépendant que de P et u, telle que g’(C3,d,H) soit une mesure de trans-

cendance de o (u)e U$ (u)/2,

Cela résulte en effet du théoréme si I'on remarque que f_ _y(2u) .o (u)—4 _e2uf (u)
est un nombre algébrique ne dépendant que de u et 4.
COROLLAIRE 3. On suppose que A admet une multiplication complexe par i (resp.p = e2im / 3),
et que u est un point algebrique de A sans torsion. Il existe une constante effectivement calcula-

ble C4 ne dépendant que de Aet u, telle que g'(C 4,d,H) soit une mesure de transcendance de
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elu$ (u) (resp. ¢ \/3_U§(U))'

(iu)eiu§ (u)

En effet, les formules de multiplication complexe de 0 montrent que f _ |

(resp. fiu(i\/—3_u) ei\/?u § (u)) est un nombre algébrique ne dépendant que de u et 4.

La démonstration du théoreme fera I’objet du paragraphe [1l. On étudie auparavant

la fonction f = fﬁ u introduite plus haut.

Il - QUELQUES PROPRIETES DE LA FONCTION f

Les fonctions 0 et of sont entiéres d’ordre 2. Ainsi la fonction f est une fonction mé-

romorphe d’ordre 2. Elle vérifie I'équation différentielle

1 P2+ #)
+ e ——————————
2 P-4

qui permet de vérifier le lemme suivant :

LEMME 4. Sojent k, L deux entiers = 0.0On note

Glz) =2 P (2) ~ A (u)* fL(z).

Alors

K2 = @) P £ (2), #'(2), #7(2), P (w), #’(u), B)

c
ou P est un polynéme a coefficients entiers rationnels, de degré < 2k et de hauteur< (L k) © ,

ouc o €5t une constante absolue.
Démonstration. Grace a I'équation différentielle de f, il suffit d’écrire, pour j < k
V@) =tt) 2XT (2 0~ 2T TP, 20, 270, S, P (), 6)

et de majorer par récurrence le degré di et la longueur Ql- de Ti en utilisant les relations

. < d. + - Q. < —i L) L.,

Le lemme suivant explicite le théoréme d’addition algébrique de la fonction f.
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LEMME 5. S/ on note z,=—u, alors

f(z1 +12) 1 2 3)0’(2;)
) 2 & (Fe- 7 Pe - P

ou I'on prend les indices modulo 3, et od 'égalité est une égalité entre fonctions méromorphes. En

particulier

_f2 1 2@+ Pw P
2 =) (P@=-P W) # @)~ F) P2

Démonstration. La deuxieme formule se déduit de la premiére par passage a la limite. Pour démon-
trer la premicre, on remarque que le membre de gauche est une fonction elliptique de u, de pdles

simples z; et z,, le résidu en z4 étant

02(21) 02(22) 1
0 (z1+2y) 0(z472,) P (25) — P (z)

Ainsi, la fonction
f(z] +12) f(U‘Z]) - ¢ (U"Zz)
f(Z]) f(Zz) ;50(12) - .)})(Z])

est elliptique en u et sans pdle, donc indépendante de u. Sa valeur en u = 0 montre que

f(z1+2,) B 1
f(z]) f(zz) - -4)(12) - ?(z]) { (¢ (U_Z]) +¢ (Z])) -(¢ (U_Zz) + §'(Z2))}

et le théoréme d’addition de la fonction ¢ donne le résultat.

COROLLAIRE 6. Pour tout entier m > 0, il existe des polynémes Am, Bm, Cm, Dm, vérifiant

) P (m2) =An( P() /B ( 2)
Cm
f(mz) = M(z) —= (£(2), #'(2), Alu), P'(w)
Dm

29) Ces polynémes sont de degré < 1 m? et leurs coefficients sont des éléments de

Z[g, /4, g3] de taille < ¢ m2, ou ¢q ne dépend que de 2.

3P ) Soit v un point algébrique de ¥ tel que mv, v+u et v—u ne soient pas poles de ¥ . Alors

Doyl £ W), #°(), Plu), #7(u)) # 0
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Démonstration. Les assertions concernant A et B résultent du lemme 4.8 de [R]. Pour C et
Dm, on commence par construire des polyndmes C(rl‘) et D(r:]) vérifiant seulement les conditions
19) et 20), ce qui se fait par récurrence : I'existence de C(I“:l) et Dg]) est assurée pour m =1 et
m = 2 grace au lemme 5. De plus, ce lemme permet d’exprimer f(2mz) et f((2m+1)z) en fonction
de f(mz) et f((m+1)z), ce qui assure I'existence de C(':]) et D(,]n) vérifiant 1°). En outre, si on note
t, un majorant de la taille (maximum du degré et des tailles des coefficients) de C(r]\) et Dr(rp'
alors ces expressions de f(2mz)-et f((2m+1)z) ainsi que les formules de multiplication de P per-

mettent d’établir les formules de récurrence suivantes

2 ' 2
m S 2m T M 5 tomiy Sty Tipgg Fem

d’oll ’on déduit la condition 2°) pour C(rL) et Dg]).
Par ailleurs, si ¥ m(X,Y) est le polyndome défini au lemme 4.8 de [R], vérifiant

; _ 2
I P@, #'@)=10)"T 6 (m2) o ()™,
on voit facilement que la fonction

(P @)= P W v (), #@) fimz) flz) "

est une fonction elliptique en z, ayant O pour unique pole. C’est donc un polyndme en. P (z) et
P (z) (et dont les coefficients dépendent de u). Comme fonction de u, elle admet également O
pour seul pole ; c’est donc un polyndme C en A @), P'(z), #(u), #(u), a coefficients

constants. En posant

D (X,Y,ZT) = (X-2)™ ¥ _(X,Y)

on en déduit les assertions 1°) et 3°). La condition 2°) est vérifiée pour D,,, d’apres les estimations

classiques (cf. lemme 4.8 de [R] ). Elle est encore vérifiée pour C,, grace a la relation

Chn D(r}]) = C(rL) D, etau lemme de Gel’fond (cf. [G] chap. l11, lemme Il p. 135).

Enfin, la fonction f est algébriquement indépendante de .’50, le point u étant sans
torsion (cf. [W] ). On en déduit le résultat suivant, dont I'idée de la démonstration est due a

D. Brownawell et D. Masser.

LEMME 7. Soit P € € [X,Y]un polynéme non nul de degré < Lqen X, et de degré < L,en,
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avec L1, L2 = 1. Sojent ag,end des nombres complexes non nuls, b1 ,...,bn des nombres comple-
xes non poles de P , tels que b, # + bi (mod A)sii+# j.On suppose que pour i=1,...,n, la fonc-

tion Fi(z) = P(a f(z), #(z)) aun zéro d’ordre k; au point b;. Alors

n
- ki <14L] L2+5n L1
I:

et en particulier, si k; = 20 L pour tout i, alors

; k,<20L,L,

Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme 4.4 de [R] . Lorsque degy P =0, on voit

facilement que

(2) Zn: ki< 4nL,.
i=1
De méme, si degy P =0, alors
n
(3) 21 ki < 2L,
I:

On suppose maintenant que P est irréductible et que degy P. degy P # 0. On peut évidemment

supposer que ki =1 pour tout i. Par dérivation, I’hypothése montre que
ord, {a,P(2) Py (a fl2), # () + #°(2) PY(a; f(2), #2)} > k- 1.

En tenant compte des équations différentielles vérifiées par f et 4, on en déduit que si on définit

le polyndme
(X,Y) = (4Y3 =g, Y —g3) (X P} + 2(Y = P (u))Py)2 = x2 Py 2( # - P (u)?
Q(X, ) g3 X & (u) Y) X“ Py (#(u) + 28(Y~ #(u))
alors
ordy Qla; f(z), #(2)) = k= 1.
i

Ainsi, si R désigne le résultant de P et Q par rapport a X, alors

ordy R( #(2)) =k —1.

i

Si R est non nul, on en déduit
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n
(4) 2 (k-1)< 2degR < 8Ly L, +6L;.

i=1
Montrons que R est effectivement non nul. Dans le cas contraire, P divise Q. Ainsi, si I’on définit

d

localement une fonction g vérifiant P(g(z), #(z)) = 0, alors o P(g(z), #(z))= 0 et
z

Q(g(z), #(z)) = 0, d’oui I’on déduit

g(2){ #°(2) +e( H’(u) +26( P (2) - 2 (W)} Py(el), #(2)) =
=20(2) (£ (2) - #(u) Py(gl2), #(2)

ol € = % 1.

Or, P'x(g(z), A (2)) ne peut étre identiquement nul car P est irréductible, donc

1 2@+ )

A T e T L

et par suite g(z) = c f, Be 4(2) ol ¢ €€, ce qui est absurde puisque les fonctions # et feﬁ cu
sont algébriquement indépendantes. Cela prouve la majoration (4). Enfin un polyndme quelconque

P € C [X,Y] peut se décomposer sous la forme
t

k=1

ou degy Q =0, degy R =0, degy S . degy S, # 0,et S| irréductible. En appliquant respective-
ment aux polynomes Q,R,S, les majorations (2), (3) et (4), on en déduit finalement
n
Z% k< 14LyLy+5nLy.
I:

11l - DEMONSTRATION DU THEOREME

w
On suppose d’abord que v est un point de torsion, soit v=—, ol ¢« estune période
pp q p p
n

primitive de .# et n un entier > 2. D’aprés le corollaire 6, f(v) f(w / 2)—2/n est un nombre algé-
brique ne dépendant que de v. La remarque précédant I’énoncé du théoreme permet ainsi de

supposer quev= w /[ 2.

La fonction g(C1,d,H) étant fonction décroissante de d, on peut supposer que d est le
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degré exact de a. Soit v un entier suffisamment grand, ne dépendant que de A ,u, v, B. Les cons-
tantes c3 et ¢4 ne dépendent que de #,u, v, B, mais non de ¥ .
On définit les parametres
- M= o= 2 A= 2Mm2 = .

h=logH;M=yp [dIogdh],L] =v"M[h+M];Lr= v M";K=p MLy;
on suppose alors par I’absurde que I'on a
(5) [f(v) —a| < exp(— vZM Ly L)

On construit alors une fonction auxiliaire F, polynomiale en f et #, de la fagon suivante : pour
m=0,0S i <L,0sA,< L2,7\=()\],)\2),k = 0, on note

A A
U@ =252 @) = 2 2@) )2
Alors la relation (1) montre que
A 2 A
0¥ rhm ) =0y (A0, 270 2 W), 27,8 ™ 2a T

ou Q>\ k ©st un polyndme a coefficients dans 2Z [g2 [ 2] , de taille majorée par
c3 k log(k + A A, 1) et de degré inférieur a c3(k +N ).

On définit les nombres algébriques

2m+1)x, (k)

¢m,)\,k =(a/ f(v)) W)\,k(v)
LEMME 8. Le systéme
Li-1 Ly=1 d-i 0< k<K
M :0
X2 2 w9 fmax
M=o Ay u=o 0<ms< M

) o dL] L2
a une solution non triviale (x)\# VEZ verifiant
log max lx)\# I < ¢y Klog K

Démonstration. 11 suffit d’utiliser le lemme de Siegel, sous la forme donnée au lemme 4.2 de [R],

en remarquant que Ly L, = v MK, pour obtenir le résultat.
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On choisit alors une telle solution, et on pose

Li-1 Lyl

A A
(6) F)= 2 Y o 2@ 'flz) 2
A=o Ay=o
et
L1—1 L2—l
(7) Pmk= 2o 2. PNy
)\1=o >\2=o
ol
d—1
® PN =p(AA) =3 xy, b,
u=o

de sorte que Pk = 0 pour m < M et k< K ; de plus, @ Kk €St un nombre algébrique, que I'on

sait minorer lorsqu’il n’est pas nul, grace au lemme 4.1 de [R].
p

De méme que dans [R] ( § IV B/ et C/ ), en appliquant les formules d’interpolation

2L, +L
3 la fonction entiére F(2) o (z)” | 2 (lemme 4.5 de [R] ) une récurrence permet de déduire de
I’hypothése (5) et de la construction faite au lemme 8 que o et nul pour k<wv L; Ly, d’ol
I’on déduit facilement que H(k)(v) =0pourk< v Ly L,ou
W)

A
0(2)=2, pN)P(2) ' (af(z) (V)
A

ce qui contredit le lemme 7 (ol 'on choisiti=1, a; =a/f(v), by =v).
La premiere assertion du théoréme est ainsi démontrée.

Supposons maintenant que v est sans torsion, et montrons la deuxiéme assertion. On
se raméne aisément au cas ol v + u et v — u ne sont pas poles de .#. En effet, si v + u est pole
de #, alors v/2 est sans torsion, et u + v/2 et —u + v/2 ne sont pas poles de .4 puisque u est sans
torsion. Le théoréme étant vérifié pour v/2 le sera encore pour v d’aprés le lemme 5 et la remarque

précédant I’énoncé du théoréme.

De méme que précédemment, on peut supposer que « est de degré d. v désigne un

entier suffisamment grand ne dépendant que de 4, u, v, f. On définit les paramétres

h=logH ;M=[v d(logdh) / log(d+1)] ;L =» 2[(Mh + dM2) [ log(d+1)]

Ly= v 2[dM? [ log(d+1)] ;K = v dML{ / log(d+1).
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On suppose par 'absurde que |'on a
(9) 1(v) —a | < exp {= ¥ MK log(d+1) }.

On construit une fonction auxiliaire F, polyndmiale en f et .#, de la maniére suivante : pour
m>00< <L, 0< A< Ly A= ()\], A,), on pose

A A
b A& =B (D) D2 (F(a), #(0), P, A7) Plma) ! ) 2

m

Il résulte alors du corollaire 6 que
A
VA2 =1 2P \(#(), #(2), Plu), P(w)

ol Pm,)\ est un polyndme a coefficients dans 2 [g2/4, g3] , de taille majorée par c5(L1 + L2) m2

ou Cg dépend de 4, u, v, 8 mais non de v .
D’aprés le lemme 4, on en déduit que si on définit

Y ak@ =202 @) = 2W)* ¥, 5)

alors

A
W) (0= 0 (2 2, 22, P (), 2, B2

(2)
ol QK €t un polyndme a coefficients dans Z [g2/4, g3] , de taille majorée par
c6((L] + L2)m2 + k log k) et de degré majoré par c6((L] + L2)m2 + k), ol c¢ est indépendante

deaetv.

On définit les nombres algébriques
mA
Bk = @/ )2 gL .

Comme précédemment, le lemme 8 reste valable avec les nouveaux paramétres
M, L;, Ly, K, ce qui permet d’achever la construction de F par les formules (6) et (8). En appli-
quant ici encore les formules d’interpolation (lemme 4.5 de [R] avec R/R] = d1/2) a la fonction

2L1+L2

entiere F(z) o (2) , une récurrence permet de déduire de I’hypothese (9) et de la construc-

tion de F que Pm .k (défini par (7)) est nul pour 1< m < Metk < Ky=2 v2K.
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On considére la fonction 6 m(z) définie par

A
om(z>=§ PO (@ £) 2 9k, ()

On vérifie facilement que le systéme d’inégalités

dm=0  0<k< Ky

entraine

et par suite la fonction

HL@ =Y ) 20T (@ ()™ £(2) 2
A

E. Reyssat

admet au point z = mv un zéro d’ordre > K;, car m(z) = Fm(z) Hm(mz) ol F est une fonc-

tion qui ne s’annule pas en z = v. Cela étant vrai pour 0 < m < M, I'inégalité

MK =y L] Ly

contredit le lemme 7, ce qui prouve le théoréme.
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