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Résumé : Dans cet article, nous montrons que les équations de Hamilton-Jacobi-Bellman peuvent

s’interpréter comme un problème de contrôle géométrique. Nous donnons également l’interpréta-
tion probabiliste de ce résultat d’équivalence. Les techniques utilisées sont uniquement de nature

analytique (et non probabiliste).

Summary : In this paper we show that Hamilton-Jacobi-Bellman equations may be interpreted as

a geometrical control problem. We also give the stochastic interpretation of this equivalence result.

We only use analytical methods (and not probabilistic ones). ,

Introduction

L’objet de ce travail est de montrer l’équivalence entre les équations de Hamilton-

Jacobi-Bellman et un problème de contrôle géométrique.

Décrivons tout d’abord le problème de contrôle géométrique : soit 8’ un ouvert borné
de RN de frontière régulière et soient A 1 ,...,A m m opérateurs elliptiques du 2ème ordre sur
6’ et m fonctions données (les hypothèses précises sur les coefficients sont faites dans
la section 1 ). Soit x = ( x 1,..., X m) une partition de l’unité sur 6’ : la partition x est la variable
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de contrôle. L’état du système est la solution u de

(la résolution de ce problème nécessite des hypothèses soit sur la régularité des x, par exemple

X i E C( 8’), soit sur les opérateurs Ai : ces hypothèses seront explicitées dans la suite).

Alors, pour tout xo fixé dans 9’ , la fonction coût est uX (xo) et on cherche à mini-
miser u X (xo) parmi toutes les partitions :

u(xo) est donc la fonction coût optimum.
Ce problème de contrôle admet une solution qui se relie (en fait est «équivalentes)

à celle d’un autre problème de contrôle, a priori tout à fait différent, qui est le suivant :

le contrôle d’intégrales stochastiques (stoppées à la sortie de 9’) conduit à l’équation de Hamilton-
Jacobi-Bellman :

Des problèmes particuliers du type (3) ont été traités par N.V. Krylov ( [8], [9], [10] ), puis par
H. Brézis et L.C. Evans [2], , L.C. Evans et A. Friedman [5], P.L. Lions et

J.L. Menaldi [20] . Enfin les problèmes généraux du type (3) ont été résolus par l’auteur (voir
[12] et [13] ). La formulation précise du problème de contrôle stochastique est esquissée dans
la section I I I ; le lecteur pourra se reporter à [8], [13], et [7].
Nous allons montrer ici que nous avons

u(x) = u(x) V x G 8’ (voir Th. I1.1 ).

Par ailleurs u étant supposée connue, on peut construire un contrôle optimal x défini de la façon
suivante



La section 1 est consacrée à l’introduction de quelques notations ainsi qu’au rappel
des résultats principaux concernant la résolution de (3). Nous démontrons ensuite dans la section

Il 1 le résultat d’équivalence. Enfin dans la section lil l nous dégageons l’interprétation probabiliste
du résultat d’équivalence.

I - NOTATIONS, HYPOTHESES ET RAPPELS

1.1. - Notations et hypothèses

Soit 03B8’ un ouvert borné régulier de IRN et soient des opérateurs elliptiques
du second ordre définis par :

Nous supposerons dans toute la suite (sauf mention explicite) que

et nous poserons À = inf ( ~ ~ 0).
i,x

Nous dirons d’autre part que x est une partition mesurable (resp. continue, resp. de
_ 

m

1,  X,=+1 1 et enfin 

(resp. resp. Ck(’)).

1.2. - Rappels

Rappelons maintenant le résultat principal de [12] concernant la résolution de (3) : :
sous les hypothèses (4)-(5)-(6) et si de plus fp...,~ appartiennent à W~(~) et si À~ B ~ 0
(où 03BBo ne dépend que des normes des coefficients alors il existe une unique solu-
tionu de (3) 

De plus dans certains cas À~ peut être pris égal à 0 : c’est le cas par exemple si nous supposons
aj~ indépendant de x (voir [12] ). Dans quelques cas particuliers (N = 2, m = 2,...) on peut af-
faiblir les hypothèses faites, voir d’ailleurs les Corollaires H.2 et N.3.



II - LES RESULTATS PRINCIPAUX

II.I. - Le Théorème d’équivalence

Soit X une partition continue de l’unité sur ~’, alors il est connu (voir par exemple
P.L. Lions [19] ) que le problème linéaire suivant

admet une unique solution u dans n dès que f 1 ,...,f n sont dans 
(1  p  nous noterons uX la solution de (1 ). 

~ 

THEOREME I1.1. Sous les hypothèses (4), (5), (6) et en supposant de plus ~ > Ao (défini ci-des-
sus) et f 1,...,f m dans W 2~ °°( ~’), alors nous avons, en notant u (x la solution de (3) dans W 2~°° ( 6’) :

Remarque Il.l. Le résultat est conservé si on ne suppose pas 8’ borné, il convient alors de remplacer
(4) par

(espace des fonctions continues bornées sur 8’ ainsi que leurs dérivées premières et secondes).

Remarque 11.2. Le résultat peut s’étendre facilement au cas parabolique et à certaines équations
de Hamilton-Jacobi-Bellman dégénérées. I suffit dans ce cas d’utiliser les résultats d’existence de
P.L. Lions [13], [14], [15] et de reprendre la démonstration qui suit.

Remarque IL3. Dans la section 11.3, nous donnons divers compléments et extensions du Théorè-

me 11.1. .

Démonstration du Théorème Il.l. Nous montrerons tout d’abord que pour toute partition X nous
avons u(x)  u X (x), puis qu’il existe des partitions ~~ «optimales à E -près» i.e. ° Ve > 0 ~~~

i) Soit donc X une partition fixée : puisque u vérifie (3), nous avons



Alors, d’après le principe du maximum de J.M. Bony [1 ] , nous en déduisons :

ii) Comme u vérifie (3) il existe une partition mesurable x de l’unité telle que

Considérons XE partition de classe C~ telle que ~~ = où X i .

Nous noterons u E 
= 

.

Nous avons la relation suivante :

d’où nous déduisons d’après C. Pucci [22] , ou N.V. Krylov [11 J : ~ C > 0

Et ceci permet de conclure. La démonstration prouve également le

COROLLAI RE I 1.1. Sous les hypothèses du Théorème IL 1, pour tout E > 0 il existe une parti-
tion XE de classe C~ telle que

N.2. - Quelques compléments et extensions

i) Z,e cas de deux opérateurs
Dans te cas de deux opérateurs, tes résultats précédents peuvent être sensiblement amé-

liorés. Tout d’abord en ce qui concerne !a résolution de (1), d’après P.L. Lions [18], i! existe une

unique solution u de (1) dans H n H’(~) pour f~ f~ dans L (~) et pour toute partition de
l’unité mesurable. De plus si f2 sont dans L N(03B8’), alors u e (et la borne L°° ne dépend
pas de x).



Rappelons également les résultats concernant la résolution de (3) dans le cas m = 2 :
soient f2 E L2( alors, d’après [2] , [16] , il existe une unique solution de (1 ) dans

H2( B’) fi De plus si fl’ f2 sont dans L N( alors u E C(8’) (voir [6] ) et si f~, f2 sont dans
W~ ~p( B’) (p > N) alors u (pour 0  a  1 ).

COROLLAIRE I I .2. Sous les hypothèses (4), (5), (6) et si de plus m = 2, f~ , f2 appartiennent à
alors nous avons

(l’infimum étant pris au sens des mesures). De plus il existe une partition mesurable de

6’ : ( B1, 82) telle que si x = (1 ~ 1 ,1 ~ 2 ) 
alors nous avons u(x) = uX (x) dans 8’. Enfin les conclu-

sions du Corollaire II.1 sont conservées.

Démonstration. On déduit facilement de [18] : u(x)  uX (x) p.p. pour toute partition mesura-

ble ~. De plus si 9’1 = (A1 u = f 1 ) , = 03B8’ - 03B8’1 et si X = (1 03B8’1 ,1 il est clair que u = u .
1 2 X

Montrons maintenant que les conclusions du Corollaire 11.1 sont conservées. Cela se

fait par un argument de continuité. En effet d’après [11 J ou [22] , si uX désigne la solution de (1 )
correspondant à (resp. (g1,g2)) on a

Il suffit donc de montrer le corollaire pour fi, f2 régulière : reprenons alors la démonstration du
Théorème N.1, nous avons

Soit alors 9" un ouvert tel que 03B8" C 8, alors au vu de [11 ] ]

d’où nous déduisons

Mais par un argument de fonctions barrières standard, nous obtenons



Comme cette distance peut être rendue arbitrairement petite, le corollaire en découle.

Remarque l1.4. La démonstration prouve que le contrôle

est un contrôle optimal pour le problème de contrôle géométrique.

Remarque 11.5. Dans le cas où on suppose que les opérateurs Ai sont de Cordès (voir [3] , [4] ) le
Corollaire 11.2 (et la Remarque 11.4) reste exact. I suffit pour cela d’utiliser les résultats de [17]. .

Remarque 11.6. Dans le cas de deux opérateurs (m = 2), on peut donner une variante du résultat

d’équivalence. Soit B un borélien quelconque de 9’ et soit uB 
= 

u où ~ 
= (1 B,1 03B8’-B), alors sous

les hypothèses du Corollaire Il.2 nous avons

ii) Le cas d’une infinité d’opérateurs

Nous supposerons donnés un ensemble convexe fermé V de IRp et des fonctions

akQ(x,v), bk(x,v), c(x,v), f(x,v) vérifiant

et nous noterons ~ = inf c(x,v).
x,v

Alors, d’après [12] , si A > Ào assez grand, il existe une unique solution u(x) dans W2~~(9’).
Introduisons maintenant le problème de contrôle géométrique : inséra maintenant une partition
de l’unité continue x = ( X1,..., Xm) où m est quelconque.



Soit (v~,...,vm) dans V, la variable de contrôle sera l’ensemble et le coût sera la

solution u(x) de .

Nous noterons cette solution u( Il est aisé de montrer de la même façon que le Théo-

rème 11.1, le :

COROLLAIRE 11.3. Sous les hypothèses (4’), (4"~, (5), (6) etsi ~ > Ao, nous avons

De plus pour tout E > 0, il existe m, X de classe C~ et v~ ,...,vm dans V tels que

//.7. Sous tes hypothèses du Corollaire !!.3 mais supposer À assez grand, d’après
P.L. Lions et J.L. Menaldi [20] , nous savons qu’il existe une sous-solution maximum u(x) dans

W1,~o(03B8’) du problème (1 ), c’est-à-dire qu’il existe u C W1 ,~(03B8’) te! que

(i) VvCV,A(v)u 

(ii) si w ~ W~~(~) satisfait A(v)w  f(v) dans /~’(~), V v G V, a!ors

w(x) ~u(x) sur à.

De plus, d’après [20] et [13],i! existe u~~W2,~(03B8’)  e, et u vé-
rifie L 

Ces résultats permettent d’étendre le Corollaire 11.3 à la solution généralisée u(x) de (1 ). Cette
généralisation (un peu technique) ne sera pas développée ici.



III - INTERPRETATION PROBABILISTE DU RESULTAT D’EQUIVALENCE

Nous nous plaçons, pour simplifier, dans le cadre du Théorème N.1.

Nous allons dans un premier temps définir un problème de contrôle stochastique natu-

rellement associé à (1 ), puis interpréter le résultat d’équivalence.

Enfin nous définissons V2 a (x, 8 ) comme étant la racine carrée symétrique définie positive de
la matrice a(x, 0). Remarquons que d’après (5), a (x,O ) GC lP). Soit maintenant 
l’espace de Wiener canonique : la variable de contrôle sera un processus non-anticipatif 0 (t,w) à

valeurs dans V. A tout contrôle 0 ( . ) on associe la fonction coût suivante :

où T x est le temps de sortie de la solution yx(t) de

Le problème de contrôle stochastique est alors de minimiser J (x, 8 ~ i.e.

Nous définissons maintenant la classe OM des contrôles markoviens réguliers. Nous dirons qu’un
contrôle 8 ( . ) appartient à OM s’il existe 6 fonction Lipschitzienne de 03B8’ dans V telle que

où y (t, w) est la solution de



Alors, nous avons le

COROLLAI RE Il.4. Sous les hypothèses du Théorème Il.1, nous avons

De plus, pour tout e > 0, il existe une fonction 8 de classe C~ sur 9’ à valeurs dans V telle que
le contrôle 9X~ . ) de OM correspondant (par (10)) vérifie

Démonstration. La formule de Itô donne immédiatement pour tout contrôle / ( ’ ) :

u(x)J(x~(-)).

De plus, si e > 0 est fixé, soit ~ une partition de classe C°° telle que

!u(x)-u~(x)! 1  6 , > i

une telle partition existe d’après le Corollaire Il.1.

Soit alors 0 ( ’ ) le contrôle markovien associé à ~ (x) par (10), nous avons en fait

u~(x)=J(x~(’ )), 

le Corollaire s’en déduit donc.

Remarque ///./. Dans les hypothèses du Théorème !L1 est incluse l ’hypothèse À assez grand. On

peut montrer que cette hypothèse n’est nullement indispensable pour le Corollaire Il.4. Néan-

moins/nous ne considérons pas ici une telle généralisation, afin de ne pas alourdir les démonstra-

tions. 
’ 

.

Remarque ///.2. Il existe de nombreux résultats donnant l’existence de contrôles markoviens à

e -près (voir [8] , [21] , [13] , [20] ).Le Corollaire t!.4 a l’avantage de donner un contrôle marko-

vien «régulier», ce qui assure par exemple que la solution de (8’) est Fellerienne.
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