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SUR LES QUOTIENTS PREMIERS DE L’ALGEBRE ENVELOPPANTE
D’UNE ALGEBRE DE LIE RESOLUBLE, II.

Patrice Tauvel (1)

(1) Mathématiques, U.E.R. 47, Tour 46, Université Pierre et Marie Curie 4, place Jussieu, 75230 Paris.

Résumé : Soient g une algebre de Lie résoluble et A le corps des fractions d’un quotient premier de U(g ). On

calcule le maximum des degrés de transcendance des sous-corps commutatifs de A.

Summary : Let g be a solvable Lie algebra and A the quotient field of a prime quotient of U(g ). We compute

Max tr. deg A.
A

1-INTRODUCTION ET RAPPELS

1.1. - Dans toute la suite, F désigne un corps commutatif de caractéristique 0. Le mot «algébre» signi-
fie «algebre associative a élément unité» et tous les modules sur une algebre sont supposés unitaires. Si A est une
F-algebre, on note DimgA ou Dim A la dimension de Gelfand-Kirillov de A sur F (c.f. [2] ). Si M est un A-modu-
le, on désigne par Kdim M ou Kdim M la dimension de Krull de M (c.f. [6] ).

1.2. - Soit A une F-algebre. Rappelons la définition du degré de transcendance de A sur F (c.f. [13] ).
Si B est une sous-algébre commutative intégre de A, le degré de transcendance de B sur F est le degré de transcen-
dance sur F du corps des fractions de B. Le degré de transcendance de A sur F (noté tr. degFA) est le maximum
des degrés de transcendance sur F des sous-algébres commutatives de A.

La dimension de Gelfand-Kirillov commutative de A (notée CDimFA) est le maximum des dimensions
de Gelfand-Kirillov des sous-algébres commutatives de A (c.f. [7] ). Il est clair, d’aprés [2], 2.1., que si A est inte-
gre, on a tr.degFA =CDim FA.

1.3. - Dans la section 2 de ce travail, on calcule le degré de transcendance des algebres 4 (V, § ,G)
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(c.f. [8] et [9]) . On passe ensuite au cas d’'un quotient premier A de I'algebre enveloppante d’une algebre de Lie
résoluble dans la section 3. La derniére partie est consacrée a une construction explicite (inspirée par [11] ) de
certains sous-corps commutatifs maximaux du corps des fractions de A. Ces sous-corps sont stables par la repré-

sentation adjointe de I’algébre de Lie et leur degré de transcendance est égal a celui de A.

2 - DEGRE DE TRANSCENDANCE DES ALGEBRES 4 (V,5 ,G)

2.1.-Soient A une F-algebre et x; yeXy des indéterminées. On pose
AlxpyeXp] = A @ F Flxq,...x ] et A(x1,...,xn) =A ®¢ F(x],...,xn). Nous aurons dans cette partie a utiliser

les résultats suivants ( [13], proposition 3.8. et théoréme 3.16.).

- Si A est une F-algébre noethérienne, Kdim A(xq,...,x)) = Kdim A.
- Si K est un corps de centre F et si tr. degFK = n, Kdim K(x1,...,xn) =n

2.2. - Soient V un F-espace vectoriel de dimension finie, 8 une forme bilinéaire alternée sur V, G un
sous-groupe libre de type fini de v*. On renvoie 2 [8] et [9] pour les rappels suivants.

On note Ug (V) la F-algébre engendrée par V avec les seules relations v.w = w.v = & (v,w) pour v,
wEV.SIAE V*, on lui associe un automorphisme 0 de Ug (V) défini par 6 )\(v) =v + A(v) pour vE V. No-
tant encore G I'image par 6 : X\ > 0 du groupe G dans Aut(Ug (V)), I'algebre ﬂF(V, §,G) (ou A(V,8,G))
est le produit croisé de Ug (V) par G défini par 6 . On notera vO e noyau de § , VG I’ortogonal de G dans V
et VOO | noyau de § | Ve, L'algebre A (V,8 ,G) est simple si et seulement si Ve vl = {0} ; dans ce cas,

elle est méme centrale simple. Nous supposerons dans la suite cette condition réalisée.
2.3. LEMME. - Soit A= ﬂF(V, 8 ,G) (supposée simple) comme en 2.2. On a
CDimpA = tr. degpA = (1/2)(dim VO + dim VGO ) + rang(G) = Kdim A.

Démonstration. La premiére égalité résulte du fait que A est intégre. La derniére est montrée dans [14], |, propo-
sition 4.1, (ii).

Soit {x1,...,xn,y1,...,yn,z1,...,zp} une base de VG. On suppose que {11,...,2 } est une base de VG‘S et que

p
X1 =Lypyjl =05 [xpy;l = 85, 1< i <n

Soit {g1,...,gr} une base du Z-module libre G. La sous-algébre de A engendrée par x],...,xn,z1,...,zp,g1,...,gp

est commutative. |l vient donc CDim A = Kdim A.

Soit F[G] I'algebre du groupe G. Pour i € N, soit A; C A le sous-espace des polyndmes (non commutatifs) a

coefficients dans F[G] et de degré < i en les éléments de V. Les A, i € N, définissent une filtration de A et
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Ialgébre graduée associée est commutative de type fini (voir par exemple [13], |, démonstration de la proposition
4.1.). Considérons A comme un A-module a gauche. Pour a € A, soit R, € HomA(A,A) défini par x = xa pour
x € A. L’algebre A étant intégre, si B est une sous-algébre commutative de A, 'application a > R,, a € B, définit
un isomorphisme de B sur une sous-algebre commutative de HomA(A,A). D’apreés [7] , proposition 1.2, il vient
donc CDim A < CDim HomA(A,A) < Kdim A. D’our le lemme.

2.4. PROPOSITION. - Soient A = .4 g(V,8 ,G) (supposée simple) comme en 2.2., B le corps des

fractions de A et X1peeXpy des indéterminées. On a

() Kdim A(xq,x) = Kdim A = (1/2) (dim VC + dim VG®) + rang (G).
(i) Kdim B(x1,...,xn) = Inf(Kdim A, n).

Démonstration. (i) Soient K = F(x],...,xn) et V', §’, G’ les objets déduits de V, & ,G par extension des scalaires.
Ona

AlXppXy) =A ®p K= ﬂK(v', §°,G')

L’assertion (i) résulte donc de [14], I, proposition 4.1., (iii).

(ii) 1 résulte de [13], proposition 4.1., que le centre de B est égal a F.

Supposons n < Kdim A. D’aprés le lemme 2.3., on a tr. degFB = tr. degFA >n. L’assertion (ii) résulte donc
dans ce cas de 2.1.

Supposons n > m = Kdim A. Posons K’ = F(x] ,...,xm), B'=B ® K'. D'aprés 2.1., on a

Kdim B(x1,...,xn) = Kdim(B’ ®K»K’(xm+1,...,xn)> Kdim B’. La premiére partie de la démonstration montre
que Kdim B’ = Kdim A. On a donc Kdim B(xy,...,x,) = Kdim A. D’autre part, B(xq,--,Xp,) étant un localisé de
A(xq,.-%,), on a Kdim B(xq,-X,) < Kdim A(xq,..X ) = Kdim A. D’ols Iassertion (ii).

2.5. PROPOSITION. - Soit A = ﬂF(V,8 ,G) (supposée simple) comme en 2.2., B le corps des

fractions de A. On a

tr. deggB = tr. degA = (1/2)(dim VG + dim VG5) + rang (G).
Démonstration. Compte tenu de 2.3., il reste seulement a démontrer la premiére égalité. On a déja vu
tr. deggB = m = tr. degpA. Si tr.deggB > m, d’aprés 2.1., on aurait Kdim B(x1,...,xm+]) =m+ 1, en contra-
diction avec la proposition précédente. D’ou le résultat.

3- QUOTIENTS PREMIERS DES ALGEBRES ENVELOPPANTES

3.1. - Dans toute la suite de ce travail, on désigne par k un corps commutatif algébriquement clos de

caractéristique O.
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Si A est une k-algebre et E une partie de A permettant un calcul des fractions, on note Ag I'anneau
des fractions de A défini par E.

Toutes les algébres de Lie considérées sont, sauf mention du contraire définies sur k, de dimension
finie et résolubles. On renvoie a [1] et [3] pour les concepts généraux utilisés.

Soient g une k-algebre de Lie résoluble et P un idéal premier de I’algébre enveloppante U(g ) de g.
On désigne par A(P) I'algébre U( g )/P, par E(P) I’ensemble des semi-invariants non nuls de A(P) et par SZ(P) la
sous-algebre de A(P) engendrée par E(P). Le corps des fractions de A(P) est noté K(P) ; le centre de K(P) est
noté C(P). D’aprés [8] et [9], il existe une C(P)-algébre simple ﬂC(P)(V’ 5 ,G) et un C(P)-isomorphisme

¢ :AP)gp) — Ac(p)V.8.6)

3.2. LEMME. - Avec les notations précédentes, ® (SZ(P)E(P)) est égal a I'ensemble des combinaisons
linéaires a coefficients dans C(P) des éléments de G. Tout élément inversible de A(P)E(P) est quotient de deux
éléments de E(P).

Démonstration. D’aprés [9] , théoréme 4.3., les unités de I'algebre '/dC(P)(V’ 5 ,G) sont les multiples scalaires
(2 coefficients dans C(P)) des éléments de G. Il nous suffit donc de démontrer la seconde assertion du lemme.
Soit a € A(P)E(P) inversible. On peut supposer a € A(P). Il existe b € A(P) et ¢ € E(P) tels que 1= abc‘], soit
c=ab.On aalors a, b EE(P) d’aprés [10], 111, lemme 2. D’ol le résultat.

3.3. PROPOSITION. - Avec les notations de 3.1., on a

tr.degkA(P)E(P) = tr.deg, A(P) = tr.deg, K(P).

Démonstration. D’aprés la proposition 2.5. et les rappels de 3.1., on a tr.degC(P)A(P)E(P) = tr.degC(P)K(P).
Il vient donc tr.deg, A(P) EP) = tr.deg, K(P). Identifions A(P)E(P) avec ﬂC(P)(V’ 8 ,G). Soient
x1,...,xn,z1,...,zp,g1,...,gr comme dans la démonstration du lemme 2.3. et L le corps commutatif engendré par
ces éléments sur C(P). On peut supposer que x1,...,xn,z1,...,zp sont dans A(P). Compte-tenu du lemme 3.2., il
est clair que L est le corps engendré (sur k) par ces éléments et E(P). Comme tr.deg, L = tr.degkA(P)E(P)
(lemme 2.3), on a tr.degkA(P)E(P) < tr.degkA(P). L’inégalité opposée étant évidente, on a le résultat.

3.4. - Conservons les notations de 3.1. Soit Q I'idéal de I’algébre symétrique S(g ) de g canonique-
ment associé a P par I'application de Dixmier. Désignons par g~ I'intersection des noyaux des formes linéaires
sur g qui sont poids d’un semi-invariant non nul de A(P).Onnote P"=PNU(g"),Q"=QNS(g");on sait
que P et Q" se correspondent par I'application de Dixmier ( [14] , I1, lemme 4.2., (i)). On désignera par 7 Q)
la variété des zéros de Q" dans ( g~)*, par I'"le groupe adjoint algébrique de g ~ et par m(I'% Q") la.dimension
maximale des I'* -orbites dans ¥°(Q" ). On adopte les notations A(P* ), K(P") et C(P") comme en 3.1. On sait

que C(P") est le corps des fractions du centre de A(P"), car ce centre coincide avec SZ(P~) ([1], Satz 6.1., (a)).
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PROPOSITION. - Avec les notations précédentes, on a
tr.degy A(P) = tr.deg K(P) = (1/2)(2 dimy Y(Q)-m(I; Q).
En particulier les degrés de transcendance sur k de A(P), K(P), A(P"), K(P") sont égaux.
Démonstration. D’aprés le lemme 2.3. et la proposition 3.3., on a
tr.degy A(P) = tr.deg, C(P) + (1/2)(dimC(P)VG + dimC(P)VG‘S ) +rang(G).
Il vient donc ( [14], |11, proposition 3.2. et lemme 3.4.)
tr.deg, A(P) = (1/2)(Dim A(P") + tr.deg, C(P"))

Il est connu que tr.degkC(P‘) = dim, Q") - m(T" ; Q) et, daprés [14] , lIl, corollaire 2.5.
Dim, A(P) = dim, ¥°(Q"). L’autre assertion résulte alors de la proposition 3.3. et du fait que (g~)" = g ".

)

(voir par exemple [1], Satz 6.1., (a)).

4 - SOUS-CORPS COMMUTATIFS DEK(g )

4.1. - Soit g une k-algébre de Lie résoluble ; on désigne par K(g ) le corps enveloppant de g -On
construit dans cette section une sous-algébre commutative A de U(g) dont le corps des fractions K vérifie :

(i) K estune extension transcendante pure de k et un sous-corps commutatif maximal de K(g ).
(i)  tr.deg K =tr.deg K(g).

(iii) K est stable par la représentation adjointe de g dansK(g ).

4.2. - Introduisons quelques notations.
Soient A une k-algebre, X une indéterminée et D une dérivation de A. On note AplX] I'algebre en-
gendrée par A et X soumise aux seules relations [X,a] = D(a) pour a € A.

Si r € N, on note A, I'algebre de Weyl sur k engendrée par des éléments P1ssPpAqse-Qp VErifiant
[Pppilz[qi,qi]=0;[quj']: 6y 1< ij<r

Si g est une algebre de Lie, on désigne par Z(g ) (resp. C(g ) le centre de U(g ) (resp. K(g)).si
e€Z(g)etsiE= { 1,e,...,en,...} on écrit U( g ), pour U(g ).
Soient g une k-algebre de Lie résoluble et Ag le sous-espace de g* engendré par les formes liné-

aires sur g qui sont poids d’un semi-invariant non nul pour la représentation adjointes de g dans U(g ). On pose

g‘= N ker A

AE A
g
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Soit & un idéal de g ; I'algébre de Lie & ~ contient le plus grand idéal nilpotent de & ; c’est donc un
idéal de g . Soit m : g* = <& * I'application de restriction. Comme |'action adjointe de g dans U() est loca-
lement finie, on a A, C Ag) ([1], lemme 6.4) et méme, 7 ( Aﬂ) = Ay ([3], lemme 4.3.4.). Il en résulte
% "~ C g~ .Supposons & de codimension 1.dans g ;on aalors dim A —dim A‘k < 1.Sidim Ay =dim A,

g kY
onadoncdim(g” /& *)=1;sidim Ay =dim Ag -1l,ona g" = &".

4.3. - Une suite s d’idéaux de g: 0= 9o C 91 c .. gn= 4 sera dite saturée si dim gi=i

pouri=0,1,...,n.

Soit 5" = {‘gl‘ } 0<j<n et soits’ I'ensemble des éléments distincts de s~ . Il résulte de 4.2. que s’
est une suite saturée d’idéaux de g~.
Soit s une suite saturée d’idéaux de g . On désigne par Uo(g ;s) la sous-algébre de U( g ) engendrée

par les Z(g i‘), 0 <i < n. Clest une sous-algebre commutative de U(g ) dont le corps des fractions sera noté

K(g;s).

THEOREME. - Sojent g une k-algébre de Lie résoluble, I’ son groupe adjoint algébrique,
0= g, C 91 C. C gq= g’ C g, =g une suite saturée s d'idéaux de g..On suppose que le semi-

centre de U( g ) est égal a son centre.

(i) Ilexiste e €Z(g)etr€EN telsque U(g),=Z(g), ® A, On peut choisir les éléments py,...p de A,
dans U°( g s) et alors, le corps KO( 3 s) est engendré par C(g ) et les éléments py,....p, algébriquement indeé-

pendants sur C(g ).

(ii)  La dimension maximale des T -orbites dans g* est égale a 2r.

(iii)  Le corps K°( 3 ;5) est une extension transcendante pure de k et
tr.dengo(g ;s)=n-—r

(iv) SiZ(g ) ¢ U( g ), Z( g ) contient strictement Z( g°). Le corps C( g ) est une extension transcendante pure
deC(g’)et

tr.degc( g »)C(g ) =1

(v) SiZ(g) <€ U(g'),Z(g’) contient strictement Z(g ). Le corps C( g’) est une extension transcendante
pure de C(g ) et

tr.degc(g )C(g =1
Remarque. Pour g nilpotente, (i) et (i) sont démontrés dans [15], (iv) et (v) dans [4] .

Démonstration. Les résultats du théoréme sont en essence contenus dans [1] , démonstration du théoréme 6.1.

Nous suivons de prés cette démonstration.
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Soient Sp = {‘g o v 9p } , 0 < p<n, S=1= s’. On suppose que pour tout p < n, il existe
A _ . . -
e €Z(g)NU(g p) et r(p) EN tels que U(g p)ep Z(g p)ep ® Ar(p) Notons pour simplifier Z et Z’ au lieu de
Z(g)etZ(g’) respectivement. Il existe (hypothése de récurrence) e’ € Z N U( g')etr €N tels que

U( g,)el = Z,er ®AI’

les éléments PPy de Ar appartenant a U°( g’ s').
Soient x un élément de g n’appartenant pas a g’ et D la dérivation de U( g) prolongeant ad x.
L’algebre Z’ est stable par D. Distinguons deux cas :

Ter cas. - On suppose DZ’ = 0, et donc DZ e = 0. Dapres [1], 4.10,, il existe a € U( g’)e, tel que

z=x —asoit central dans U( g '), . On a alors
U(g)e=(U( 9)p)pixI=Ulg )y [2]= 2 [2] @ A,

Il vient Z,, = Z[z] . Il existe p € N tel que 2’ = (e’)pz soit un élément de U( g ). Il résulte facilement du théore-
me de Poincaré—Birkhoff-Witt que z’ est transcendant sur C(g ') et sur Ko(g’ ; s'). 1l est clair que Z contient
strictement Z’ et que C(g) = C(g’)(z). Le corps Ko(g; s) est engendré par C(g ), P1s--Py- Le fait que
P1s-P, SONt algébriquement indépendants sur C(g ) résulte de [15], lemme 2.9.

2éme cas. - On suppose DZ' # 0. D'aprés [1] , lemma, page 67, il existe a € U(g’)e, tel que
ad(x-a) | A = O et ad(x-a) 1Z,=DIZ, .Sit=x-a,onaalors

(U( g)¢)pX1= (Ze)plt] ®A,

D’apres [1] , Beweis das Satz 6.8., page 67, il existe des éléments u et v non nuls tels queu €2, vE DZ’ N Z et

1

Du =v. Posons @ = v~ ' u. Puisque le semi-centre de U(g ) est égal a son centre, D opére de maniére localement

nilpotente sur Zé’v et on peut définir pour w € Zy,

= 0" N\, N
X (w) = Z (D'w)al
n!
)
On a alors (voir par exemple [3], lemmes 4.7.5. et 4.7.6.)
~ | m_\.m (=1)" m+n_\ m+n
w= E — X(D"Mw)a™M = Z S—e (D™ w)a

o m: n%’m>o nim:

Il est immédiat de vérifier que X (W) € Z, et il vient donc Z;, = Ze,v[v—1u], (Zen)pltl=Z, ® Ay ol A,
est engendrée par u = Pry1 €t aryq = v~ 1. on a donc U(g )e’v = Ze’v®Ar+1 . Il résulte de la démonstration
que Z’ contient strictement Z et que C( g’) est un extension transcendante pure de C( g ) avec

tr.degc(.g )C( g')=1

Enfin, Ko(g; s) est engendré par C(g ), P1sPpyq etlesp;, 1 < i < r+1 sontalgébriquement indépendants

sur C(g ) d’aprés [15], lemme 2.9. On a donc démontré les assertions (i), (iv), (v). Démontrons (ii).



264 P. Tauvel

Soit E I'ensemble des éléments non nuls de Z(g ). D'aprés ce qui précéde, ona : U(g )g =C(g ) ® A. Il résulte
alors de [14], 111, lemme 2.1., corollaire 2.5. et proposition 3.3., (i) et de [2], 2.1. et lemme 3.1.

Dim U(g )g =DimU(g ) =dimg
=tr.degkC(g ) +2r=dim g -m+2r

N . . . . * .
oli m est la dimension maximale des TI'-orbites dans g - D’oli m=2r.
Démontrons (iii). On a déja vu que Ko(g ; s) est une extension transcendante pure de k et de C( g ). D’apreés ce

qui précede, on a tr.dengo(g ;s)=n-r.

4.4.Remarques. - a) Conservons les hypothéses du théoréme. On a U(g )g =C(g )®A, et compte

tenu de ce qui précéde, on voit que Ko(g ; 5) est un sous-corps commutatif maximal de K(g ).

b) Soit g de base { x,y,z} avec [x,y]=vY, [x,z]=a .z, a €k — Q. Le semi-centre de U(g ) n’est pas
égal a son centre. Les résultats du théoréme ne sont plus valables.
. . . . * 2 s
(i) Ladimension maximale des I'-orbites dans g est égale a 3.

(i) Soit g'=k.y+kz.0OnaC(g)=k,C(g’)=k(y,z) et donc tr.degc(g )C(g )=2.

c) Des sous-corps commutatifs maximaux de K(g) sont étudiés par des méthodes différentes dans

[11].

45. - Soientg une F-algébre de Lie de dimension finie, % un idéal nilpotent deg et P un idéal com-
pletement premier de U( g ). Soit € la représentation adjointe de 4 dans le corps des fractions K(P) de U( g )/P.

On désigne par H I’ensemble des éléments de U(g )/P annulés par € (). Le résultat suivant est bien connu.
LEMME. - Soit u € K(P) annulé par € (& ). Alors, il existe a,b € H tels que u = a b

Démonstration. Soit } = { v € U( g)/P ;vu € U(g )/P } ; ) estun idéal & gauche de U(g )/P stable par € (% ).
Comme & opére de maniére localement nilpotente dans ], il existe b € ] N H tel que bu € H. On a alors
u=b""(bu) ; d’ol le résultat.

4.6. LEMME. - Soit A= 4 F(V, 8 ,G) simple comme en 2.2. . Le commutant de G dans le corps des

fractions de A est égal au corps des fractions du commutant de G dans A.

Démonstration. 11 existe une F-algébre de Lie complétement résoluble g et un idéal premier P de U(g ) tels que,
si E désigne I’ensemble des semi-invariants non nuls de U( g )/P, on ait ( [9], théoréeme 4.8.) :

(U(g)P)g = JdF(V,E ,G). Il est immédiat dans la construction de g donnée dans [9] , page 169, que le commu-
tant de G dans Fract(A) est égal a I'ensemble des éléments de Fract(u(g )/P) annulés par ad(72), ol 72 est un

idéal nilpotent de g . Le lemme est donc une conséquence du lemme 4.5.
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4.7. - Soit g une k-algebre de Lie résoluble. On conserve les notations introduites en 3.4. .
LEMME. - Le commutant de SZ(P) dans K(P) est égal a K(P™).

Démonstration. On a un isomorphisme & : A(P)E(P) - C(P)(V"S ,G) (voir 3.1.). D’aprés [14], 111, lemme
3.4., le commutant de SZ(P) dans A(P) est égal 2 A(P"). Le lemme est donc une conséquence des lemmes 3.2.
et4.6..

4.8. - Soient g une k-algébre de Lie résoluble et g~ comme en 4.2. . Soit I'" le groupe adjoint al-

gébrique de g~ et m( I'") la dimension maximale des I'*-orbites dans (9 ‘)*.

THEOREME. - Soit 0= g 097 C- C g, = g une suite s saturée d’idéaux de g . Le corps Ko(g ; s) est stable
par la représentation adjointe de g dans K( g ). C'est une extension transcendante pure de k et un sous-corps

commutatif maximal de K ( g ).Ona

tr.degkU(‘g ) =tr.deg K(g)= tr.dengo(g ;s)
= (1/2)(2dim g~ —m(T")).

Démonstration. 11 est clair par construction de U°( g; s) que K°( g s) est stable par la représentation adjointe
de g dans K(g ). Compte tenu de 3.4., 4.3., 4.4, (a), il nous reste seulement 3 montrer que le commutant de
Uo(g ; s) dans K(g ) est contenu dans K( g~ ). La sous-algébre Uo(g ; s) contient Z(g‘ ) qui contient SZ(g )
([1], Satz 6.1., (a)). On a donc le résultat d’apres le lemme 4.7. .

4.9. Remarques. - 1) Il est clair que Ko(g ;s) N U(g ) est une sous-algébre commutative maximale

de U(g ). Cette sous-algébre peut étre distincte de Uo(g ; s). Donnons un exemple.

Soit g I’algébre de Lie nilpotente de base {ei } 1<i<6 avec
[31 »52] =e3, [31 ,33] = [34»35] =€

On pose 3]=ke6; eq2=ke5+ke6; cq3=ke4+ke5+ke6; g4=ke3+ke4+ke5+ke6;
g 5=keq t keg + keq + keg + keg ; 96=9- On déduit facilement de [5] :

Z(gq)=klegl; Z(g 5) = kles,eq]; Z( g3) =kleg); Z( g 4) = klesegl; Z( g 5) =k[eg] .
Des calculs faciles analogues a ceux de [5], démonstration de la proposition 2, fournissent
Z(g)= K[e6,2e2e6—e§].0n a alors Uo(g ;s) = k[e6,e5,e3,2e2e6—e§] et Ko(g ; s) = k(ep,e3,€5,€6¢). On a donc
Ko(g 3s) NU(g) = klepegeseg] . Il est clair que eo £ U%(g ;s) ; d’ols KO(g ;5) NU(g) # U°(g ;s).

2) Soit s* une suite saturée d’idéaux de g‘ . D’apres le théoréme 4.3. et le lemme 4.7., le corps
Ko(g “ ;™) vérifie les propriétés (i) et (ii) de 4.1. .
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4.10. - Reprenons les notations de 3.4. . Soit 0 = Jo C 91 c .. Cgp = g~ une suite s saturée
d'idéaux de g ° . On note P; = (P*)n U(g i) et Z(P;) désigne le centre de A(Pi). On désigne par Uo(cq “;s;P)la
sous-algebre de A(P) engendrée par les Z(Pi), 1< i<petpar Ko(cq‘ ;s ; P) son corps des fractions. Reprenant
la démonstration du théoreme 4.3. ou celle de [1], Satz 6.8., on peut démontrer comme en 4.8., en utilisant

le lemme 4.7., le résultat suivant :
THEOREME. - Le corps K°( 97 s ; P) est un sous-corps commutatif maximal de K(P).Ona
tr.dengo(cq‘ ;55 P)=trdeg K(P)=(1/2)(2dim ¥(Q")-m(I'";Q")).

Si la suite s est une suite d’idéaux de g, le corps KO( g "~ ;s ; P) est stable par la représentation adjointe de 9
dans K(P).

Remarque. - Si P # 0, on ne peut affirmer que Ko(g " ;s ; P) est une extension transcendante pure de k, car
C(P) n’est pas en général une extension transcendante pure de k. Cependant, C(P) étant une extension de type

fini de k, ([3], proposition 4.4.11.), on voit facilement qu’il en est de méme de Ko(g ~5s;P).
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