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RESOLUTION DE L’EQUATION Au + Bu = f
OU A EST LINEAIRE ET B DERIVE D’UN POTENTIEL CONVEXE

Jean-Michel Coron(1)

Annales Faculté des Sciences Toulouse

Vol I,1979, P. 21 S à 234

( 1 ) / /3, avenue du Roule - 92200 Neuilly.

Résumé : On montre par une méthode simple de Max-Min un théorème de Bahri et Morel [3] concernant l’équa-
tion Au + Bu = f où A est linéaire auto adjoint et où B dérive d’un potentiel convexe. On applique les résultats
obtenus à une équation de Laplace à la résonance, à un système hamiltonien et à une équation des ondes non
linéaire.

Summary : We give a simple proof, based on a Max-Min argument, of a result of Bahri and Morel [3] concerning
the equation Au + Bu = f where A is a linear self adjoint operator and B is a non linear potential operator. We
also study the existence of non-trivial solutions for Au + Bu = 0. We present applications to a Laplace’equation,
an Hamiltonian system and a non linear wave equation.

INTRODUCTION

Soit H un espace de Hilbert réel, soit A un opérateur linéaire de domaine dense, auto adjoint et d’ima-
ge fermée. On a donc H = R(A) Et) N(A), où E9 désigne la somme hilbertienne, R(A) l’image de A et N(A) le
noyau de A. De plus A 1 D(A) n R(A) à valeurs dans R(A) est bijectif d’inverse borné. On suppose que cet inverse
que l’on notera A -1 est compact. On désigne par ?~ 1 la première valeur propre négative de A(À-1 -- ~ si A n’a
pas de valeur propre négative).

Soit B le sous-différentiel d’une fonction convexe On note conv R(B) l’enveloppe convexe de
l’image R(B) de B.
On considère deux problèmes distincts :
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. ~~u) ~-1 ’ 1
Au § 1, on étudie R(A+B). On montre que si lim -  - alors

lu 12 2

Ce résultat généralise un théorème de Brézis-Nirenberg [5] ou [7]. On retrouve, par une démonstration élémentai-

re de Max-Min, un résultat de Bahri-Morel [3].

Au § 2, on étudie l’existence de solution non triviale de l’équation :

(1 ) 0 E Au + Bu , en supposant que 0 ~ B0.

. 

- ~(u) I ~-1 ~ 1 
.. 

~(u) ~-1’ I 
.

On prouve que si lim -  - et si lim - > -, alors il existe u ~ 0 solu-
lul2 2 lul2 2

tion de (1 ). On se restreint ensuite au cas où H = L2( il ouvert de Rn et Ip (u) = 03A9 j[u(x)]dx où j est

une fonction convexe de fR dans fR telle que lim -  - et lim -- >-- et

on montre, moyennant d’autres hypothèses sur A, l’existence d’une solution non nulle à (1 ). On applique ce ré-

sultat à une équation de Laplace à la résonance non linéaire, à la recherche de solutions périodiques de systèmes

hamiltoniens ; on étudie ensuite le cas d’une équation des ondes non linéaire ; les résultats obtenus sont à rappro-
cher de ceux de [1 ], [6], [9], [10], [11 ], [13], [14], [15].

Je remercie Monsieur BREZIS qui a dirigé ce travail.

1 - ETUDE DE R(A+B)

Notations. On note E~ le sous-espace propre associé à la valeur propre X ; on pose Hl = ( (B D(A),

.- 

I ~_1 I

THEOREME 1. Si lim -  -, alors

lu 1 - +ce lu 1 2 2



De plus si f E 1 nt [R(A) + conv R(B)], il existe (u~,u2) E H~ x H2 tel que si u = u~ + u2 ’ :

n n

Démonstration. Soit f E R(A) + conv R(B) ; f = Av + ~ t. avec E 0 et !-~ t. i =1. On pose
1 n 

_ ~ , 

i=1 
,. 

i=1

b2 =--(Av2,v2) +~ ti [ où v2 est la projection de v sur H2 ; évidemment v2 E H2,2 i=1

On considère la fonction de D(A) dans R définie par :

Etape 1. Soit F un sous-espace de dimension finie stable par A et inclus dans D(A).
On pose : 

on pose, pour tout ul de F1, 03B1~ (u1 ) = Inf 

a) on se donne ul dans F~ .
La fonction de F2 dans fR, ~~ (u1 + .) est strictement convexe, continue et tend vers (’infini à l’in-

fini. Il existe donc un élément de F2 et un seul, que l’on notera h (ui) tel (u1 )),

b) a c et h E sont continues.

En effet : Soit (~ une suite d’éléments de Fl convergeant vers ul ; on a

De plus est bornée donc ~n) est bornée ; on peut en extraire une suite convergente



mais ac est s.c.s. donc +u~) = d’où u~ 
= ), d’où ~n) -~ hc(u1 ) ; hc est donc continue et

par suite Qf est aussi continue.

c) Il 1 existe E (R+* x R+* x R tel que : si 0  V u E H1 ~ F,03B1~(u1)  -03C1 |u1 |2 + C

où p est indépendant de F ainsi que C et Eo.

~ 2En effet 1 ul I 2 + - 1 ul 1 + cp (ul ) - (f,ul)’

Mais comme lim -  -, 3 R, 3 8 avec 8  |03BB-1| tels que V u E H,

lu 1  
.

2

En utilisant la convexité de 03C6 et le fait que cp est bornée sur la sphère de centre 0 et de rayon R (d’après l’impli-
cation précédente), on voit que cp est bornée sur la boule de centre 0 et de rayon R donc 3 C’ tel que :

V u E (u) 1 u I + C’, ce qui termine la démonstration de c.
2

d) De a,b,c il résulte qu’il existe u1,F tel que :

on note PF la projection (orthogonale) sur F. On pose BF = PFB, Bf est le sous différentiel de

~p F : F -~ R,x ~ ~P (x) (en effet, si IF est la fonction indicatrice de F, comme F fi Int (D(~p)) ~ ~, on a

~IF + ~03C6 = + 03C6) d’où l’on en déduit facilement que BF = 8w F).

Montrons ( que :

Pour alléger l’écriture on écrira u, u~, u~ à la place de Ui p, (où u~ p= p) et Up= +u~ p).
On remarque d’abord que :

en effet :

(*) J e remercie M. Brézis qui m’a fourni cette démonstration de (2). Ma démonstration supposait de classe C~ .



En additionnant (4), (5), (6) on obtient (3).

Supposons que e u + Au + BFu.
Comme BFu est un convexe fermé 3 a E F tel que :

on pose a = ai + a2 avec Fi et a2 E F2’

mais

donc V BFut :

Ut  u donc est borné ; soit tn -+ 0+tel que 3 E BF(ut )
n n

r~t -~ T? ; on E Bu et (eu + Au + r~ -f,a)  0
n

en contradiction avec (7) ce qui termine la démonstration de (2).

Etape 2. On fait varier F.

Remarquons d’abord que F+u2, F) > b2’
En effet : soit x2 E F2, on a :

On multiplie par ti et on somme



de plus

d’où b2 et donc ~F) > b2
donc

Ui p est donc borné ainsi que F+u2 F) et ~E F) donc est borné. Mais ~p est bornée sur tout borné,

donc B est aussi bornée sur tout borné, comme on le voit en utilisant l’inégalité

cp (x+h) - ~p (x) > (?? ,h) E a V h ; mais - e uF - AuF + PFf E PFBuF donc AuF est aussi borné.

On peut extraire du filtre des sous-espaces de dimension finie de D(A) stable par A un ultrafiltre

convergent tel que

Le graphe de A est un sous-espace vectoriel fermé de H x H. Il est donc faiblement fermé donc v = Au ; du fait

de la compacité de A"*, donc (Au,u).

Montrons que u ; soit F un sous-espace de l’ultrafiltre, soit x ~ Fo ; si Fo ~ F on a
:

En passant à la limite :

et ceci pour tout vecteur x d’un élément de l’ultrafiltre ; ~p étant continue, on en déduit que (11 ) est vrai pour

tout x de H on prend x = u ; comme lim ~p (u ) > ~p (u) il vient lim I u I ~  1 u I 2 donc uF  u ; de plus
d’après (11 ),

et donc



En passant à la limite dans (10~ il vient :

Montrons que :

Soit Xi un élément de Hl et x1,F la projection de Xi sur F.

Soit x2,F réalisant le minimum + .) sur FZ, d’après (10) et la définition de 

comme > et comme I _  ( x1 I, est borné ; x2 > F--~x2 (quitte à extraire
un nouvel ultrafiltre). La restriction de A à H~ dans H~ est autoadjointe et positive ; on note A1~2 sa racine car-
rée. En passant à la limite dans (14) il vient :

Il ne reste plus qu’à approcher x2 par des éléments x2,n de H2 tels que x2 > n -~ x2 et

Etape 3. On va maintenant faire tendre e vers zéro. Pour marquer I~ dépendance en e de ul sera noté 
de même u2 sera noté u2E ; d’après (12) sont bornés. De plus :

Comme f ~ ~u~ + Au + Bu~ (avec uE 

En utilisant en plus (15), on déduit que : b2 + £ + 1 2 (Au2~,u2~) ~ (u1~)  c donc e 1 u2~| est
borné d’où ~ u2~ ~ 0 et par suite

Etape 4. On suppose maintenant que f E 1 nt [R(A) + conv R(B)].
Donc 3 T > 0 tel que si I h 1 ~ T 3 vh E H 3 (wi h) ~ ~ ~ ~ nh



Donc:

On multiplie par et on somme:
,

Soit v2,h [resp vl h] la projection de vh sur H2 (resp H~ )

en ajoutant (16) et (17) et en utilisant le fait que ul e est borné (voir étape 3) il vient :

mais ~u~ ) est borné d’après (12) et de plus

donc est borné inférieurement ; on utilise alors (18) pour voir qu’il existe Ch tel que
V e > 0 (h,uE)  Ch ; donc u est borné mais -eu - Au + f E Bu donc + AuE est borné, mais

eUe  0 donc Au est borné.
Soit une suite de réels strictement positifs tendant vers zéro telle que

on a v = Au ; montrons que f E Au + Bu.

Comme à l’étape 2, ,uE ) -~ (Au,u) donc
n n



mais lim ~P(uE ) > ~P(u) d’où
"- 

n

ce qui montre que f E Au + Bu.

De plus en prenant x = u dans (19), on voit que ~p (u) > lim ~p (uE ) et donc ~p (uE ) -~ ~p (u) ; comme
e " ( (u~n)~03C6(u). 

n n

et donc (n - + ce) 1 nf ~(x~+x2)  ~(u) b’ x~ E H~
x2EH2

et on a donc bien :

De plus, comme f E +u~) + B(u. +u~), on a

Reste à vérifier (iii) :

Soit y E D(A) > 0.

Comme 03C6(u) = Max 1 nf 

H2 
+x2) il existe un élément 2 de H2 tel que si  = y1 + 2 :

x1 ~ H1 x2 ~ H2

et comme (f-Ay) > (y) on a :

Mais comme f G Au + Bu, + ~p(u) _ (u,f-Au)

ce qui finit la démonstration du Théorème 1.



Remarques. 

) S. 
20142014 0 

 
I A -1 I 

1 d 
., , 

d b 
. 

d d 1. d1 ) Si lim - _ -  -, on a en plus des propriétés de bornitude des solutions de
1 ul 2 2 4

Au + Bu = f. En particulier les projections de ces solutions sur R(A) sont bornées. En outre on peut se passer de

l’hypothèse A autoadjoint en la remplaçant par (Au,u)  - 1 Au (Ai n’étant plus nécessairement une
I ?~.1 I 

valeur propre avec R(A) = N(A) et Â 1 compact). Pour les démonstrations de ces propriétés et d’autres com-

pléments sur ces questions, voir [5] et [7].

2) Par contre, si on a seulement 

1 
lim . 20142014  -, les projections sur R(A) des solutions de

f = Au + Bu ne sont plus nécessairement bornées (voir [3] ).

3) On peut démontrer le Théorème 1 (excepté (ii)) en étudiant le problème de la minimisation de

03C6 * (f Ax) + 1 ( A x,x) sur D(A) (à la place du problème Max Inf +x 2)). On est là aussi amené à

remplacer 03C6 par 2 03C6~ avec 03C6~ (x) = 03C6 (x) + ~ 2 1 x 12. 
x1~H1 x2 ~ H2

4) La méthode que nous employons à l’étape 1 est voisine de la méthode de Min Max employée par
Castro et Lazer [8] ou celle de Berger et Schechter [4] ou encore celle de Amann [1 ].

5) La démonstration ci-dessus est à peu près celle de [3]. La seule modification importante est dans

l’étape 1 où on montre l’existence de uF sans utiliser le Théorème de Rabinowitz, avec une méthode de Max-Min

qui donne des renseignements supplémentaires sur u.

Il - EXISTENCE DE SOLUTION NON TRIVIALE DE L’EQUATION 0 E Au + Bu

Les hypothèses sur A et B sont celles de l’introduction ; on suppose que ~p(0) = 0 et que I A_1 I  +ce

alors il existe un u non nul tel que 0 E Au + Bu.

a) Remarque préliminaire.
Avant de donner une démonstration du Théorème 2, remarquons que (21 ) implique que 0 E BO (et

donc 0 E AO + BO). En effet d’après (21 ),3 r~ > 0 tel que 1 x 1  r~ ~ cp(x) > 0 = ~(0).



Soit la fonction indicatrice de la boule fermée de centre 0 et de rayon r~ , d’après l’implication pré-
cédente 0 E + |~)(0) mais D(03C6) ~ Int ~ p, donc + |~) = a 03C6 + ~|~ et comme ~|~ (0) = 0 , on
a bien 0 ~ B0.

b) Démonstration du Théorème 2.

Montrons que

soit

Il est alors facile de voir que 03C6 > 03C8 où 03C8 est la fonction convexe continue définie par :

0 est donc intérieur au domaine de ~p * d’où 0 E int et par suite 0 E int [R(A) + R(B)]. On peut appli-
quer le Théorème 1 :

on va montrer que 03C6(u) > o, ce qui prouvera que u ~ 0 et terminera donc la démonstration ; soit a un vec-
teur non nul de Ker(A-A I ) tel que I a I = ; 8 ; d’après (22) on a : 

1

1 ~ 
2h~ 1 I



donc

mais

d’où avec (23)

On se restreint maintenant au cas où H = L2( S2)p où S2 est un ouvert de et où il existe une fonc-

tion convexe continue j de fRp dans fR telle que ~p (u) = J~ j(u(x))dx.
THEOREME 3. . On suppose que

Alors il existe une fonction u de H non nulle telle que

Démonstration du Théorème 3. D’après (25), 3 ~ > 0, 3 6 > 1 tels que

Soit



k est convexe ; soit ~ : : H -~ R

u ~ 03A9 k [u (a) ]da

03C8 est convexe continue et on 03C8 .

Montrons que 0 E Int [R(A) + conv R(B)]. On sait (voir [5] p. 265) qu’il suffit de vérifier que

on peut appliquer le Théorème 1 : 3 u E H tel que :

on va montrer que ~~(u) > 0 (ce qui assurera que u =~ 0).

D’après (27) 3 al E t) tel que Il a1 ~~  2 avec a1 ~ 0 ; ~ 03C8 (a1) = 8 a1 donc

e 2mais ~p donc cp (a~ +x2) > - I a~ I et par suite
2

et donc

Reste à montrer (30)

donc



On utilise alors (31 ) et on obtient (30).

3)

Application.

a) Equation de Laplace.
Soit 03A9 un ouvert borné de de frontière régulière. On note 03BB1,...,03BBn,... la suite croissante des

valeurs propres distinctes de l’opérateur -A relatives aux conditions aux limites u = 0 sur 8 H. Soit j, R,

une application convexe telle que (0) = 0. On a alors la proposition suivante, où j3 = 9j.

alors il existe une fonction u de H ~ ( S~ ~ telle que

1) 

ii) - ~ u - ~k+1 u 0

Démonstration, Il 1 suffit d’appliquer le Théorème 3 à :

Remarque. La Proposition 1 est à rapprocher de certains résultats de [1 ].

b) Mécanique hamil tonienne.

Soit ~’ : x IR n  R une fonction convexe telle que ~C(o,0~ = 0 on a la proposition suivante :



alors il existe une fonction (x,p) de IR dans x absolument continue de période minimale T et une cons-

tante h > 0 telles que

(32) (- p(t), X(t)) E a ~(’ (x(t),p(t)) presque partout

(33) = h V tER

2a~r
(34) h  .

2 ~r -kT

Démonstration. On applique le Théorème 3 avec

- pour espace de Hilbert (L2( [O,T] )2~
- pour fonction j, 3C
- pour opérateur A : D(A) _ ~ (x,p), (x,p,ic,p) E L2(O,T), x(0) = x(T) et p(0) = p(T) ~

on vérifie facilement que A est autoadjoint, d’image fermée et que A -1 R(A) -~ R(A) est compact (et même de
Hilbert Schmidt). Précisons les vecteurs propres et les valeurs propres de A. Soit p  une base de 
On note am p la fonction [ O,T] -~ (Rn x fRn

On note bm,p la fonction : [o,T] -~ fR" x (Rn

Il est facile de voir que les valeurs propres de A sont les réels 2-- avec m E Z et que Ker(A - 2~ I ) admet
T T

comme base {am,p 1  p  n} ~ {bm,p 1  p  n}.
, 

2~r
La première valeur propre négative de A est- -.

T

On applique le Théorème 3. Il existe donc une fonction (x,p) de R dans IRn x absolument conti-

nue telle que :

(x,p) admet T pour période

(35) (-p(t),x(t)) E ô presque partout (et donc 3 h / V t ~C (x(t),p(t)) = h) avec de plus les
propriétés (29) et (30). On note (resp. (x2,p2)) la projection de (x,p) sur H~ (resp. H2). Montrons que T
est la période minimale de (x,p). Supposons que (x,p) admette T comme période où k est un entier strictement

k
supérieur à 1. Les expressions des vecteurs de H1 et de H2 en fonction des et montrent que 
admet aussi - comme période.

k



On pose

Il est facile de voir que (Yl ,ql) appartient à Hl’
On doit donc avoir

soit (y2,q2) un élément de H2 on pose

(après avoir prolongé y2 et q2 par périodicité à R tout entier) ~x~,q2) E H2 ; on a

on fait le changement de variable T = t/k

Mais 03C6 (k03B1,k03B2)  k 03C6 (03B1,03B2) V E IRn x En utilisant de plus le fait que Pl’ p2, xl’ x2 admettent T/k

comme période il vient :

En utilisant (35) on obtient ~(x~ +q2) >. +q2)’
D’où

Mais d’après (29) ~ +x2,ql +q~) > 0 donc

en contradiction avec (36).

Reste à vérifier l’inégalité (34) . elle résulte immédiatement de l’inégalité (30) car 03BB-1 = - 203C0 T et K(x(t),p(t) = h.



La proposition 2 est due à F.M. Clarke et 1 . Ekeland [10]. Leur méthode consiste à minimiser un pro-
blème dual. C’est la comparaison entre leur méthode et la mienne qui m’a suggéré le (iii) du Théorème 1.
H. Amann étudie aussi dans [1 ] l’existcnce de solutions non triviales de période T mais en se passant de l’hypothè-
se ’K convexe (a étant alors de classe C2). Toutefois, contrairement au convexe on ne sait pas s’il en existe une
admettant T comme période minimale. P.H. Rabinowitz établit dans [14] et dans [15] l’existence d’une solution

périodique non triviale avec des hypothèses de croissance différente puisque ces hypothèses impliquent en parti-
cul ier que -~f (x,p)/x2+p2 -~ 0 quand x2 + p2 -~ 0 et - °° quand x2 + p2 ~~ . Là aussi H’ n’est pas supposée con-
vexe mais de classe C1 et on ne sait pas si T est la période minimale. t. Ekeland étudie dans [11 ] le même pro-
blème dans le cas est convexe continue ; il obtient alors une estimation a priori de l’énergie.

c) Equation des ondes.

Soit j une fonction convexe de classe C de fR dans fR telle que j(0) = 0 ; on pose ~ = j’et on suppose
que j’(0~ = 0 (ce qui sera d’ailleurs impliqué par les autres hypothèses sur j). On cherche à prouver l’existence
d’une solution non triviale à l’équation :

(~~) u(o,t) = = 0 Vt

u est 2~r périodique en t

- j(u) 3 j(u) 3
PROPOSITION 3. Si l im -  - et si l i m > - alors il existe une solution non

lul2 2 lul2 2

nulle à (37).

Démonstration. x (o,2~r)) ; soit C~ l’opérateur

On pose A =C~~ ; on sait que A est autoadjoint d’image fermée et que A est compact. De plus si

alors u appartient à D(A) si et seulement si

et dans ce cas :



Les valeurs propres de A sont donc les -m avec j > 0, m ~ 0 ; donc Ai = 1-4 = -3 et Ker (A+3!) est engen-
dré par les fonctions de classe C°° sin x cos 2t, sin x sin 2t. Remarquons qu’il n’est pas possible d’appliquer le

Théorème 3 car la dimension de N(A) est infinie ; il est d’ailleurs facile de voir que, en général,
0 ~ int [R(A) + conv R(B)] où Bu = Reprenons les notations de la démonstration du Théorème 1 avec f = 0 ;
A. Bahri.et H. Brézis ont montré dans [2] que la suite u était bornée dans L2[(o,~ ) x (o,2~r) ] car elle vérifie

0 = ~ u~ + Au + Bu~ et que 0 G int Comme dans l’étape 4 de la démonstration du Théorème 1 on conclut

à l’existence d’une fonction u de L2((o,~r ) x (0,2 rr)) telle que

Mais comme dans la démonstration du Théorème 3 on montre que :

et donc u ~ 0. Ce qui termine la démonstration de la Proposition 3.

Remarques.
1. Si u = ul + u2 avec ul E Hl et u2 E H2 il est montré dans [2] que u1 est continue et u2 dans

L°°((0, ~r) x (0,2~r )).

2. De nombreux auteurs ont déjà étudié le problème de l’existence de solutions non triviales de (37).
Citons en particulier H. Brézis et Nirenberg dans [6] , H. Amann dans [1 ] et P.H. Rabinowitz dans [14] avec des

hypothèses voisines sauf dans [14] : P.H. Rabinowitz fait des hypothèses de croissance inverses sur ~i en 0 et à
1

l’infini : = o( 1 x I ) en 0, et à l’infini 3 X > 0 3 9 E ] e,-[ tels que
x 

2

l x 1 > x ~ f(x) = É 8xf(x) ; ~i étant de plus strictement croissante et de classe C2, P.H. Rabinowitz

montre alors l’existence d’une solution non triviale.
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