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RESOLUTION DE L’EQUATION Au + Bu=f
OU A EST LINEAIRE ET B DERIVE D’UN POTENTIEL CONVEXE

Jean-Michel Coron (1)

(1) 115, avenue du Roule - 92200 Neuilly.

Résumé : On montre par une méthode simple de Max-Min un théoréme de Bahri et Morel [3] concernant I’équa-
tion Au + Bu = f ol A est linéaire auto adjoint et ol B dérive d’un potentiel convexe. On applique les résultats
obtenus a une équation de Laplace a la résonance, a un systéme hamiltonien et 3 une équation des ondes non

linéaire.

Summary : We give a simple proof, based on a Max-Min argument, of a result of Bahri and Morel [3] concerning
the equation Au + Bu = f where A is a linear self adjoint operator and B is a non linear potential operator. We
also study the existence of non-trivial solutions for Au + Bu = 0. We present applications to a Laplace’equation,

an Hamiltonian system and a non linear wave equation.

INTRODUCTION

Soit H un espace de Hilbert réel, soit A un opérateur linéaire de domaine dense, auto adjoint et d’ima-
ge fermée. On a donc H = R(A) @ N(A), ol @ désigne la somme hilbertienne, R(A) I'image de A et N(A) le
noyau de A. De plus A I D(A) N R(A) a valeurs dans R(A) est bijectif d’inverseborné. On suppose que cet inverse
que |’on notera A7l est compact. On désigne par L1 la premiére valeur propre négative de A(\ 1=—siAna

pas de valeur propre négative).

Soit B le sous-différentiel d’une fonction convexe ¢ . On note conv R(B) I’enveloppe convexe de
I'image R(B) de B.

On considére deux problémes distincts :
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Au § 1, on étudie R(A+B). On montre que si lim < alors
lul->+ o lul 2

R(A+B) =R(A) + conv R(B)
et

Int [R(A+B)] = Int [R(A) + conv R(B)]

Ce résultat généralise un théoreme de Brézis-Nirenberg [5] ou [7]. On retrouve, par une démonstration élémentai-

re de Max-Min, un résultat de Bahri-Morel [3].

Au § 2, onétudie I'existence de solution non triviale de I’équation :

(1) 0E€ Au+Bu , ensupposant que 0 € BO.
. _ olu) I)\_1 I . o(u) |7\_1 | o
On prouve que si lim < etsi lim > , alors il existe u ¥ 0 solu-
lulstoo lul2 2 lul>0 lul?

tion de (1). On se restreint ensuite au cas ot H = L2( Q)P Q ouvert de R"et ¢(u) :[2 jlu(x)]dx ou j est

. - — ik g
une fonction convexe de RF dans IR telle que lim < et lim > et
Ix |>o0 Ix 12 2 x>0 Ix12 2

on montre, moyennant d’autres hypothéses sur A, I'existence d’une solution non nulle a (1). On applique ce ré-
sultat a une équation de Laplace a la résonance non linéaire, a la recherche de solutions périodiques de systemes
hamiltoniens ; on étudie ensuite le cas d'une équation des ondes non linéaire ; les résultats obtenus sont a rappro-
cher de ceux de [1], [6], [9], [10], [11], [13], [14], [15].

Je remercie Monsieur BREZIS qui a dirigé ce travail.

| - ETUDE DE R(A+B)
Notations. On note Ey le sous-espace propre associé a la valeur propre A ; on pose H1 = ()\?OE)\) N D(A),

Hy=( & E)ﬂD(A);onadoncH=ﬁ€Bﬁ
2= & B 19 Hy
_ ¢(u) DN
THEOREME 1. S/ lim < , alors
lul—> 4o [y |2

R(A+B) = R(A) + conv R(B)
et
Int [R(A+B)] = Int [R(A) + conv R(B)]
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De plus si f € Int [R(A) + conv R(B)], i/ existe (u],uz) €Hy X Hytelquesiu=uy +uy:

(i) f€ Au + Bu

(ii) ¢(u1+u2) = Max Inf ¢(x1+x2)
Xq € H] X € H2
et
¢(u1+u2) = Min ¢(u]+x2)
(i) ¢"(f-Au) + —(Auu)= Min ¢ (f-Ax) + — ~(Axx) == 9(u)
2 x € D(A)
1
ou o (x)= E-(Ax X))+ @ (x)=(fx) et
Sé’ xy) = ¢(y).
n * *
Démonstration. Soit f € R(A) + conv R(B) ; f=Av + Z T w; avec w; € Bw;,t; > Oet Z t; = 1.0n pose
i=1 i=1
1
by= —; (Av2,v2) +Z t [ go(wi) - (w?,wi)] oll v, est la projection de v sur H, ; évidemment v, € H,,.

i=1

On considére la fonction ¢, de D(A) dans R définie par :

1 € 2
b (u)=?(Au,u) +? lu 14+ ¢(u)—(fu)

Etape 1. Soit F un sous-espace de dimension finie stable par A et inclus dans D(A).
On pose : F1 =H1 NF

Fy=H,yNF
on pose, pour tout ug de Fy, &, (u1) = |nf ¢e(u]+x2).
a) on se donne uq dans Fq-

La fonction de F2 dans IR, gbe (u1 + .) est strictement convexe, continue et tend vers I'infini 4 I'in-

fini. Il existe donc un élément de F; et un seul, que I'on notera h (uq) tel que & (uq) = ¢ (ugth, (ug)).

b) a . et h .sont continues.
En effet : Soit (u] n)ne N une suite d’éléments de F4 convergeant vers uj;ona
¢e(u1,n + he(u1,n)) <¢ e(u1,n) <C

De plus up , est bornée donc he(u1 n) est bornée ; on peut en extraire une suite convergente
) )

h e(u1,nk)_)u2

o‘¢~:('“'1,nk) = ¢e(u1,nk + he (u1,nk)) _)¢e (u1+u2) >a‘e (u1)
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mais aest s.C.s. donc ¢€(u]+u2) = ae(u]) d’ol u, = he(u1), d'ol he(u],n) - he(u]) ;he est donc continue et

par suite o, est aussi continue.

c) Il existe (eo,p,c)e R™x R™ x R tel que :si0<e<e, Yu;EH, ﬁF,ae(u])<—pIu]I2+C

ou p est indépendant de F ainsi que C et €

o
g ! ¢
2 2
Eneffet a (uy) <¢.(u)) < - lug | +_; lug | +¢(uq) = (fuy).
— ey I
Mais comme lim < , 3R, 30avec 6 <IN ltelsque Yu€EH,
lul>+o lul? 2

o 2
|u|>R=>90(u)<7|ul )

En utilisant la convexité de ¢ et le fait que ¢ est bornée sur la sphére de centre O et de rayon R (d’aprés 'impli-

cation précédente), on voit que ¢ est bornée sur la boule de centre O et de rayon R donc 3C’ tel que :

0
VuEH ¢(u) < by lul?+ C’, ce qui termine la démonstration de c.

d) De a,b,c il résulte qu’il existe uq g tel que :

ae(u]’F)= Max  a (xq)
XIEF]

on note P la projection (orthogonale) sur F. On pose BE= PFB, B est le sous différentiel de
¢t F>Rx—=>yp (x) (en effet, si g est la fonction indicatrice de F, comme F N Int (D(y)) #0, 0n a
dp+op= 8(|F +¢) d’oli I'on en déduit facilement que By = dy F).

Montrons (*) que :
(2) Pef € € up + Aup + Bpup

Pour alléger I'écriture on écrira u, ug, uy alaplacedeup, uy g, up g (ol upy p=he (uy F) etup=uq g +u, F)-

On remarque d’abord que :

V (x,y) €F2, ¥ €Bpx
2

t
3) P(xtty) = (x) = (ex +Ax +n—fy) + ey (Ayy)
en effet :
€ €
(4) ?lx+ty|2—2—|x|2> (€ x,ty)

(*) )e remercie M. Brézis qui m’a fourni cette démonstration de (2). Ma démonstration supposait ¢ de classe cl.
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2
(5) ;](A(x +ty)xty) = ]?(Ax,x) = (Ax,ty) + t? (Ay,y)
(6) ¢ (x+ty) =0 (x) = (n,ty)
En additionnant (4), (5), (6) on obtient (3).
Supposons que PFfﬁé €u+ Au+Bpu.
Comme Bpu est un convexe fermé Ja€EF tel que :
(7) V 1€ Bgu (f~eu=Au,a) < (0 ,a)

onposea=aj + a, avec a; € F] eta) € F2.

On applique I'inégalité (3) avec x=uq —tay + he(u]+ta] )= Uy
y =a;tay=a

2
t
v n €Bpu, ¢ eluFt(ag+ay)) - $elu) = (eu+Au+n —ftag+ay)) + T(Aa,a)

mais ¢6(u1+ta]+he(u1+ta1))< ¢ (ugth(uq))
< ¢€(U] +h€ (U] +ta1 )_taz)
= ¢eluy)

donc V nte BFut :
t
Vi>o0 (eut+Aut+nt—f,a]+a2)+-2—(Aa,a) <0

uy = udonc n, est borné ;soitt, > 0*tel que 3 ntn € BF(utn)

n, > n;onan €EBuet(eu+Au+n-fa)< 0
n

en contradiction avec (7) ce qui termine la démonstration de (2).

Etape 2. On fait varier F.
Remarquons d’abord que ¢, (ug gt+u, () = b,

En effet : soit X9 € F2, ona:

SO(XQ) - ‘P(Wi) > (Wi*,xz"wi)-

On multiplie par t; et on somme

n n
(8) blxg) = 25t o(w) SDo(5w xg) = D tlw;w;)
i i=1

219
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de plus
1 1

(9) -2-(Ax2,x2) - ?(sz’VZ) > (Av2,x2—v2).

n %
On ajoute (8) et (9) et on remplace Av +Z t, w. par f il vient :

i=1

1 n *

pelxg) = - ;(Av2,v2) +Z ti [o (w;) = (w ,w;)]1=b,
I:

d’oll a(0) = b, etdonc ae(l‘],F) > b,
donc
(]O) b2< ¢e(u1,F+U2’F) < ¢€(U],F) < - P I u],F |2 + C < C.

est donc borné ainsi que ¢ _(u; tu et¢_(u donc u,, ¢ est borné. Mais ¢ est borné o] g
uiF que ¢ (ug ptuy ) etdelug g g Festb is ¢ née sur tout borné,
donc B est aussi bornée sur tout borné, comme on le voit en utilisant I'inégalité

¢ (x+h) — ¢(x) =(n,h) VnE d¢(x), ¥ h ; mais —eup = Aug + Pf € PpBup donc Aug est aussi borné.

On peut extraire du filtre des sous-espaces de dimension finie de D(A) stable par A un ultrafiltre

convergent tel que

UF —> U

AUF""A
Le graphe de A est un sous-espace vectoriel fermé de H x H. |1 est donc faiblement fermé donc v =Au ; du fait
de la compacité de A_1, PR(A)UF -> PR(A)U et donc (AuF,uF) - (Au,u).

Montrons que ug > U ; soit Fo un sous-espace de I'ultrafiltre, soit x € F | ;si F0 C Fona
(car Pef-eup —Aug € PFBuF) :

p(x) = ‘P(UF) > (PFf"GuF - AuF,x—uF)
En passant a la limite :

(11) o(x) ~lim ¢(uF) > (f~eu—Aux-u) + e(lim lug 121y |2)

et ceci pour tout vecteur x d’un élément de I'ultrafiltre ; ¢ étant continue, on en déduit que (11) est vrai pour
tout x de H on prend x = u ; comme lim «p(uF) > ¢ (u) il vient lim lug 12 < lu 12 donc ug > u ; de plus
d’aprés (11),

VXEH ¢ (x)— ¢(u) = (f~eu—Au,x—u)

et donc
f€ eu+ Au + Bu.
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En passant a la limite dans (10) il vient :

(12) by < Belug+uy) < o luy) < -plup12+c<C
Montrons que :

(13) Inf ¢ (xq+xy) < ¢E(u1+u2) V x; €H,

Soit Xqun élément de H] etxq g la projection de Xq sur F.

Soit X9 F réalisant le minimum de ¢€(x]’F +.) sur F,, d’apres (10) et la définition de upF:

(14) ¢€(x]’F+x2,F) < ¢e(u1,F+u2,F) <C
comme (Ax1 X1, F) (Ax1,x]) et comme Ix] F | < |x1 I, X9 F est borné ; S Xg FTXg (quitte a extraire
un nouvel ultraﬁltre) La restriction de A a H2 dans H2 est autoadjointe et positive ; on note A”2 sa racine car-
rée. En passant a la limite dans (14) il vient :

€ 1 1

—2-(|x1 124 Ixy |2) +—2—(A]2/2x2,A%/2x2) +;(Ax1,x1) + w(x]+x2) - (f,x]+x2) < ¢e(u1+u2)
Il ne reste plus qu’a approcher X9 par des éléments X2n de H2 tels que X2n > x,pet

(Ax) %o ) > (A%/2x2,A]2/2x2) ; on obtient (13).

Etape 3. On va maintenant faire tendre € vers zéro. Pour marquer la dépendance en € de uq, Uy sera noté Ue s

de méme u, sera noté u, . ; d’'aprés (12) Uje ¢€(u]e ), ¢e(u1€+u26) sont bornés. De plus :
(15) by < ¢e(u]€+u26) =¢e(u1e‘) +2£|u2e|2 +1?(Au2€,u2€) + ¢(u]e+u26) - (u]e) - (f,u2€)
Comme fE€ eu, + Au, + Bu_ (avecu, = uq .+ uy,)

@ (u1e) - w(u1€+u2€) = (f_eue_Aue’~'“2e)

€ 1 ‘
En utilisant en plus (15), on déduit que : by + 5 Iu2e| 24 7(Au26,u2€) < ¢, (uge) < c donc e|u2e|est
borné d’ou €Uy, 0 et par suite

fER(A+B)

Etape 4. On suppose maintenant que f € Int [R(A) + conv R(B)] .
Donc 37 > Otelquesi |h | <7 3Jv, €H w; ) 1< < n,

*
i) < i <n, IWinht <igon, avec
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n
h

1) f+h=Av, +25 W,

=1

= >
2) ‘i‘:ti,h 1et tih 0
*
3) Yih €BWih
E 3

Donc : ¢ (ug)- ‘P(Wi,h) > (Wi,h’ue_wi,h)

On multiplie par t, j et on somme :

*
(16) o(u,) _Zti,h ‘P(Wi’h) > (f+h_AVh»Ue) _Z ti,h(wi,h’wi,h)

i i
Soit Vo h [resp Vi h] la projection de Vi, sur H2 (resp H1)
1 1
en ajoutant (16) et (17) et en utilisant le fait que uq . est borné (voir étape 3) il vient :
1
3 CL/C +o(u,) + E(A“2e’u2e) —(fu.) = (hu,)
d’ol
1

(18) Ch +¢e(u]€+u2e)—;(Au1e,u]€) > (h,ue)

mais ¢e(u1€ +u, ) est borné d’aprés (12) et de plus

€

by < 9eluge) <—(Auyoupe) + < lug 12+ o(uge) — (fuge)

1

2
] ’ . .pe . . .

donc _(A“1e'u1e) est borné inférieurement ; on utilise alors (18) pour voir qu'il existe Cy, tel que

Ve >0 (hug) < Cj, ; donc u  est borné mais —eu, — Au. + f € Bu, donc eu, + Au, est borné, mais

eu, > 0 donc Aue est borné.

Soit ((—:n)n €N une suite de réels strictement positifs tendant vers zéro telle que

Au, —=v

on av = Au ; montrons que f € Au + Bu.

VXxEH, ¢(x) - «p(uen) >(f—Au€n—enuen,x—uen)

Comme a I'étape 2, (Au, ,u, ) = (Au,u) donc
n ¢n

(19) VXEH, o(x)=lim ¢u ) > (FAuxu)
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mais lim ¢ (u. ) = ¢(u) d’ol
— n

VXxEH ¢(x)— ¢(u) = (f~Au,x—u)

ce qui montre que f € Au + Bu.
= u dans (19), on voit que ¢(u) =1lim ‘p(uE ) et donc w(ue ) = ¢(u) ; comme
n

De plus en prenant x =
€, Iuenl2 >0et (Auen,uen) - (Au,u), on voit que ¢En(uen) - @(u).

Soit x € H; d’aprés (13) comme ¢ < peona:

Inf ¢(X1+X2) < ¢€ (Ue )

n “n
xp€Hy
etdonc (n—=>+°) Inf ¢(x]+x2) S o) Vxg€ H,
xo €Hy
et on a donc bien :
$lugtuy) = Max Inf $(x, +x2).

De plus, comme f € A(u1 +u2) + B(u1 +U2), ona

¢(U]+U2) = Min ¢(U1 +X2).

Reste a vérifier (iii) :
Soity ED(A) y= y1typoly; €EH;ety, €EH,. Soit € > 0.
Inf ¢(x1+x,) il existe un élément y, de H, tel que siy = y1+Yy:

Comme ¢(u) = Max

1 1
=(fy) +e(y) + ;(A'Y'fy') <g(u)+ ;(Au,U) —(fu)+e
et comme cp*(f—Ay) = (f-Ay,y)—v(y)ona:
* 1 1
¢ (f-Ay) >;(Ay,y) —¢(u) —-2-(Au,U) +(fu)— e —(Ayy).

Mais comme f € Au + Bu, ¢*(f—Au) + ¢(u) = (u,f~Au)
d’Ou * 1 " 1 1 _ N
¢ (f-Ay) + E(Ay,y) = (f-Au) + E(Au,U) + -Q-(A(y—y),y—y) —e€
* 1 1
= ¢ (f-Au) + ;(Au,U) + ;(A(YQ"YQ);YQ"Yz) -€

1
> cp*(f—Au)+—2—(Au,u)—e Ve >0

ce qui finit la démonstration du Théoréme 1.
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Remarques.
. - ¢(u) 0 Il
1) Si lim = =<
lul >0 [ul2 2

, on a en plus des propriétés de bornitude des solutions de

Au + Bu = f. En particulier les projections de ces solutions sur R(A) sont bornées. En outre on peut se passer de

I'hypothése A autoadjoint en la remplagant par (Au,u) > — I | Aul 2 (A_y n’étant plus nécessairement une
1
valeur propre avec R(A) = N(A) et A7l compact). Pour les démonstrations de ces propriétés et d’autres com-

pléments sur ces questions, voir [5] et [7].

[A_4!
. —_— tp(ll) )\—1
2) Par contre, si on a seulement lim .

lul = oo [ul

f= Au + Bu ne sont plus nécessairement bornées (voir [3]).

<

, les projections sur R(A) des solutions de

3) On peut démontrer le Théoréme 1 (excepté (ii)) en étudiant le probléme de la minimisation de

1
¢ *(f—Ax) + —(Ax,x) sur D(A) (a la place du probléme Max Inf  @(xq+x,)). On est |a aussi amené a
2 X1 € H] X9 € H2
€
remplacer ¢ par ¢, avec @, (x)= ¢(x) + —2—Ix 12,

4) La méthode que nous employons a I'étape 1 est voisine de la méthode de Min Max employée par

Castro et Lazer [8] ou celle de Berger et Schechter [4] ou encore celle de Amann [1].

5) La démonstration ci-dessus est a peu prés celle de [3]. La seule modification importante est dans
I'étape 1 ol on montre I'existence de u sans utiliser le Théoreme de Rabinowitz, avec une méthode de Max-Min
qui donne des renseignements supplémentaires sur u.

11 - EXISTENCE DE SOLUTION NON TRIVIALE DE L’EQUATION 0 € Au + Bu

Les hypothéses sur A et B sont celles de 'introduction ; on suppose que ¢(0) =0 et que | A | < 4oo

1)

Ix .1
— wlu —
THEOREME 2.Si 1) lim () < o (20)
lul>oo lul? 2
A,
u -1
2) lim #lu) >— (21)
lul>0 lul? 2

alors il existe un u non nul tel que 0 € Au + Bu.

a) Remarque préliminaire.
Avant de donner une démonstration du Théoréme 2, remarquons que (21) implique que 0 € BO (et
donc 0 € A0 + BO). En effet d’aprés (21),3n > Otel que IxI < n = ¢(x) = 0= ¢(0).
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Soit In la fonction indicatrice de la boule fermée de centre O et de rayon 71, d’aprés I'implication pré-
cédente 0 € (¢ +17)(0) mais D(¢) N Int D(In) #P, donc (¢ + In) =3 ¢ + dln et comme 3l (0)= 0 ,0n
a bien 0 € BO.

b) Démonstration du Théoréme 2.

D’aprés (21),3n > 0, 36 > I I tels que

o 12
lul < g =>gp(u)>7|u|

n lu* 12
% %* %
Montrons que Il < — = u)<
q > ¢ (u) ”
2

on n n n @{u)
silul 2n ona— < p(— u)= p((1- —)0+ — u) <p—

2 lul lul lul lul

soit

n
¢(u) =—lul
2
I est alors facile de voir que ¢ =y ol ¥ est la fonction convexe continue définie par :

n 0 2
lul <K== Y(u)=— lul
2 (w) 2

0 0
lul > 2 .p(u)=-23 lul-— 52
Ona cp* < \1/*
*2
0 u |
or Iu*l < Tn = \,l/*(u*)—- et donc
017 *x %k IU*|2
22 W'i<— = o*u') <
(22) <5 ¢ (u) ”

0 est donc intérieur au domaine de ¢ * d'oli 0 € int R(d¢) et par suite 0 € int [R(A) + R(B)]. On peut appli-
quer le Théoréme 1 :
J utelquea) 0OE Au + Bu

B) ¢(u) = Max Inf ¢(xq+x,)

on va montrer que ¢(u) >0, ce qui prouvera que u # O et terminera donc la démonstration ; soit aj un vec-

teur non nul de Ker(A-X_41) tel que la;l < > )\1_7 I ;d’aprés (22) ona:
1
2
Ia] I

* 2
| la) < | |
¥ ( )\_1 31) L] »
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donc
la, 12
(23) Vxy€Hy  plxgtay) > I jlla P-1a 12 >
mais ' A4
ou) > Inf plagtxy) > Inf  p(xytaq) - a1
x2EH2 x2€H2

d’olr avec (23)

1 !
#lu) > — 1| lay12 (1 - —)>o.

2)

J.M. Coron

On se restreint maintenant au cas ou H= L2( Q)P ot Q est un ouvert de I'R’2 et ou il existe une fonc-

tion convexe continue j de [RP dans IR telle que ¢ (u) = o j(u(x))dx.

THEOREME 3. On suppose que

k
(24) 3 k<|)\_]l,3ate/squer€pr j(x) <?|x|2+a
ik !
(25) lim > —
IxI>0 Ixl? 2
(26) dim N(A) < +oo
(27) Ker(A-\_q ) N [L=( Q)P # {o}.

Alors il existe une fonction u de H non nulle telle que

(28) 0E€ Au + Bu
(29) o(u) = Max Inf ¢(x1+x2) >0
I_;lam(Q)
(30) ¢ (u) <—|)\—T ot m( ) est la mesure de 2.
—1'"

Démonstration du Théoréme 3. D'aprés (25),3n > 0,36 > IA, | tels que

7}
VxER Ix| <n=jKx) > ?le2

Soit k:fRQ—> R
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0
Ix| <122-—>k(x)=—|x|2

2
n 0 0
Ix| > 2> k(x) = — Ixl— ——
2 2 8

k est convexe ;soit Y : H—=> R

u- f k [u(a)]da
Q

Y est convexe continueetona 9= Y.

Montrons que 0 € Int [R(A) + conv R(B)] . On sait (voir [5] p. 265) qu’il suffit de vérifier que

tu
vueN(A)-{o} tim ol )>o
t>+oeo
k(tu(a 0
Or lim —(-—ﬂ:—nlu(a)l,donc:
tu
lim plw) f—n— a)lda> 0
t>too ! Q 2

on peut appliquer le Théoreme 1 : 3 u €H tel que :

0€Au +Bu

¢(u) = Max Inf ¢(x1+x2)

on va montrer que ¢(u) > 0 (ce qui assurera que u # 0).

n
Dapres (27) 3 a1 € Ker(A—7\_1 1) tel que | ay e, < E-avec a1# 0;9V¥(aqy)=6 ap donc
Vx5 €H, \l/(a]+x2)>w(a1) (0a1,x2) w(a1)-——- Ia1 12
8 2
mais ¢ 2 Y donc w(a] +x2) - |a1 | < et par suite

Inf ¢(a1+x2) >0
X9 € H2

et donc

0 < ¢(u)

Reste a montrer (30)

In_4!
k -1
donc
2am( 2
(31) luy 12 < < 2aml2)

IA_ l—k
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:
ona ¢ugtuy) = dugtuy) + —2-(Au],u1)

1
ol ¢(U]+U2) < ¢(U]) = ‘P(U]) + ;(Aupu])

k
donc ¢(ugtuy) < cp(u])<; |u1|2+am(Q)
On utilise alors (31) et on obtient (30).

3)
Application.

a) Equation de Laplace.

Soit £2 un ouvert borné de IR‘Z de frontiére réguliere. On note 7\],...,)\n,... la suite croissante des
valeurs propres distinctes de I'opérateur —A relatives aux conditions aux limites u = 0 sur 9 £2. Soit j, R > R,

une application convexe telle que j(0) = 0. On a alors la proposition suivante, ol § = 9j.

B T I L T D T
PROPOSITION 1. S/ Tim —— < ——— et lim >
X >+ x 2 x>0 x2 2

alors il existe une fonction u de H2( Q) telle que

i) u#0
ii) —Au—)\k+]u+{3(u) 50
iii)  u=0 sur oK.

Démonstration. || suffit d’appliquer le Théoreme 3 a :
aH=L2(Q)
b) Au=—Au—X\ 4 u, D(A)=H2(Q) nHL(Q).

Remarque. La Proposition 1 est a rapprocher de certains résultats de [1].

b) Mécanique hamiltonienne.

Soit 3 : R? x R™ > R une fonction convexe telle que #(0,0) = 0 on a la proposition suivante :
2n
PROPOSITION 2. Si (i) 3 k <T tel que 3a avec

k
H(x,p) <?( IxI2+1pl?)+a V(xp)€R"x R"

(i) lim M >_ﬂ_

IxI2+1pl2>0 Ix12+1pl2
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alors il existe une fonction (x,p) de R dans R" x R" absolument continue de période minimale T et une cons-

tante h > 0 telles que

(32) (= p(t), x(t)) €3 I (x(t),p(t)) presque partout
(33) H(x(t),p(t)) =h VtER

34 h < 2am

(34 T on—T

Démonstration. On applique le Théoréme 3 avec

- pour espace de Hilbert (L2( [0,T] )2n
- pour fonction j, 3
-pour opérateur A : D(A) = {(xp), (xp,%,5) € L2(0,T), x(0) =x(T) et p(0) =p(T)}

A(x,p) = (p,~X)

on vérifie facilement que A est autoadjoint, d’image fermée et que ATl R(A) = R(A) est compact (et méme de
Hilbert Schmidt). Précisons les vecteurs propres et les valeurs propres de A. Soit (ep)1 < p< pune base de R".
On note a, , la fonction [0,T] - R" x R"

27 mt 2rmt )
p’ T p

t = (cos

On note b, p la fonction : [0,T] > R" x R"

. 2m 2m
t-> (sin ( T mt)ep, - cos (? mt)ep)

m 2rm
Il est facile de voir que les valeurs propres de A sont les réels avec m €Z et que Ker(A — I) admet

comme base 1<p<nfu{b 1<p<n}.

{ am,p m,p

I §
La premiére valeur propre négative de A est — ?

On applique le Théoréme 3. Il existe donc une fonction (x,p) de R dans R" x [R" absolument conti-

nue telle que :

(x,p) admet T pour période

(35) (-p(t),x(t)) € 8 H(x(t),p(t)) presque partout (et donc 3 h / V t ¥ (x(t),p(t)) = h) avec de plus les
propriétés (29) et (30). On note (x1,pq) (resp. (x2,p2)) la projection de (x,p) sur H, (resp. H,). Montrons que T
est la période minimale de (x,p). Supposons que (x,p) admette T(T- comme période ol k est un entier strictement

supérieur a 1. Les expressions des vecteurs de H] et de H, en fonction des an.p et bm p montrent que (x],p1)

admet aussi -';- comme période.
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On pose
Vi) =kx; ()
' q1(t)=k P1 (%)

Il est facile de voir que (y1 ,q1) appartient a H1.

On doit donc avoir

(36) Inf #ly+yaqtag) < olx,p);
y292 € H

soit (y4,q,) un élément de H, on pose
- 1
Xz(t) =I Yz(kt)
- 1
P2(t) =E‘ Q2(kt)
(apres avoir prolongé y, et q, par périodicité a R tout entier) (X,gy) EHy;0na

1

T T
olv1+ypartag) = = f (41+d)(y1+yo) = (ag+agdlys ty))de + f ¢ly1 Y20, +ap)dt
0 0

on fait le changement de variable 7 =t/k

T/k T/k
1 .= — - = - -
¢lyq+ypa tay) = ry k2 (p1+P) (X +x)=(p1 +Po) (X1 +X5) d7 +k f ¢ (k(x1+xo).k(py +py))dr
0 0

Mais ¢ (ka,kB) = k v (e,8) V (a,B) € R"x R". En utilisant de plus le fait que P1» Py X1, X, admettent T/k
comme période il vient :

¢(Y1 +Y2»q]+qZ) =k ¢(x]+72,q]+62)-
En utilisant (35) on obtient ¢(x; +§2,q1+62) > ¢(x1+x,,07+0y).
D’oll
8y, Y91 1a,) = kolxq+x0,a1+ay).
Mais d’aprés (29)  @(xq+x5,0;+ap) > 0 donc
¢(Y] +y2,91 +q2) > ¢(X1 +X,01 +CI2) v (YQ:CIQ) €H,

en contradiction avec (36).

2n
Reste 2 vérifier I'inégalité (34) ; elle résulte immédiatement de I'inégalité (30) car \_; =— e et H(x(t),p(t) = h.
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Remarques. La proposition 2 est due a F.M. Clarke et |. Ekeland [10]. Leur méthode consiste & minimiser un pro-
bleme dual. C'est la comparaison entre leur méthode et la mienne qui m’a suggéré le (iii) du Théoréme 1.

H. Amann ctudie aussi dans [1] I'existence de solutions non triviales de période T mais en se passant de I’'hypothe-
s¢ H convexe (H étant alors de classe C2). Toutefois, contrairement au convexe on ne sait pas s'il en existe une
admettant T comme période minimale. P.H. Rabinowitz établit dans [14] et dans [15] I'existence d’une solution
periodique non triviale avec des hypotheses de croissance différente puisque ces hypothéses impliquent en parti-
culier que ?((x,p)/x2+p2 - 0 quand x2 + p2 - 0 et > quand x2 + p2 =20 Laaussi K n’est pas supposée con-
vexe mais de classe C! et on ne sait pas si T est la période minimale. |. Ekeland étudie dans [11] le méme pro-

bleme dans le cas ou H est convexe continue ; il obtient alors une estimation a priori de I’énergie.

¢) Equation des ondes.

Soit j une fonction convexe de classe c! de R dans IR telle que j(0) =0 ; on pose =]’ et on suppose
que |'(0) = O (ce qui sera d’ailleurs impliqué par les autres hypothéses sur j). On cherche a prouver ’existence

d'une solution non triviale a I’équation :

62u 32u
— - ——+B(u)=0
a?  ax?

(37) u(0,t) =u(m,t)=0 Vt

u est 2m périodiqueent

. et () 3 j(u)
PROPOSITION 3. S lim < —etsi lim

lul—> +o0 Jyl2 2 lul=0 lul?

3
> — alors il existe une solution non

nulle a (37).
Démonstration, Soit H = L2((O,1r) x (0,2m)) ;soit £Z I'opérateur

D(e2) ={ueC?([0,7]) x [0,27])/u(0,.) =u(r,.)=0, uy(,0) = u (., 2m)}

* —
On pose A=£Z ;on sait que A est autoadjoint d'image fermée et que A 1 est compact. De plus si

u= Z ajm sin jx cos mt + Z bjmsinixsinmt
>0 i>0
m= 0 m >0

alors u appartient a2 D(A) si et seulement si

2 (i2—m2)aj2m + 2 (i2-m2)bj2m <t
i>0 ' i>0 '
m=0 m >0

et dans ce cas : »
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Au= Z (i2—m2)a- sin jx cosmt + Z (j2—m2)b- sin jx sin mt
. J,m ),m

i>0 0

m=0 0

\VV

j

m
Les valeurs propres de A sont donc les j2—m2, avecj > 0,m =2 0;donc )\_] =1-4 =-3 et Ker (A+3l) est engen-
dré par les fonctions de classe C™ sin x cos 2t, sin x sin 2t. Remarquons qu’il n’est pas possible d’appliquer le
Théoréme 3 car la dimension de N(A) est infinie ; il est d'ailleurs facile de voir que, en général,
0 & int [R(A) + conv R(B)] ol Bu = fu. Reprenons les notations de la démonstration du Théoréme 1 avec f=0 ;
A. Bahri et H. Brézis ont montré dans [2] que la suite u était bornée dans L2[(O,1r) x (0,2m) ] car elle vérifie
O0=¢€ ug+ Au, + Bu, et que 0 € int R(8). Comme dans I'étape 4 de la démonstration du Théoréme 1 on conclut

a I’existence d’une fonction u de L2((0,1r) x (0,27)) telle que

a) Au+Bu=0

B) ¢(u)= Max Inf ¢(x1+x2).

Mais comme dans la démonstration du Théoréeme 3 on montre que :

Max Inf ¢(x1 +x2) >0
Xq EH] x2€ H2

et donc u # 0. Ce qui termine la démonstration de la Proposition 3.

Remarques.
1. Siu=uy tujavecu; € H] et uy € H, il est montré dans [2] que uq est continue et u, dans
*((0,m) x (0,2m)).

2. De nombreux auteurs ont déja étudié le probléeme de I’existence de solutions non triviales de (37).
Citons en particulier H. Brézis et Nirenberg dans [6] , H. Amann dans [1] et P.H. Rabinowitz dans [14] avec des
hypothéses voisines sauf dans [14] : P.H. Rabinowitz fait des hypotheses de croissance inverses sur f en O et a
Pinfini : B(x) =o( Ixl)en0,etal'infiniaI x >0 3J6€]86, ;[ tels que

IxI>x = f(x) = f B(s)ds < 0xf(x) ; B étant de plus strictement croissante et de classe C2, P.H. Rabinowitz

montre alors I’existence d’une solution non triviale.
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