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INEQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES
AVEC OBSTACLES IRREGULIERS

Philippe Bénilan (1) et Michel Pierre (2)

(1) Faculté des Sciences et Techniques, Route de Gay — 25030 Besangon Cedex.
(2) Centre Universitaire de Lorient — 1, rue de Londres — 56100 Lorient.

Résumé : Nous trouvons pour des problémes de la forme :

S-u- + afu) = 0u >V, (-d£+ a(u)) (u-¥) =0,ul0) =u_,
dt dt °

avec un «obstacle» ¥ seulement s.c.s. a droite, existence et unicité d’une solution u continue a droite et a varia-
tion bornée. On étudie également le probleme bilatéral.
Summary : For problems of the type :

du

Stal) > o0u> v, (‘(’i—‘t’+ a(u) (u -¥) = 0,u(0)

with an «obstacle» ¥ only u.s.c. from the right, we find existence and uniqueness of a solution u continuous

1l

Uo,

from the right and of bounded variation. We also study the bilateral problem.

Introduction

Considérons le probleme différentiel :

W =0
dt

(1) u=Vv
((dl% +a(u)) (u-¥) =0

u(0) = u o
oua, V¥, u,, sont donnés et u est une fonction inconnue de [0, T[ dans R.

Moyennant des hypotheses de lipschitzianité ou monotonie sur a, pour un «obstacle» ¥ régulier,
par exemple absolument continu, on peut montrer I’existence et I'unicité d’une solution forte de (1), c’est-a-dire

d’une fonction u absolument continue vérifiant les relations de (1) pour p.p.t : c’est un cas trés particulier des
résultats de [2].
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Pour un ¥ seulement mesurable majoré, comme cas trés particulier des méthodes de [4] nous
pouvons montrer 'existence d’une solution faible de (1) c’est-a-dire d’une (classe de) fonctionu € L (0, T) vé-
rifiant :

u(t) = ¥(t) p.p.t

T

(v:—:- +a(u)) (v-u) + % (v(0) - u‘:))2 > 0 pour tout v absolument continu avec v =V,

Mais en général il n'y a pas unicité d’une telle solution.

Nous montrons ici que pour un ¥ s.c.s. a droite, on a existence d’une solution u vérifiant :
u est continue a droite et a variation bornée.

u(0) = u°d etu(t) = ¥(t) pour tout t

u . . ,
la mesure T + a(u) est positive et portée par (u= ¥).
t

D’une maniére plus générale nous étudions le probléme différentiel avec obstacle en dessous et au
dessus. Dans la partie A nous énongons le résultat général et démontrons un théoréme de comparaison ; la partie
B est consacrée au probléme unilatéral (I) ; dans la partie C nous démontrons le résultat général.

A - LE RESULTAT GENERAL

Onse donne T > 0 et une multiapplication,

2:10, T[ x R>P(R) vérifiant :

n Il existe w e L1 (0, T) tel que pour p.p.t € ]0,T[,la multiapplication r —a(t,r) + w(t) r soit

maximale monotone (*) ;

(2) Pour tout r € R, la fonction t —>inf a(t,r) est intégrable (**).

On se donne d’autre part

¥, (0, T[>[— o, o[, ¥y ([0, T[> ] — o9, ] , vérifiant:

W, (resp. W) est s.c.s. (resp. s.c.i.) & droite ;

1l existe \I’o :[0, T[ = R a variation bornée tel que

¥, (t) <Y, (t) <Y, (.t).' vtefO, T[.

On se donne enfin : .

u, €[¥, (0), ¥, (0)] MR, u mesure de Radon bornée sur 10, T[ .

Onaalorsle :

THEOREME 1. Sous les hypothéses précédentes il existe une unique fonction u : [0, T[ =R vérifiant :
(i) u est continu a droite et a variation bornée,
(ii) u(0) = u et ¥y(t) < u(t) < ¥y(t) Vte[0,T[,

Il existe w e L1 (0, T) tel que : w(t) € a(t, u(t) ) p.p.t €]0, T[

(i) ) et la mesure de Radon v =% + w - wsoit de partie positive v* portée par{t €lo, T[;

(3)

(4)

u(t) =¥, (t)} et de partie négative v- portée par {t €10, T[ ;u(t) =¥, (t) } .

(*) Pour la définition d’une multiapplication maximale monotone, on peut consulter [1]. La proprié-
té est en particulier vérifiée si a est une application de ]0, T[ x R dans R telle que pour p.p.t
€10, T[ , 'application r = a(t,r) + w(t) r soit croissante continue.

(**) Ce qui implique que pour toutr e R, p.p.t € 10, T[ , a(t,r) ¥ ¢.
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Nous dirons qu’une fonction u vérifiant (i), (ii) et (iii) est solution du PD (a, \111, \1'2, Uo» ).
L’unicité de la solution est un corollaire immédiat du résultat suivant :
PROPOSITION 2. Soient 5, \i'] , \i/z, u o W vérifiant les mémes hypothéses.

On suppose que inf a(t,r) <inf (t,r), p.p.t€]0, T[ , VreR, ¥; (1) < \Ili(t) vtel0, T[ ,

G o <u o ¢t U< W au sens des mesures.

Soient u(resp. (1) solutions de PD (a, v, ¥, u, u)(resp. PD (3, Vi, Vo, u,, u).Alors :

a(t) <ult) vtel[o, T[.

La démonstration de la proposition 2 utilise essentiellement le lemme suivant :

LEMME 3. Soit v = [0, T[ =R continue a droite et a variation bornée. On a :

-1-v+ (1?2 < 1y 02 + v , Viel[O, T[.
2 2 dt
10, T]

Démonstration du lemme 3. Notons d’abord que d’aprés [5] (corollaire 5¢), nous avons

1 v (1)? < 1 vt (02 + v*——dv
2 2 dt
10, t]

(il est immédiat que v* est aussi continue a droite et a variation bornée). D’aprés la continuité a

droite, {t €10, T[ ,v(t) > 0 } est une réunion au plus dénombrable d’intervales ouverts a droite.

Sil= (t1 1y [ est un tel intervalle, nous avons puisquev = v* sur ]t] ,t2[ ,
V+ d_V+ = ) V+ d_V
dt dt
Ity tol Itpotol

D’autre part si t; €l, c’est-a-dire v(t1) > 0,

f v+§%+ = vr(ty) (v (ty) = v < vlty) (vtg) = v(ty) ='/A v
{1}

t
it}
(en effet par définition de | ;v(tT) <0<v* (t1‘) ); le lemme s’en déduit.

Démonstration de la proposition 2. Posonsv =0 - u. D’aprés le lemme 3, on a :
)

/ vt — dv / (v = v) :/t (W (s) = w(s)) v*(s)ds
10, 1] 10, t] 0

ol w, v(resp. w, 1) sont les données correspondantes a u(resp. @) dans la condition (iii) (on a utilisé
vt (0) = (00 - uo)* = Oetv* (1 = u) < 0au sens des mesures).
L’ensemble Q = {s €10,t] ;v(s) > O} est contenu dans {s €10, T[ ; \f/] (s) < a(s)
etu(s) < v, (s) } . Donc :
vi@p - ) =- viT +vY) < 0.
10, T] Q
D’autre part pour p.p.s € 2,
w(s) + w(s)a(s) = inf (a(s, a(s)) + w(s)a(s)) > inf(a(s, a(s)) + w(s)a(s))
= sup (a(s,u(s)) + wl(s)u(s)) = w(s) + w(s)uls).
(Ia troisieme inégalité résulte de la monotonie de r = a(s, r) + w(s)r) ; donc

v (s) (W(s) = w(s)) = = w(s)v(s)v* (s) = = wl(s)v* (s)*> p.p.selo, T[,

et

1Ev“(t)2 %/(;)w(s)v+ ()2 ds , vt>[0, T[.

Par le lemme de Gronwall, on en déduit v*(t) = 0, c’est-a-dire G(t) < u(t) pour tout t € [0, T[.
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Remarque 4. Par changement de fonctions, on peut toujours se ramener au cas ol w = Oetu = 0.En effet:

1) Réduction a u = 0 — Posons pour tout t € [0, T[ , ¢(t) =[ “, \ili(t) = \I’i(t) - @t)

(i=01,2), it = altr +&(t)). 0, 7]

On vérifie facilement que a satisfait (1) et (2) (¢ étant borné, pourr € R, il existe F], ?2 € R tels que
<+t < T, pour tout t € [0, T[ ; on a alors w(t) (fy = 7)) +infa(t,ry) <infa(tr) < w(t) (ry = T4)
+inf a(t, Fz) et que \ili , satisfait (3) et (4) (@est continue 2 droite et a variation bornée). Il est immédiat que u
est solution de PD (a, ¥V, ¥, uo,p) ssid = u - ¢ est solution de PD (4, Vi, ¥, u, 0).

2) Réduction 2 w = 0 — Posons pour tout t € [0, T[ .

Q(1) =ﬁ wis)ds, &) = e M w0 (= 0,1,2)

-Q() a(t,e Q(t)r) +w(t)r.

On vérifie facilement que a vérifie (1) avec @ = 0 ; il vérifie (2) et \’I‘fi vérifie (3) et (4). Alors u est
solution de PD (a, ¥y, ¥y, ug, 0)ssitift) = e -a(t) u(t) est solution de PD (3, \i], @2, Uy 0).
B - LE PROBLEME UNILATERAL

Démontrons d’abord la proposition suivante :
PROPOSITION 5. Soient a : 10, T[ x R =®(R) vérifiant (1) (avec w» = 0) et (2), ¥ :[0, T[ >[ = o, o[ s.css.

a droite et majorée, u , = ¥ (0). Alors il existe u : [0, T[ = R vérifiant :

altr) = e

(i")  u est continue a droite, & variation bornée et s.c.s.
(i’) . u(0)= u, etu(t) = ¥(t), vte[O, T[,
Il existe w e L1 (0, T) tel que w(t) € a(t,u(t)) p.p.t €10, T[

(iii)) et 1a mesure du Radon v = Ut west positive et portée par{t €0, T[ ;u(t) = ¥ (t)}.
dt
Nous utiliserons le lemme suivant correspondanta a= 0:

LEMME 6. Sojent W : [0, T[ = [ - oo, o[ s.c.s.a droite et majorée, et u, = W(0). Alors la fonction
u = 7(¥, u,) définie par :
u(t) = max (uo, sup ¥(s) ;s€[0,T])
satisfait :
u est croissante majorée et continue a droite,
u(0) = u et u(t) = ¥(t), vtel0,T[ ,
la mesure v = 3—‘:est portée par{t €0, T[ ;ult) = \I'(t)}.

Nous utiliserons également le lemme suivant qui est un cas particulier des résultats de [3] :

LEMME 7. Soit a:10, T[ x R =®(R) vérifiant (1) et (2). Alors il existe une unique fonction u absolument
continue vérifiant :
u(0) = 0, u'(t) +a(t,u(t)) @ Op.p.tel0, T[.

Démonstration du lemme 6. 1| est immédiat que u est croissante majorée, u(0) = u o et u(t) = ¥(t) pour tout
te[O, T[.
La continuité 2 droite résulte trés simplement de la semi-continuité supérieure a droite de ¥. La

mesure v est positive ; montrons que j' v=20
{u > \Il}

Remarquons que u est continue en tout point de{u > \If}: elle est en effet continue a droite et si
te]o, T[ ﬁ{u > ‘II}, puisque u(t) = max (u(f), ¥(t) ) par définition de u, u(t) = u(t7).

D’autre part, {u > \II} est ouvert a droite et u est, localement a droite, constante sur {u > v } Il en
résulte que u est constante sur les composantes connexes de {u > \If} qui forment une famille au plus dénombra-
ble d’intervalles ouverts a droite.
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Etant donné un tel intervalle (t] , t2[, que tq appartienne ou non a l'intervalle, on a donc

du N .
— = 0. D’ou le résultat.

dt
(ty, tol
Démonstration de la proposition 5. On décompose le probléme en un «systeme» :
up =7 (¥ +uy,u),
(P) } uy absolument continue, up (0) = Oet

ué (t) ealt, uy (t) - u, (t)) p.p. t€lo, T[ .

Si (uy, u2) est solution de (P), alors u = up = u, estsolution de (i), (i), (iii’). En effet (i’) et (ii’)
sont immédiats ; pour (iii’), il suffit de poser w = u2' ;onaalorsy = -.:t—u1 qui est une mesure positive portée par
{u1 =¥ +u2} = {u = \Il}.

Pour résoudre (P), considérons I'application S qui a vy s.c.s. a droite majorée avec v, (0) = 0 fait
correspondre la solution uy de

u, est absolument continue, u, (0) =0

us (t) € aft, 7(¥ +v,, uo) (t) = uy(t)) p.p. tel0, T[ ;

((tr) == a(t, 7(¥ + Vo uo) (t) = r) vérifie (1) et (2) ; on peut appliquer le lemme 7).

Résoudre (P) revient a trouver un point fixe de S. Or I'application S est croissante ; en effet vy > T (¥ +v,,
uo) est croissante.

(cela est immédiat directement ou résulte de la Proposition 2, puisque 7 (¥ +v2, uo) est solution de PD (0, ¥
+ vy, + oo Uy 0) ; donc si Vo < ’\;2 , utilisant la monotonie de a(t, *) :

inf - a(t, 7(¥ + v2) (t) = r) = inf - a(t,7(¥ + 92) (t) = r) p.p. t, ¥r;lacroissance de S résulte de la
Proposition 2 (la solution u de u(0) = 0, u’ + a( *, u) 30 est solution de PD (a, = 0, +0,0,0) ).

D’autre part considérons ¢ (t) = :) (infa(s, 7(¥, ug) (s) )" ds.OnaS(y) < ¢: en effet, puisque
¢ est croissante et 9(0) = 0, 7 (¥ +¢,u ) < ¢+7 (¥, uy), (¢ +7(¥,u ) est solution de PD (0,¥ +¢, +og

Uy ’;?(p) ) ; notons £ ={S(¢) > q)}; pourt € £2, on adonc 7(¥ +q'),uo) (t) = S(¢) (1) < 7 (¥, uo) (t) d’ou

pour p.p. t € , d’aprés la monotonie de a(t, ¢, S () ' (t) < infa(t, 7 (P, uo) (t)) < ¢ (t). On en déduit que
%t. (S(¢) - ¢)* < 0p.p., doli S(¢) < ¢.Donc S applique I'ensemble : | ={v2 s.c.s. & droite, v, (0) = o,

v < ¢>}dans lui-méme. L’enveloppe inférieure uy de |+ ={v2 €l ;S(v2) < vz}est dans | et satisfait
S(u,) = Uy (cf. [7])-
Utilisant la remarque 4, on a donc le corollaire :
COROLLAIRE 8. Soient a : 10, T[ x R =®(R) vérifiant (1) et (2), ¥ =[0,T[ = [ - oo oo [ s.c.s. @ droite et
majorée, u

o = V(0), u mesure de Radon bornée sur 10, T[ . Alors, il existe une unique solution de PD (a, ¥,

+0o0, 41, up) -
Par construction, 7 (¥, uo) est la plus petite fonction croissante majorant ¥ en tout t € ]JO, TJ et
majorant u,ent= 0. Plus généralement nous avons :
PROPOSITION 9. Sous les hypothéses du corollaire 8, la solution de PD (a, ¥, + o | u, u 0) est la plus petite
fonction u = [0, T[ =R vérifiant
(i) u est continue a droite et a variation bornée
(i”) u(0) = uo,u(t) > ¥(t), vte]o, T,
Il existe w e L1 (0, T) tel que
(iii”){w(t) € a(t, u(t) ) p.p. t€ 10, T[
et%tu- + W = uau sens des mesures.
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Démonstration de la Proposition 9. Soit u vérifiant (i) (ii”) (iii’’). La mesure v = :—tu + w = u est positive et u est

solution de PD (a, ¥, o , u(0), u +v).
D’aprés la Proposition 2, u majore la solution de PD (a, ¥, o, Uy ).

Sous les hypotheéses de la Proposition 5, nous avons obtenu une solution s.c.s. : plus généralement
nous avons : '
PROPOSITION 10. Sous les hypothéses du corollaire 8, supposons de plus que la partie négative de la mesure
. Mest sans atomes. Alors :

1) la solution de PD (a, ¥, o ,u o ) est s.c.s.,

2) les solutions de PD (a, ¥, * ,u o u)etPD (a, ¥, o, u o W) sont égales, o V est la plus petite fonc-
tion s.c.s. majorant V.
Démonstration de la Proposition 10. Le second point résulte immédiatement du premier et de la Proposition 9.
Pour le premier point il suffit d’utiliser la Proposition 5 et les réductions de la Remarque 4 : la réduction a
w = 0 respecte la semi-continuité ; pour la réduction a p = 0, nous faisons le changement de fonction

A

U=u- ¢ou ¢(t) = f u. D’aprés la Proposition 5, @ est s.c.s. ; si u~est sans atomes, ¢ est également s.c.s :
10,T]

doncu = @ + ¢ests.cs.

Remarquons que la condition u~sans atomes est nécessaire : la solution de PD (0, = o, oo, Uy u) est

eneffetu(t) = u o + M qui est s.c.s. ssi u~est sans atomes.
Io, t]

Pour achever cette partie, précisons {u = \Il} lorsque W est s.c.s. :

PROPOSITION 11. Sous fes hypothéses du corollaire 8, supposons de plus ¥ s.c.s. et que la partie positive de u
est sans atomes. Soit u la solution de PD (a, ¥, o  u, u 0) , I'ensemble {t e[0, T[ ;ult) = \Il(t)} est fermé.
Démonstration de la Proposition 11. Faisons d’abord les réductions de la Remarque 4 : la réduction a w = 0 ne
pose pas de problémes ; pour la réduction a 4 = 0, nous faisons le changement d’obstacles V=yv- ¢ ou
t) = i si u*est sans atomes, ¥ est s.c.5.

10, T]
11 suffit donc de se placer sous les hypothéses de la Proposition 5 avec ¥ s.c.s.

Reprenant la démonstration de la Proposition 5, nous avons obtenu u = up = Uy ol (u1, u2) est
solution (P). L’ensemble {u = \If} est égal é{u] =¥ + “2} ; puisque ¥ + u,ests.c.s., il suffit de montrer que
pour ¥ s.c.s. I’ensemble {T (P, uo) = \II} est fermé. Or reprenant la démonstration du lemme 6, puisque
u=r1(ru 0) est continu en tout point de {u > v }, ¥ étant s.c.s., cet ensemble est ouvert.

Avec les mémes méthodes on peut obtenir d’autres renseignements sur la solution de PD (a, ¥, oo,
Uy ) : par exemple étudier la continuité, I'absolue continuité, etc... en fonction des propriétés de ¥ et p.
C - LE PROBLEME BILATERAL :

Démonstration du théoréme 1. Pour démontrer le théoréme 1, nous utilisons la méthode de NAKOULIMA [6]
ramenant le probléme bilatéral a un systéme d’«1.Q.V.» unilatérales :

. 1 2 1 2
Soientu ,u” telsqueu = u = u
o o o

o (o]

Nous nous plagons dans le cas réduitw = 0, u = 0.
Considérons le systeme d’'l.Q.V. :

) uy solution de PD (a1 (up) , uy + ¥y, oo, u; ,0)

U2 solution de PD (3.2 (U])‘, U] - ‘I,2) o, uz ) 0) )
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ol pourv:10, T[ = R,
al (v) (tr) = a(tr = v(t))*, a2 (v) (t,r) = a(t, v(t) = r)~(si v est mesurable bornée, al (v) et a2 (v) vérifient
(1) et (2)).

Si (u1 ,u2) est solution de (P), u= Uy ~uj est solution de PD(a, Y, v, Ug 0). En effet u vérifie (i) et (ii) ; main-
tenant si (wi,vi) sont les données correspondantes dans (iii’) a u; (i=12),w= W= W, € L](O, T) et
w(t) €aft, uy (t) —uz(t) )* —af(t, uq(t) - us(t))” =a(t, u(t)) p.p. t € 10, T[ ;enfin v =g-tli +w=v; = vyestde

partie positive v * < V1 , donc aussi portée par {u1 =uyt \Iﬁ} = {u = \I']} et de partie négative v < v, por-
tée par {u2=u1 - \112}= {u= \Ifz}.
Résoudre (P) revient a trouver un point fixe pour I’application S qui 2 (v] , v2) couple de fonctions de

[0, T[ dans R, s.c.s. a droite bornées avec vi(o) =u' (i = 1, 2) fait correspondre (u1, u2) solution de :
0
u estsolutiondePD(a1(v ),ve + W, °°,u1,0)
1 2V ¥ o
u, est solution de PD (a2 (vq ), vi= ¥y »,u i ,0)

(cette solution existe et est unique d’aprés la partie B).
L’application S est croissante d’aprés la Proposition 2 et la monotonie de a], a2 . Montrons que S

applique dans lui méme I’intervalle : )
| = {(v1,v2) ;V; s.c.s. & droite, vi(o) =v' 4 Sy S Gi (i =1, 2)}
)

ol uj, Gi sont définis ci-dessous. |l en résultera alors d’aprés [7], I'existence d’un point fixe pour S.

On peut toujours supposer que la fonction \Ilo intervenant dans la condition (4) est continue a droite
i

et \I'O(O) = 0. Ainsi il existe Uy, u, croissantes, continues a droite telles que v, = E1 - 62 et Gi (0) =u

(i = 1, 2). Vérifions que 5(01, 172) < (61, 32) : en effet Glj = ¥, tuy >V, +G2 et posant wy (t) =inf

a(t, u(t, ¥ (t) ) ) “ona W1 (t) e a (62) (t, 31(t) ) p.p.tetglfl +w; = 0 (uy est supposée croissante) ; d’aprés
t

la Proposition 9, u, est donc supérieure ou égale a la solution de PD (a1 Usy),Up + W 00 u 0);symétri-
1 2/» 72 1

1
0o
quement, U, est supérieure ou égale a la solution de PD (a2 (E]) yup = ¥, =, uj ,0).

Enfin soit u la solution de (cf. lemme 7) :
u'(t) +a(t,u(t)) > 0,u(0) = u, .

Soient u1(t) = u‘ fg’ (s)~ds, u2(t) =y’ fg’(s)*d_s ;on ag;(t) +al (ui) (t, ui(t) ) 0p.p.t, c’est-a-dire
- o 0 - oJ0 - -

u; est solution de PD (a' (uj), -, =, u',0) (i j =1, 2).
- - (o}

D'aprés la Proposition 2, S(uq, u,) > (uq, uy).
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