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Sur les couples conformes de Tichoski
dans I'espace elliptique

par RADU ROSCA

Conformément a la définition de S. FINIKOFF [la.] deux congruences@,
£* de l'espace ordinaire E3, forment un couple conforme de TICHOSKI si
deux rayons homologues R¢€ £*% R*¢ ©* sont dans une correspondance
telle, qu’il existe un mouvement pour lequel R = R*. Le principe de dualité,
fondamental dans I’espace elliptique, nous a suggéré d’étendre cette défini-
tion 4 un pareil espace, soit P3,, et de chercher s’il existe (dans cet espace)
des congruences { formant avec leurs supplémentaires (ou duales) @*
un couple conforme de TicHosKI. En utilisant la méthode des systémes en
involution, nous montrons que les congruences répondant a cette propriété
sont déterminées par un systéme de PrAFF en involution et dépendent d’une
fonction arbitraire de deux arguments. Nous désignerons pour abréger les
congruences du type précédent par congruence C.T.; ces congruences
jouissent d’une propriété géométrique, qui leur est caractéristique, a
savoir : I’angle focal 2 ¢ et la distance focale 2 8 sont liés par la relation :
tg ¢ = tg 8. La grande généralité de la solution du systéme qui détermine
les congruences C.T laisse prévoir la possibilité d’obtenir des types divers
de congruences possédant la qualité C.T. Nous considérons uniquement,
dans la présente recherche, les congruences C.T qui sont aussi des
congruences W, ce qui nous conduira a4 deux types de telles congruences
que nous désignerons respectivement par congruences C.T.W, et
congruences C.T.W,.

En ce qui concerne le tétraédre rectangle & (normé) attaché aux rayons
d’une congruence @, nous conviendrons d’appeler arétes secondaires les
deux arétes incidentes a celle (dite aréte principale) qui porte les rayons de
@. Cela étant, I’étude des congruences C.T.W, conduit au résultat général
suivant : Les deux arétes secondaires du tétraédre T attaché aux rayons
d’une congruence C.T.W, décrivent respectivement une congruence para-
tactique et une congruence W. Si on impose a 'une des nappes focales
d’une congruence C.T.W, la condition d’étre minimale, la congruence en
question devient la congruence la plus générale de Thybaut-Bianchi (ces
congruences sont spécifiques de I’espace P3.) et 'on démontre que cette
derniére congruence dépend de deux fonctions arbitraires d’'un argument.
Dans ce cas la congruence W décrite par l’aréte secondaire de T est une
congruence B:, (congruence de BiaANcHI a nappes focales de courbures rela-
tives égales A + 1), et inversement si cetfe derniére congruence est de
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Thybaut (elle ne peut étre de THYBAUT-BiaNcHI), la congruence C.T.W,
correspondante est une congruence B-:,.

De plus en faisant usage de I'image d’une congruence C.T.W,, dans un
espace de KLEIN adapté 4 une métrique elliptique, nous mettons en évidence
le fait que toutes les congruences W décrits par les arétes du tétraédre ©
correspondant (elles sont au nombre de quatre en vertu d’une propriété
dualistique bien connue) appartiennent a un méme complexe linéaire fixe.

Les congruences C.T.W, sont déterminées par un systéme de PFAFF en
involution qui dépend de trois fonctions arbitraires d’un argument. Elles
possédent en outre la propriété d’étre des congruences B-, (congruences de
BiaNcHI dont les nappes focales sont isométriques au plan euclidien) et
contiennent comme cas particulier les congruences normales isotropes les
plus générales qui rappelons-le sont elles aussi spécifiques de ’espace P:3..

Un cas particuliérement intéressant est celui ou les deux types précé-
demment étudiés coincident et ot 'on exige que la congruence en question
soit du type (o) [2a.] a angle constant.

Une pareille congruence, que nous appelerons congruence (».), est déter-
minée par un systéme linéaire de PFAFr complétement intégrable et posséde
les propriétés remarquables suivantes : Les sommets du tétraédre G attaché
aux rayons d’'une congruence (o) décrivent tous des surfaces de Clifford, et
les copoints correspondants a ces sommets déterminent un second tétraédre
rectangle jouissant de la méme propriété. Chacune des 8 surfaces de Clifford
ainsi mise en évidence détermine une configuration projective de Vincensini
[3a.], dont toutes les congruences sont des congruences C.T, qui possédent
en outre la double qualité d’étre du type W et du type (o).

1. Soient @ et Q* deux congruences de I’espace ordinaire E* et R¢€ @,
R* € % deux rayons homologues. On dit [1a.] que @, @* forment un
couple conforme de TicHoskr si R et R* sont dans une correspondance
univoque telle qu’il existe un mouvement pour lequel R = R¥, les surfaces
réglées de @ et @* issues de R et R* se touchant alors le long de R = R*.
Cette définition peut évidemment s’étendre & un espace elliptique P3, (dont
on peut toujours par une homothétie préalable réduire la courbure a
I'unité), et dans ce but nous désignerons par® = Xk} et® *E{X*,,},
(k=10,1,2,3) les deux tétraédes rectangles (ou autoduaux) attachés res-
pectivement 4 R= (X, X;} et R* = (X* X;*}, (R€Q c PP, R*€ @ c Po).
En supposant la classe de toutes les grandeurs scalaires et géométriques
qui interviendront suffisamment grande pour justifier les calculs, soient
u!, u? un systéme arbitraire de paramétres de R, o'; des formes de PFAFF par
rapport a ul, u? et (o';)= M, la matrice de CARTAN :

0 ol %y o,

1 2 1

—_— 0 (0] — W

1) M.=(') = ° ' s
— 0?; — 0% 0 »?,

W3 1 R
o’y ol ®°, 0
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On sait que 'on a
M. + MT, = 0, DM. = M2, (équations de structure), les équations fonda-
mentales de & et ©* étant

(17) dX; = (o'x) X, (17) dX* = (ox™) X/
Le plan tangent & la surface réglée o3, = po'; de @ au point

Y =cos A X, + sin A X,
étant déterminé par Y, X, et
dY = (cos A X; —sin A X,)d X + cos A (0 X; + 0% X, + 0% X;)
+ sin A (— 0% X, + ol X; — 03, X,)

le copoint de Y (le pdle de P par rapport a ’absolu Q qui détermine la
métrique de P3,) est

I
fY =X,X,dY, (f = facteur de proportionnalité) ot ™ est le symbole
du produit extérieur de 3 points de P3,. Moyennant la régle de permu-
tation [4a.] des sommets de G , & savoir

I E—
(2) X X; Xy = Xy, 4,j,k1=0,1,2,3; 1,0,3,2; 0,2,3,1; 1,3,2,0.

on trouve
3) [Y = (ol cos A + olysin) X, — (0% cos A — w3, sinA) X,

et en procédant d’une maniére analogue pour le plan P* homologue a P
on trouve

(4) 1YY = (0" cos A + ;" sin A) X,' — (0*2 cos A — w,*? sin 1) X,*.

Pour que les deux surfaces réglées homologues o3, = pol; et 0™ = " "
2

soient tangentes, il est nécessaire et suffisant qu’aprés le mouvement qui
fait coincider X' et X,*, (i = 1,2) les points Y’ et Y coincident aussi; (3)
ct (4) donnent alors les relations

al K *1 K
™ w* w* w* N
4 [ o __ L
(.) 1 - L 3 - — 3
Wy w’, [CIN ©,

Ainsi la condition géométrique imposée revient a écrire (comme dans
I'espace E?) que les pfaffiens principaux de (o,') et (o;,**) sont proportionnels.

Cela étant, et vu I'importance du principe de dualité dans I’espace P3,,
nous allons nous proposer de chercher s’il existe dans cet espace, des
congruences formant avec leurs supplémentaires des couples conformes
de TicHOsKI. Le tétraédre © = {X,,} étant autodual il faudra écrire que
les pfaffiens principaux des matrices correspondant aux con-
gruences @ = [XX,] et Q"= [X, X,] satisfont la relation (5). De (1) et (1)
on déduit qu’a la substitution de tétraédres

X, X, X; X,
XXX X
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relative 4 la dualisation 9 : @ = Q% correspond la substitution
©) I ol 0o ©g3 8, 0l o ,
d — 0o 05" 0" — 0" — "2 w3 J/ ’

en vertu de (6) les relations (5) donnent alors immédiatement ’équation
unique.

(6) 0%, = ol,.

Par ailleurs, comme on peut toujours a la suite d’un vissage elliptique
convenable s’arranger pour que © soit canonique [5a.] (les sommets X,, X,
et X,, X, divisent harmoniquement les points focaux des rayons R¢ @
et R*€ %), on peut poser dans le cas général

oty = U 0¥, 02y = l” oly,
et par suite, dans le cas qui nous occupe (I” = 1), ’angle focal 2 ¢ et la
distance 2 § qui sont donnés par [5a.]

I =—tgdtge
I”=1tg 8 cotg o

sont liés par la relation

(8) tgd=1tgo, et (8) tgro=—U

Nous désignerons une congruence de P,. pour laquelle la relation (8)
a lieu, par congruence & ; dans la suite on aura a considérer deux types
de telles congruences, suivant que I” = {*} . En posant

(8”) —U=p8 f=1+10,

les foyers F; (i =1,2) correspondant au rayon R= {X0 X3} et les
foyers F,, (h=3,4) correspondant au rayon R¥*= {X1 Xz} ont pour
expressions

9) [F, =X, +IX,, fF,= X, —[X,, fF, =X, +1X,, fF, =X, —IX,.

D’autre part puisque I’équation générale les développables de £ (on
sait que celles-ci se correspondent sur @ et @%) est

(10) 0y 03, + 0% 0ty == 0,
et puisque dans le probléme que nous étudions on a
(10”) 0’ = o'y, o'y = -~ B od,

en désignant par o,, o, les pfaffiens des developpables on déduit de (10)
et (10%)

(11) oly = — o — 0y, lo?, = 0, — o,.

Soient maintenant R,, R, les points du rayon R qui sont respectivement
rectangulaires a F,, F,, et R,, R, les points de rayon R* qui sont respec-
tivement rectangulaires a F,, F,.
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L’espace P3, n’étant pas simplement connexe les expressions (9) per-
mettent d’écrire
12) fR, =X;—IX,, fR, =X, +1X,, R, =X,—1IX,, fR, =X, +1X,

et, compte tenu de (1), (1’), on trouve par différentiation

dF, = — 20, R, — (o5 + ‘# ) R,
aw, = (o %’) E +20,F,
(13)
dF, =2 o, R,+<m3-—‘ﬁ\_ R, ,
fr/
dF, —— (o + %’) R, + 20, R,.

Mais la simple lecture de (9) et (12) montrant que I’'on a < F, R, > =0,
<F,R >=0,<F,R,>=0,<F,R,> =0 (<> symbole de produit sca-
laire), on déduit des équations (13) que les surfaces (F,), (F,) et (F,), (F;)
sont supplémentaires (ou duales). Ceci établi, et compte tenu des équations
de structure

D mji = [mki w’k] N (i, J = 0, 1, 2, 3)

de ’espace P?, [6a.], les deux premiéres et les deux derniéres équations (13)
donnent respectivement

(14) . Lo)‘, o, — (;—éj] + I:o)g ,  w) + (—;:l =0,
(14) Lco,. o', + (;,—i] + |>(o1 , o) ——-% = 0.

En invoquant maintenant le lemme bien connu de E. CARTAN, les équa-
tions (14) et (14’) permettent d’écrire respectivement

dl dl

15) o — = = A o, + Bao, , m"“ - =B w, + C w,
( f - oT
dl dl
15') (-)lg + — =B o + A w, (.)03 — = = o, + B’ ®, ,
¢ r r

ou A, B, C, A’, B, C’ sont des fonctions inconnues. L’élimination de «?; et
03, conduit facilement aux deux relations

(16) A+B=B +(, (16%) B+C=A"+ B,
a 1'aide desquelles on tire de (15) et (15%)
dl

2 — = B—C)o+ (C—B) o,
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20, =B+C)o,+ B +C)o,
(17) 2 02 =(A+B) o+ B+ A) o

Tenant compte de ces trois équations et de (16), (16’), la différentiation
extérieure des équations (11) donne

_a—=n
Do ="—7

(B + ) [“’«: m,l ,
318)

: 1—-r .
Dlo’=£—21 ) B+ A) o, »,].

En introduisant maintenant les pfaffiens
(18%) Q=0+t =(A+B)o,+ B+ C)o,
(18”) Q= 0*y — 0% = (B—B’) (0; — 0,)
on aura finalement a considérer le systéme linéaire
o'y = 1 (0, — 0;)

(19) 0% = — o — o,

dl
2 =B —A) o+ (A—B) o,

Q= (B—DB) (0, —w,),
Q, = (A+B)wl+(B+C)m2,

qui par différentiation extérieure fournit les équations quadratiques

WA%Q+WBWH—WAm}{dmg:(Ef)w+ByA+B~AU—E)Mﬂﬂ

(20) [d A’ 0] +[1 Blo, ]+ [dA 0,14+ (dB oJ=— LD Lyt A v By a4 B) | [0, 0,

5
_r ,
[d B, u)‘—(ns]—[dB', ml—(-)J = (]2 ] ) (B ——B') (A"’rB—A' - B') s [w, le

/

La matrice polaire M, du systéme (20) dont les colonnes correspondent
aux formes dA, dB, dA’, dB’ est

w0y 0, — w, — o
M, = — o, — — 0, — v,
0 w—o, 0 o —a,

son rang 3 étant égal au nombre des équations quadratiques (20), les
nombres caractéristiques du systéme (3) formé par (19) et (20) sont r=9
(nombres de formes distinctes) s, = 5 et s, = 3. Conformément 4 la théorie
générale des équations de PrAFF, le systéme () en question est en involution
et sa solution générale dépend d’une fonction arbitraire de 2 arguments. De
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De I'expression de My on déduit encore que les solutions caractéristiques a
une dimension qui réduisent a 2 le rang de M: sont données par les courbes

0, —o, =0,

On peut donc dire que dans I’espace P3, les congruences @ qui forment avec
leur duale €* un couple conforme de TicHOSKI, existent et dépendent d’une
fonction arbitraire de 2 arguments. Une telle congruence sera désignée par
C.T.; le tétraedre attaché a ses rayons sera dit un tétraédre conforme et noté
©,, les arétes du tétraédre ©, qui sont incidentes a l’aréte décrivant la
congruence C.T. (aréte principale) seront appelées la premiére et la seconde
aréte secondaire de 6, . La grande généralité de la solution qui détermine
les congruences C.T laisse prévoir la possiblité d’obtenir, par 'introduction
de conditions géométriques supplémentaires convenables, des types intéres-
sants de pareilles congruences. Nous placant a ce point de vue, nous allons
commmencer par développer quelques considérations sur la double représen-
tation sphérique (de FuBiNI-STUDY) des congruences C.T, ainsi que sur un
groupe de vissage pour lequel le caractére C.T reste inaltéré. A cet effet,
nous rappellant que tout point X de P3, peut étre considéré comme un
quaternion de norme unité, nous écrirons

X=¢q"e, (h=0,1,2 3;¢e =1).

Les nombres ¢" sont des nombres réels ou complexes et les unités
hypercomplexes e, ont la table de PYTHAGORE suivante :

] €, €, €3
e, —1 e, e,
e, e, —1 e,
e, e, —e, —1

Le quaternion conjugué de X étant

X=gqe—q'e,
def
et un point quelconque rectangulaire a X (situé dans le plan polaire absolu
de X) étant désigné par X’, les deux vecteurs r, r’ de I’espace E3 qui définis-
sent respectivement la représentation sphérique sinistrorum et dextrorsum
de la droite orientée {X X’} sont donnés par

r=XoX,r=X90X

(O = symbole du produit quarternionien). Comme par dualité la direction de
ces vecteurs ne change pas (r*= —r, r'* = +r’), en nous rapportant au
tétraédre © = {X,} nous poserons :

(21) L=X0X,1=X0X, (k=1,2, 3).
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Rappelons [5a.] qu’en introduisant les pfaffiens
(22)

3 — .3 1 e 2 =
072 W% — 07, O 3 = 03— 0%, 021_“’21_“030

0’3 = w3, + 0ly, 0’y = ol + o?y, 0% = 02 + w3,
il vient par dérivation

dr, = o1, —adyr, dr, =2 r,— a3 1,
(23) dr,=—a% 1 + 0% 1, dr, = — o2 v, + o3, 1,

dry= o1, —o%r, dr;= 0"l 1 — 073, 1y,
les deux vecteurs différentiels

QR =0%r, + oy, + o2 1,
R = 0’3 v, + o1, + 0’2 1/,

se nomment, d’aprés W. BLASCKE [7a.], les vecteurs pfaffiens de rotations
sinistrorsum et dextrorsum de G . Dans le cas d’une congruence C.T on
déduit de (10’), (11) et de la derniére équation (19), que le carré scalaire
de Q a pour expression

<QR>={B-BY + Ll —uy.

Mais < Q Q > pouvant étre considéré comme la forme métrique fon-
damentale d’une certaine surface de E: on peut donc dire qu'a une
congruence C.T. il correspond dans E* une développable isolrope (circons-
crite 4 la conique absolue dé PONCELET).

A propos des formules (22) et (23) de la représentation sphérique, on
remarque immédiatement que si 'on a réussi I’ = 1, alors r; = const, et
la congruence [X,X,] est paratactique sinistrorsum). On voit donc que
cette classe importante de congruences de I’espace P3, peut étre considérée

A A
comme un cas particulier des congruences C.T. Soit maintenant ¢ = {X,}

le tétraédre qui se déduit de T = {X,,.} par un visage elliptique d’axe R
et d’angles e, o’. Si

(24) Q =cosa+r;sine,Q = cos« + r’; sin o«
sont les deux quaternions déterminant le visage on sait [5a.] que les

A A A
sommets X, et les vecteurs sinistrorsum r, correspondant a4 ©® sont
donnés par

25) X, =Q0X0Q, 2)Hn=00r0Qq.

En introduisant I'angle de rotation ¢ =a + o et I’angle de glis-
sement ¢y’ = a — o’ du vissage en jeu, il résulte de (24) et (25)
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Ia, - B cos §’ 0 0 —sin ¢’ BEN Xo—
(96) {(\1 — 0 cos ¢ —siny 0 X,
X, 0 sin ¢ cos y 0 X,
- ’é\s - sin ¢/ 0 0 cosy’ | |_X;_
et de (25")
@7) ;/:\’13 =¢’3,8in2a’ + '}, cos 2 a’

dl; =03 sin2e +o0l; cos2a

Grace a (27) et compte tenu de o!; = 0?, on obtient

JAN
202 = 0% (Sin 2¢’ —sin 2 a) + w?, (sin 2 o’ + sin 2 &) + 2 w2, cos 2 &,
A
20l = 0%, (coS 2’ + cos 2 a) + ol (sin 2’ — sin 2 a) + 2 w%, cos 2 o,
et ces deux équations montrent aussitdt que la condition pour @ d’étre

une congruence C.T. (ce qui s’exprime par 220 = 210) est sin 2a=0.

On peut donc dire que le vissage qui conserve le caractére conforme du
tétraedre rectangle attaché aux rayons d’une congruence C.T. est tel que
langle de rotation est égal et signe contraire a Uangle de glissement. Un
pareil vissage sera désigné par V. et la matrice de la transformation (26)
montre facilement que ces vissages forment un groupe.

2. Au N° 1 on a vu que les surfaces (F,), (F,), et (F,), (F;)sont supplé-
mentaires, les formules (13), (15) et (15’) permettant immédiatement le
calcul de leurs formes symétriques ||,,,, (on sait que dans P3, deux surfaces
supplémentaires ont la méme forme symétrique). On obtient ainsi respec-
tivement pour les couples (F,), (F,) et (F,), (F;) les formes suivantes :

—2A 0 w
o e camann s (350 ()
2C 0 .
(28%) H2/3=<dF2dF3>=("’1’“’2) ( 0—2A'> (2)

La simple lecture des expressions de ||1,,, et Hm montre aussitot que si

(29) AA=CC

les deux congruences [X,X,], [X,X,] qui forment le couple conforme et
supplémentaire de TicHOsKI, sont des congruences W.

La relation (29) ajoutée aux relations (16) et (16’) nous permet de
distinguer deux types de solutions :

a) A’=C, A=C, B
b) A=C A’=(C,A+B

BI
A+ B

I
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Considérons en premier lieu la solution a); le systéme d’équation de
Pfaff (3) du numéro précédent devient actuellement

oty = I (0 — 0,),
0% = — 01 — oy,
(30) 2 =(A+B)o, + (B+ C) o,
dl
2 ? == (B—A) wq + (C—B) 0y,
. a-r) .
[(1 (B -A), m.]—[d(B—(,), wJ - i B (:\ —-(41 [m__, m{] .

(@ (B+A), o+ (4 B+O), 0) =— 2 1+ @B B+0) | (0, 0)

Ici la matrice polaire dont les colonnes correspondent aux trois for-
mes d A, dB, d C est

— o, 0, T o — 0,

M,,= < ! g — 0y i \)

Son rang étant 2 (égal au nombre des équations quadratiques) les nombres
caractéristiques sont r =7 s, = 4, 5, = 2 et le systéme est en involution.
Par conséquent les congruences C.T. du type W en question, que nous
noterons pour abréger congruences C.T. W,, dépendent elles aussi d’une
fonction arbitraire de 2 arguments. Si on se rapporte maintenant a ’équa-
tion (18”) on constate que I'on a 2, = 3, d’ou il résulte, en vertu de (22)
et (23), que I’'on a r; = const. On voit donc que le tétraédre © , attaché aux
rayons d’'une congruence C.T. W, jouit de la propriété importante suivant
laquelle sa premiére aréte secondaire décrit une congruence paratactique.
Il est facile de se rendre compte en se rapportant aux équa-
tions [(10") ...... (22)] et (23), que la premiére aréte secondaire est la
seule qui peut décrire une congruence paratactique et que réciproquement
si cette propriété a lieu Paréte principale de ©, décrit une congruence C.T.
De plus nous allons montrer que, dans ces conditions, la congruence
décrite par la seconde aréte secondaire de T, est encore une congruence W.

En premier lieu les égalités (13), (15) et (15’) donnent dans le cas
de I’hypothése a)

44+B BC o

(B1) <dF,dF, > = (o, 0,) < RSN <wz > = <dF,dF,>.
, _ Az AB "o,

(31) <dF,dF,> = (o, 0,) < AB 44w | o | T<dRdR>

En se rappelant que (F,) et (F;) sont respectivement les surfaces
supplémentaires de (F,) et (F,), les formes métriques fondamentales ci-
dessus, permettent d’énoncer la proposition suivante : Chacune des nappes
focales d’une congruence C,T. W, est isométrique a la surface supplé-
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mentaire de U'autre nappe. Il résulte immédiatement de cette proposition et
d’'une propriété connue de I’espace P23, (dans cet espace les courbures
relatives de deux surfaces supplémentaires sont inverses) que les cour-
bures relatives des nappes focales d’une congruence C.T. W, sont inverses.
Cette propriété est d’ailleurs visiblement aussi une conséquence du carac-
téere § de toute congruence C.T. (voir relation (8)) et de la formule générale
de BiancHI [8a.] pour les congruences W de P3, a savoir

__ /sin 20\*
e K\Sin 2 6)

(ou K,, K, sont les courbures relatives des deux nappes focales).
Abordons maintenant le probléme que nous avons en vue.
Soit T = {X’,,} le tétraédre rectangle attaché aux rayons de la con-
gruence [X;X,] et o’; les pfaffiens correspondant aux équations fonda-
mentales de €’. A la substitution de tétraédre

| X X X, X, |

(32 4 ’ ’ 4
) VXX, X, X |

(de maniére que © et G’ ait méme orientation) il correspond la
substitution
(32)

’ oly 0% 0% 03, o'y o% |

’ /3 ’ /1 K4 /7
0% 0" 0l o 3 0% 0%

et comme, ainsi qu'on I'a vu 2, = o*,, il résulte de (32’) compte tenu de
(10”) que

(33) 0t = 0,0, 02 = — B, 0,/ = 0,2

Dans ces conditions, si I’on désigne par 28’ et 2 ¢’ respectivement la
distance focale et I’angle focal de la congruence [X, X,], les formules géné-
rales [ba.]
[0 wy2] cOs? & — {[m,,” 0, 3] + [wy’2 w3'1]} cos & sin &’
+ [0,® wy1] sinz2 8’ =0

;'] cos? ¢’ — { [0 0y %] — [wy2 a),3'1]} cos ¢’ sin ¢’
+ [0, 0y2] sinz ¢’ = 0

[‘1’0,l

donnent aussitdot compte tenu de (33)
(33") tg? &' =1, tg8¢'= -

Cela étant et moyennant le changement de tétraédre (32) on trouve que
les foyers F',, (k =1, 2) de I’aréte {XO Xz} et les foyers F',, (h =3, 4) de
I’aréte {X1 Xa} (qui est la supplémentaire de la précédente) ont pour
expressions :

fF=X+1X, , fF,=X, +1X,

(34) fF, X—IX, , [F,=X—IX,
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Avec I'aide de 1a matrice M; donnée par (1) on déduit de la différentiation
de (34)

fdF, = (\ o'+ ?f-f) (X, — X)) + (o, + o) (X, — IX)

[AF, =, — 1) (&, — 1K) — (o, — 7) (X, ~1X)
35)
fd F', = (w J‘#) X, +IX) + (o2, — lo*) (X, + IX)

[dF, =t 1or) (KK — (o + ) (KX

en procédant comme au N° 1 on constate que les surfaces (F,), (F,) et les
surfaces (F,), (F’;) sont supplémentaires, et leurs formes symétriques étant

dl

l |'2,3 =—210" o', + 20", -f—,
dl

[[v=21 0" 0"y — 20" N

la congruence [X,X;] (de méme évidemment que sa supplémentaire) est
conformément a I’assertion faite une congruence W.

Mais il y a plus. Dans le cas de I’hypothése a) les équations (13) devien-
nent

dF, = — 20, R, + (Cow, + Bo;) R,,
dF,= (Ao, + Bu,) R, + 20, R,,
(35)

dF, =20,R; + (Ao, + Bu,) R,,
dF,=— (Cw, + Bo;) R, + 20, R,;

en introduisant les pfaffiens

(36) I =—20 ,0,=Ce,+Bae, ,I;=—20, , I, =Aow, + Bo,
I, =20, 0,=Av; +Bo,, I'h=—20, ,I',=—Co0,—Bo,

les lignes de courbure sur (Fy) et (F,) sont comme on sait [5a.], respective-
ment données par

Lo, +n,1,=0 , Oo,Ir, + 0,1, =0,

et en explicitant ces équations moyennant les expressions (36) on constate
qu’elles coincident et s’écrivent

(37) AB (0,)? + (B2 + AC + 4) o, 0, + BC (0,)2 = 0.

Par un calcul analogue on constate que les lignes de courbure se cor-
respondent aussi sur les nappes focales de la congruence [X, X,] et satisfont
a4 la méme équation (37). Les congruences W que l'on vient d’étudier
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jouissent donc, quand a leurs lignes de courbure, de la méme propriété que
les congruences de THYBAUT, et I’on est ainsi conduit a chercher si les
nappes focales (F;) ou (F;), (i = 0, 1, 2, 3) peuvent devenir minimales (rapf
pelons a ce propos que le caractére minimal dans ’espace P°., se conserve
par dualité). Les conditions pour que (F,) soit minimale sont comme on
sait [Ha.]

(0, 11, + [, IL,]) =0 , [II,I0,] + [0, 1] = 0;

en explicitant moyennant (36) on trouve la méme condition
(38) B:+4—AC=0.

Si on se rapporte maintenant au systéme d’équations de Prarr (30) il
est aisé de voir que les nombres caractéristiques sont r = 6, s, = 4, s, = 2
et que par conséquent le systéme est en involution.

Les congruences C.T. W, qui sont aussi des congruences de THYBAUT
existent donc et dépendent de deux fonctions arbitraires d’'un argument,
tout comme les congruences de THYBAUT de I’espace E* [1a.].

Compte tenu de la relation (38) on vérifie facilement sur les égalités (31)
et (31’) que la correspondance entre les nappes focales (F,), (F,) et (F;), (F,)
est conforme (propriété bien connue des congruences de THYBAUT), et valable
tant pour I’espace E? que pour I’espace P3,. Mais ce qu’il y a de plus impor-
tant c’est le fait qu’en vertu du caractére minimal des surfaces (F;),
(i=1, 2, 3, 4) et de Pl'isométrie des couples (F,), (F,) et (F,), (F,), les
déplacements F, — F; et F, > F, sont, en vertu d’une proposition de BiaNcHI
[8a.], des glissements elliptiques orthogonaux. Cette propriété appartient
comme le montre BiaANcHI aux congruences de THYBAUT de l’espace P3,
(que nous dirons congruences de THYBAUT-BIANCHI) pour lesquelles on a
8 = =% ¢, c’est-a-dire, suivant notre terminologie, pour celles qui présentent
le caractére .

Par ailleurs les courbures relatives K’; et K’, des nappes focales (F’,) et
(F’,) ont pour expressions en vertu de (34’)

[ 1 dl 2 I S‘I
Mg TT oy W T (u:
K, = [ !

= 5 ,K"z—-,—.
l:(’)’s +dT!l,ws‘ +Iw3,] K:

et en explicitant moyennant (11) et compte tenu de I’expression (17) de o2,
dans ’hypothése a) il vient

2A —2C+AC—4 —B

2A—2C — AC+4+B

On voit donc que si la relation (38) a lieu la congruence [X, X,] (de méme
que sa supplémentaire [X,; X;]) est une congruence B (congruence de BIan-
cHI1) dont les nappes focales ont les courbures relatives égales a + 1,

K'=
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En notant pour abréger par B., ce type de congruences, on trouve par
un calcul analogue mais que nous ne développerons pas, que si I'on a

(39) A+C=0

les deux surfaces (F';), (i = 1, 2) sont simultanément minimagales.

Or, il est aisé de voir que dans le cas ou la relation (39) a lieu, le rang
de la matrice polaire du systéme (30) est encore 2 et par conséquent le
systéme dépend, comme dans le cas précédent, de deux fonctions arbitraires
d’'un argument. Il convient toutefois de remarquer (33’), que les deux
congruences de THYBAUT [X,X,], [X,; X,] que l’on vient d’obtenir, ne pré-
sentent plus le caractére § (autrement dit ne sont plus des congruences
de THYBAUT-BiaNCHI). En échange, le calcul des courbures relatives des
surfaces (F,) et (F,) donne moyennant (35) et (36)

» LI A [y c
©9) = mm T o M= mmm = a

—

d’ou il résulte que si la relation (39) est satisfaite, la congruence [X,X,]
(et évidemment aussi la supplémentaire [X,X,]) est une congruence B.,.
Signalons a ce propos que les surfaces de courbure relative = 1 (ou si I’'on
préfére de courbure absolue = 2) joue un réle important dans la construc-
tion des systémes doublement cycliques de I’espace P3,, [9a.], [3b.], dont
I'étude peut ainsi é&tre rattachée a celle des congruences C.T. 'W,. Nous

n’insisterons pas davantage sur ce probléme et pour terminer ce paragraphe
nous €énoncerons le résultat suivant :

Si la premiére aréte secondaire du tétraédre G, attaché aux rayons d’une
congruence C.T. décrit une congruence paratactique (c’est le seul cas pos-
sible) la congruence C.T. en jeu (congruence C.T. W,) et la congruence
décrite par la seconde aréte secondaire de ©, sont toutes les deux des
congruences W. La qualité pour une congruence C.T. W, d’avoir un nappe
focale minimale entraine pour cette congruence la propriété d’étre du type
de Thybaut-Bianchi (congruence spécifique a I’espace P’.) et de dépendre
de deux fonctions arbitraires d’'un argument. Dans ce cas la congruence W
décrite par la seconde aréte secondaire de G . est une congruence B:, (con-
gruence de Bianchi a4 nappes focales de courbures relatives égales a + 1),
et inversement si cette derniére congruence est de Thybaut, la congruence
C.T.W, correspondante est une congruence B-,.

3. Nous allons compléter ces résultats par quelques considérations de
nature projective qui découlent du fait bien connu que le K-espace (espace
de KLEIN) osculateur du second ordre 4 une congruence W est 4-dimen-
sionnel. Pour mieux étudier les propriétés des variétés linéaires qui nous
‘intéressent introduisons le repére réglé associé au repére ponctuel G,=
{X.}. Dans le but d’adapter I’espace de KLEIN a une métrique elliptique,
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nous normerons [3c.] les coordonnées pliickeriennes p*, (i =1,2,...,6) du
K-point p de maniére 4 avoir

< pp>=1, (< > = produit scalaire).

Il est nécessaire de rappeler [3c.] que les coordonnées p' correspondent
au sextuple p’* dans 'ordre

pl = p14’ p2 = p21, p3 = p34’ p4 = p%’ p5 = psl’ pﬁ = pm’
et que le symbole p X p qui représente le produit géométrique de deux
points a pour expression
PXP=p pt+p2po+p2ps+ ptpe + ptpe+ ptpt + pops.
Ceci rappelé et en notant comme suit les K-points images des arétes
de {X,,}

o) X (X0 X, X0 = (X, Ko, 0= (X, X

X' = {Xz, X3}9 xX'® = {Xas X1}, X' = {Xb X-z},

le repére réglé associé a {X.} sera le simplex rectangulaire normé
Ss = {x™, x®, xO), x*0), x* (), x* )}

dont les sommets satisfont aux relations

i *(k) — O(IEEk) 1 k — O(I?I:k) *(l *(k — 0(1;&
x() X x*®) xl(l— <x(M x> o <axnxes ;1(1=

Zp 1=
@D x> =0,

Si on introduit maintenant les fonctions

A+B , m,=B+C
M= 2

et les pfaffiens
O = 0yt 0y O = 03—, O3 =m, e, + m; o,,

on déduit a partir de (40) et moyennant la matrice M, de (1)

- x" T 0 @, o} 0 @, o Tx" =
x —o, 0 —-— — o, 0 —ls, x®
x® N — &, —%’ 0 —a, la, O x®
(42) d x*0 [ 0 o, & 0 & & x*
x*® — @, 0 — l(T)! — o, 0 w; x*
x* —6, 16, 0 —a,—= 0] |x*

Remarquons que si I'on note par 9. la matrice du second membre
de (42) on a

M. + OM.T =0
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On peut donc considérer le simplex S, comme attaché a4 une certaine
variété de I’espace P%,, et I’étude de cette variété ne serait pas dépourvue
d’intérét. Revenons maintenant au probléme que nous avons en vue,
désignant x,, les dérivées covariante du 1*" ordre par rapport i o, et v, on
déduit de (42)

x(-)
x,, 3 = — x1) — x* ) 4+ | x*e) T
x(:)
x’2(3) - x(1) — x*@a) x*(2) + ]
xa‘&(:)
Xu*(a) = — x(1) — x*@W)° — l + 1 x®
XH!)
X, = — X — x*() 4+ - Lx®
(43) W
X, = — m, (x + x*@®)) — [ x*G) + 5
x(a)
X,32) = — m, (x( + x*@)) + [ x*6G) T
X*(:)
x,,"® = — m, (x( + x*@)) + T 1 x(®3
*(3)
X, ? = — m, (x( + x*®)) — ] + 1 x3)
X, = — xG) + x*®) + m, (x® +  x'®@)
X, = — x® + x*@) 4+ m, (x( + x®)
x, M = — x) + x*3) 4+ m, (x® + x*(2))
X, (1) = — xG) + x*6) + m, (x® + x*'®)

Mais I'on sait [10a.] que le complexe C qui a un contact d’ordre 2
au moins avec une congruence ayant pour K image le point x est déter-
miné par :

(44) CXx=0,CXx%x,=0,CXx,,=0

ol X, sont les dérivées secondes covariantes de x. Cela étant, et en se
rapportant aux équations (43), il est aisé de voir que le terme x(1) + x*(®)
figurera aussi dans I'expression des dérivées x,,,("), (h = 2, 3), et en tenant

compte de (41) on constate que les relations (44) sont® satisfaites
x(z)

pour x = | x® et pour € = x(®) —x*(1),

Mais l’expression de la matrice 9. montre immédiatement que 1’on
a dx(® =dx'® et que par conséquent le complexe C est fixe. On peut
donc compléter le résultat de la fin du N° 2 par la propriété suivante
Toutes les congruences W décrites par les arétes du tétraédre T, attaché
aux rayons d’une congruence C.T. W, appartiennent ¢ un méme complexe
linéaire fixe.
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4. Considérons maintenant la solution b) dont il a été question au début
du N° 2, c’est-a-dire suppcsons que l'on a
(45) A=C,A=C,A+B=A+FH

Le systéme d’équation de PFAFF (2) du N° 1 devient actuellement

v, =1 4:);
w“’: —-0:"
dl -
2—cn=(A—B)o,
7 ( )—_
(46) Q, =(A+ B)o,
W, = (B'—B) o,
Q'] =0
o on=E ba g sy @0
[Q"w,]=0,
ol l'on a posé
—Za = wz+w4, ‘:a =0, — o,
(46”) Q¥=d(A—DPB), Q”=d(A +B), o” =d (B'— B).

La matrice polaire des équations quadratiques (46) dont les colonnes
correspondent respectivement aux formes ’, Q”, Q" est |

- 00
0 Wy 9 ’
0 0 o,

et son rang étant 3, on conclut que le systéme (46) est en involution, sa
solution générale dépendant de 3 fonctions arbitraires d’'un argument.

Or nous avons vu au début du N° 2 que les congruences C.T. détermi-
nées par le systéme (40) sont aussi du type W, et pour les distinguer des
précédentes nous les désignerons par congruences C.T. W,.

Une premiére constatation a faire résulte des formules (39" qui,
combinées avec (45), montrent aussitét que les nappes focales (F;), (i =
1, 2,3, 4) sont des surfaces de BiaNcHI, ou plus briévement des surfaces B )
(surfaces de courbure relative = —1 et par conséquent isométriques au
plan euclidien). On peut donc dire que la congruence C.T. W, et sa duale
sont des congruences B-,, et ces congruences fournissent un exemple de
congruences B-, qui ne possédent pas le caractére normal. Ces derniéres
congruences sont comme on le sait normales a des surfaces B, et a titre de
vérification nous montrerons que les surfaces orthogonales aux congruences
normales [F, F,] et [F, F,;] sont des surfaces B. Les calculs étant analogues
considérons p. ex. la congruence [F,F,] sera décrite par le point

B=coscF, +sincF, (c= const.)

(1) Cest BiaNcHI qui a considéré la premiére fois cette classe de surfaces. Voir
L. BiancH1, Opere VIII, Roma, 1958.
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dont le copoint est
B¥ =sincF, —coscF,,

en tenant compte (13), (15), (15’) et (45) la différentiation de B et B*
donne -
dB={—2m1cosc + (Ao, + Bo,) sinc} R, + {2w2sinc

+ (Ba)l + A (02) Ccos C} R,
dB* = {——2«;1 sinc— (A o, + Bo,) cosc} R, + {——2m2cosc

+ Bo, + A (1)2} sin C} R,

En introduisant les pfaffiens

B, =(Asinc—2cosc) o, + Bo,sinc,
B.=Bow,cosc + (Acosec + 2sinc) o,
B’y =(2cosc—Asinc) v,— Be,sinc,
B>=— (2sinc+ Acosc) o, —Buw,cosc,

(47)

les courbures relatives de (B) et (B*) sont exprimées par

j— Jpl ﬁe] KB’» — [@*4 pz]

B, 6. TN
en explicitant moyennant (47) il vient
(B8] = {(A2 — B2—4) cosec sinc—2 A cos c} [o; 0] = — [By" B:"],

et la propriété que nous avions en vue est vérifiée.

En ce qui concerne la premiére aréte secondaire du tétraédre © . attaché
aux rayons d’une congruence C.T. W,, on peut faire la remarque suivante :
moyennent les équations (11) et (46”) les deux derniéres équations linéaires
du systéme (46) peuvent s’écrire
(48) 03 + 0% = — (A + B) oy, 0®)— 02, = [ (B—B’) o?,.

Or de (48) résulte immédiatement 1’équation quadratique

[0 0%] + [0l 03] =0,
et on constate, 4 ’aide des équations de structure de I’espace P3., que o,
est une différentielle totale exacte. Désignons maintenant par § = {;(,
le tétraédre rectangle attaché aux rayons de la congruence [X,X,] et par

', les pfaffiens correspondant aux équations fondamentales de G .
A la substitution
| X X, X; X, |
VXXX X {
correspond le changement
| 0. o o' o' o o |
Uoororaror o on b

et en vertu de ce qui vient d’étre dit plus haut ;30 est une diférentielle
totale exacte. En invoquant maintenant une propriété connue des équations

fondamentales relatives 4 une congruence de P’espace P2, [7 b.], on conclut
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que la congruence [X,X;] est normale et que la congruence [X,X;] esl
pseudo-normale. Montrons maintenant que la classe des congruences C.T. W,
contient aussi les congruences isofropes normales, c’est-a-dire les congruen-
ces normales aux surfaces B. Tout d’abord il ressort immédiatement des
relations (8), (8’) et (8”) que la condition

(49) =1

qui exprime que la congruence @ = [X,X;] est normale exprime la méme
propriété pour la congruence duale @* = [X, X,|, et ce fait caractérise les
congruences isotropes normales. D’autre part, la condition (48) entraine,
moyennant (16), (16”) et la troisiéme équation (19), les relations
(50) A=C=DB, A"=(C=B8,
qui, comparées aux relations (49), montrent aussitot que la congruence iso-
trope normale en question fait partie de la classe des congruences C.T.W,.
Ce résultat qui est conforme a la propriété des congruences normales
isotropes d’avoir pour nappes focales des surfaces B est d’ailleurs valable
pour les congruences normales isotropes les plus générales. En effet eu
égard aux relations (50), le systéme de PFAFF (46) devient

oly = 0, — oy,
0¥y = — 0, — oy,
Q, = (B" + B) (v, + o),
Q, = (B—B) (wg—wl),
’_d (B' + B), [P + wl] = 0,
(d (B'—B), w,—a,] = 0.

Le rang de la matrice polaire des équations quadratiques étant visible-
ment 2, les nombres caractéristiques sont r = 6, s, =4, s = 2; le systeme
est en involution et sa solution dépend de deux fonctions arbitraires d’un
argument. Le rappel d’un résultat antérieur établi par nous [3 d.] suivant
lequel la surface B la plus générale dépend de deux fonctions arbitraires d’un
argument nous conduit donc a la proposition : La congruence normale
isotrope la plus générale s’obtient en imposant le caractére normal a une
congruence C. T., et la congruence normale isotrope ainsi obtenue fait
partie de la classe des congruences C.T.W,

5. La propriété des congruences normales isotropes suivant laquelle les
sommets du tétraédre © attachés aux différents rayons décrivent des sur-
faces B |7 a.] se retrouve dans le cas ou les surfaces B sont des surfaces de
CLIFFORD, et elle résulte de la résolution du probléme suivant : chercher
s’il existe des congruences du type C.T.W, qui soient aussi des congruences
(0) 4 angle constant. Rappelons que les congruences (o) (congruences de
RisaucouRr dont les angles des réseaux focaux sont égaux aux points homolo-
gues), dont la définition et la mise en évidence des propriétés générales dans
’espace E? sont dues a4 P. VINcensINT [2 a.], [2 b.], peuvent étre évidemment
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définies de la méme maniére dans un espace de courbure constante. Tout
d’abord les équations (13) et les égalités (15) et (15’) donnent pour les
formes métriques fondamentales de (F,) et (F,) les expressions

4+ B2 CB )
<dF; dF;> = (05, 0,) ( ) P
1 1 Wy, W2 \ CB C2 / \wz s
/ ¢z R O /e
<dF, dF,> = (0, 0,) | py , 1> s
: vl e 4B |

qui montrent aussitéot que 1’égalité des angles des réseaux focaux de la
congruence @ = [X, X,], se traduit par

(51) B=PF

La condition ci-dessus entraine d’ailleurs la méme propriété pour la
congruence supplémentaire @* = [X, X,], comme on le voit en faisant usage
des mémes équations que précédemment.

Si on se rapporte maintenant aux relations (45), la condition (51) a pour
conséquence

A=C=A"=(C , B=DPB,

et moyennant (11) et (46”) les équations (46), dans I’hypothése B = const,
s’écrivent

“’10 = — I ‘”sz’
0y = o'y,
dl
2 5= 1B—A) o,
Q, = — (A + B) oy,
[d A u)32] = 0,

1—10), ,
ldAo'|= ( 9 ) 4 + (A—§—B)’% [, w,].

Or, il est aisé de voir que les deux équations quadratiques ci-dessus sont
équivalentes a ’équation linéaire
dA= g “’329
ou
a—-r

.
9= —5— |4+ (A +Br

\

Remarquons que dans le cas que nous étudions les deux hypotheéses
a) et b) coincident; par conséquent o, = 2, et en posant

B+A=2m,, B—A=2m,,
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on aura finalement a considérer le systéme linéaire

0! = — 12 wd,,
0%, = ol ,
= _
(52) wdy = — my o'y,
dl
7.._: = Im, 3,
dA = go?,.

La différentiation extérieure de (52) n’entrainant aucune équation nou-
velle, ce systéme est complétement intégrable et dépend (en exceptant B)
de 5 constantes arbitraires. D’autre part, dans un travail en cours de publi-
cation [3 e.], nous avons établi que pour une congruence quelconque de
I’espace P.3, le caractére de RiBAUCOUR s’exprime par l’équation quadra-
tique
(53) [df—no*, 03] — [dn + Lo, 0%] =0,
ou I'on a posé

03y = U i + 1" 9ol

Or pour la congruence définie par les équations (562) on a
=0, V=1, UV'=—1PB, n = -—m;;
on constale dés lors facilement grace a ces mémes équations que la condi-
tion (563) est satisfaite, et que par suite la congruence en question est bien
du type (o).

Les congruences C.T.W., du type (o) a angle constant qui viennent de
s’introduire, seront désignées par (o.), et nous allons développer maintenant
quelques propriétés géométriques remarquables dont jouissent ces con-
gruences.

Si X,.; et X,., sont les dérivées covariantes d’ordre 1 de X, par rapport
A o*, et o', on déduit de la matrice M. (qui figure dans I’équation (1) ) et
du systéeme (52)

X = — 08X, , X,,=X,—m; X,
et le copoint X*, de X, a pour expression
e —
(54) p X = X Xp, Xp = Xy +my X,, (pP=1+ m?%).

La différentiation de (54) compte tenu des équations fondamentales (1’)
et du systéme (52), donne
(X, — m X))

(54") dX' = poly X, — 2 o,

et comme d’autre part on peut écrire
X, —m X))

,

dX, = — P X, + po’,
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les pfaffiens principaux du tétraédre rectangle

\ Xz — m, Xa " )
/ X0, X, — X%
sont :
(55) I, = — B o, IO, = poly, I, = 2w, I, = p o'y
Des expressions [5 a].
o [TLI1,] (LT + [ 10,11,]
5 S b i S ¢ Sl v | M S LTV
(55) K=o 27, 11,)

de la courbure relative K et de la courbure moyenne H d’une surface quel-
conque de P.* on déduit aussitdt, en faisant usage des égalités (55), que
(X,) est une surface de Clifford.

Un calcul analogue effectué pour les autres sommets du tétraédre
X, donne pour les copoints respectifs et leurs différentielles les expressions

p X, =X, —m; X;,

(56) p X=X, +mX,,
PX*S :XO_m]_Xl:
dX', = —po,, X, + Io%X",
(567) dX, = —po, X, + ®, X%,
dX, = poy X, — 0% X%

D’autre part la matrice M. et les équations (52) et (56) permettent
d’écrire
dX, = o X,—poel, X',
(57) dX, 0?, X; —poly X*,,
dX; = — 03, X, + pol, X", .

Il

Les équations (56") et (57) montrent facilement, en procédant pour chaque
couple dX,;, dX*;, (i =1,2,3) comme pour le couple d X,, d X*,, que toutes
les surfaces (X;) sont des surfaces de Clifford.

Ainsi les sommets du tétraédre G, attaché aux rayons d’une congruence
(o.) décrivent tous des surfaces de Clifford. Nous appelerons un pareil
tétraédre, un téiraédre Clifford, et il est bon de remarquer que cette pro-
priété ne se présente pas comme un cas particulier des congruences norma-
les isotropes, puisque les congruences (w.) ne possédent pas le caractére
normal.

De plus, de la propriété bien connue des surfaces de Clifford de se repro-
duire par dualité, il résulte que le tétraédre {X*,,}, visiblement lui aussi rec-
tangle et inscrit dans le précédent, jouit des mémes propriétés. D’ailleurs
étant le symbole du produit de quatre points, on a :

XXX = XXX, X, =1



SUR LES COUPLES CONFORMES DE TICHOSKI DANS L’ESPACE ELLIPTIQUE 117

ce qui prouve que X, et X', ont la méme orientation, et moyennant
(54), (56) et (56’) on trouve que la matrice des équations fondamentales de
X", est la méme que celle de X.. Mais ce qu’il y a de plus important
résulte du caractére de RiBaucoURr de la congruence (o.) en jeu, dont puis-
que G, est canonique) (X,) et (X;) sont les deux surfaces moyennes. A cet
égard le rappel suivant est nécessaire : nous avons dénommé configuration
projective de Vincensini [3 a.] une configuration qui, suivant une propo-
sition due a ce géométre [2 c.], est formée par un faisceau de o! congruen-
ces de RiBAUCOUR de méme réseau moyen a rayons homologues coplanaires,
et tels que le rapport anharmonique de quatre de ces rayons homologues
soit constant. Pour mettre en évidence la propriété que nous avons en vue,
nous allons introduire le tétraédre rectangle {Zk} défini par la transfor-
mation

Z, 1 0 o0 0 X
z, 0o 1 0 0 X,
Z, = 0 0 sing—cosé X,
Z, 0 0 cosf sing X,

\
/—\\

ou # est une fonction momentanément arbitraire de u?, u? etZ/0 Z,Z,Z, =
~
X, XX, X, =1

Dans ces conditions désignons par v'x les pfaffiens des équations fon-
damentale de {Z.}, c’est-a-dire

(58) dZ,= (+v',) Z..

On trouve grace a la matrice M, et aux équations (52) les expressions
suivantes :

(587) vy = B oy, v3 = g oty = v, vii = — @y ey = v4, 13, =d 0 + o,
ou l'on a posé
(58” = m, cos + sin 4, , = m, sin § — cos 6.

1 1 1

La deuxiéme et troisiéme égalité (58) permettent de voir, en se rap-
portant a (10’) et (18”), que toute congruence Q.= [Z,Z;] (c’est-a-dire
quel que soit §) est une congruence C.T. W,. Mais puisque l’on a
déja [v3,v%;] =0, la condition pour (X,) = (Z,) d’étre la surface moyenne
de Q. se traduit par

[V10 V32] = 09

ce qui entraine
(59) d§ = pod,.

D’autre part les équations de structure et les équations (52) don-
nent D o® = 0; on peut donc poser o3, = du, et par suite p est fonction
du seul argument u.
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Enfin puisque les développables de Q.= [Z,Z;] sont
B+ p) (0%)2— g% (0f)* =
la congruence sera de Ribaucour et admettra le méme réseau moyen que
la congruence @ = [Z,Z,] si
(60) 1+ p=q,.

En remplacant dans (59) p et g, par leurs expressions respectives (60)

ct (58”), et cn remarquant grace a (52) que m, est aussi fonction de u,

on obtient une configuration projective de Vincensini (P,) déterminée par

I’équation

d tgh

du

Mais, ce qu’il y a lieu de noter plus particuliérement c’est la propriété

suivant laquelle toutes les congruences de la configuration (P,) sont des
congruences du type (o). En effet 2 8 étant la distance focale on a

=2mtgh + m’ -1

[viy v2] cos® & + [v®,vi] sin2 8 = 0,
d’olt en vertu de (58
I
q.
et les foyers F du rayon R. = {ZO Za} ont pour expressions

2

Y

tg

yﬂ =q,2,+12,, yF,=¢q,Z2,— — 117, (y* = q2, + I2).

La différentiation de ces expressions donne, eu égard a (38) et (58’),
(59) et (60)

Y dF —_qZ‘D 3 + 1IN’ 2) (lza'_qlzs) + q, (ml:;h-lm%) (qlzz + lZl),
=(—quoy T Iro"y) (12 + q, Z,) + q, (0¥ + 1 0?,) (g:Z2,—12Z,),
ou l'on a posé
1
A= Y— {p: (1 — 1) cos?29—m, q, q,cos § —q,cos § — (1 + I*) mqu} .
En passant aux pfaffiens o,, 0, des développables donnés par (11) et en
notant par @, 'angle du réseau focal sur la surface (F;), on obtient & partir
de (61)

(61)

. R / N—gq,)* +4q° QG — N j o
dF, dF,> = (o0, E
< 1 1> (01,0,) [\ Q% — A\ (g, + A)2 / ( Wy
f@ N g \

\
<dF, dF,> = (op0,) | 4 [o]),
) QP — AN (/\—(I22+4Q1/1 K )

et 'on a bien
q, — *

cos d)‘ = —_—m
V0 — q.)'+4q,

= cos d, ,
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ce qui démontre la propriété annoncée. Il importe toutefois de remarquer
que les congruences (o) ne sont plus d angle constant, et cela tient au
fait que le tétraédre attaché aux rayons {Z0 Zs} n’est plus un tétraedre
de CLIFFORD.

En effet on trouve que le copoint Z,* de Z; a pour expression

47, =q,2Z,—q,Z, (¢ = q* + q°2),
d’ou I'on déduit moyennant (58), (58’) et (58”).

» 4.2, +9.2)

62 d Zi =S u,
(62) : : 7

tqo, 2,,

ou l'on a posé
_ (=)@ =) —-lg-a+m)a-10

q

S
D’autre part on peut écrire

(62) i2=0, L:2192) ;’ 92) _(1+¢)02,;

par un procédé déja utilisé on montre a partir de (62) et (62") que la
surface (Z;) (qui est visiblement minimale) n’est plus une surface de
CLIFFORD, et I’assertion faite plus haut est ainsi prouvée.

On a ainsi trouvé une nouvelle propriété des surfaces de CLIFFORD
(jouant comme I’on sait un rdle particuliéerement important dans l’espace
P:,) qui peut s’énoncer comme il suit : Toute surface de Clifford posséde
un réseau conjugué (nécessairement a invariante égaux), qui est le réseau
moyen d’une configuration projective de Vincensini, formée par des
congruences C.T. possédant en outre les caractéres W et (o). Ce résultat
se compléte par la proposition plus générale suivante : En imposant a une
congruence C.T. W, le caractére (o) d angle constant, on obtient une
congruence déterminée par un systéme linéaire de Pfaff complétement
intégrale et dépendant de 5 constantes arbitaires. Le tétraédre rectangle ©
attaché aux rayons de cette derniére congruence est un tétraédre de Clif-
ford, et les copoints des sommets de ce tétraédre déterminent un second
tétraédre de Clifford inscrit dans le précédent.

Les 8 surfaces de Clifford ainsi mises en évidence déterminent 8 confi-
gurations projectives de Vincensini jouissant de la propriété précédemment
énoncée.
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