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Sur les représentations de degré fini
du groupe spécial unitaire et du groupe
spécial linéaire
par Albert CRUMEYROLLE

INTRODUCT10ON

Il est bien connu (1) qu’il exisle un homomorphisme 6§ du groupe spécial
unitaire SU (2, C) sur le groupe spécial orthogonal SO (3, R), et que le noyau
de 6 se compose de l'application identique et de son opposée. Munissant ces
groupes de leurs topologies usuelles d’espaces métriques (SU (2, C), 6) est un
revétement d’ordre 2 de SO (3, R) : comme SU (2, C) est simplemen' connexe
le revétement obtenu est le revétement universel de SO (3. R). Celte remarque
conduit naturellement a étudier toutes les représentations de SU (2, C), au
lieu d’étudier celles de SO (3, R).

Nous bornant ici aux représenlations de degré fini, nous étudions par une
nouvelle méthode certaines représentations de SU (2, C) : cette méthode s'étend
sans modification essentielle 4 de nombreux groupes et en particulier au
groupe linéaire spécial SL (2, C), revétement universel du groupe de LoRENTZ
restreint L, (4, R),

1. — REPRESENTATIONS DU GROUPE SPECIAL UNITAIRE.

Les représentatlions que nous considérons d’abord s’entendent dans des
espaces vectoriels de dimension finie sur C. SU (2, C) est compact et toute
représentation de degré fini de ce groupe est semi-simple (1), nous nous bor-
nons donc & considérer des représcntations irréductibles du groupe SU (2, C).

Considérons I’algebre syméirique \/ (E) de I'espace E = C, \p/ (E) désigne
'ensemble des éléments homogénes de degré p, qui constitue un espace de
dimension (p + 1) selon la formule :

(p+n-1)!
pl(n —1)!

obtient toutes les dimensions finies.
(e, ¢,) désigne une base de E = C:, trivialement orthonormée. et (e;, \/ e, . ..

dim \,/) (E)= (dim E = n) ; faisant varier p on

. 3 . s p . .
Vee,), 1 <i, <, ... i <2, labase correspondante de \/ (E), muni lui-
méme de sa structure canonique d’espace hermitien.



132 A. CRUMEYROLLE

Posons : \7 W@, Ve, ... Vx)=u(x)\Vu)...... V u(x,) pour u

€ SU (2, C) et x,, x, ... x, appartenant & E, puis étendons par linéarité la
P
définition de \/ (u) aux éléments non décomposables de {/ (E). {/ (u) estun
. . p .
isomorphisme de \/ (E)e comme {/ (uov) == (\’} u) o (\7 v), application
» ‘
¢: u—\/ (u) est une représentation linéaire de degré (p+1) de SU (2, C)
(puissance symétrique p iéme),
On sait que u est diagonalisable en repéres orthonormés et que si
u(ei)::iei(i:1’2)(':-cl:I::l'_—l’t-::Cl) alors :
P
Vule,\ .... \/eip):Ci, Lo -0 G, Voe, /ool \/e,.p
de sorte que \7 u se trouve diagonalisée dans le repére correspondant de \7 E

et ses valeurs propres sont les (p+1) produits Z, {, ... .. ¢, \/pu est uni-
taire et le noyau de o, facile & déterminer, se réduit a 'identité si p est impair,
a I'identité et a son opposé si p est pair ; le noyau de ¢ est discret de sorte que
¢ est un revétement, il est facile d’en tirer des conclusions pour les représen-
tations de SO (3, R).

La représentation ¢ esl irréductible.

p
Soit E' un sous-espace =0 de \/ E, invariant par tous les opérateurs de la
représentation. Prenons (e, e,) orthonormé dans E et désignons par (e, ).

p
pour abréger, le repére correspondant de \/ E.
Lemme 1. — E' est engendré librement par certains vecteurs du repére (e.).
. I3 p
Prenons u, diagonalisée dans (e, e,) telle que les valeurs propres de (\/ u,)
soient toutes distinctes, ce qui est réalisé si {,/{, n’est pas uneracine de I'unité;
. . 4 \ 1. .
si x € E’ est vecteur propre de la restriction v de \/ u, 4 E', il est aussi vecteur

P
propre de (\/ u,) dans E avec la méme valeur propre : les sous-espaces propres
de v dans E' sont donc de dimension 1 et s'identifient a certains sous-espaces

propres de (\’7 u,).
p
Lemme 2.— E' contient:e, \/ e, ... \/ e,=(\/ e)

Prenons u, € SU (2, C) de matrice | @', || dans (e,, e,) telle que a', a', 20,
c’est-a-dire un élément de SU (2. C) qui ne commute pas avec u, et de trace

p P
non nulle. (\/ u,) (e, \/ ... \V ¢,))=a', ... a';, (\/ e,), modulo des termes ne
P P
contenant pas (\/ e,) ; donc d’apres le lemme 1, E' contient (\/ e,) puisque a*;,
. a'i’, # 0.

Lemme 3.— E' contient un vecteur dont les composanles dans le repére (e, )
sont toutes différentes de 0,

Avec les notations du lemme 2, a*, a', = — a', @', = ()
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(\p/ u,) (\p/ e)y=at .. alr.(e \/ ... \/¢,) (avec sommationenk, k,. ... k,

my my
de 1 4 2); le ccefficient de (\/ e,) \/ (\/e,) (avec n,+n, =p)est C," (a')"s (a?)"
== 0.

Donc E' = E et le résultat est établi.

Ce résultat peut aisément se généraliser : soit E un espace vectoriel de
dimension n sur un corps K commutatif de caractéristique nulle, A un sous-
ensemble de< (E);soit B={s )=/ (u) € ¢ (VE):u e A|

1° Si A contient v,, diagonalisable dans un repére (e;), telle que les valeurs
propres de ¢ (u,) soient au nombre de n et toutes distincles,

2 Si A contient u, de matrice || @', || telle que @', % 0,i =1, 2... n, dans le
repére qui diagonalise u,,

alors l’ensemble des transformations B est irréductible. Ce théoréme
s’applique au groupe SU (n, C).

Il suffit de choisir u, de valeurs propres e'sx (k =1, 2 ..., n—1)

k
"‘.l = (ﬁ> , = transcendant, et u, tel que u, (e,)= f.. [, étant un vecleur
Z ™ 2 T 2 kL
unitaire dont les composantes dans (e;) sont toutes différentes de 0.

Il est alors évident que la restriction de ¢ a tout sous-groupe de SU (n, C)
qui contient u, et u, est irréductible. Dans le cas oi n = 2, ce sous-groupe est
parlout dense dans SU (2, C), comme on peut facilement I'établir. On sait
aussi (3) que pour n = 2 toute représentation continue de degré p du groupe
spécial unitaire et équivalente & la représentation ¢ : ce résultat peut s’établir
par la théorie des caractéres ou par la considération de I'algébre de Lie du
groupe(2).

Nous allons précisément déduire de I'étude précédente des résullats sur
I'algébre de Lie de SU (2, C). ; étant un homomorphisme continu de SU (2, C)
dans GL (\7 C*) de noyau discret d;est unisomorphismeentre I'algebre de Lie
de SU (2, C) et I'algébre de Lie de ¢ [SU (2. C)) = G/, algébre de dimension 3
sur R.

Les trois éléments

. cost/2 isint/2 . || costj2 —sint2

u () = isin#/2 cosi2 l P )= sin [/2  cos {/2 “
eil/, 0 \

u, (t) - 0 e s ‘l

qui appartiennent & un voisinage de I'identité définissent une base de I'alge-
bre de Lie de G' :

4

U3=idiag(§, Bt =

N
~_



134 A. CRUMEYROLLE

On pose usuellement p == 2 k et k est le poids de la représentation.
De méme comme :

I3 )
NVu)® "\ e =a .... ajm als ... afe (e, \/ ... \/ e, )\
eV oo Ve,
n n "'t ny— ne -4 I’,' n 1 n_—1i
Ua(exivezz):—(el \/C! ')#—2—(011‘ \/ee2 )

2
n; .0 ) .
(n, + n,=pel \/ (e) =e") 0 :2 ,’:‘ EZ ( (n, et n, entiers
De la méme mauniére :

n " lll no—q n_-i1 '11 "o Ny
U,(e,a\/e,z)::?(e‘i \/922 )_Tz—(e: \/egz )
Si nous définissons H="U, + iU, K= U, — i U,, il vient :

H (e.n‘ \/ e!"2): i II‘ (e.ulr~1 \/ e5"2+1)
K (e‘n1 \/ eenz) — i ng (e‘u‘l-vl \/ ‘)’ngml)

Puis en normant les vecteurs du repeére ( e, ) et définissant ainsi la base

! 1/a
fn“ ne =— 'p_> (8’"1 \/ 91"2)

n, !n,!
H (f"n’ "2) - i I"a (": + I)JI/, (fn —An_ i) si ni > 0
=0sin =0
K (fo,e n) =1 [n, (n, + 1)] /2 (e sin, >0
=0sin, =0
. . . (n, — n, .
U (i =i P8 g
Il. — REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES DE DEGRE FINI DE Sl. 2.0

Considérons I'espace F = (\’7 (9] (‘(l/ C*) de dimension (m+1, (n+1), ce
nombre pouvant prendre par un choix convenable de m et n ioute valeur
enli¢re positive. (e, e,) étant une base orthonormce de (’, la b se correspon-
dant de F :

e,V ... e,) ®ej, \/ ... \/ e, )ou: TCL < 0, <2t 1K), <.
K Jw XX 2, sera notée en abrégé (e, ), ® (es),

Posons pour u € SL (2, C): ;1—(5) =u(x), u € SL (2, C). puis :

VuyeVmVe eV =w)V. .V a@)ew@,. V.. Vu@,.,)
z,x, ...z, , € C" etétendons celte application par linéarilé a F tout entier

m [ —
¢()=(V u) ® \/ u) est un endomorphisme de F, de plus s est un homomor-
phis ne de gioupe car, selon un résultat classique :

m n m n m [ —
c(ony=\/(uov)g/ (uov)y=(\/uo Voye (Vuo\ v)
=V ue \/71) o(Vve \/1‘)‘,) =z (uyo:(v)
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Si u est choisie diagonale dans le repére (e, e,) et de valeurs propres J,, %,
avec{ ,=1,0ona:
i'; (‘“‘) ({:ea )m ® (:Bg,)") - :ia :il e :im Z‘jt st Zjn(ea )m ® (eﬁ)u
de sorte que ; (u) est diagonale dans le 1epére correspondant a (e,. e,) et que
les valeurs propres de o (u) sont de la forme :

- — n i(n—m m —2n
r z(m1 |-n’) {(m-—~+-n) 61( gt 1):;

si 'on 'pose 1 ¢, = re'". m_ et n, étant des entiers variant respectivement de 0 a
m et de 0 a n inclus.
Ces valeurs propres ne sont pas toutes de module 1 quand r = 1 de sorte

que ¢ (u) n’est pas unitaire,
La méthode donnée pour le groupe SU (2, C) montre presque immeédiate-
ment que la représentation u — ¢ (u) est irréductible; en se reportant au I on

voil que le lemme 1 s"applique ici en choisissant r == 1 etf— irrationnel. quant

p m
aux lemmes 2 et 3 ils sonl valables en remplacant simplement \/ (e,) par \/e,

® Ve,

Toutes les représentations irréductibles de degré fini de SL (2. C) sont
équivalentes a ; (3). En effel le raisonnement classique (2) (3) sur I'algébre de
Lie de SU (2, C) est encore valable icl, car I'algébre de Lie de SL (2, C) admet
sur C la base E, F, H formée par les trois éléments :

10 1 0 1 0 I

! | o= : _ < ! :H

1o ol ol =¥1o.1]
tels que : |E, F] = H, [H E| = 2E, [H, Fi = — 2F

Il est donc inutile, de donner de celte irréductibilité une demonstration
nouvelle.

L’algeébre de Lie de SL (2, C), munie de sa struclure d’espace vecloriel sur R
est isomorphe a celle de L, (4, R) (3) et les sous-groupes a un paraméire qui
correspondent a des rotations de Lorentz dans les plans de coordonnées du
repére de I'espace de MINKOWSKI sont :

u, (). u, (t) etu,(t),dela méme forme que plus haut, et :

cht/2 sht/2]
sht/2 chit2|’

e 'l 0
0 e~

0, () =

[):

l'ch tj2 i sht2

1sht20ht/2 > Uall)=

|

‘d’out I'on déduit aistment 6 matrices linéairement indépendantes sur R
constituant une base sur R de I'algébre de Lie de SL (2, C).

Posant : H, = ‘% ¢ (u, (1) g il vient : .

) t=o

H, =i dmg( + m, - _’.‘:). L
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m+ n
D)

-

Ainsi les valeurs propres de H, sont comprises entre ‘ o ;— B et

IT est sans difficulté de calculer les matrices qui correspondent a u,, u,, v,, v,
v,. Pour les résultats numériques on pourra consulter le livre de NaiMark (3).

III. — IRREDUCTIBILITE DE CERTAINES REPRESENTATIONS DE SL (p, C)

p étant maintenant un entier naturel supérieur a 2, établissons le théoréme
suivant :

Les représentations ¢ : u — (\'\n/ u) ® ({l/ u) ot u € SL (p. C)sont irréductibles.
Choisissons u diagonalisée et soient{,=r, €* (x =1,2 ... p) les valeurs
propres de u, (r,Xr, X ... r,=1, ¢,+9,+ ... ,=0, alors on voit aisé-
ment que les valeurs propres de ¢ (u) sont données par

T U et L) %

Il reGetke—i,—k) e 7

a=1

a=p—1{

( 4 un ceefficient multiplicatif constant preés)

ou les k4, j, sont des entiers positifs ou nuls, tels que :
ki+...k,=m;j +j,+...j,=netlo=koa—ja

Nous poserons g =t, + I, + ... 21+ ... I,

4 /o \e
Choisissons —* transcendant et & — ‘—'> s =12 ... p—1), avecr,
2n 2% \271' (@ F ) !

r, ... r,, entiers, distincts et premiers.

Alors toutes les valeurs propres de : (u) sont distinctes. En effet, on a avec
des notations évidentes, si deux valeurs propres sont égales :

a=p—1
N 0o —2a)ga =0 (mod2x)
a=1

Siles (Aa — 4" o) ne sont pas tous nuls :

a=p—1
2 G —3'a) (;—;)a =0 (mod 1), ce qui est impossible ; donc
a =1

les Az — X'« sont tous nuls, mais cela entraine I, = I'y, o =1,2... p — 1 puis

en sommant del a (p-1)[, =I',. Comparant les modules nous avons aussi
dans la méme hypothése et en posant :

ja + ke ——ip_’k,,zsa
s s S ar st 1
r’s X rbs x ...rl;__}_ r’sxor’: X ...r’zj
ce qui entraine que :

Sq =58% ,2a=1,2 ... (p— 1) puis en sommantdel 4 (p — 1)
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I, +k,=j,+F, et finalement :
ke=Fke¢, jo=j" «=1,2...p

Ainsi on peut appliquer le lemme | du n° I et en ce qui concerne les lemmes
2et 3il n'y a qu’a se reporter a ce que l'on a dit pour SU (n, C) et SL (2, C):
les modificalions sont insignifiantes.
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