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Relations d’équivalence principales
en théorie des demi-groupes

INTRODUCTION

Dans un demi-groupe D, les relations d'équivalence principa-
les 4 gauche ou i droite introduites par P. Dﬁbreil, bilatéres introduites par -
R. C‘roislot, sont liées trés directement & l'opération du demi-groupe. Le point
de départ de ce travail est 1'étude des relations d'un type analogue, définies
dans D [p], produit cardinal de p demi-groupes isomorphes & D, Plus précisé-
ment, considérons une partition de l'ensemble {1, 2, ..., n} en trois sous-
ensembles

- - ¥_ro¥ *
I {al’”"ap}" J {81,~-'9Bq}: J {8 1 e a8 Cg >

dont le premier I est non vide. Désignons par D¥1le demi-groupe obtenu en ad-

joignant & D un élément unité lDA* .
X ~ , . [r]
SmentA—[al, ce+s @, «v. , & | un élément de D ,
1 p

X = [x xj, e xq} un élément de D[q.] ,

U= [ul, cees ujix:, cees u&ﬂ un élément de D;"[q*j .

1, e o e 9

Nous représentons par AK [X, U]l*élément Yyeeo yn de D dé-

fini de la maniére suivante :

V) =2, pourk= uié_ I,
=x_, our k=g € J

Vi =X . P BJE ,
= -g¥ *

Vi uj*, pour k —Bj*€ J*,

Soit H un complexe de D ; si A est un élément de D[p] , la re~
lation AK [X, U] € H peut étre considérée comme une équation d'inconnues

X et U. Deux éléments A et B de D (F] sont congrus mod. RII{{ si et seulement

si les deux équations AK (X, U] € Het B [X, U]€H admettent les mémes

solutions.



Le nombre entier positif p et le complexe H étant donnés, il

existe plusieurs relations de la forme RI; opérant dans D [p] ; leur ensemble

est 1'image par une application isotone d'un interdemitreillis complet. Il existe
]
en particulier, une relation RI; plus fine que les autres, celle qui correspond

a la partition K' de 1'ensemble { 1, 2, ... 2p+l} définie parI={2,4,...,2p},
J=9¢, JI*k= (1,3, ..., 2p+1} .
Dans le premier chapitre qui est principalement consacré a

1'étude générale des RII<-I’ nous définissons la notion de complexe K - fort. Soit

H un complexe du demi-groupe D ; H est K - fort si les conditions

AK[X, U] € H, BK [X, U] eH, Ay [Y, V] € H impliquent
B [Y, V]e H.

Lorsque p est égal 4 1, K est représenté d'une maniére plus
suggestive par un couple (r,s) d'entiers supérieurs ou égaux a - 1 ; r est le
nombre d'éléments de J qui précédent 1'unique élément o de I (r =- I si «
est précédé par un élément de J*) s est le nombre d'éléments de J qui suivent
a (s =-1si a est suivi par un élément de J¥*), Avec ces notations, la relation

K
d'équivalence R _. la plus fine, définie dans D, correspond au couple (-1, -1) ;

H
les relations correspondant 4 (-1,0) et (O,-1) sont également importantes. La
notion de complexe K - fort permet de préciser certaines propriétés ; par exem-
ple, soit H un complexe bilatérement fort ; alors toute classe mod R' différente

du résidu Wh est un complexe (-1,-1) - fort ; si H est un complexe bilatére-
ment parfait, la classe K mod. R'H qui le contient est le plus petit complexe

(-1,-1) - fort engendré par H. Pour un sous-demi-groupe, le fait d'étre fort
ou unitaire, ou K - fort sont des propriétés étroitement liées ; en effet, une
condition nécessaire et suffisante pour qu'un sous-demi-groupe soit (O, ~-1)

- fort est qu'il soit fort et unitaire i droite.



Le cas ou p est égal 4 1 est évidemment le ’plus important,
mais la premiére partie du chapitre II montre 1'intérét qu'il y a & passer cons-

(]

'tamment de DabD par exemple. Nous voyons ainsi que les complexes dits
semi-forts donnent pour les relations correspondantes des propriétés analogues
4 celles obtenues avec les complexes forts.

Dans la suite de ce chapitre, nous continuons 1'étude des com-
plexes liés aux relations RIEI” Un complexe H est homomorphique [resp. homo-
morphique a droite] s'il existe une relation d?éq‘uivalence réguliére [resp.
réguliére a droite] admettant H comme- classe d"équivalence ; dans ce cas, H

("lz'l (

est une classe mod. R, .-l 7. Tout complexe (-1,-1) fort

) -
resp: R
L P H

est hémomorphique. Nous donnons également certains théorémes de structure,
par exemple :
Pour un demi-groupe D, les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Tout sous-demi-groupe de D est (O0,~1) -~ fort,

b) Tout sous~demi~groupe de D est unitaire i droite,

c) D est isomorphe au produit direct d'un zéro-demi-groupe

a gauche par un groupe périodique.

B Le K ~ résidu WIIi d'un complexe H est I'ensemble des élé-
ments A de D Pl tels que 1'équation A [X,U] € H soit sans solutions.
K
O, -1 s 52 ~ . : s 32 S
WH( ) est un idéal a droite, inversement, un idéal a droite propre quelcon-

que est le (O,~-1) - résidu d'au moins un complexe H, Ceci permet d'étendre
aux idéaux quelconques certains résultats de la thése de P, Lefebvre concer-
nant les idéaux fortement larges,

Un hbmomorphisme ¢ d'un demi~groupe D sur un groupe G
avec ou sans zéro est déterminé par l'image réciproque tpnl(e) de 1'élément
unité e de G. Cette image réciproque est un sous-demi-groupe réflectif et uni-
taire de D. Plus généralement, considérons un homomorphisme \p de D sur un
demi-groupe E ayant un élément unité a droite e, Y _1(e) est un complexe homo-
morphique particulier de D appelé sous-demi-groupe Ud - homomorphique ou

plus briévement Ud -h [U - h si e est un élément unité bilatére J Inversement,



R(-l, —1)

S est un demi-

si S est un sous-demi-groupe U, - h [resp. U - h:[ , D |

d
groupe admettant la classe formée par S comme élément unité i droite “[resp.
bilatére] .

Dans le chapitre III, pour préciser les propriétés de ces sous-
demi-groupes, nous sommes d'abord amenés i étudier les demi-groupes ayant
des éléments neutres. Nous obtenons des théorémes de décomposition. Un demi-
groupe D ayant un élément unité a4 droite e est l1a somme de cinq sous-demi-
groupes G, A', B', B", C. Par exemple G est le sous-groupe maximum de D
admettant e comme élément unité. Les éléments grossissants, introduits par
E.S.Ljapin, permettent de préciser la nature de B", qui est 1'ensemble des
€léments grossissants a4 droite de D. Nous pouvons alors poursuivre la décom-
position, en faisant intervenir l'ensemble E des éléments neutres i droite. En

particulier, si D est périodique, D est égala £ G + C ou les sous-demi-
e EE

groupes Ge sont des groupes isomorphes qui vérifient la loi de multiplication

suivante : ¥e, f € E, G, G =G ;siCn'estpas vide, c'est 1'idéal bi-
e

latére maximum de D,

Ces décompositions permettent d'obtenir certaines propriétés
pour les demi-groupes quelconques :

Si S est un sous-demi-groupe U - h de D et si SW est contenu

dans WS (ou si WS < SW), S est réflectif, unitaire et équirésiduel.

Dans un demi-groupe périodique, une condition nécessaire et
suffisante pour qu'un sous-demi-groupe soit U - h est qu'il soit réflectif et uni-
taire.

Un demi-groupe est dit U - simple s'il contient un élément
(_19 -1)
€}

groupe U - simple particulier. Si ¢ est un homomorphisme d'un demi-groupe

unité e et si R est 1'égalité. Un groupe avec ou sans zéro est un demi-

quelconque D sur un demi-groupe U - simple E d'élément unité e, est com-~-

< . . . . -1 ‘
plétement déterminé par la connaissance du sous-demi-groupe Y (e).



Signalons encore le résultat suivant :

Tout demi-groupe U - simple holomorphe 4 un idéal bilatére d'un demi-groupe
D est holomorphe 4 D,

Jde tiens 4 exprimer ici toute ma reconnaissance & M, P, Du-
breil qui a bien voulu me faire 1'honneur de présider le jury de ma thése. Ses
encouragements m'ont été d'un trés grand secours pendant toute la durée de
mes recherches. Je suis également trés heureux de remercier M. R. Croisot,
rapporteur de cette thése, pour les précieux conseils qu'il m'a donnés pendant

« sa rédaction. M, le Professeur Deheuvels a bien voulu s'intéresser 4 mon tra-

()
vail et me donner un second sujet ; je l'en remercie trés vivement,
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CHAPITRE 1

DEFINITIONS ET PROPRIETES DES EQUIVALENCES PRINCIPALES DANS D[p]

1) Définition des R

D représente, sauf mention du contraire, un demi-groupe quel-
conque. Pour le_s notions fondamentales sur les demi-groupes, nous renvoyons
au chapitre V de 1'algébre de Paul Dubreil (10), au livre de E.S. Ljapin (22), ou
au livre de A,H. Clifford et G.B. Preston (4).

Nous désignerons par D* 1e demi-groupe obtenu en adjoignant

a4 D un élément Ipx ok ¢ D) et en posant par définition :

Va € D ; 1l g.a=2a . I yg=a, e 1 .. 1

D*

Décomposons l'ensemble des n premiers nombres entiers

=1

D* D¥* D*

{1, 2, ..., n} entrois sous-ensembles disjoints :

= ’ = *: ¥ *
I {0-1""0:0-1)}’ J {81"0-3 Bq} ’ J {Bl"": qu_}

Nous avons p + q +'q® = n, nous supposerons de plus p # O. L'ensemble

{1, 2,..., n} muni de cette partition sera désigné par K.

Soient : A = [a seeeey A yeeee, A ] un élément deD[p] ,
1 i p.

X = [xl-,... . xj,...., xq] un élément de D (d] ,

) lement de p* (4*]

U = [ul,....,uj*,...,u(d un élément de D .

Nous représenterons par AK [X, U] le mondéme Y¥g roree ¥y défini de la ma-
niére suivante : yk=ai , si k€ Ietsi k=aj ; yk-—-x,, si k€J

etsi k=8, ;y =ug, sikeé J¥ et si k =B*j*'
Si H est un complexe de D, et si A est un élément fixé de D [p] , nous

considérerons AK [X s U] € H comme une équation d'inconnues X, U,

Nous dirons que deux équations de ce type sont équivalentes relativement

%*
a4 un domaine Q@ & D Ldl x D¥ [q ] si et seulement si elles admettent les

mémes solutions dans ¢.
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Définition 1.1. - Deux éléments A et B de D (r] sont congrus

mod. R , A =

K
o H

K , . . .
B (Q RH) , 8i et seulement si les équations AK EX, U]

¢
€ H, BK [X, U] € H sont équivalentes relativement & g .

RH est évidemment.une relation d'équivalence dans D [p] Lorsque Q est
1Y)

2 N > ¥ K
égal a D Lal X D"‘%-['q ‘]nous écrivons RH au lieu de QRIEI'

Remarque 1.1. - Si J et J sont vides, AK {X, U_] représente le produit

Poreeees a ol A=fa,a,......, ap] .S8iB= [bl, byreens, bp] ,
A =B (RIEI) si et seulement si les deux produits a a2' R blbz.. P o)
appartiennent tous les deux & H, ou tous les deux a D - H.

*
Exemples : Prenons Q =D [a] x D¥ [q ] :

si Kaun élément, K

I

I= {1}, asb(Ri){:}aGHethH, oua€é€D -H
etb€ D~-H

~ K
K:((ﬁ.,az), A —<a13 az), B—(bl, bz)’ A = B(RH) @
- b - -
alazc H et b1 2G_H, ou alazeD H et b1b2€D H.
K= (al, Bl), le{ = RH (équivalence principale & droite(7))

, K )
Si Ka 2 éléments { K= (a ,6*) , R _. sera notée op_.
P 1°71 H

H
: K
= = R A i i i 3 .
K (Bl, al) » R H-H (équivalence principale & gauche)
K = (B’f,al) , RK sera notée

1 Gl

Lorsque K a trois éléments nous avons par exemple :

si K= (81, K 62) , RK = R'H (équivalence principale bilatére (6)),

H
K
H

H

.

i = * * 4 L
si K= (87> a»8%) , R sera notée 'y

Ces exemples montrent que nous pouvons donner aux
o

ces principales dans D (] .

K
RH le nom d'équivalen-
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2) Relations d'ordre dans l'ensemble des QR

A) H et K fixes.

Considérons deux domaines © et Q' inclus dans D[q]x D* [qﬂ

K K K g
& o entrafne _R R, ; en effet, si A zB(Q,RH), les

La relation o & oty o H

équations AK [X, U] € H et BK [X, U] € H sont équivalentes relativement a
' et donc a fortiori relativement & Q ;d'olt A =B ( QR ).

Soit (Qi) une famille quelconque de parties de

i€l
- . [o*
D[q]x D*"[Ql J Posons @ =) q eta = ,U Q., nous avons
iel 1 i€el 1
A K _ K , V K K
AN QiRH ARH et si Q#é’iEIQiRH < aRy
olt A (resp.V ) désigne l'intersection (resp. 1'union) dans le treillis des rela-
tions d'équivalence de D (o .
Eneffet, Vi€I, o eq ¢ a don, Vi €1 r¥ >, rRX > g%
s s L0 L > » QB H i H A H 0
ce qui entrafne vV RK N RK et N RK > RK .
iel & TH 2% g i€e1%i "H 7 AT H

Mais d'autre part, si Vi€lI, Az B (QiRIf{) etsia, [x, 0]l € n

est vérifiée pour un élément [X, U] de 4, il existe un indice £ de I avec

x, u] € «

"

g » 1a relation A = B (g, RI;) entrafne B, [x, u] € H. Par

symétrie, on en déduit A = B (, R H)-

*
Par la suite, nous nous limiterons au cas oi Q= D L] x D¥ [q ], d'aprés ce qui

précede, c'est ce domaine qui donne les relations d'équivalence les plus fines.

.

(g%
B)a=D La] x D¥* C ], H fixe, puissance de I fixe.

a) Si, dans K, il y a entre deux éléments consé-

cutifs o i’ a.

d -~ 2 2 2 P
i+1 de I (ou avant o > OU aprés °p) des éléments de J et des éléments

de J*, on peut supprimer ces derniers sans modifier la relation d'équivalence

K
RH. En effet, soit Bi* un élément de J ¥ compris entre o et o (41’ supposons
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¥
By

précédé par un élément By de J. Soit K' l'ensemble obtenu a partir de
. * . <
K en supprimant Br . A 1xsurvz, ou v, et v_ sont deux

K X, U] s'écrit v Let v,

mondmes, (X = [xl,,,‘.,xs,.....,xq] , U=[u1,....,ur,-...,,uq;]).

Appelons X' 1'élément de D la] déduit de X en remplacant X, par xsur , U'l'é-
2 * [q*- 1] P . : .
lément de D déduit de U en supprimant la composante de rang r ; alors
.
Ay [x, U] = Ag, [x', U'] . Inversement, X' € D a] et U'€ D""E1 1] étant

*
donnés, prenons pour U 1'élément de D’i&[QI ]déduit de U' en conservant les r - 1
premiéres composantes, en décalant les autres d'un rang et en prenant 1D*'

comme r © °° composante. Alors A, [x', U1 = Al [X', u] . Maintenant, si

A et B sont deux éléments de D (e] congrus mod. RII{{ et si AK' [X', U] e H,

d'aprés la construction précédente, il existe X et U avec AK [x, U] = AK' x',ul
et B [x, u] = B (xr, ul.A:=B (RIEI) donne B (X, U] €H et par suite

Kl 1 Kl
A EB(RH), De méme A EB(RII{{)donneA'_-' B(RI;I) ;d'oﬁRK =R __.

H H On a

la méme démonstration si sl’f est non pas précédé mais suivi par un élément

de J. En répétant le raisonnement précédent on peut donc supprimer tous les

29 2 * .
€éléments de J* compris entre o et HE

b) Si, dans K, entre deux éléments consécutifs

wioa0gLg de Iil y a des éléments de J ¥ (d'aprés le a) on peut supposer qu'il

n'y en a pas de J), on ne modifie pas RII<—I

1'annuler. Démonstration analogue a celle de a).

en faisant varier leur nombre sans

Par la suite, nous supposerons donc qu'entre deux éléments
consécutifs de I (ou avant o ou apreés a p) il y 2 au maximum un élément de
J* . et que s'il y a des éléments de J alors il n'y en a pas de J*, On a donc
q* < p+1.

Dans ce qui suit, K désignera une partition Iu J uJ * de 1'en-

semble {1,2,...,n} , K'une partition I' U J' U J'¥ de 1'ensemble {1,2,.. '},
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on suppose que les deux sous-ensembles I et I' ont le m&me nombre p d'éléments.

Par hypothése, 1'écriture q.

+1 . -f. .
> . signifiera que :
i+1 o g q

pouri=1,2,...., p-1, les deux éléments LS de I ne sont pas consécutifs;

i+l

pour i = O, 1'élément oy de I est plus grand que 1 ;

pour i = p, 1'élément ap de I est plus petit que n.

c) Supposons que, pour un i, nous ayons s éléments

* o 0 o d : 6 8 '
8., ,B . e J entre o, et %1 dans K et r éléments g o B'j

i) j+s-1 i '+r-1

de J' entre di et °"i+1 dans K' avec r > S ; supposons de plus que K et K!

soient identiques avant o et aprés o,

i+ X = 1 1 1
j41- Soit X [xl,..., Xl eees qu] un

1
élément de D [q ] , alors, si nous posons X = [x .« xq], avec xi = x'i pour

1’

. R C . — ' _
1<y, x; xq'-q+i pour i > j et xj xj""xj+r-s , hous avons AK [X, U] =

A, (x', u] .

d) Supposons que nous ayons entre @ et @ q
un élément B*j* de J ¥ dans K,les autres hypothéses de c) étant conservées avec

'* - * - i = =
r >1.,0Onagq q 1. A partir de X! [x'l,...., x'q,] et de 1'{' [u'l,....,
1 i - = .
uq,* ],construlsons X = [xl, sees xq] et U= [ul, ceeeey uq] en posant :

xlej sij <j' s xj=x'j+r si j >3 ;

u,=u'j sij <j* , u,.=x",.....x", u.=u'j_ si j > j* ;

alors, AK [X, U] :AK' [X', u'] .

e) Supposons maintenant que, dans K', on ait

a' = “'i + 1 (ce qui signifie : pour i = O, qf

i+1 =1 ; pouri =p, a'p =n), les

1

autres hypothéses de d) étant conservées. A partir de U' = [u'l, ceeey u'q,*]

construisons U = [ul yees uq*] en posant uj = u'j sij < j*, uj,,, = ID*,
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=
I

' ij j % X = A X, U} .
i uj_1 sij > j* alors AK[,U] K'[’U]
f) Nous écrirons K ¢ K' si nous passons de K a
K' de la maniére suivante :
1) K et K' ont des sous-ensembles I et I' équipotents :

— ' — 1 1 . 1 .
I {al,....,ai,....,a } . | {a prrees 0l ,ap}

: - 1 — 1 . 1
2) si LI —ui+1 dans K, a's 11 ai+1dansK.

3) si entre o et o,

41 il y a s éléments de J dans K, alors

dans K', il y a r éléments de J' entre a'i et o,

a r .
i+l vec ; s

4) si entre o et P il y a un élément de J* dans K, aucune
condition n'est imposée 4 K!' entrem'i et a'i+1'
Pour p fixé, la relation < est une relation d'ordre dans 1'en-

semble K des K qui ont-un sous-ensemble I de puissance p.

K
Si nous avons les relations : K g¢K' , A =B (R H) ,

AK' [:X', U‘] € H, d'aprés c,d,e,f, il existe X € D[q] , UE D*[qﬂdvec
A [x, 0] =4, [x, v, B, [x, u] -8, [x, u']

- : K, . .
A %, U] €H etA =B (Ry,) impliquent B [X, Ul € Het B, [x', u']en.

' : K K!
Donc, pour tout complexe H, la condition K < K' entrafne RH < RH .

Théoréme 2.1.- p étant fixé, 1'ensemble des relations d'équi-

valence principales dans D (_p] , pour H donné, est 1'image, par une application
isotone, d'un inter-demi-treillis complet.

D'aprés ce qui précéde, il suffit de montrer que K est un inter-
demi-treillis complet pour la relation d'ordre définie dans f).

Soit Ki = Ii V] Ji (V) Ji*, i € I, une famille quelconque d'élé-

ments de K . K = . Q I Ki est obtenu de la maniére suivante :
i
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- si, entre deux éléments consécutifs de Ii ) a'i et a’i+1 , ilya r, éléments de

J. ,etsiViel , ri # O, on prend, dans K, r éléments de J entre g et
@i fa.vec r = inf. ri.
iel
. . i _ i _
-si,¥i €1, A °‘i+1’ on pose @ ai+1dans K,

- dans les autres cas, on met, dans K, un élément de J¥entre a et I
L'élément minimum de cet inter-demi-treillis est obtenu en
prenant J vide et J* formé de p+1 éléments, i cet élément correspond 1'équiva-

lence principale la plus fine.

Exemple p=1.

K est caractérisé par le nombre r d'éléments ded qui préce-
dent 1'unique élément de I et par le nombre s de ceux qui le suivent. Nous note-
rons K = (r,s). Si 1'élément de I est précédé fsuivi] par un élément de J*,

nous poserons r = -1 [s = - 1] .

K ={K} ={(r,s) ;ry»-1, s »-1} , avec comme relation d'ordre

2
"pourr#0, s#0; r <r', s gs'.
r=0, s#0; r'=0 , s gs'.
(r,s) £ @',s') & r# 0, s=0; r (r', s'=0

r=0, s=0; r'=0 , s'=0

Pourr 20, s >0 , r +s # 0O, nous retrouvons les relations étudiées

par J. Calais (1), (2), (3). Avec ces notations, Py correspond &4 (O, - 1),

q° a(-1,0), o'H a(-1,-1) ,9 'H est donc 1'équivalence principale la plus fine

définie dans D.

Revenons au cas général, p quelconque. K # K' n'entrafne pas

|
H* En particulier, supposons qu'il existe un nombre c tel que
c c+1

D =D ; alors, si, dans K, ilya c éléments de J entre o, et AT et si

5 K K!' .
on passe de K-4 K' en augmentant ce nombre, nous avons RH =R H En effet, si

toujours le{ # R
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) c s . 21 2
Xyeeoe X, est un élément de D~ ,VYr > O, il existe un élément VAEEEED SU de

&

+ c+ c +
de DT égal a4 x_... X, car p° - D 1 implique D = p°"*, Un élément X de

1

- ) .

D [qj étant donné, nous pouvons donc trouver un élément X' de D [a 1.]vériﬁant
K

. . K!
AK [X, UJ = AK' [X', U] . Le raisonnement fait dans f) donne RH < RH'

Mais K g K!', ce qui implique

K K! s K K!
RH < RH s d'ol RH

Théoréme 2.2.- Si y est le plus petit nombre tel que

K

pY =p Y * 1, alors, quel que soit le complexe H, le nombre de relations RH
+1

distinctes dans D est inférieur ou égal & N = (y + 2)p

Supposons d'abord 7% yide.
Soit Ai le nombre de K distincts, lorsque; Vie {O,1,...p} , le nombre d'élé-

ments de J compris entre ai et ai+1 est inférieur ou égal a r.

p

A, = 1.

A~ , si J contient un seul élément, nous avons p + 1 K distincts,

0
p
1

si J contient q éléments , (¢ ¢ p + 1) , nous avons ct

K distinets,
p+1

P_, ., Al d p+1 p+1 p+1
1 = = =
d'ou A1 1+Cp+1+'°"+Cp+1+""+cp+1 (1+1) 2

AIS) , 8i le nombre maximum d'éléments de J dans chaque case est inférieur ou

égal 4 s - 1 ,nous avons AIB)_ possibilités par définition,

1

-1 )
- si seule une case contient s éléments, il reste A:_ possi-

1

- 1
bilités pour les autres, soit donc au total Ars)_i . Cp_‘_1 cas distincts ;

-ilya Cg+1 possibilités de mettre s éléments dans q cases

distinctes, et chaque fois il reste Az:ql cas possibles, soit pour q < p,
pP-q q
As-l ' Cp+1

.
b
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- pour q = p, il reste chaque fois une case libre, c'est-a-dire

s cas. _
-1
PoaP 4P ! +o..+ AP Y + cP

Nous avons donc AS o1 co1° Cp+1"' AS_1 “Corr e s . p+1

p+1
+ Cp+1

p_ _ptl p.1 p+l-q _q p+l _ _p+l

CalculonsA2—2 + 2 Cp+1 ceeee + 2 Cp+1+°'°" +Cp+1 3

+1
Supposons que nous ayons, pour r <s et pour tout q, Ag = (r + l)q ; alors,

c? +....+ P!

p p+1 p .1 p+1-q
+ s
p+l p+1

A =s +s C + oeeeee

_ p+1
S p+1 = (s*1) ’

+1
Ce calcul est évidemment valable pour tout p. On a en particulier AI; = y+1)p .

D'apreés le résultat qui précéde 1'énoncé du théoréme 2.2. , N est obtenu en met-

tant au maximum vy éléments de J dans chaque case. Si J¥ n'est pas vide, lors-

r

qu'un élément de J* occupe une case, cette case ne peut contenir des éléments

F g
de J. Si J¥a g éléments, q < p, ona Cg+ possibilités pour les placer, et cha-

1

que fois il reste Ag-q cas distincts pour les éléments de J.
Pour q = p, il reste y + 1 cas. Donc au total nous avons
p p-1 1 P-q _q p p+1 p
N = =
Ay + A, Cp+1+.....+AY Cp+1+“”+(y+1)Cp+1+Cp+1 Ay+1

N = (y+2)P*!

Si D contient un élément unité e, alors u =1 » est équivalent
4 u = e. On peut donc supposer J¥ vide, comme D = D2, N=2 +1 .

Si D est commutatif, des monémes ne différant que par leur
ordre colncident, on peut grouper tous les éléments de I au début,onal'n -demi-
treillis suivant :

/7(1)

¥
@ & )\)(I,Bl)——) @ B By seeee —5(,ByoeesB )y,

+1
siDY=D 7Y , on a au plus v + 2 relations distinctes quel que soit p.
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Si D est commutatif et 2 un élément unité, il ne reste que
@, ﬂl) — ().
Exemple : p=1, vy =2, D non commutatif, N = 16 , les

2 . K
équivalences RH correspondent 2 1'N -demi-treillis suivant :

©,2) W5 B (2,0)
(-1,2) (0,1) (1,1 (1,0) : ,—1)
NSNS
(-1, 1) (o,f: =1,0) ,-1)
(-1,-1/7
K
3) Propriétés générales des RH
Lemme 3.1, -
Si S > Y +1et si (al,..., ai, aiu,..., ap) = (bl,..., bi" bi+1""’bp)
K
(RH)
alors, vV y, z € D¥,
_ K
(a‘...., aiy,zaiﬂ,..., ap) S (bl""’ biy, Za, oo bp) (RH).

De 1'hypothése i % 4+ 1 , résulte que a, est suivi par un élément Bj de

3 v It que a, . est précédé par un élément Bj‘ de J v J¥.

i+l
-~ Supposons j < j', alors d'aprés 2) B) B j et g § appartiennent a J.
20 00 9 9 0 o 0 ' 9 0 0 0y a9 ® 0 0o o g d ® 0 0y 9 U- -
(@, , 3.y, za, , ap)K [(x1 X, Xso xq) 1
e ] 30 00 90 0 0 .9 ® e 0y 9 00 vy yIJ'-D 1" -
(al’ s ai ai+1 s ap) K [(x1 , yx3 xj,z xq) ] e l'éga

lité analogue vérifiée par les bi’ on déduit la conclusion du lemme.

- Supposons j = j' , et Bj € J, alors
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K [(xl,..., xj,..., xq) , U}

[(xl,.-.., ysz,..., xq) , U]

(51,..., aiy, ZR e e ap)

a7'0',a. a ,o"’a)
! i i1 P K

- Supposons j =j' , et B_ € J¥*, alors
(al,..., aiy, zai+1,...‘ ap)K [X, (ul,..., U, ,e0., *)]

(al,...,ai, a-i+1,...,ap) K [X, (ul,...,yujz,...,uq;)]

Considérons maintenant D [p] comme étant le produit direct

de p demi~groupes isomorphes 4 D, on a donc, si A = (al, cees ai, oo ap) et

B = (bl’ .o, b ..., b)) sont deux éléments quelconques de D [r] ,
1 p

AB = (albl,..-, aibt9-.-, &pbp).

Théoréme 3.1, - Soit D un démi-groupe quelconque,

K
-si, Yix1, @y o f 1, RH est réguliére a droite dans D el ;
i
{, Vi K (]
-si, Yig p-1, a;,0> 9+ 1, R estrégulidre A gauche dans D :

1 K 3 (p]
- +
si, Vi , @1 >0 1, RH est réguliére dans D .

K
Si D est commutatif et si J U J® n'est pas vide, RH est réguliére dans D [p] .

Les trois premiéres propositions sont une conséquence directe du. lemme 3.1.

Supposons D commutatif et soient A et B (B =(b1, cees bp)) deux éléments de
p (7] , 8i par exemple J n'est pas vide, ABK [(xl, R xq) , U] =
AK [(bl" N bpxl’ Ceey xq) , 'U] , ce qui donne le résultat de la derniére pro-

position du théoréme.
Définition 3.1.~- K étant donné, le K-résidu de H dans D [p]
est 1'ensemble des A € D (r) , tels que AK I:X, U] € H n'admette pas de solu-

»> K K .
tion dans D [q] x D¥* El ] Cet ensemble sera noté W H Si.w H est vide, nous

dirons que H est un complexe K~net,
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K
Théoréme 3.2, - Si W H n'est pas vide, c'est une classe

K
mod. RH.
Y € p* a) € WK et > + 1 impliquent
Y, 2 , (al,..., p H ai+1 ai pliq
K
(al,...,aiy, zai+1,...,ap) 3 WH.
-8, Vi 21, o >a +1, WS estunidéal 2 droite de D P) |
i+l i H

K
-8i, ¥Yi , a. >a,+1 , W est un idéal bilatére de D (el .
i+1 i H

- Si D est commutatif et si J U J* n'est pas vide, W . est un idéal de D ] .

La premiére proposition est une conséquence immeédiate des
définitions. Pour la deuxiéme, conservons les notations du lemme 3.1. Si pour

un couple d'éléments y,z de D¥, A = (al, cee a‘iy, za, 10-

., a ) n'appartenait
p
K . . ) _
pas A W __, 11ex1stera1tX='(x seeey X5 eoey, X, 5:0.5, X )et Uavec A [X, Iﬂ
H 1 j j'! K

q
H i = * e 0 I 3 o e 0y 30 0 0y P )
€ H, mais AK [X, U] (al, , a.i ai+1 ap) - t(x1 ny ,

xj'z, oo, xq), U] , AK [:X, U] € H contredirait donc 1'hypothése (al, SN ,ap)
K
€ WH .

On a une démonstration semblable dans les deux autres cas
du lemme 3.1, La fin du théoréme résulte de cette proposition par une démons-

tration analogue i celle du théoréme 3.1.

Théoréme 3.3, -

. K K
a) K ¢ K! ;WH £ WH

b) Si on passe de K a4 K! en augmentant de r le nombre,

supposé non nul, d'éléments de J compris entre o et g i+1° alors
i
'Siléifp;VijD, l1gjg<ret ¥s, 0 gs.¢ 1,

K
Q. 3e0., a ) W e cedV s e e
@y p ¢ Vn == @ ayeye v, Ypfierr oo 2p)
K

GWH;



* ) K'
-sii= 0O Vy €D , (al, ..,ap) E,WH =;(ya,1,...,
a) € WK 5 -
P H Kt
-sii=p; Yy € D, (al,., ,ap) tWH :(a].?-oo,

K
a €EW_ .
Py) H
L . T
c) Inversement, si, Yy € D | (@yseees ay,a, qreee gap)
. I . s K .
appartiennent a W H’ alors A = (al, 0o ,ap) appartient 3 W H (pour i = O, on

prend (yal, co s ap))q

K' .
a) Soit A un élément de WI§I, si A n'appartient pas a WH , 11 existe X'

et U' vérifiant AK' [X', U'] € H. K <K'implique, d'aprés 2 B f, l'existence

de X et Uavec A, [X, U] =4y, [X', U] , onadonc Ay [x, u] € H, ce
qui contredit 1'hypothése.

b) Il faut envisager les deux premiers cas du lemme 3.1. Considérons
uniquement le premier, on a une démonstration analogue pour le deuxiéme.
Supposons qu'il existe X = (xl, ceey xj, cees xj,, cees xq) , Uet
A= @pseee, A1 enY o T qe oY B 0eees 8) vérifiant A'y [x, u]en .

i A= 9060 0 ., ' = 9 ° 00 9 90 e 0 9 9 o e e ‘ H 2
Soient Y ,a) , X (x4 v X1 ¥q » Vg0 %, ) xjv Ys+1

P j
coey yrs xj'+1)0": xq) ’
1 P
x' e p 9 _p la'] LA x, u] = A, [x', U] € H, ce qui contredit
K'
Aewy

1
c) Supposons que A n'appartienne pas a WII; , alors, il existe

X'= (x}s «-o, X)) et U vérifiant Ay, [x, U] e n.

Considérons les deux éléments X et A' définis par :

X=(x1,..., xq) avec x, =

' e . — ' 2 . o 24 2 P )
K xks1k <j, X xk+r81k> j (j a été défini dans

k

)
1 — = %! ] N
le lemme 3.1.) , A @gseees &Y, 8 qrrees ap) avec y xj... xj+r-‘1 )
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3 T K .
AK'Y [X' , U] est égal & AK X, U] , donc A' n'appartient pas a W q’ contrai-
rement & 1'hypothése.

Remarque 3.1, - Si K est une partition de 1'ensemble

{1, 2,..., nt , prenons un demi-groupe D tel que le complexe H égal a
n

+1 K
p" - p" ne soit pas vide. W

H est différent de D (¥ , en effet, si ‘SRR

n

K
est un élément de H, Vg, > oo v, ) n'appartient pas 4 W H Pour tout
1
P K' ..
K' tel que I' contienne p é1éments et I' VU J' en contienne plus de n, WH est égal
ab el . Cette remarque est & rapprocher du théoréme 2.2 car elle montre que
K étant donné (K # I), on peut trouver un demi-groupe D, un complexe H, une

K K
partition K' > K tels que RH soit strictement plus fine que RH . En effet, on

K K!
peut avoir V'J H différent de D [p'] et W H égal é. D B)] .

Remarque 3.2. - Si H est un sous-demi-groupe de D, et si on.

passe de K & K' en ajoutant r éléments de J' au début et s éléments 4 la fin,
1

WH est inclus dans W H Si A n'appartient pas 4 W q’ il existe

X=(X,500.,%) e U=(u,,..., u) vérifiant A [X, U] € H.
(% . (uy . o [ Ul
1

/A

1\< r, h'] ’

Considérons les €léments X', U' définis par :

—Si B-]‘.¢1’ Bz*#n,X'z(hl,.,,, hr’ xl""s Xq’ h'19-n'ph's),U'=U;
*

si By 1, Bq*#n , X (hl,...,hrul,xl,...,xq,hl,...,hs),

Soient hi , 1 <J & s , des éléments de H,

v — .
U (u2,...,uq),
(définition analogue si BT =+ 1, Bq** =nou si Bf= 1, B’;* =1n).

D : L, Uy = ) '....h!
ans tous les cas,AK‘ x', vl hl"'hr’AK L x, U] .h1 hs et par

1

K s
suite A n'appartient pas WH . Si de plus K <K' alors, d'aprés le théoréme

5.3,, W '

. est égal A W

TR
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Supposons maintenant que nous ayons une partition de I :

1"

I=LUM, avecI=(a1,...,ap) , L=(a'1,..., a'r), M = (q 1,..o,a"s)’

r+s=p. SoientK'=LuUMUJ) uJI®, K'=Mu@LuJ)u J*,
Dans K' par exemple, L joue le réle de I dans K et MU J celui de J. On conser-
ve les éléments de J * compris entre deux éléments de M U J pour la commodi~

té des démonstrations, (voir 2 B a).

Définition 3.2. - Dans , on écrit (al, oo, ar)

1 : : 1 ' = ! '
(bl, oo, br) (R H) si et seulement si (a!,... ,ap) z (bl, con ,bp) (RH) pour

o I

tous les éléments (a'l, vos ,a'p), (b'l, ces ,b'p) de D (] construits de la fagon

suivante :
si . € L , soi =g = i ’
o soit a; el alors ai ak , bi bk
81 o é L , alors a,'i = b'i (él1ément quelconque de D).
K!?
Théoréme 3.4. - R'K =R .
H H

1 v — 1 1
Soient (al,...,ar) , (bl"”’br) , X (x 1,;..,xq+s),

K
(bseesb ) (R p) et @y, enn, ar)K,[x',ljl

U des éléments tels que (al, coo ’ar)

€ H.

Bj € J dmne Bj €J'=MUJ, il existe donc un indice j' défini par

B.= B',;posons X =(x_,...,X )avec x, =x',, . SoitA=(@' ,..., a' )
j it p (1 q) § it ( 1 p

1'élément de D [p] , défini par : a'i =a , si @, € Letsi % =a 'k ’

a', = x' 8i ¢, € Metsi g =q'"_ = g'

. . .
i m' i X m (qui existe car M \cJ ) .

m'
Onaa,...,a) [x', v] = A [X, u] d'apres 1a détinition de K'.

Si B = (b'l, cee ,b'p) est construit de l1a méme facon a partir de (oyseee ’br) s

d'aprés la définition de R'I; , A= B (RII(_I) , ce qui donne BK [X, U_] € H car
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A [, 1) € o Mais B [X, U] - boeesb) o X, U], dlon

T

bpseesb) o, X, U] €Het @),..0, a)

Kt
(Byseee, b ) (Rp).

1"

Kl
Inversement, supposons (al, . ar) = (b ERREE br) (R H) et

soient A = (a'l, ooy a'p) , B= (b'l, ey b'p) deux éléments de D [p_] construits

4 partir de (al, .eos ar) , (bl, oees br) comme l'indique la définition. Si

AK [X, U] € H, i partir de A et de X = (xl, cons xq) construisons X' =

X',y oes, X' ) de la maniére suivante : x',, =X, si B, € Jetsi B'. =8B. ,
1 q+s it j! it

' =a,  si Bg'. M etsi g'.,,=d' =oq -
xJ, ; Bl'é et si BJ' dm °I

Onaalors Ay X, U] =@,...,a) ., X, 0] etB [X,U0) =0,..., )

by r
K!
K [X', U_] , (al, cec ,ar) (bl, coes br) (R H) et AK [X, U_] & H entrafnent

yaesy b)) (R'K)-
r

,a) = (b H

T Ur 1

1]
, construisons les éléments

K
B, [X,U] en ,donazs B ) et (@
. P K
A partir d'un élément (a_,..., a ) de W
1 T H

(a'l,..., a' )de D [p] tels que a', =a_sio € L etsia = o a'. élément
P 1 k 1 i i

k ’

quelconque de D dans les autres cas. L'ensefnble des éléments construits de

1 M K L
cette maniére sera noté (Wl; , D { }). On définit de méme (W H D { }).,
K K ‘M K" -
Théoréme 3.5, - W 3 wo , p¥™) ,wi', ot ().
H H H
Si H est un sous-demi-groupe de D, si L = ( Goenes ar), si M= (o R aq)

et si @« 1 o« + 1 dans K, (1) devient une égalité.

La premiére inégalité résulte du fait que, d'aprés la démonstration du théoréme

3.4., un mondme @'yseens a'p) K [X, U_] peut s'écrire (al’ cees ar)K' LX', Iﬂ
K
pour un X' convenable. Donc si (a' H

’

170> a'p) n'appartient pas & W
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K!
CHEREEY ar) n'est pas dans WH .

Supposons maintenant vérifiées les hypothéses de la deuxiéme partie du théoré-

me. Soit A = (a,,... ,ap) un élément tel que A' = (al, ...,a ) ne soit pas dans
T .

1’
1 KH

| - 3
WH et que A" = (ar+1, ces ,ap) ne soit pas dans W H °

K!
Ag WL =>3Y =G,y

AKI [Y’ \}:]GH ’

quS) (s =p-r)etV = (vl, cee ’Vq*) avec

Kl' . .
A" ¢ WH =3Jz = (Zl""’zq+r) et T = (tl""’tq*) avec A"K,, [Z, ‘TJ €EH .

a > o +1 , supposons que nous soyons dans le premier cas du lemme

r+1

3.1., jet j' ayant la méme signification, désignons de plus par B*, * le plus
grand élément de J * plus petit que a_. Soit X = (xl, oo ,xq) 1'élément de D (4]

défini par . xl = yl’ . e ’xj_l =y , xj = la partie du m0n6[ne A'Kl [Y) VJ

j-1

qui suit a.» X = la partie du monbéme A”K" [Z, T] jusqu'a zr inclus ;

j+1 +j+1
xj+2 = zr+j+2 y Xeoos ,xq = zq+r.

*
Soit U = (ul, oo ,uq*) 1'élément de D¥ [q Jdéfini par u = Vk pour k < j*‘ ,

= .4 i b =
u tk pour k > j* . Ces constructions donnent AK l_X, U_] = A'K, [Y, V_] .

A"K" [Z , T] ; comme H est un sous-demi-groupe, AK [X, U_] € H. Donc

K K

si A = e i a ) cee élé
i (al, ,ar) appartient 4 W . (al, ,ar) est un élément de WH ou

1"

K
1eee ,ap) est un élément de W g’ par suite

K”
, o My wl, pthh

(ar+1

f K K'
“IH —(“IH

Pour compléter la démonstration, il faut envisager les deux autres cas du lem-

me 3.1. Dans le deuxiéme cas, on prend pour x, la partie du monbéme
J

Ak, [Y, V:‘ qui suit a multipliée par la partie du mondme A", [Z, T]
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. '\ . = 1 D . -
jusqu'a zr+j inclus, Xii1 Zr+j+1’ € reste sans changement. Dans le troisiéme

cas, on permute les réles de X et de U du deuxiéme cas.

K et H étant fixés, en associant a chaque élément A de D (2]

1'ensemble *PI}{I (A) des solutions de 1'équation AK [X, U_] € H , nous définis-

sons une application QPIIFI de D [p] dans D Lq] x D* [q*] .

Définition 4.1.- Le complexe H est dit K-fort si 1'application

\pH est semi-uniforme.

Ceci peut se traduire par :
[x,u] € 1, B, [x, 1] € u, A [, vlen =B, [v,V]ew

Exemples : p=1, (O, 1)-fort & fort 4 droite , (1, 1)-fort&=> bilatérement
fort.

Propriété 4.1.- K étant fixé, 1'ensemble des complexes K-

forts d'un demi-groupe D constitue une famille de Moore.

B | . g *
D est K-fort car, \ A €& DLpJ; \PI]; (A) =D l'q]x D“'Lq 1

Soit Hi’ i € I, une famille de complexes K-forts, telle que leur intersection H

ne soit pas vide, alors H est K-fort ; en effet, Vi € I,
x, U] en = A, [x, u] € H,
(x, vl € 1 = B, [x, 1] e H =B, V.V en, =
[v, v]e = o (v, V_]GHi BK[Y,V] €H .
Construction de la fermeture de Moore correspondante. H étant donné, on pose
H -H , H  =HU {B K [¥, v] tel qu'il existe A, X, U vérifiant
A [x,v) en B, [x, ] en, « Y. v]eH}

Le plus petit complexe K-fort H contenant H est donné par nqo o (16)
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Soit ¢ un homomorphisme du demi-groupe D sur un demi~-
groupe D', 6 induit un homomorphisme @% de D [p']sur D' [p]’ ®p (al, e ,ap)=

N

(6 al, esey B ap). On peut prolonger ®p en une application de D"E):l dans D'*m

en définissant 1'image de ID* comme étant égale é'lD'*

a) Soient H' un complexe de D' et H 1'image réciproque de H'
K K
6. = = .
par 6. A =B (R )= ®p (A) ®p (B) (R

. . p
si, Vi, > a + 1, il existe un homomorphisme ®p , de D ['] dans

Qa.
i+1 i

D' £ , rendant le diagramme suivant commutatif,

D ] ®p D' [p]

\P’ ( ¢ et gp' applications canoniques)

[p] @ !
i B
R H RH'

b) Si H' est K-fort dans D', H est K-fort dans D.
c) Si L est un complexe K-fort de D saturé pour 1'équivalence
d'homomorphisme de 6, 6 (L) est un complexe K-fort de D'.
a) Soient A et B des éléments de D ] congrus mod. RK . Posons

H
A' = ®p (A), B! =®p (B) . Si X' et U' sont deux éléments vérifiant

A" K [X', U'J € H', I'homomorphisme ¢ étant surjectif, il existe X et U avec
X' = @q xX) , U =®q*(U), on en déduit A" x', v = A [x, u];
AK X, U_] appartient donc a H.

A=B (Ri)—_—} B, (X, 1] € H=—)B' [X', U] € H".

. . K
Si, Vi, a . >a,+1, R.. et r¥ sont réguliéres (théoréme 3.1.), D 1)
i+1 i H H! R

H
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et D'% sont des demi-groupes. Soient A un élément de D Ep]RK , A un élé-
HY

H
ment de \r"l(K') , posons @p (A) =@p (A) (on écrit Y(B) = B ; ¢ (B') =B7).

-1 K
SiBE ¢ 1(A), A =B (R ) implique @p (A) = @p (B) (RI;,), ce qui montre

que @p est bien une application de D% dans D% - D'autre parte ,
H H’

et ' étant des homomorphismes, nous avons @p (A.B) =®p (AB) =®p (AB) =

@ @ . @ ® @,® .0 & -0 @ @, ®)

b) Posons ®p (A) = A", etc....

Soient AK [X, U_] €H, BK [X, UJ € H, AK (v, V_] € H, en appliquant 6
on obtient A' [x,u]l en |, B!y x:, v]en, Ay (x', v] en ;n
. -1 '

étant K-fort il en résulte B' [x', ul] € H', d'on B, (X, uleo "m-
H . H est donc K-fort dans D.

¢) Soient L' = 6 (L) , A" X', v] e v, B'y x, u] € v,
A'K [Y', V[] € L. e_l(L’) = e'l [e (L)J = L puisque L est saturé modulo
1'équivalence d'homomorphisme de 6. ¢ étant surjectif, il existe A avec
® (4 =4a", etc... Ona A X deu, B X.Wer, a v,v]er,
mais L est K-fort dans D et par suite BK [Y, VJ € L, ce qui donne B'K [Y',VEI

e L’o
Considérons maintenant un demi-groupe D qui soit le produit

direct de deux demi-groupes D' et D'".Soit Aun élément de D[pJ, A = (al, e ,ap),

a, appartenant & D = D' x D" s'écrit a, = (a'i, a"i) ; posons A' = (a‘l, .o ,a'p) ,

A" = (@",..,. ,a"p). On a une décomposition analogue pour les éléments de D[qJ

et de D"’Erﬂ. Inversement, 4 partir d'un élément A' de D' [p_] et d'un élément A"
ge (2] on obtient un élément de DU ; on écrit A = [A", A"] . Mais a partir
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2 Ta® T #
d'un é1ément U' de D% [q Jet d'un élément U" de D”ﬂg on n'obtient pas toujours
un élément U de D""r—'q":]B car u = (u', u") € D¥donne ou u & D et alors u' &€ D!

et ué€é D" , ouu = ID* et alors u' et u'" sont respectivement égaux a 1D'*
et 1D"'* . Dans U', u' peut appartenir 4 D', et dans U'", u" peut valoir 1D"#’

(u',u'") n'est pas alors un élément de D¥ . & Eresp. ct":[ étant une partie de
D'.Ep] l:resp. D" [p]_] , (0€ ,‘«,t” ) désigne l'ensemble des éléments A de D [p] ob-
tenus en prenant A' dans d;' et A" dans ot",

Propriété 4.3.- Soient deux demi~groupes D' et D', D leur

produit direct, H un complexe de D de la forme H' x H".

K v [p] (] K K
a) (WH,,D )u(D ,wH..)QWH

(r)

b) Scient A = [A', A"] , B = [_33', B'"] deux éléments de D , les re-
K
H'

: K
lations A" = B' (R ), A" = B" (R

K
,) entrafnent A = B (RH)

c) Si'H' et H" sont des complexes K-forts, H est un complexe K-fort.
d) Si, dans la partition K, J ¥ est vide, alors :
a) devient une égalité ;
-si A= EA',A" et B = [B',B"J sont deux éléments de D [p] - WI:I congrus
mod. R , A' et B |resp. A" et B"] sont congrus mod. RI;, [resp. RI;,,] ;

H
(]

- si H est un complexe K-fort ayant un K-résidu différent de D , H' et H"
sont K-forts.

- K
a) Soit A = \_A', A"J un élément de (W H' D" [r] ) » supposons que A
. R, . .
n'appartienne pas 4 W H alors il existe un couple X = [X', X", U = [U',U"']
vérifiant A X, U] € H ; mais AL [x,u] = @A, XUl . ang X', u"] )
et par suite A'K [X',Uj € H', contrairement & 1'hypothése.

b) Les hypothéses étant remplies, supposons qu'il existe un couple

X, U vérifiant AK [X,U_] € H. Avec les notations précédentes, le couple X', U!

. e - . _ K
vérifie A'K LX',Uﬂ € H', la condition A' =z B! (RH') donne B'K [X',Uj € H'
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De mé&me B"K tX",U"] € H" et par suite BK [X,U] € H.

cosia [X, 0 en, B [xXu] en, s [¥v] eHn,
on en déduit A’ [X', U] en' | By X.u]len, a [¥,v] € H', com-
me H' est K-fort, on a B’K [Y',Vﬂ € H' , de méme B"K [ "V € H", d'ol
BK [Y,V] € H ; H est un complexe K-fort.

d) J ¥ est vide. Soit A = [_:A',A"J un élément qui n'appartient pas
~ K P K K .
a (WH , D" [_'p]) v (D' (] , WH") , A' ¢ WH' @ 1 X' avec A'K [_'X'] € H',

A" ¢ wl}{{,, =3 3X"avec A" [X'] eH" , X= [X',X"] vérifie A [X] € H;

K K () o] K
' = "
dlod W = (W, ,D ) U (D' , W) -

: . 1 K
Soient A et B deux éléments de D - W y congrus mod. R»H-
K
Soit X' tel que A'K [Xﬂ € H', comme A" n'appartient pas 4 W H" il existe

X" vérifiant A"K [X"J € H". Posons X = [X',X':] , ona AK [XJ € H ; mais

_ K
alors la relation A = B (RH) donne BK ['_X] € H, d'ou B'K [:Xﬂ €H'. De mé-

K
H') ’

Supposons maintenant que H soit un complexe K-fort ayant un

me B'p [X'] € H' implique A'K [X'_] € H' et par suite A' = B' (R

K-résidu différent de D (] . WI:Iu est donc différentvde D" (o] , il existe A" et
X" vérifiant A" [x1] € u". si Ay X1 enr , B [Xx]ewn ,a, [¥]
€ H!', posons A = [A',A"] , B = [B',A"J , X = I:X',X"_] ,. Y = [Y',,X"] ,
nous avons AK [X] € H, BK [X] €EH , AK [Y_] € H, H étant K-fort, ceci
donne BK [YJe H, don B (YleH', H'est bien K-fort , de méme H" est

K-fort.



- 23 - )
Théoréme 4.1, -

Si K ¢ K', tout complexe K-fort est K'-fort. Si H est un com-

K K K
plexe K-fort, RH et RH coincident sur D (2] - WH .

Soient A" [x,v] e n, B, [X',‘Uﬂ cH, A, [¥,v]en,
K étant avant K', d'aprés 2 B f, il existe X,U,Y,V avec
A, [x10] -a, x4, B, x.Uv]=-B, [x.U], 4, [¥y.v]-=ag (;Y,.V].
H étant K-fort, on en déduit B [¥,V] € H;mais B (v,V] =B, [¥",v],

d'ol BK' [Y',V'J € H, H est donc un complexe K'-fort.

D'aprés 2 B f c;n-a RII<{ C RII<-I'
Soient A et B deux éléments de D [p_] - WII{-I' congrus mod. RI:I' , il existe X\' et
U' vérifiant A, vl en , B [x,ul e n,
ce qui avec les notations précédentes donne
A, XK uen | B [x,u] € H ;

H étant K-fort, on en déduit A = B (RI;) .

a b c d
a a a a a
b a a a c

o
o
o

o))
[=F
[N
[N
[N

eteH= {a} . H.a=H .b=H".¢= f,b} , H.d= {a} , donc H n'est pas
fort, mais H est (2,0)-fort. Cet exemple montre que si K <K', K'-fort est en

général une propriété strictement plus faible que K-fort.
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Exemple 4.2, -
Soit D le demi-groupe défini par la table de multi plication suivante :
a b c d
a a a a a
b a a a a
c a a b a
d d d d d
. 0,2 0,1
H = {b} est un complexe fort, WH = {a,b,d} , WI({ ) =D, R}(I ) et
(0]
Rl(i »2) ne coincident pas.

Soit K=1 yJ (Ietd non vides, J ¥* yide) une partition de 1'en-
semble { 1,2,...,n} , posons K=JuUl , K est donc la partition déduite de K
en permutant les roles de I et de J.
avec l'ensemble des complexes K-forts.

En effet, avec la convention précédente, on a AK [XJ = XI_(- [A] . SiH est K-
mﬂetMOnaXK[MEH, YE-M]GH ,xiﬁﬂeﬂ,mumaMMtAK[ﬁ

€ H, AK [:Y] &€ H , BK [X_] € H, ce qui donne BK [YJ € H ou encore
Ys [B]€ H, H est donc un complexe K-fort.

Inversement, K-fort entrafne K-fort.
Exemple 4.3. -
fort & droite &~ fort a gauche . (7)
Exemple 4.4. -

bilatérement fort &=y K-fort , avec K = (o, 8 ,, az) ;

c'est-a-dire : le complexe H est bilatérement fort si et seulement si ce comple-
xe vérifie la propriété suivante:

(H. al) .a_, coupe (H. bl) ,b_ implique (H: al) 12, = (H. bl) .b2 .

2 2
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Exemple 4.5.-
La propriété 4.4. n'est plus valable si on remplace J par J*

En effet, soit D le demi-groupe défini par la table suivante :

a b c d
a a a a a
b a a a a
c a a a
d a a b

K .
Pour K1 = (0, -1) nous poserons LPH 1@=H .»a, et pour K2 =(-1,0) ,

K,
Y “@=H"™b
H
Soit H = {b,c} , H .’aestvide, H<'b = 1 H.o'c = Iy H.'d = {c,d}
H*. a est vide, H'ub =1, H%,c ={ 1% d} H%d= {d}

H est donc (O,-1)-fort , mais H n'est pas (-1,0)-fort.

Théoréme 4.2, -

Si K est une partition telle que J* goit vide et J non vide et si H est un comple-

xe K-fort, il existe .une bijection entre les ensembles

{ D %I:I - WI:I} et b [qJ R-IIZ{- - W—I;{_; .

Les classes de D [p] mod. (RI;I) différentes de WI:[ sont les images des élé-

ments de D (] par la fonction EPHK .

K v
H étant K-fort , dans D l'_p] - W_ , nous avons A : B (RII{{) si et seulement si

H

LPK (A) coupe \pK (B) . D'autre part, X € QPK (A) {:A € spK (X).
H H H H

Soit A un élément de D 5 - WII{{ , X un élément de L[)IIEI(A) , la classe Jt:mod.

-1
/K g
RH qui contient A est I}’PII{{] (X) , c'est-a-dire \pII{{ (X). De mé&me la classe
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—

‘K K -1
4 mod. RI; qui contient un élément X de D [qJ - W H est [\PH] (A) =

\

K K ' R . 2
P . (A) , pour un élément quelconque A de EPH(X) , car , d'aprés la proprié-

té 4.4., H est K-fort.

On connaft donc la forme des classes. La bijection entre les

deux ensembles est obtenue de la maniére suivante :

- pour L* (W) LpJ K - WK , on pose V¥ (dt) = K (A) ot A est un repré-
RH H ? H

sentant de ct; d'aprés ce qui précéde, y est bien une application de D%K

H
K ld /% K
- W H} dans D /{IEI - W i

- de méme, pour X € |D c1] K - W , on pose y' () =Y (X) ou X
RH H H

est un représentant de ¢ .

Ona, Yo g { D% - WII{{} , W' (X) = X ; en effet posons
H

(*= \PII{{ (X) et soit A un représentant de Ok , oy () = w(d‘) = \PI:I @) ,

mais A € \PI; Xy =X € \PI; (A) d'od ' () =,
De méme, on a, v c* s ' v'y (6#) = 0& ;  est bien une bijection, ' étant
la bijection inverse.

Revenons 4 K quelconque.

Théoréme 4.3.- Soit H un complexe K-fort :

- ai ; +1 i

si pour uni, ai+1 > ai et si

: K
90 0 oy . 9 LY = 9 0 0 0y . ] o 90 0 0y R
(a1 2y, za. .. ap) (bl bly zZ b1+1 bp) ( )
‘ K * *
avec (al,..., aiy, zai+1,..., ap) ¢ WH , y €D , z &€ D7, alors
- K

(al,-nn, a-i, ai+1’oooo,ap) - (b 1,..., bi, bi+1,o.., bp) (RH) L4

K K
, R est simplifiable & droite dans D [E] -W_,.

- Si Vl%o,a, H H

> . +1
i+1” %
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K

K
-8i Yi, a > o +1, RH est simplifiable dans D 121 WH .

i+1
-'Si D est commutatif et si J v J'"n'est pas vide, RIIfI est simplifiable dans

p B X

P A = ,.ﬁ..,a , A'=(a,,...,ay,za, cen,a R
osons (a1 p) ( iy, i p)

1’ +1’°

= '= L .
B=( .,bp) , B'=(b ...,biy,zbi+1, ,bp)

1, L) 1,
Reprenons les notations du lemme 3.1. et considérons seulement le premier

cas. (On a une démonstration analogue dans les deux autres cas).

K K
A' = B! (RH) etA'¢ ’WH;JX (X=(xl"”’xj""’Xj"'”’xq))’ U avec

Al g (X, U] € Het B [X,U] € H. Posons X' = (x P TR e Xy 2,

K 1

....,xq) ’
oma A Kl =4, K. , B [XU] =B, Ix',u] , aod

< s K K
Al (x',U] € u , B [x',u] € H , c'est-a-dire Y, @a ¢, B, ce

K
qui donne A = B (RH) car H est un complexe K-fort.

Les autres propositions du théoréme sont une conséquence de
K
..,a c_)=AC w
p P ¢ H
K
i c e o 0 0 9 . 2% ¢ 0y .
Vi, (@,¢ 8.0, 2 ap) ¢ W

la premiére et du théoréme 3.2. car (alc implique,

1’

Corollaire 4.1.- Soit H un complexe K-fort et K-net, si

K 4 . s
dans K, Vi, o, > o ¥ 1 , R est une relation d'équivalence régulidre
i

et simplifiable.
C'est une conséquence directe du théoréme précédent et du

théoréme 3.1.
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Théoréme 4.4.- Soit H un complexe K-fort,
-si, Vi# 0, a

>q,i+1,RK

H est simplifiable & droite si et seulement

i+1

si D [P] - WI§I est un idéal a droite dans D [p] .

-si, Vi, o >a+1,RK

i+1 L H est simplifiable si et seulement si H est K-net,

ou si WI:I est égal 4 D [p]

K
- Supposons, ¥V i#£0 , o, > o, . +1 , etR

° 141 i H simplifiable
a droite. Soit AC € W g »ona alors ACC € WI:I car WI;[ est un idéal i droi-

te. Par suite AC = ACC (RI;), ce qui donne A = AC (RI:I) et A € WI:I . D Dﬂ

- WI; est donc un idéal a droite.

K
Inversement, supposons D [p_] - WH idéal a droite et

K K
AC = BC (RH) ; si AC ¢ WI:I le théoréme 4.2, donne A = B (RH) ; 8i AC

K K K K _ K
€WH,alorsA€WH,BCéWH, BeWH etA:B(RH).
- Supposons maintenant, V i > +1 et RK simpli-
1 ’ y Q i+1 [+] i H
fiable. Si W H n'est pas vide considérons un de ses éléments V. VA ¢ D 2
' K 2 K 2 K
onaAV € WH qui est un idéal bilatére , V g Wy o d'odt AV =V (R H) ’
K K
ce qui donne A = V (R H) et par suite A € W q° Nous avons donc seulement

deux cas possibles :

K _ J[#] K _
WH—D ou WH~¢

K
Inversement, si WI; =D [E] , RII({ est la relation universelle, RH est donc

simplifiable;
K
si W H = ® , H est un complexe K-net , d'aprés le corollaire
K
4.1., R est simplifiable.

H
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K
Propriétés particuliéres des RH lorsqu'elles opérent dans D.

— o ———— — — — — — — —— — — — — —— — — — — — — — — — — —t— — -

Nous sommes donc dans le cas ol I ne contient qu'un seul élé-
ment. Nous avons vu (exemple qui suit le théoréme 2.1.) que K pouvait alors

étre représenté par un couple d'entiers supérieurs ou égaux a -1 , K = (p,q).

Théoréme 5.1. -
, (p',q")
a)8ip' > p > O , ' > q 3 O , WH i =

[ [ L.
[WH(p’Q) -, p®P'P J .+ pa'-9 (sip'=p, nous supprimons p(P'~P) ) .

(—I,Q) _ (O,Q) (lsq) : (O:Q) s
b) V q, W =W n wy L SiW est un idéal
w (-1,9) _  (0,q)
a gauche, WH = WH
(l’q) _ ("1sq} .
c) Vaq, Wy =Wy "D .
(-1,-1) _ . (0,1) (1,0) (1,1) (0,0)
d) w =Wy n Wy g W N W y

a) résulte du théoréme 3.3. b).

(-1,q) < W(Q«’Q) N W(l’q) , d'aprés le théoréme

b) WH = H H
3.3.a) ;sia € W(O’q) N W(l’q) , il ne peut exister u,x,,..., x , avec
H H 1 q
_ . . ©,q)
u = ID* , ceci contredit a € WH "
uax, ....x € H, car si (1,q)
g u € D , ceci contredita € WH 4 ,
(-1,q) _ 0,q) 1,q)
dpnc W = Wy a) W
. (O,q) . (O,Q)
Si WH est un idéal & gauche , a € WH :%
©.9 p? Ap-p

D*aDqg Wlflo’q). p4 (Dq est remplacé par D¥* si q = -1) , WH
| »

(0,q) _ w19 .

W (-1 q)
] 3
d'ol a € H Nous avons donc WH = H



- 30 =

. (-ls ) . (-13 )
C)SlaEWH q . D, Da QWH 4 ’

pan? ¢ wih® | p? ¢ p_y goma e woH®

H H .
sia e w."Y | p* pa.p%-p.aD? ¢ D-H , dodDa cwih9,
nous avons bien WI({I’Q) = WI-(I-I-, q) D

d) En utilisant b) et la propriété symétrique, nous avons suc-

cessivement
(-1,-1) _ o (1,-1) ©,-1) Oy (9,0 oY
W(1,—1) = WI({I’l) N WI({I,O) , d'oll le résultat annoncé.

Corollaire 5.1. -

Si(p,a) & (ha") , p#-1,q#-1, (p,q)-net &

(p',q')-net.
Siq#0, (-1,q)-net & (-1,-1)-net &—— (1,1)-net&=y

bilatérement net (6).
(-1,0)-net @ net a gauche (7).
. K K' L s ; &<
K ¢ X! @WH £ WH (théoréme 3.3.), donc si K & K!',

'K'—net : K-net.

D'aprés le théoréme 5.1., si H est (p,q)-net pour p 2 O, q » 0,1l
est (p',q')-net pour (p',q') > ().

Il ne reste donc que trois cas distincts : net & droite, net a
gauche, et bilatérement net.

Corollaire 5.2. -

w! ' N w idé i
WH N H et W H H sont des idéaux bilatéres,

6), (7).

- 0,1) 1,1 (-1,1) . . 3z .
E v o= w (O ’ = -
n effet , WH n w H W N WH WH qui est un idéal bi

latére.
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Théoréme 5.2. - a
('1,(1) _ (O,Q) ,Q)
a) VH, Vg > -1, R, =Ry N Ry
(-1, -1)

_r 0,1 (1,0) (1,1) (0,0)
H —RH n RH nRH nRH .

by VH, R

c) Si S est un sous-demi-groupe unitaire a4 gauche [resp. uni-
taire] :

| -1 , -1,-1 ,
Vp#0, Vq ,Ré’m=R§(“ [(Vp#0, Vq#OJ% )=quﬂl.

' N
a) D'aprés 2.B.f{, H & Ry H

Soient a,b,x . ,xq des éléments de D, u un élément de D* (siq=-1,

1"
e D¥ ) tels que a =b (R}(IO,q) N R(l’q)) et uax

H
©0,q) oo _ (1,q)
H xqu,s1ue D,a:b(RH ) donne

X

1 p*’

...Xx €& H,siu=1
1 q

a = b (R ) donne ubx

10--

ubxl. ..X € H ;nous en déduisonsa = b (lel—l,q)).
q

b) On vérifie b) 4 partir de a) comme dans la démonstra-
tion du théoréme 5.1.d.
c) Supposons que S soit un sous-demi-groupe unitaire a

gauche. Soient a’b’xl’ . ,xq des éléments de D, u un élément de D *, tels

p

-1
que a Eb(R(Sp’Q)) et uax ...xq € S;sis € S, s (su)ax ..,xq € S;

1 1
- (pa Q) p-l 2 . « s .
a = b (RS ) donne s (su)bxl. . .xq € S, S unitaire a gauche implique
(-1,q) P,q) (-1,q) .

1 = . -
uoxl...xq € S, douaz= b(RS ) et RS < RS ; mais on a tou
jours

(‘1,Q) (P’q) ' (P,Q) _ (-l,q)
RS < RS , d'ol RS = RS

(Démonstration analogue lorsque S est unitaire et pq # O).

Corollaire 5.3. -

R R ,  gR A B'y sontdes relations d'équivalence réguliéres.

H
(0,1) (1,1) (-1,1)
1 n
En effet, R_ " R = RH RI[ = RH

H H qui est réguliére .
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Lemme 5.1, -

S?ient H un complexe, X un idéal; tels que HN X soit vide, si X est un idéal &

droite X est contenu dans WI({O’ -1) , 8i X est un idéal bilatére X est contenu
o (-1,-1)
d w ’
ans v H
En effet, si X est un idéal bilatére, D* X D*g X, d'od D* X D*A H = 9Qet
X ¢ W}(I_l’-l) d'aprés la définition de ce résidu.

v

Théoréme 5. 3. -

a) Soient H un complexe, A une classe d'équivalence mod.

K K
(RH) différente de W H - (K = (p,q)).

, K  _(-1,-1) K (-1,-1) .
- 9 h 9 (
51pq;40,RH SRA , WH QWA , side plus H £ A
K — (-13_1)
WH = WA .
K - -

-8ip=0,q#0, R £ R[io’ 1) , WII{{ < W‘io’ 1)

K -

side plus H & A, W =W(O’ 1) .
H A

b) Supposons en outre que H soit un complexe K-fort.

. K - -1,-1
-sipg#0, A est (-1,-1)-fort , RH et Rjio’ 1) coincident sur D - Wli ) .
K -
-8ip=0,q#0, A est (O, -1) -fort , RH et Rlio’ 1) coincident sur
(0,-1)
D - 3
WA

a) pq # O. Soient b,c des éléments de D,u,v des éléments
de D¥* tels que b

K .
c (R H) et ubv. ¢ A. RII<{ est réguliére d'aprés le théoréme

3.1., d'olu ubv

]

K K
ucv (RH), comme A est une classe mod. R_. , on a ucv € A.

H

: -1, - K -1 - _
Par suite, ona b = ¢ (R‘i 1)) et RH C R( 1,-1) . A est une classe dif-

= A
K K
férente de W H ANw H est donc vide, le lemme 5.1. montre que 1'idéal
1)

WK est contenu dans W ("1~
H A
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. K .
Si H est inclus dans A, W contient W K ,mais, d'apreés le
(-1,-1) K K (-1,-1)

est contenu dans W , d'ou W =W

théoréme 3.3., WA A H A

b) pq # O . H étant K-fort, il existe des éléments

XiseeeosX ,yl, cen ,yq de D (sip=-1, x, € D*) vérifiant la propriété sui-

P 1

vante :

a appartient & A si et seulement si xl. . .xpa yl. - .yq est dans H.
Soient b, ¢ des éléments de D, wu,v,u',v' des éléments de D* tels que ubv,
ucv, u'bv' appartiennent & A , alors ,

1
xl....(xpu)b(vyl)...yq € H , x ...(xpu)c(vyl)...yCl € H , xl-..(xpu ).

1
! . A - = 1 1
b(v vy Yy € H ; H étant K-fort, Xgee (xpu')c(v'yl). . ,yq S .xp(u evly,

...yq € H, d'odu'cv' € A; A estdonc (-1,-1)-fort.

K (-1,-1) (-1,-1)
] . ’ = ) :
D'apreés a) RH £ RA , supposons b = c (RA )
-1 - :
etb ¢ Wg »=1) , Ju,vtels queubv € A, ucv € A, mais alors
® e 00 e o 0 LY LI Y !
Xy (xpu)b(vyl) yq € H , X, (xpu)c(vyl) yq € H, dou
K K 21 - -1. -
b = ¢ (R H) car H est K-fort. RH et Rzi 1,-1) coincident sur D - Wf: 1, 1).

Le cas p = O s'étudie d'une maniére analogue.

Définition 5.1, -

Un complexe H est dit K-parfait, s'il est K~fort et si,
K K
h,h' H , ' 1 i .
Y e 1 H (h) N LfH(h ) n'est pas vide ‘
Remarque : Pour K = (-1,-1) , K ={0,-1) ou K = (-1,0) , K-parfait ===
K-fort.

En effet, pour K = (-1,-1) par exemple, nous avons Y¥h €& H,
K

Théoréme 5.4, -

Un complexe K-parfait H est inclus dans une classe A mod.

K
RH (K =(p,q)).



Si pq # O, A est la fermeture (-1,-1)-forte de H, w;{ = wji’l”l) ,
K _ (-1,-1)
Ry = By
. i K (0,-1)
Sip=0, q#0, A estla fermeture (O,-1)-forte de H, WH = WA )
K _ _(0,-1)
Ry = By

K K
Les conditions H complexe K-fort et ‘PH (h)ﬁ \PII{{ (h') impliquent h = h' (R I-_I)

et ceci est vérifié quels que soient h et h' éléments de H.
K K
H est donc inclus dans une classe A mod. RH différente de W q° Si K = (-1,-1)

ou K = (0,-1), H = A car, d'aprés le théoréme 5.2., H est alors saturé mod.
K

RH.
D'aprés le théoréme 5.3. , si pq # O, A est un complexe (-1,-1)-fort, et
K (-19_1) K (_1’_1)
WH = WA , RH = RA ;
sip=0, q#0, A est un complexe (O,-1)-fort, et
K __ (0,-1) K _ 5 (0,-1)
WH WA , RH RA

Pour pq # O, il reste 4 montrer que A est la fermeture (-1,-1)-forte de H.

- K
Soit H cette fermeture. Sia € Aeth € H , a est congru d h mod. RH s

K
LPH(h) n'étant pas vide, il existe xl, ‘e ,yq éléments de D (si p = -1, x1 € D'S
1 ® o 0 h ® o o e H’ . o o a' * o o H ) d' ﬁ
tels que X, xp y1 yq 1\{1 xp yl yq '3 o
xl...xphyl;..yq € H,
XpeeeaX 2Y 00 Y, € H,carH ¢ H. Comme H est (-1,-1)-fort on en

déduit a = h (Ré—l’-l) ) , mais alors h € H entrame a € H , d'od A ¢ H.

D'autre part A étant un complexe {~-1,-1)-fort contenant H

nous avons H & A , A est bien la fermeture cherchée.

Pour p=0, q # O, nous avons une démonstration analogue.

Soit S un sous-demi-groupe de D. [K = (p,q)_;]

Si pq # O, S est unitaire et K-fort si et seulement si S est (-1, -1)-fort.
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Sip=0, 4q # O , S est unitaire 4 droite et K-fort si et seulement si S est
(O, -1)-fort.
pq # O. Soit S un sous-demi-groupe (-1,-1)-fort.
Comme (-1,-1) ¢ (p,q) , S estK-fort (théoréme 4.1.)
. 2 K! K!
Soient x € D , s € Savec sx € S ;s €& S:(S,ID*) 3 LPS(S) n(PS(X),

Kl
(K' =.(-1,-1)). S étant (-1,-1)-fort, ceci entrafne s = x (RS yetx € S, car S

X! Lo
est saturé mod. R. . Donc S est unitaire & gauche, on vérifie de mé&me que S

S
est unitaire a droite.
Inversement, supposons que S soit unitaire et K-fort ; soient a,b des éléments
de D, u,u',v,v' des éléments de D*  tels queuav e S, ubv € S, u'av! € S.

-1 - -1
On en déduit, sis € S, sp (su)a.(vs)sq € S, sp l(su)b(vs)sc1 e S,

sp-l'(su')a.(v's)sq'-1 € S, ce qui donne sp-l(su')b(v's)s-q_1 € S car S est
(p, q)-fort.
sp(u'bv')sq € S et S unitaire donnent u'bv' € S, S est donc (-1,-1)-fort.

Théoréme 5.5. -

Soit S un sous-demi-groupe K-fort (K = (p,q)), S est inclus

dans une classe U mod. Rlé .

- 8i pq # O, U est un sous-demi-groupe (-1, -1)-fort, c'est le plus petit com~
K_pG1,-1) (1,1 K

1 itai = .
plexe unitaire contenant S et on a R S RU U R U

-8ip=0, q#0, Uest un sous-demi-groupe (O, -1)-fort, c'est le plus petit

complexe unitaire i droite contenant S et on a

K (0,-1) (0,1 K
R = ’ = ? = R
.S RU RU R U
S est un complexe K-parfait car ¥ s, s' € Sona sps.sq
E S, sps'sq € S.
K
Si pq # O, d'aprés le théoréme 5.4.,U est un complexe (-1,-1)-fort, RS =
-1,-1
RI(J »=1) ; d'aprés la propriété 5.1., U est un sous-demi-groupe unitaire si
nous admettons que U est un sous-demi-groupe ; le théoréme 5.2, donne aloxjs
R(-1,—1) R(1,1) _ RK

U U U
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Il nous reste & vérifier que U est un sous-demi-groupe et que c'est 1'enveloppe

unitaire de S. N
. K K K | .

Soient u,u' € U ;onau = s(RS) , u' = s (R s) " RS étant réguliére on

2 K -
en déduit uu' = su' = s (RS.) , d'ot uu' € U,

K
Pour p=0, q # O, Rs est seulement réguliére a droite, ce qui donne

K K
uu' = su' (Rs). Mais u' = s (Rs) et s.sc1 € S impliquent u'sqe S, d'ol

K
su'sq € S et comme S est K-fort ceci donne su' = s (R S) . Donc uu' € U.

p

Si pq # O, soit K’un complexe unitaire contenant S. Vu € U, s‘us

€ S; sP , s , spu sq € K, K'est unitaire, d'od u € K ; donc U £ K

U est bien le plus petit complexe unitaire contenant S. (propriété 5.1.)
Exemple 5.1.-
Dans l'exemple 4.1., H est un sous-demi-groupe (2,0)-fort,
la classe K'mod. HR qui le contient est le complexe {a,b,c }, K’n'est pas uni-

taire A gauche, en effet, a € K, ad € K, mais d n'appartient pas a K/ La
(2,0)

classe mod. RH qui contient H est D , D est évidemment unitaire & gauche.

Théoréme 5.6, -

Soient H un complexe symétrique (c'est-a-dire tel que RH =

HR =R, WH = W =W) et A une classe mod. R différente de W. (7)

H
-1, - -1, -
a) R QRjil’ 1), WSW‘A(& ’1),etsionadep1us
H € Aalors W =W1§-1’_1) .
. (-1,-1)
b) Si en outre H est fort, A est (-1,-1)-fort, R et RA
coincident sur D - W‘i—l’—l) .

a) D'une maniére générale, soient R une relation d'é-
(-1 ’ —1)

’

quivalence réguliére et A une classe mod. R ; R est plus fine que R
en effet, soient b et ¢ des éléments de D congrus mod. R, u, v des éléments
de D¥ tels que ubv appartienne 4 A, Comme R est réguliére, on en déduit

ubv = ucv (R) et ucv € A. Si H est un complexe symétrique R_, est régulidre,

H



- 37 -

donc RH est plus fine que R;:l’ -1 ; de plus le résidu W est un idéal bilatére
-1,-1
disjoint de la classe A , d'aprés le lemme 5.1., W est inclus dans W}(\ ).

b) Soient b , ¢ des éléments de D"’, u, v, u', v' des éléments
de D tels que ubv, ucv, u'bv' appartiennent 3 A. On a ubv = ucv (R) car A est
une classe mod. R. Lorsque H est fort, R est simplifiable sur D - W, d'ol
b =c (R), ce qui donne u'bv' = u'ev' (R) car R est réguliére , u'cv' appartient
donc 4 A et A est un complexe (-1,-1)-fort.

-1 -1 -
R et R}(\ »=1) coincident sur D - Wli

des éléments de D - Wfi-l’—l)

1,-D . En effet, soient b, ¢

1’—1)

congrus mod. Rzi_ , il existe u, v éléments

de D vérifiant ubv € A , ucv € A, d'od ubv = ucv (R) , ce qui donne
-1,-1

b = ¢ (R) car R est simplifiable sur D - W. L'égalité entre R et R/i »=1) ré-

sulte alors de a).

Corollaire 5.4. -

Un complexe parfait H (7) est inclus dans une classe A mod.

-1. -1
R (=Ry), A est la fermeture (-1,-1)-forte de H, Wu=W-= Wﬁ(x ’ 1)’
R (-1,-1)
R=-R, .

On vérifie, comme dans le théoréme 5.4., que A est la ferme-
ture (-1,-1)-forte de H. Les autres résultats du corollaire découlent directement
du théoréme 5.6.

Remarque : Dans certains cas, les conditions imposées i p
et d ne sont pas identiques, on obtient évidemment les résultats symétriques

de ceux qui sont énoncés en permutant ces conditions.
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Nous faisons encore l'hypothése : I ne contient qu'un seul
élément.

Définition 6.1, -

Un complexe X est dit K-fermé si pour :

(1) X=(p,q),p > O, q > O, il existe un complexe A vérifiant X=(A:Dp)'.Dq.

(2) K=(,q), q > O, roon " " X=(A" Dq) .
(2" K = (p,0), p> O, "o " " x=AsDY),
8) K=(-1,q), q> O, il existe un complexe A vérifiant X=[(A.‘D)‘.qun(A'. Dq).
Y K=(p,-1), p> O, " " mooom " X=[(A% D) Dp]n(A,‘Dp_).

(4) K =(-1,-1), X est un idéal bilatére différent de D.

() K =(0,-1), X est un idéal i droite différent de D.

(6') K= (-1,0), X est un idéal a gauche différent de D.

(6) K=(0,0), X estun complexe quelconque différent de D,
Remarque 6.1.-

Les cas (2),(2') ; (3),(3") ; (5),(5') sont respectivement symétriques.
Remarque 6.2. -

Tout complexe (p,q)-fermé est (p',q')-fermé si on a, dans

PP, H9-q'
(1) Og p' ¢ p, O ¢ q' < q, (remplacer A par (A.‘D ') . D ) -
(2) O=p'=p, O £ q' € q, (remplacer A par A~ Dq-q ) .
_y!
3) -1=p'=p, O ¢ d' < q, (remplacer A par A* p1 q) .

Lemme 6.1, -

Dans le cas (1), X est un idéal bilatére et X = (DpX p4, - Dp)' . 1
q . Dq

" " (2), X est un idéal a4 droite et X =X D

-

" " (3), X est un idéal bilatére et X = X DZ *, D% ; inversement, un

idéal bilatdre X vérifiant X = X DY * | DY est (-1, q)-fermsé.
(1) et (2) résultent de (12).

3, x ¢ X&>Dxd? ¢ A et xDp! g a.
u,VG.D*, X € X,ona.DuvaqLDxDq £ A,

- -

—

Siu € D, uxv DY 4 D x DY € A siu=1D#-, uvaq_C xDY ¢ A .
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Donc uxv appartient 4 X , X est un idéal bilatére,
Pour tout complexe X, nous avons X & X p?-. p? .

Si X est (-1,q) fermé, X est inclus dans A °. p% 4ot x DY £ A et
xp? ., p% ¢ aA'.DY.
x p1 est un idéal & gauche puisque X est un idéal bilatére,
nous avons donc D X pd ¢ X Dc1 , ce qui donne X Dq ¢ XD
poa xD¥°. D% ¢ xp?. D) .DY ¢ (A.'D)". DY, et par suite
xp . p? ¢([a. >y .0 n@.ph=x.
Il en résulte X =XD1° . p1

Inversement, si X est un idéal bilatére tel que X = X p? - . Dq, X

9 p,

est (-1,q)-fermé ; en effet,

pxDp? ¢ xp%=—x0% ¢ xp% ‘D= x0¥.0% ¢ xp%" D) .D?,

doa x= [xDL D). D¥nxD?", pY) .

Théoréme 6.1, -

Pour qu'un complexe X soit un K-résidu, il faut et il suffit
qu'il soit K-fermé. [K = (p,q)]

D'aprés la définition du K-résidu d'un complexe H, nous avons

si p > 0, q)» O, WI:I=[(D-H).'DP]'.Dq ;
si p=0, g3 O, WII{1=(D-H)°.Dq;
si p=-1, qa > o, W}I{{=[(D-H)'.Dq]ﬂ {ED-H).‘D] '.Dq}

(d'aprés le théoréme 5.1.).

Ceci démontre le théoréme 6.1. pour les cas 1,2,3 en prenant A =D - H .
Pour (4), (5) la condition nécessaire est une conséquence du théoréme 3.2.
Dans (4), (5), (6) la condition est suffisante, en effet posons H = D - X.

X N H est vide, donc
(_19_1)

- 8i X est un idéal bilatére, X ¢ WH (lemme 5.1),
-1,_1 _ _
W;f; ) € D-H-= X (théoréme 5.1.), d'oﬁx:\;\z}(I 1,-1) :
(0,-1

) (mé&me démonstration);
(0,0)
H

si X est un idéal a droite, X = WH

si X est un complexe quelconque, X = W
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Remarque 6.3.-

Les familles de complexes ayant méme K-résidu sont conve~
xes et contiennent un élément maximum.
P:)ur (1) et (2) ceci résulte de (12) ; 1'élément maximum étant

dans (1), D - DPx D%,  dans 2), D-xD? .

Dans (3), X=X p¢ -, pt , si H=D -X Dq, d'aprés le lemme 6.1.,

— (‘1,Q)
X —WH .

Soit H' un complexe contenant strictement H, soit h un élément de H' - H, h

q . = i ("1,(1)
,h~xy1...yqéH':x¢WH, >

appartient donc a H'n X D

("1,(])
Wi £X .

D-X qust bien 1'élément maximum de la famille considérée.

Dans les cas (4), (5), (6) 1'élément maximum est D - X,

Théoréme 6.2, -

a) Pour que 1'idéal bilatére (A) engendré par le complexe A
soit (p,q)-fermé, p » 0, q > O, [p=-1, q > o] , il faut et il suffit
que (DPA D" DP)'. DY soit inclus dans 4) [a DY . D ¢ (A)] )

b) Pour que 1'idéal & droite |A) engendré par un complexe A
soit (O, q)-fermé , q ) O, il faut et il suffit que A Dq T, Dq soit inclus dans JA).

a)p > O, q Y O, d'aprés le lemme 6.1., (A) est
P . P q . P . q
(p,q)-fermé si et seulement si (A) ([D (A) D _] . D ) . D",

La condition est nécessaire :
A ¢ (@A) :@[DPA pd " pP] -.p% ¢ [Dp(A)Dq.' p”] . % =) .
La condition est suffisante :

Pour tout complexe X , X & [Dpx p? . Dp_] ". p?

pP’a)p?-p° [AuaDUDAUDAD] D?=-DPADY.
d'od [pP@) p%. - pP] . p%= [DPaD? .- D?] D% < @
et (A) = [Dp(A)Dq .- pP] . pd

Pour b) et le deuxiéme cas de a), nous avons une démonstration analogue.
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Théoréme 6.3.-

a) Pour que tous les idéaux bilatéres d'un demi-groupe D
soient (p,q)-fermés, il faut et il suffit que 1'idéal D soit :
-sip % O, q > O, simplifiable dans le demi-groupe des idéaux bilatéres ;
-sip=-1, q » O, simplifiable & droite dans le demi-groupe des idéaux

bilatéres.

b) Pour que tous les idéaux & droite d'un demi-groupe D soient
(O,q)-fermés, q ) O, il faut et il suffit que D soit simplifiable & droite dans
le demi-groupe des idéaux a droite de D.

c) Si tous les idéaux bilatéres [ﬁ droite] d'un demi-groupe D
sont (p,q)-fermés, ils sont aussi (p',q')-fermés pour :

- tous les couples (p',q"), sip » O, q > O.

- tous les couples (-1,q'), sip = -1, qa > O0.

- [tous les couples (0,q"), sip=0, q b4 O] .

a)p » O, q »O.Si ,m'(p, est la relation d'équiva-

q)
lence définie dans l'ensemble des idéaux bilatéres de D par :
X = X' (M ) siet sculement si p? x- 0% - p? x' DY | 1es idéaux
12
(p,q)-fermés sont les éléments maximaux des classes mod m(p a) ().

Donc, pour que tous les idéaux bilatéres soient (p,q)-fermés, il faut et il suffit
que ces classes ne contiennent qu'un seul élément, autrement dif,

pX'Dq doit impliquer

si X et X' sont idéaux bilatéres la relation pPx p1 =D
X =X,
Ceci équivauta X D =X'D ;X=X' et DX=DX':X=X' .
Nous avons un raisonnement analogue pour p = O, q Y O avec les idéaux a
droite, c'est-a-dire pour b).
p=-1, q Y O. Sitout idéal bilatére est (-1,q)-fermé ; X D = X'D? impli-
que X = X', en effet, d'aprés le lemme 6.1., X =X pd - . Dq, x'=x'p%" . pY,
Donc si X, X' sont des idéaux bilatéres et si X D = X'D, on a X = X',

) Inversement, supposons D simplifiable & droite dans le demi-

q..Dq

groupe des idéaux bilatéres. Soit Y =X D ; X étant un idéal bilatére, il
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en est de mé&me pour Y,
y=x0%". 0% = x ¢ v, doaxD? ¢ YD mais YD
par suite X pd - Y Dq
doa X =x D% *, p? ; d'aprés le lemme 6.1., X est (-1,q)-fermé.

T¢ xp9, et

o~

. X et Y étant des idéaux bilatéres, nous avons X =Y,

c) Cette proposition est une conséquence du fait que les
conditions trouvées sont indépendantes, dans chaque cas, de p et de q.

Théoréme 6.4.-

Si p et q sont deux nombres positifs, pour qu'un idéal bilatére

0
X soit tel qu'il existe un complexe H vérifiant : X = W}(l ) _ Iflp,o) , il faut

et il suffit que 1'on ait
pPx . p? ¢ x, pPx.p% ¢ x, xp%.'DP ¢ x, x D% . D% ¢ x.

Condition nécessaire : Si H existe, K= (D - X Dq) n DO - DpX) a la méme pro-

priété que H, d'aprés la remarque 6.3. ; nous avons donc

oPxuxpd ."pP-x , @©xuxnYy ., p? - x,
d'ol les conditions du théoréme.
Condition suffisante : Prenons K =D - (DpX uUX Dq) ,
x ¢ pPx."p? ¢ oPx xp% . pP-@’x. PP uxn? PP ¢ x,
x ¢ xp%.p? ¢ ©’x xpY .p% @’x .Y u xDp? . DY ¢ x,

d'od x- oPx uxp? .'DF- .w}‘{p’o) ,
x = ®’x u xpY) *. D% - W}((O’q)

Théoréme 6.4'. -

p positif étant donné, pour qu'un idéal bilatére X soit tel qu'il existe un comple-

L e 0,-1) (p,0) 0,0) (p,0)

p H : X = ’ = ’ = ’ = W
xe H vérifiant WH WH ou X WH H ,
il faut et il suffit que 1'on ait X =X . D

O,-1

Supposons qu'il existe H te]l que X = WIfI o~ W}({p’o),d'aprés
la remarque 6.3., nous pouvons prendre H = (D - X) N (D - DpX) =D - X car
-1

pPx ¢ X (X idéal bilateére). Ceci entraine W}(IO’ ) X .
I1 faut aussi avoir W (p,0) =X , c'est-d-dire X , Dp =X ,

H
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Or X. ' A=X=3X. ' D=X, eneffet AC D=3X. A »X.'D,
mais DX € X =) X ¢ X."D,dot X=X."D.
Inversement, si X est un idéal bilatére vérifiant X .” D = X, nous avons

Vp > o, X.

Dp=X . Prenons K=D - X,

wl({o*'l) =X wl(ip’o) -m-K).,” D’=x."DP=x.
Dans ce cas de plus nous avons WI(ip’-l) = Wlio’_l) = Wlip’o) =X .

(0,0)

« P
=D - H=D-X, d , D" =X
q H = , d'ot X

Pourq=0, p » O, w

etX. " D=X,
. . (0,0)
Inversement, si X ." D =X, enprenant K=D - X on a WK =

(p,0) _
Wy = X,

Théoréme 6.5. -

p et q étant donnés, pour qu'un idéal bilatére X soit tel qu'il existe un comple-

xe H vérifiant

,O
xow®D _ O _ @0

, il faut et il suffit que 1'on ait :

H H - "H
-sipy O, q ) O, X=X."D, X=X".D ;
-sipy» O, q=-1, X=X."D .
Lecasp » O, q=-1, est une conséquence du théoréme
6.4'.
pY O , q »> O. Condition nécessaire :

La remarque 6.3, permet de prendre H = (D - pPx Dq) N D - DpX)n (Db -X Dq),
d'od H =D - (DPXxux DY) . 11 faut donc que 1'on ait
@oPxuxp?) " DP=x @Pxuxp? . pl=x, [(PPxux p%. p”] . p?

= X c'est-a-dire :

X.'pP=x, x°.p%¥=x, dod X."D=X; X'.D=X.
Condition suffisante :

Prenons H =D - X ;

wé;o’q)= x*.p¥=x , W}(Ip’o)-‘-x-’ pP = x ,WI({p’q)=[X’.Dp]"Dq=X'
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Lemme 6.2, -~

Pour que Dn soit un demi-groupe simple & droite [simpl‘é_]

il faut et suffit que tout idéal i droite [bilatére] non vide de D contienne p" .
Supposons Dn simple & droite, soit X un idéal i droite de D, X Dn

est un idéal a droite de DIl non vide, nous avons donc X Dn = Dn .
Mais X Dn est contenu dans X et par suite Dn est inclus dans X.

Inversement, supposons que Dn soit inclus dans tout idéal &
droite de D. Soit X' un idéal & droite de p" , X=X!' D" est un idéal a droite
de D, d'ou- D" ¢ X=X D" £ X' et par suite X'= D" .

Le cas bilatére se démontre de la mé&me maniére.

Théoréme 6.6. -
Sin » 2, pour que p" soif simple & droite, il faut et il suffit que D ne contien-
ne pas d'idéaux (O,n - 1)-fermés propres.

Si p” est éimple a droite, pour tout idéal a droite X non vide,
X Dn"‘l est un idéal 4 droite non vide de D, d'aprés le lemme 6.2., D" est con=
tenu dans X Dn_‘1 . Or, si X est (O,n-1)-fermé, le lemme 6.1. donne,

X=XDn—1‘U Dn-l > Dn,'Dn-l - D

Inversement, supposons qu'il existe un idéal a droite X de D
n
ne contenant pas D . Posons X' = p'n X , le (O, n-1) résidu de D - X' n'est

. n-1
pas vide car X D est inclus dans X', ce qui montre que X est contenu dans

Aok O,n-1 . 14
ce résidu., ng _r;(, ) est différent de D, en effet, il existe un élément
xlxz. 0 e xn appartenant a Dn\ X , d'oli un élément Xy de D qui n'appartient
~ (Oan“l)
P W .
pas a W',
(Osn"l)

WD _xr serait donc un idéal i droite (O,n-1)-fermé (théoréme 6.1.) propre

de D, ce qui contredit 1'hypothése.

Théoréme 6.7, -

. n
Sin ) 3, pour que D soit simple,il faut et il suffit que D ne contienne pas

d'idéaux (p,q)-fermés propres, pour un couple d'entiers positifs p,q ayant
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pour somme n-1,
Pour toute partie non vide X de D , DpX Dql est un idéal bi-
Px p4 est égal
2 D" . si de plus X est (p,q)-fermé, X = (0°x p%." pP) *. p? = (»". 'DP)". DY

D )

n n
latére non vide de D , car p+q = n-1, donc si D est simple, D

Inversement, soit X un idéal bilatére de D ne contenant pas

(p,q)
D-X'’

n p

q
D, DX D estinclus dans Dn(\ X =X'", Nous avons X C W de plus,

il existe un élément Xyveos .xpa Yyeo-- .yq appartenant a D"\ X , d'oll un élé~

(p,q) ,W(p,q)

D-X''"p.-x serait donc un idéal

ment a de D qui n'appartient pas & W

(p,q)-fermé propre, ce qui contredit 1'hypothése.

Remarque : Pour deux couples d'entiers positifs (p,q),(p',q")
ayant la méme somme, D ne contient pas d'idéaux (p,q)-fermés propres si et
seulement si D ne contient pas d'idéaux (p',q')-fermés propres. En effet, d'a=
preés le théoréme 6.7., 1'une ou l'autre de ces propriétés est équivalente a la

Dp+q+1

condition simple.

Théoréme 6.8, -

2 .
Pour que D soit simple, il faut et il suffit que D ne contienne
pas d'idéaux (-1,1) (ou (1,-1))-fermés propres.

Démonstration analogue & celle du théoréme précédent,
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CHAPITRE II
COMPLEXES PARTICULIERS LIES AUX R

K
H

Dans ce chapftre nous allons approfondir 1'étude de certaines

relations d'équivalence introduites dans le premier chapfire.

1) Relations £H . LH et HL et complexes semi-forts.

. K $ K_/W—
Notations . Pour K = (al’ 31, 02) , nous poserons : RH =0 WH =Wy

Pour K = (ul, 81, az) , c'est-a-dire K = (0,2), nous poserons :

K v K —_
RH = LH . WH = WH
Pour K = (2,0) ," RN L wh - W
= » a = =
our (2,0) , nous poserons : H q y H IE] .

£H est donc une relation d'équivalence définie dans

(xy) = x,y) B & H. Xy = H Xy .
'LH et HL opérent dans D, nous avons
. 2 . 2
a = b(LH)@(H. a)NA D = (H.'b)ND
3
Posons K=HND , alors, ‘£H=£K , L_=0L L= _L ,

H
WH=’W’K,W=W, W= W,

H K H K
D'aprés 1'étude qui précéde le théoréme 1.3.5. (théoréme

3.,5, chapitre 1) ,

Les théorémes 1.5,1. et 1.3.5, donnent

W = W ., W = ,' W W
D, 4 gV D,’W'H)/(WH,D)U(D,HW).

Supposons qu'il existe un élément (a,b) appartenant a W AN (W ,D)yv (@D, VV.) ;
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3
aux € HND" =K,

il

a ¢ W’H=:3u, X € D, tels queh

I

3
'b¢ HW_.*@]v,yéD,t.elsquek yvb € HND =K,

(2,b) € W, (. k) € ’WH (théoréme 1.3.2) .

Donc la relation (K,K) N WH = entrafne WH = (‘WH,D) v (D, W),

H

Si S est un sous-demi-groupe, on a

W_ =W W = , = (W - '
W s ¢ g SW,WS<S,D>u<D,S>

Définition 1 1.-

Un complexe H est dit totalement net si 'W'H est vide.
Un complexe totalement net est évidemment net, la réciproque est inexacte
comme le montre l'exemple suivant :

Exemple 1,1, -

D étant le demi-groupe défini par la table de multiplication ci-apres ,

a b c d
a a a c c
b b b d d
c| a a (¢ c
d| b b d d

prenons H = {a,d} ; H est net, mais H n'est pas totalement net car ’WI'{ contient
1'élément (a,d).

Définition 1.2, -

Un complexe H est dit semi-fort a droite Eresp.. a gauche] si,
pour tout x € D , l'ensemble H .x [resp, H. "x] est vide ou fort. H est dit
semi-fort s'il est 4 la fois semi-fort & droite et semi-fort & gauche.

Propriété 1.1, -

Tout complexe (O, 2)-fort est semi-fort a droite.
Soit H un complexe (O, 2)-fort, et soit x un élément de D, tel que H'.x ne soit
pas vide ; vérifions que H' .x est fort. Supposons qu'il existe a, b, y, y' avec

a € EH’.X)'.y] (\[(H’.x)\y"] et bée H .x) .y ;ceciéquivaut a
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ayx € H, ay'x € H , byx € H. Comme H est (O, 2)-fort, ces conditions

impliquent by'x € H, d'od b € (H .x) .y', et par suite H'.x est un complexe
fort.

Corollaire 1.1. -

a) Tout complexe fort est semi-fort.

b) Si D contient un élément unité & droite e, tout complexe

semi-fort & droite est fort.
a) En effet, d'aprés le théoréme 1.4.1., fort implique (O, 2)-
fort et (2,0)-fort.

b) Si H est semi-fort 4 droite, H' .e est fort, mais H'.e est

égal 4 H, H est donc un complexe fort.

Exemple 1.2, -

Reprenons l'exemple 1.4.1., H est un complexe (2,0)-fort donc semi-fort a
gauche, mais H n'est pas semi-fort & droite ; en effet, H .d = H .
Propriété 1.2, -

Tout complexe bilatérement fort est semi-fort.

D'aprés l'exemple 1.4.4. , si H est bilatérement fort et si les complexes

(H .x)."y , (H .x"). y' se coupent , alors ces complexes coincident. En
particulier , [(H“.x).'y] 6 [(H'.x).'y'] entrafme (H'.x). 'y = (H .x). ' y';
pour tout x € D , H'.x est fort, H est donc semi_—fort 3 droite. On vérifie de
méme que H est semi-fort 4 gauche.

Exemple 1.3. -

Le demi-groupe D et le complexe H étant donnés, considérons un tableau carré
dont les lignes et les colonnes sont indexées par les éléments de D, Six € D,
y € D, mettons l'ensemble (H. x) .y dans la case définie par la ligne x et
la colonne y. Pour que H soit semi-fort & droite [resp. a gauche, resp. bila-
térement fort] , il faut et il suffit que les ensembles figurant dans deux cases
d'une mé&me colonne [.resp. ligne , resp. deux cases quelconquesJ soient iden-
tiques ou disjoints.

Soient D le semi-groupe libre, commutatif engendré par qua-

tre éléments a,b,c,d , et H = {a3, azb , a.b2 , b3 , acd} . Construisons le ta-
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bleau sus-indiqué :

a b c d X
a a,b a,b d (¢ ]
b a,b | a,b 1) 0 0
c 0 0 0 a 0
d o 0 a (Y 0
y 0 0 0 0 0

x et y sont des éléments de D - { a,b,c,d} donc des mots de longueur supé-
rieure ou égale a4 2 , ceci justifie le contenu du tableau. Nous en déduisons que
H est un complexe semi-fort et qu'il n'est pas bilatérement fort ; D étant com-
mutatif, H n'est pas non plus (O, 2)-fort.

Propriété 1.3. -

Les complexes semi-forts & droite [resp. semi-forts] d'un
demi-groupe D forment une famille de Moore.
D est fort, donc semi-fort & droite. Soient Hi , i €I, une famille de comple-

xes et H leur intersection, si H n'est pas vide, H' .x = (Hi' .X) . Sitous

n
iel
les H, sont semi-forts a droite, les Hi *.x sont vides ou forts, leur intersec-
i
tion est vide ou forte, H est donc un complexe semi-fort & droite.
Nous allons maintenant donner la construction de la fermeture corres-

pondante. Soit H un complexe de D. Posons H = H ; Hn étant construit, consi-

0

dérons le complexe Tn égal 4 la réunion, pour tous les éléments (x,y,y') de
3 . .
D [] , des parties de D de la forme y'. [(Hn. y) .x] . X qui rencontrent
o0

H . Posons H =H UT .SoitH= U H .
n n n n n=0

+1 n

Si K est un complexe semi-fort & droite contenant H, K contient H 5 H0

est contenu dans K ; supposons Hn inclus dans K.
Siy! [(Hn'-x)-'}'} x § H ., V¥ [(K'.x).'y] x 1 K , ce qui implique ,

‘:(K' .X). 'y] 1 [(K LX), 'y'] , mais K étant semi-fort & droite, K’ .x est
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fort, d'odt (K’ .x). y = (K .x).'y' ety' [(K'.x).'y] x ¢ K, ce qui donne

y' [(Hn X). y] x ¢ K ; Tn est donc inclus dans K et par suite K contient

Hn+1 . Par récurrence, nous en déduisons que H est contenu dans K.
Montrons maintenant que H est un complexe semi-fort & drei-
te. Soient x,y,y',u, v des éléments de D, tels que u & [(ﬁ' .X). 'y_] N Bﬁ .X). yﬂ

etv € [(ﬁ',x).'yj . Nous avons donc, yux € H , yux € H,yvx € H ;

o
H = i-\-JO Hi , les Hi étant emboités, il existe un indice n avec
' e - ,
yux € Hn , y'ux Hn , yvx €& H!1
d'ou y'ux € y' [(Hn e X). y] X {\Hn , ce qui donne y' [(Hn «X). ny < Tn+1'
Comme v € L(Hn «X). y] , Y'vx e y' [(Hn . X). y_] x et par suite y'vx € H .

H est bien le plus petit complexe semi-fort & droite contenant H.
Pour la propriété semi-fort, nous avons une construction analogue en rempla-
cant Tn par Tn (V) T'n , T'n étant la réunion, pour tous les éléments (x,x',y)

(3]

de D , des parties de D de la forme y [(Hn «X)- y'] x' qui rencontrent Hn'

Propriété 1.4. -

Soit \p un homomorphisme d'un demi-groupe D sur un demi~
groupe D',

a) Si K est un complexe semi-fort & droite de D', \P‘I(K) est
un complexe semi-fort a4 droite de D.

b) Si H est un complexe semi-fort a droite de D saturé pour
1'équivalence d'homomorphisme de P, P (H) est un complexe semi-fort a droite
de D',

La démonstration de cette propriété est semblable a celle de
la propriété 1.4.2. Nous pouvons également énoncer une propriété analogue a
la propriété 1.4.3.

Propriété 1.5.-

Soient D' et D" deux demi-groupes, D leur produit direct,

D =D'x D" , H un complexe de D de la forme H' x H" .
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a) Si H' et H" sont semi-forts a droite, H est semi-fort a
droite.

b) Si H est semi-fort & droite et si H{'\D3 n'est pas vide, H'
et H" sont semi-forts a droite.

Théoréme 1.1, -

Soient H un complexe semi-fort & droite du demi-groupe D,
a,b,c des éléments de D, u,v des éléments de D* ., Si (au,ve)  (buyve) sont

congrus mod. (£H) et si (au,vc) n'est pas dans "WH » alors on a (a,c)z (b,c) (%H)'
Comme (au,ve) n'appartient pas a WH’ il existe x € D avec auxve € H,

buxve € H , d'ol uxv e [(H. 'a)'.c_] N [(H ‘b)’ .c] . Mais H étant semi~fort a
droite, H'.c est fort, ce qui entrathe (H. a) .c = (H. b) .c et (a,c) = (b,c) (#1\}'

Corollaire 1.2, -

Si H est un complexe semi~fort & droite tel que (K,K)N ‘W’H =0 , (K=H f\D3) s

LH est simplifiable a droite dans D - WH'

Soient ac , bc des éléments de D - WH congrus mod., LH ;

-siye W, @y et ®,y €W, dod @y b,y @ :

H
- si y¢ HW , d'aprés la remarque 1.2, (ac,y) ¢ 'U/”H ; le théoréme 1.1. donne
alors (a,y) = (b,y) (;KH) . Pour tout y€ D , nous avons (a,y) = (b,y) (£ H‘) , ce
qui entrafne a = b (LH) (Remarque 1.2.).

Théoréme 1,2, -

Soient H un complexe de D et A une classe mod. LH différente

a) Si H est semi-fort & droite et si 'W;I vérifie la condition

suivante :

"
HE

X,x',y,u,v € D, xuy

€ W, ,

A est un complexe semi-fort & droite.

| =— ) .
x'uy XVy (LH) , xuy¢ WH’ (Xxuy,z)€ WH.:(X , VY, 2)
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b) Si H est semi-fort, A est fort.

c) Si H est bilatérement fort, A est (1,-1)-fort.

4) Si xuy, x'uy , xyv appartiennent 4 A ; xuy , x'uy 3 Xvy
sont congrus mod. LH puisque A est une classe mod. LH .
Si z est tel que (xuy,z) n'appartienne pas i 'U/‘I'{ , le théoréme 1.1, donne
(x,2) = (x',2) (by)

d'olt (xvy,z) =(x'vy,z) (;ﬂH) (lemme 1.3.1) .

Si z est tel que (xuy,z) soit dans ’W’H , la condition vérifiée par W implique
H
(xvy,z) = (x'vy,z) (£H) . Nous en déduisons xvy= x'vy (LH) , d'oll x'vy € A .

A est un complexe semi-fort & droite.

b) Supposons H semi-fort. Soient x,x',u,v, des éléments de

D tels que xu, x'u, xv appartiennent 4 A, Nous avons xu = x'u = xv (LH) ;
pourtoutt €D, (xu,t) = (x'u,t) (f)
Si (xu,t) n'appartient pas é-’lUI’{ , le théoréme 1.1. donne (x,t) = (x',t) (ﬁH)

doll (xv,t) = (x'v,t) (‘£H) .

Supposons qu'il existe un élément z de D, tel que (xu,z) € ’W’H

et (x'v,z)¢ W . Il existe b € D avec x'vbz & H . A étant différent de

_H ,
d'aprés ce qui précéde, il existe a,t € D , tels que xuat € H , x'uat € H,
xvat € H, x'vat&€ H .

Nous avons donc v€ [(H. x')".bz] N [(H. x") .at] ; H étant semi-fort & gau-
che, ceci entrafne [(H. 'x')'.bz] = [(H. ‘x"° .at] .

ué€ [(Hn'x')'.at_]- implique u g€ [(H.'x')°.bz] , d'o x'ubz € H , ce qui contre-
dit 1'hypothése (x'u,z) & "lU'H (conséquence directe de (xu,z) QWH) .

Pour tout y € D , nous avons donc (xv,y) = (x'v,y) (£H) » ce qui implique
Xv = X'v (LH) et x'v € A, A est bien un complexe fort.

c) Soient x,y,a,b des éléments de D , u,v des éléments de

D * » tels que xau, xbu, yav appartiennent & A, Pour tout z ¢ D,
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(xau,z) = (xbu,z) = (yav,z) (J,-'H) . S'il existe ¢ € D, avec xaucz &€ H, nous
avons également xbucz &€ H, yavez € H ;d'olia€ [(H. "x)° .ucz]f\ [(H ‘v° gvcrg] .
H étant bilatérement fort, nous en déduisons [:(H "x)° .ucz] = ‘_(H °y)° .vcz] s
or b él:(H,°x)'oucz] , dol b €[(H.'y)'.vcz] et ybvcz € H. Comme H est

en particulier semi-fort a droite, eeci implique (xau,z) = (ybv,z) (£H).
Soitt € D, tel que (xau,t) € ’WH (d'ou (yav,t) e’LUiI)o Supposons
que (ybv,t) n'appartienne pas a WH’ alors, il existe d € D , avec ybvdt € H .

D'autre part A étant différent de WH , 11 existe, d'aprés ce qui pré-

céde, ce D,z &€ Dtels que xaucz , xbucz , yavez , ybvez appartiennent a
H.
b € [(H ‘v)° ovdt]f\ L(H ‘y)’ ,vcz] ,
H étant semi-fort 4 gauche, on en déduit [(H° “y)’ avdt_] = [:(H° ‘v)° .vcz_] :
la condition a € [(H 'y)’ .,vcz] entraine yavdt € H contrairement a4 1'hypothése
(vav,t) € wH . ‘
Par suite, pour tout z € D, (yav,z) = (ybv,2) (;BH) s

d'ou yav = ybv (LH) , ybv € A ; A est (1,-1)-fort.

Exemple 1.4. -

D est le demi-groupe 4 6 éléments défini par la table suivante :

a b c d e f a b c d e f

a a c a a c a ) %) () (%) () 0]

a b [ a b c b )] b,e )] 4] b,e )

cl| ¢ c a c c a c| O [9) ) %) 0] O
dja jd |t fdjd]rt dlec,f |ec,f é": c,f |ec,f ;":

e| d e f d e f s ?
| ¢t |t |d | f | £ | d e |c,f |t | & et | e, f |®0D
d,e d,e
a,b | a,b a,b a,b _
f d,e | d,e ¢t d,e d,e ¢t
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H ={b,f} ; dans le deuxiéme tableau nous avons mis le complexe (H. x) .y
déns la case définie par la ligne x et la colonne y. |
D'aprés l'exemple 1.3., nous voyons que H est un complexe -
semi-fort & gauche sans étre semi-fort & droite.

Les classes mod. HL sont A={a,d}, B={b,e}, C={c,f}; HW est vide.

B est un complexe fort, les classes mod. BL sont BW ={a,c,d,f} et {b,e}.

C est un complexe fort, les classes mod. L sont {a,b,d,e} , {c,f} ;

C

C—VV est vide.
Donc nous avons seulement HL C CL dans D - CW .

A n'est semi-fort d'aucun co6té. HL et AL coincident. L'hypothése du théoréme

symétrique de 1.2.a, concernant ’WH n'est pas vérifiée, en effet,

baa = bab = bba =a W=Q,(b,a) E%,alorsquebbb=bet

H

que (b,b) n'est pas dans WH

Cet exemple montre aussi que H, qui est semi-fort & gauche, n'est pas (2,0)-
fort, en effet d'aprés le théoréme 1.5.3., A serait (-1,0)-fort, donc en parti-
culier, semi-fort.

Théoréme 1.3. -

Soient H un complexe semi-fort & droite, S un sous-demi-
groupe de D inclus dans H, tel que S H soit contenu dans H. Alors,

- S est inclus dans une classe US mod. LH

- US est un sous-demi-groupe (O, -1)-fort .

3
-Si K=HND estinclus dans S, US est le plus petit complexe unitaire

a droite contenant S.
Tout d'abord remarquons que les relations (s,y) € WH’ s € S, im-

pliquent y & HW . En effet, s'il existait x,a , avec xay & H, sxay appar-
tiendrait 2 SH , ce qui contredirait (s,y) & "WH car SH est contenu dans H.

Soient s et s' deux éléments quelconques de S, y un élément de D. Alors
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sy e Wy € W, dal ey eW ez 6Ly (D

- si (s,y) é "W'H ,» il existe a € D, avec say€ H; SH £ H donne s.saye H

1}

s'.say € H, d'ou (s,y) (s',y) (ﬁH) car H est semi-fort & droite,

On en déduit la relation s =s' (LH) ; S est inclus dans une classe US mod. LH'
Soient u un élément de Ug , S un élément de S, y un élément de D. Alors

=S (syy) e W (suuye W, , diod (s,y) 2(su,y) (B |

- si (s.,y)¢ u'fH » il existe a € D, avec say € H, uay € H mais alors

1]

uay € SH ¢ H, ce qui donne (su,y) = (s,y) <£H) puisque H est semi-tfort

a droite. Nous avons donc su = s (LH) .
)

Soient u,, u2 deux .éléments de U

L ;ona u Es(L).ut—:s{LH)

S 1 H © 2

et comme LH est réguliére a droite , ulu2 = su, (L

2 } . mais u_, = § (LH)

H 2

implique su2 = s (LH) ;u,u_ appartient donc a US qui est un sous-demi»

12 s
groupe.
Soient a,b deux éléments de D, v,w deux éléments de D*-, tels que av,by, aw

appartiennent & US . Alors
~si (s,y) € W . bw,y)€ W . don (s,y) = bw,y) B ;
H H H

- si (s,y) ¢ w’H . il existe c € D, avec scy€ H, avcy € H, bvey € H
awcy € H , on a donc vc€ EH.'a).'.yJ('\ [(Hb)yj , ce qui implique
[('H, “a)’ .y] = [_-(H. by’ .y_] car H est semi-fort 4 droite ; et par suite ,

M,-cE[(H.'a)'.y]:} we € BH.'b)'.y]:;cé [(H"bw)'.y]nEH.'s)'.y]
= bw,y =6, B -

Nous avons donc bw = s (LH) , bw & US ; US.est un sous-demi-

groupe (O,-1)-fort , en particulier US est unitaire a dreoite. (propriété 1.5.1),

Supposons HN D3 <€ S, et soit V un complexe unitaire a droite conn
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. . 3 2 3
tenant S. Yu &-Uset Vs € 8, u‘sze Hecar s« € H, doncus € HND,
2 . . : .
us € S € V , V unitaire i droite donneu € V , US est donc contenu dans V.

Corollaire 1,3, -

Soit S un sous-demi-groupe de D, S sa fermeture semi-forte
a droite. S est inclus dans une classe I-J-mod. Lg ; U est un sous-demi-grou-
pe (O, -1)-fort.
I1 suffit que nous montrions que S.S est contenu dans S. Reprenons les
notations de la construction correspondante (propriété 1.3.) . H0 =S,
. C . 1 . . ‘- -
SH, ¢ H  , supposons SH ¢ H . Siy [(Hn .X). yJ x 1 Hn‘v’s € S,
t * ¢ 1 S ' & &
sy [(Hn . X). yJ X 1 SHn , d'aprés 1'hypothése de récurrence, SHn c Hn?

dod ST & T et SH ¢ H . Nous avons bien SS ¢ S .
n n n+1 n+1 =

Corollaire 1.4. -

a) Un sous-demi-groupe semi-fort & droite S est contenu dans

une classe U_ mod. L_ différente de W U_ est un sous-demi-groupe (O,-1)~

S S S’ 'S
fort.
b) US est le plus petit complexe unitaire contenant S.
(O’ -1)
c)W_ =W =W , L =L =R =p .
S US Us S Ug US US

a) et b) résultent directement du théoréme 1. 3.

c) L'égalité des résidus est une conséquence du théoréme 1.5.3.,

L =R = p (théoréme 1.5.5) . S étant un sous-demi-groupe, d'aprés
U U U
S S S
le corollaire 1.2, , LS est simplifiable 4 droite sur D - WS ; le théoréme 21 .
de (7) donne alors L_ = R .
S US

Corollaire 1.5, -

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un sous-demi-groupe

soit (O,-1)-fort est qu'il soit semi-fort a4 droite et unitaire i droite.
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Si S est unitaire & droite, S est égal i US , donc S est (O, -1) fort,
Inversement, si S est (O,-1)fort, S est unitaire & droite et fort (propriété1.5,1)
donc S est a fortiori semi-fort 4 droite.

Nous allons maintenant considérer également la classe SU mod, sL

contenant S , lorsque S est semi-fort.

Théoréme 1,4, -

Si - i i- UCU +W_ , U_.Cc U+ W,
i 8 est un sous-demi-groupe semi fort, g~ ~ Ug s s € g S

Si de plus S est équirésiduel , US = SU .

Si u est un élément de SU \WS , il existe a € D avec ua € S, ce qui donne,

pour tout s € S, uas &€ S (¢ SU . SU étant unitaire 4 gauche, as & SU ,

2
c'est-a-dire as = s (SL). Comme s3é S , nous avons s as € S, et
. o e . 2., - . . e . 2,
a € [(S. u) °s_] N [(S. s ) ..s_] , d'oli [(S. u) .s] = [(S. s ) .SJ car S est
2

"o o 2 _ .
.semi-fort 4 droite. Or s € l_(S. s ) .s] et par suite us € S ¢ U

S
2 2 N e .
s € US , UusS € US et US unitaire a droite impliquent u € US .
Supposons maintenant WS < SW ; comme on a SU N SW =@, on en déduit
Uv _ C L . » N » . : . - U .
S N WS O et SU < US Si S est équirésiduel, nous avons bien US S

" Définition 1.2,- (10)

Nous dirons qu'un complexe S est unitaire i droite par rapport & un com-
plexe H,si les relations s € S, xs € H entrafnent x € H .

Théoréme 1.5, -

Si S est un sous-demi-groupe semi-fort & droite, unitaire a

gauche par rapport a US (classe contenant S mod. LS), alors

Va € D, Vu Ug . ua=a(Ly.

0]
"

Vs € s, Vu € US, nous avons u _s(LS) ,dodtua:z sa(LS)

Considérons sa et a,

sa & WS¢=> a € WS ; en effet, si a ?‘ WS’ il existe x € D avec ax ¢ 8§

A
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d'ou sax € S et sa ¢WS ; si sa ¢WS, il existe x € D avec sax € S ;

s € S, sax € S, et S unitaire 4 gauche par rapport a US donnent ax & US

3 2 ¢ ‘
s (LS) et s &€ Simpliquent axs € S, donc a Cf_WS .

un

ax

Supposons que a et sa n'appartiennent pas a WS ; alors

-si (a,z) € QL’:S, d'aprés la reraarque 1.2., z € SW et (sa,z) & ’Wé ;
-si (a,2) ¢ "WS, il existe b € D avec abz € S, d'ol sabz € S, ce qui im-

plique (a,z) ¥ (sa,z) (,f.s) car S est semi-fort & droite. Nous avons donc

sa = a (LS).

Corollaire 1.5.-

Si S est un sous-demi-groupe semi-fort et équirésiduel, WS = SW =W est un

idéal bilatére premier.

/

D'aprés les théorémes 1.3, et 1.4., U_ est un sous-demi-groupe unitaire

S

contenant S, donc S est unitaire a gauche et & droite par rapport a US . Soient

a,b deux éléments de D, tels que ab & W. Si par exemple b n'appartient pas
iW, il existe x € D avec bx € S.

Le théoréme symétrique de 1.5. donne abx = a (SL) . W étant un idéal bilatére,

ab & W entrafne abx ¢ W . Mais W est une classe mod. _L, donca € W,

S
Définition 1.3. -

—

T P . - L . = W .
Un complexe H est dit L-symétrique si LH H et si WH H

Exemple 1.5.~

Soient D le demi-groupe & 4 éléments défini par la table de multiplica=

tion suivante :

a b c d
a a a a a
b a a a a
c a c d
d d d d

etH=_{d} .
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Les classes ,mod.‘LH sont : WH ={a,b} , {c} , {d} .

Les classes mod. L sont : {a,b}

- W est vide.

,{c},{d};H

LH HL , mais H n'est pas L-symétrique.

Propriété 1,5, -

Tout complexe fort et symétrique (7) est L-symétrique.

D' & é & L] .

aprés le théoréme 1.4.1., RH et LH coincident sur D - WH HR et HL
coincident sur D - HW . Mais W= W =W donne W = (D - H)".D = (D - H)."D
dot W =W _".p=[D- H).'D] .p=[D-m.D].'D= _W.'D= W ;
W= W =
WH H , et comme RH HR LH HL .

Théoréme 1.6, -

Soit S un sous-demi-groupe semi-fort, tel que L L=L,

s s
- si S est net, D/L est un groupe.

- si S est équirésiduel, D/L est un groupe avec zéro.

Soit U la classe mod. L contenant S, d'aprés le corollaire 1.4.

et son symétrique, U est un complexe fort, etona W_=W R__=01L,

S U i U
S U i UR L ¢

Le théoréme 1.6. est alors une conséquence des théorémes 26 et 27 de (7).

Propriété 1.6.-

Soit H un complexe semi-fort du demi-groupe D. Supposons que H soit
3 .
L-ﬁsymétrique, contenu dans D , totalement net ou bien que Yh € H, on ait

' 3
(h,h) ¢ ’WH. Alors H est saturé dans D pour L.
H N W est vide (W =W

(h,h) € MY,

- HW) ; en effet, h € W entrafne (h,D) € 'w’ d'ol

3 .
Soit xyz = h (L) ; h = pqr puisque H € D . h n'appartient pas & W, donc il exis~
teu €D, v € D tels que pqruV , Xyzuv € H .

Les relations pqr € H , pqruv € H , H semi-fort & gauche donnent
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(p,r) = (P, TUV) (£ ) ; d'ou d'aprés le lemme 1.3.1., (pqr,pqr)s(pqr,pqruv) (g{),
H

Dr'autre part, L étant réguliére, xyzuv = pqruv (L) .
Nous avons donc successivement : (Xyz,xyz) = (Xyz,pqr) = (pqr,pqr) =

= (pqr,pqruv) = (Xyz,pqruv) = (XyzZ,Xyzuv) (%H) , et comme (pqr,pqr) n'ap~

partient pas a WH , d'aprés le théoréme 1.1., (x,z) =(x,zuv) (£H) car H est

semi-fort & gauche.

Or xyzuv appartient & H, donc xyz appartient & H ; H est bien saturé mod. L
3

dans D .

Théoréme 1,7. -

Dans un demi-groupe D, soit H un complexe semi-fort, L~sy-

métrique, totalement net. Pour que F = D/L soit un groupe, il faut et il suffit

que K (K=HN" D3) soit inclus dans une classe mod. L. Si cette condition est
vérifiée, K est un complexe fort dans Dz, saturé dans 'D3 mod. L,

D'aprés les hypothéses, 'LI_I = LK = L, K est semi-fort et net. D'aprés le
corollaire 1.2. , L est une relation d'équivalence réguliére et simplifiable dans

D . Si K est inclus dans une classe A mod. L , WA est contenu da.ns‘_\)vK donc

A est net ; mais L étant simplifiable le théoréme 21 de (7) montre que A est un
complexe fort et que l'ona L = RA = AR = R. Nous déduisons donc du théoréme
1 de (5) que D/L est un groupe.
D'aprés la propriété 1.6. , K=A N D3 . Soient a,b € D2 R
X,y € D, telsqueax € K, bx<€ K, ay € K, A étant fort, by € A , mais
by € D3 et par suite by € K ; K est, en particulier, un complexe fort dans D?.
Supposons maintenant que F soit un groupe. Soient lPl'hom‘omor-
phisme de D sur F défini par L, L' [resp. L"J la restriction de L a D3[resp,D2]
'\f (D,3) [resp. l{?(Dzﬂ est égal 2 F, donc F est isomorphe a D3/L' et & DZ/L',.

rd . -~ . 3 3 2 3
K étant semi-fort dans D 1l'est 4 fortiori dans D , K est de plus saturé dans D
pour L' (propriété 1.6.), donc son image K dans F est un complexe semi-fort

(propriété 1.4.) ; mais, d'aprés le corollaire 1.1., un complexe semi-fort dans
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- ‘un groupe est fort, K est donc fort dans F,

Soient a,b & D2, X,y € D , telsque ax&€ K, ay € K, bx € K.

Notons T1l'image de a dans F. Nousavons a X, bx,ay € K, d'od by € K et
3
by € K, puisque K est saturé mod. L dans D . De mé&me xa , xb, ya € K

entrafnent yb € K.

2
Considérons maintenant F comme étant égal & 1'image de D . D'aprés

2
la définition méme de LK sa restriction dans D est égale & 1'équivalence prin-

cipale 4 droite R'K définie par K dans D2 ; de méme L" = KR' . K considéré

2
comme sous-ensemble de D est donc fort et symétrique. D'aprés le théoréme
1de (5) KN D4 est inclus dans une classe mod. R!' = R'K R
4

2
1 %y € D avec klx1 , k2x2 € KnD

Nous avons donc , kK, X, = kK X_ . Il existe a,b,c & D avec k1 = abc car K

Soient k1 s k2 € K, il existe x

3
est inclus dans D ; abc € K, a.bcx1 &€ K impliquent bc = bex (KR') , en

1
2
effet, nous avons vuque a,b € D , x,y € D, xa,xb,ya € K donnent ybe K.

- e —

Nous avons donc bc =b ¢ x1 , d'ol -;('1 =e (élément unité de F) .

—

De méme ;2 =e, et par suite k1 =f2 ; k1 et k2 appartiennent & la méme

classe mod. L : K est bien inclus dans une classe mod. L .
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2) Complexes homomorphiques

Soit K un complexe du demi-groupe D, considérons les relations bi-

naires suivantes :

Da'g: xvy(n')&sdt, uv € D¥, avecu=v =1 gouuetyv

appartiennent a K, etx= ut, y=vt.

. — i ,
ngNg fermeture transitive de n K
1 . { ' * — - .
2) T xmy(uK)(::Jt,t,u,v € D7, avecu=v lD* ouuetyv
appartiennent &4 K , et x =tut' , y = tvt'.
: = fermet iti v,
Mk M eture transitive de yu K

Propriété 2.1, -

n g [resp., uK] est une relation d'équivalence réguliére a droite

[réguliére] K est contenu dans une classe T [T_;J mod. "K EK] Nk [”K]

est la plus fine relation d'équivalence réguliére a droite [réguliére] ayant une
classe contenant K.

Cette propriété est une conséquence des définitions et de 1'étude des
relations binaires faites dans (22) (27).

Définition 2. 1. -

Un complexe H est dit homomorphique & droite [homomorphique_] s'il existe
une relation d'équivalence réguliére & droite L_réguliére] admettant H comme
classe.

Avec les notations de la propriété 2.1., nous avons :

Propriété 2.1°', -

T [T 'J est le plus petit complexe homomorphique a droite [homomorphique_]
contenant K,

Définition 2.2. -

Nous noterons :

H,'a = }(IO’-I) @) = {u’;u € D’*, au € H} , (voir 4éme partie Chap. 1)
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H ™ a= ‘f}(l_l’o) (a) = {u;u € D*, uaEH} y
H.. a= \Plfl—l’-l)(a) = {'(u,v); u,v € D*, uav € H} .

Remarque 1.1.-

Ces complexes ont été définis indépendamment par P. Grillet (17) .

He'a = H "}: a, o I estlafamille des multiplications & droite.
H% a= H ",z a, ou I estlafamille des multiplications & gauche.
H.,, a = H".Z a, ou ¢t estla famille des multiplications.

Soient H et K deux complexes de D, nous nous proposons de construire le com-

plexe H LH'] saturé mod. "k E‘K] contenant H . Posons H_=H , Hn étant

0

construit , nous en déduisons :

Y (U o
’len e e BT et H (te-]cn Kt)UHn.

U
Soit U = i~0 Hi

C T . k=3 . 29 2 .
H0 & H ; supposons Hn ¢ H et soit u un élément de Hn+1 \Hn . Il existe

k € K, t G’Kn ,-avec u =kt ; commet € ’xn , il existe k' € K , tel que
u' = k't soit dans Hn' Les relationsu =kt , u'=k't, k € K, k' ¢ K entrafnent

un~u' (n'K), et par suite, u € H car u'€ Hn ; H est donc inclus dans ﬁ, ce

n+1
qui, par récurrence, donne U ¢ H.

Inversement, soit x un élément de H. Il existe h ¢ H congru

a x mod. ng il existe donc une suite : XO’ Xyseoes X telle que X, =h , X = X,
' . e . i ; . . 1] ,

X, VX ( nK) X, HO ; supposons que X, soit dans Hi xl'\. X1 (n K)
donc il existe t,k,k' € D*, avec X, = kt , X1 " k't . Nous avons ,

i = ! = =
soit k = k 1D;\e, et alors xi+1 xi , xi+1 € Hi+1 ,

. N ) 1Ay = ! .
soit k,k' € K , alors kt € Hi donne t € Mi , d'ol X 11 k't € Hi+1

Nous en déduisons donc x € Hn , d'od H € Uet H=U.
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Pour la construction de H' , nous posons : H'0 =H,

R U H' .°. 1 = U ; Kt! J H' .
En particulier, ces deux constructions donnent T et T' si on prend K a la
place de H ; elles donnent aussi la classe X [X'] mod. Ny E K—J contenant un

élément donné x en prenant H = {x} . Si x n'appartient pas & 1'idéal i droite

engendré par K, X ={x} , en effet, mo est vide , d'ol Hl = HO ={x} . De mé-

me si X n'appartient pas a 1'idéal bilatére engendré par K, X' ={x} .

Propriété 2.2. -

Pour qu'un complexe K soit homomorphique a droite [resp° homomorphi-
que] , il faut et il suffit que, ¥ k,k' € K, on ait K .-* k=K.”’k' [K T k=K. .k!] .
En effet, pour que K soit égal & T, il faut et il s uffit que Kl

soit égal a KO dans la construction de T.

Corollaire 2.1, -

L'ensemble des complexes homomorphiques & droite [homo—

morphiques] constitue une famille de Moore.

D est homomorphique ; (i(e\I Ki Yo'k = iQI (Ki." k) [(iQI Ki)' .k =iQI(Ki. . kﬂ.

La fermeture de Moore associée pour le complexe K est évidemment la classe

T [T'] mod. "« [HK] contenant K.

Corollaire 2,2, -

~

Dans un demi-groupe, tout sous-demi-groupe unitaire & gau-
che est un complexe homomorphique a droite.
Les relations s € S , u€ S ,*" s donnent su € S ; si u est différent de lD*,
comme S est unitaire & gauche, u appartient 4 S, donc ¥ s'€ S, s'u € S,

o

ce qui implique ¥Ys,s' € S, S.'s=8 . g!

Exemple 2, 1: -

Soit D le demi-groupe engendré par trois éléments : a, b, ¢, liés par la seule

xelation de définition cac =a . Prenons H = {a,b} .
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Hu"oa:H."b:H .'aazH"'\.b: ID*;H... b=(1D* . lD*)

° n ‘
H. .a-= [(1D* s lD."")U {(cn,c ), n entier positif}]
H est donc homomorphique & droite et & gauche, mais H n'est pas homomorphi-
que.

Dans la suite nous utiliserons les notations suivantes introduites dans

la premiére partie du chapitre I :

R(O’—1)= . - o _ o .
H Py 3 a=b(py&Hwa=H. Db ;
R(—1,0)= . _ . - ... .
H HP S a = b(Hp)¢=}H . a H " b ;

-1,-1 : :
RI-(I )= p'H ; :b(p'H)é:H. .a=H, .b .

®
1

Propriété 2,3. -

Un complexe H forme une classe mod. p " [p'H‘]Si et seulement
si H est homomorphique & droite [homomorphique]
Si H est homomorphique 4 droite, Yh,h' € H, H. h=H.-" h' , d'old

h = h'( pH). H est donc indivisible mod. p ., , d'autre part, d'aprés le théo-

H
réme 1.5.2., H est saturé, d'ol le résultat. La réciproque est une conséquence
directe de la propriété 2.2, Nous pouvons méme préciser que Py [dH] est
1'équivalence réguliére a droite [réguliére] la moins fine admettant H comme
classe . (29) (15) .

Théoréme 2.1.-

Dans un demi-groupe D soit H un complexe homomorphique .
a) Si H est bilatérement net, D/p'H est un demi-groupe i noyau.

-1 -
IEI ’ 1)est un idéal premier, D/p'H est obtenu par 1'adjonction

b) Si W
d'un zéro 4 un demi-groupe a neyau.

K étant homomorphique, son image dans D/p'H est formée d'un seul élé-
ment K. Si Wé_l’-l) est vide, X appartient a4 tous les idéaux bilatéres de D/p'H,
D/ p'H est donc un demi-groupe a4 noyau (demi-groupe ayant un idéal bilatére mi-

nimum).
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Si WI_(I-I’"I) n'est pas vide, son image dans D/p'H est un élément zéro
si Wé-l"l) est un idéal premier, D/,;,'H - {0} est un sous-demi-groupe a.
noyau.

Corcllaire 2.3. -

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un demi-groupe D ait
pour image homomorphe un demi-groupe a4 noyau est que D contienne un com-
plexe homomorphique bilatérement net.

La condition est suffisante d'aprés le théoréme 2,1., monfrons qu'el-
le est nécessaire. Soit ’\(’ un homomorphisme de D sur un demi-groupe F ayant
un noyau N. Soit k un élément de N, posons K = *P—l(k) . Si h appartient & D,
1'idéal bilatére engendré par \P(h) contient k, il existe donc u' et v' € F*avec
u'. Ph). v' =k, d'autre part @ étant surjective, il existe u,v € D¥*tels que

u'=@P@), vi=P(y) (siu'= IF* nous prenons u = lD*‘" ).

P). pMh) . Yv) =k = Y(uhv) =k —=p uhv € \P_l(k) =K.
K pst donc un complexe homomorphique bilatérement net. De plus si P dési-
gne 1'équivalence d'homomorphisme de p, ona D\P < p'K , (d'aprés la proprié-
té 2.3.) .

Théoréme 2,2, -

Tout complexe d'un demi-groupe D est homomorphique i droite si
et seulement si D vérifie 1'une des conditions suivantes :

a) O(D) < 2 ( O(D) désigne l'ordre de D) .

b) O(D) > 2 ;tout élément idempotent de D est neutre & droite ou
permis 4 gauche ; Vx,y € D, six est différent de x2, on a yx = x2 .

Supposons d'abord tout complexe de D homomorphique i droite, Soit
x un élément quelconque de D, considérons H = {x,xz} ; onax €H, x,x€ H,
x2 € H d'ou xz.x € H, ce qui donne X = x ou x3 = x2 ; donc ¥ x € D, x2 est
un élément idempotent de D.

Soient e un élément idempotent de D, x un élément quelconque de D,
considérons H = {e,x} ;jonae € H, x € H, ee € H, d'oll x.e € H, ce qui

donne xe = x ou Xe = e. Supposons qu'il existe un élément y différent de e, tel
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que ye =y, soit x un élément différent de y, prenons H ={ x,y};ona y € H,
ye € H, x € H, d'ot xe € H, comme nous4 avons déji xe = x ou Xxe =e,
nous en déduisons, Vx € D , Xe = X, Donc tout idempotent de D est soit un
élément unité a droite, soit un zéro a droite.

Considérons un élément x différent de xz, soit y un élément de
D - {xz} . Prenons H={x,yx,y}l; ona x € H,y € H, yx € H, d'ou
X € H, ce qui donne x2 = yx,yx2 = x3 , c'est-a~-dire : yx2 =X ou yx2 = xz.
Si O(D) > 2, prenons y différent de x et de x2, alors x2 qui est un idempo-
tent est un zéro a droite car yx2 est différent de y. Nous avons, en particulier,
x3=x2 ,doa, Yy € D, yx=x2 .

Inversement, soit D un demi-groupe qui vérifie les conditions du
théoréme. S'il vérifie a), un complexe de D contient un seul élément ou est
égal & D donc est bien homomorphique & droite et méme homomorphique. S'il
vérifie b), soient H un complexe de D, h,h' deux éléments de H , x un élément
de D tel que hx € H :

-8ix= x2 , X est ou bien neutre a droite et alors h'x =h', h'x € H ,

ou bien permis a4 gauche et alors hx =h'x =x, h'x € H ;
-six;'éx2 , hx=x2 , h'x=x2 , h'x € H;
ona donc, ¥ h,ht € H, H.-"h=H . h'.

Théoréme 2.3, -

Tout complexe d'un demi-groupe D est homomorphique si et seule-
ment si D vérifie 1'une des conditions suivantes :

a) O(D) g 2;

b) D est un zéro demi-groupe (demi-groupe dans lequel le produit
de deux éléments est O).

Supposons que O(D) soit plus grand que 2 et que tout complexe de D
soit homomorphique ; tout complexe de D est, en particulier, homomorphique
a gauche et a droite, donc, d'aprés le théoréme 1.2. et le théoréme symétri-
que, pour tout x € D , x2 est un élément unité ou un élément zéro, noté O. Si
X est différent de xz, Vy € D, onayx=xy=0 ;D ne peut pas contenir un

élément unité, D est un zéro demi-groupe.
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Inversement, supposons que D soit un zéro demi-groupe ; soit H un

complexe de D. Si H ne contient pas O, on a A
Vx e D-H, H.".x=0, Vx €H, H.”

Si H contient O, on a

)

.X=(1D*’ ID*) ’

Vx e D-H, H.".x = D¥, D)U(D,1 %) , ¥x€ H, H. ' .x = (D*, D¥%) .

Donc dans les deux cas H est un complexe homomorphique etsiH est différent de
D, D/p'H est un z€éro demi-groupe a4 deux éléments.

Corollaire 2.4, ~

Pour un demi-groupe D les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
a) Tout complexe de D est homomorphique 4 gauche et 4 droite.
b) Tout complexe de D est homomorphique.
‘ En effet, dans la démonstration du théoréme 2.3. seule la propriété

a) du corollaire a été utilisée pour obtenir la condition nécessaire.
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3) Relations entre les complexes K-forts et les complexes homomorphiques.

Propriété 3.1. - w

Un complexe H (O, -1)fort est fort, homomorphique a droite, oy et

RH coincident sur D - WH (7).

Inversement, si H est un complexe fort, homomorphique a droite,

tel que OH et'RH coincident sur D - WH , Hest (O,-1)-fort.

Cette propriéié admet une démonstration analogue a la propriété sui-

vante.
Propriété 3.2.-
Un complexe H (-1,-1)-fort est fort, bilatérement fort, homomor-
. . c . _ . "R cotnei - W
phique, o H et RH oincident sur D WH v e 'y et H coincident sur D gV
. ' o .
Py et R q coincident sur D W.H (6).

Inversement, si un complexe H vérifie les conditions précédentes,

H est un complexe (-1,-1)-fort.

VheH, (1% » 1¥) appartient & H. ".h, donc si H est (-1,-1)-fort,

Vil,h' € H,onaH. .h=H.".h', Hest homomorphique. Les autres conclu-
sions de la partie directe résultent du théoréme 1.4.1.

Inversement, soient a,b € D , u,v e D* , avec (u,v) €
(H. " .a)N (H. .b) .
Nous avons quatre cas possibles :

1) (u,v) = (1D* ’ID*) alors a,b € H ; comme H est homomorphique,
nous avons H. .a=H.".b.

2) (u,v) = (1%, x) avec x € D;xeH. anH. b , H étant fort,

” . - . s = 1 et
nous en déduisons a =b (RH) et a ¢ WH,’ mais alors a = b (p H)
H.".a=H.".b
3) (u,v) = (x,1 D*) avec x € D ; démonstration symétrique de 2).
4) (u,v) = (x,y) avec x,y €D ; (x,y) € H..aNH.. b, H étant

bilatérement fort nous en déduisons a = b (R'H) et a ¢ Wh ; d'oll

a s-b(p'H) .
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Exemple 3.1, -

Soient D le demi-groupe & 4 éléments défini par la table de multi-

plication suivante :

a b c d
a a a c c
b b b d d
c a c c
d b d d
et H={a} .
H.'a=H."¢={a,b} , H.'b=H."d=¢9 , H .a=H".b={a, c} ,

H'.c=H'.d=¢ , H..a=H..b=H..c=H..d={ (a,a), (a,b),(c,a),(c,b)}

H est un sous-demi-grcoupe, c'est un complexe fort, bilatérement fort, homo-
morphique puisque réduit & un seul élément ; mais H n'est pas un complexe
(-1,-1)-fort, en effet, ona (a,a) e H. .aNH . . bet H."a# H. b

Théoréme 3.1.-

Soit H un complexe (-1,-1)-fort d'un demi groupe D :
a) Si H est bilatérement net, D/p'H est un semi-groupe a noyau ;
. ("1 ’ m1)
b) Si WH
tion d'un zéro & un semi-groupe 4 noyau.
(_ls —1)
1
P H H
H est homomorphique, le théoréme 3.1. est alors une conséquence du théoré-

est un idéal premier, Djp 'H est obtenu par 1'adjonc-

est simplifiable sur D - W (théoréme 1.4.3) ; d'autre part
me 2.1.

Ces notions permettent également de préciser certains résultats de
P, Dubreil (7) , ou de R. Croisot (6).

Théoréme 3.2, ~

Soit R une relation d'équivalence réguliére a droite et simplifiable
a droite définie dans le demi-groupe D. Toute classe H mod. R est un complexe

(O,-1)-fort, R <o ©,-1)

oo s D -
K R et oy coincident sur WH .

H H
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Théoréme 3.3. -

Scit R une relation d'équivalence réguliére et simplifiable

définie dans le demi-groupe D. Toute classe H mod. R est un complexe ¢1,-1)-
. . (-1,-1)
< 1 1 3¢ - 9
fort, R ) H , Ret »p H coincident sur D WH .
Les démonstrations sont analogues a4 celles des théorémes corres-
pondants, théoréme 21 de (7) , théoréme 24 de (6) , en prenant x,y,x',y' € D*
au lieu de x,y,x',y' €D,

Corollaire 3.1. -

Une ¢ondition nécessaire et suffisante pour qu'un demi-groupe
D ait pour image homomorphe un semi~groupe a novau est que D contienne un
complexe (-1,-1)-fort et bilatérement net.
Ce corollaire est une conséquence directe du corollaire 2.3. et du
théoréme 3.3.

Corollaire 3.2.-

Soient H un complexe bilatérement net dans un demi-groupe
D, H sa fermeture (-1, -1)-forte. p'ﬁ est la plus fine relation d'équivalence
réguliére et simplifiable pour laquelle H est indivisible.

Soit R 1a plus fine relation d'équivalence réguliére et simplifiable
laissant H indivisible. H est inclus dans une classe A mod.R. Comme H est
bilatérement net, A est bilatérement net ; le théoréme 3.3. donne R = p'A ;
A est (-1,-1)-fort , donc A contient H .

p’ﬁ est réguliére et simplifiable (corollaire 1.4.1,) , H est une clas-

se mod. p'-ﬁ et par suite R p'ﬁ . A étant indivisible mod. R 1'est mod. p'ﬁ

donc A est contenu dans H ; ce qui donne A =H et R = p'ﬁ .

Théoréme 3.4. -

Tout complexe d'un demi-groupe D est {O,~-1)-fort si et seu-
lement si D est un groupe d'ordre 2, ou un zéro demi-groupe a gauche.
Si tout complexe de D est (O,-1)-fort, tout complexe de D est en par-

ticulier homomorphique a droite ; D vérifie donc les conditions du théoréme 2,2.
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Soit e un élément idempotent de D, supposons qu'il existe.
y € D- {e} avec ye =e ;prenons H={e} ,ona ye €EH, eec EH, e € H,
y € H, ce qui est impossible. Tout élément idempotent de D est donc un élé-
ment neutre a droite.

Si D contient un élément x qui ne soit pas idempotent, O(D) = 2,
D= { x,x2 } avec x3 = X, (D est isomorphe au groupe 4 deux éléments) ; en
effet si O(D) était supérieur a 2, d'aprés le théoréme 2.2., x2 serait un élé-
ment idempotent permis 4 gauche.

Si tout €lément de D est idempotent, D est évidemment un zéro demi-
groupe a gauche, ceci finit - d'établir la condition nécessaire du théoréme.

Inversement, supposons que D soit un zéro demi-groupe i gauche.
Soit H un complexe de D, V¥ h € H, H ."h=D*; V x 4 H, H+ "x=0;
H est bien un complexe (O,~1)-fort.

Si D est le groupe a4 2 éléments tout complexe de D est bilatérement
fort donc (-1, -1)-fort et par suite (O,-1)-fort.

Corollaire 3,3, -

Tout complexe d'un demi-groupe D est (-1,-1)-fort si et
seulement si D est un groupe d'ordre 1 ou 2.

Si tout complexe de D est (-1,-1)-fort, tout complexe est (O, -1)-
fort et (-1,0)-fort ; si D n'est pas un groupe d'ordre 2, D est un zéro demi-
groupe i gauche et un zéro demi-groupe a droite, D est donc réduit & un seul
élément. Réciproquement, nous avons déja vu que si D est un groupe a 2 é1é-
ments tout complexe de D est (-1,-1)-fort.

Pour étudier la structure des demi-groupes ayant tous leurs sous-
demi-groupes (O,-1)-forts nous pouvons, en tenant compte de la propriété
1.5.1., caractériser d'abord les demi-groupes ayant tous leurs sous-demi-
groupes unitaires a droite. '

Théoréme 3.5.-

Tous les sous-demi-groupes d'un demi-groupe D sont unitai-
res a droite si et seulement si D est isomorphe au produit direct d'un groupe

périodique par un zéro demi-groupe a gauche.
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Supposons que D ait tous ses so us-demi-groﬁpes unitaires a droite.
Pour x ¢ D, considérons le sous-demi-groupe S engendré par {x2,x5} ;on a
x4 € S, x5 € S, donc comme S est unitaire i droite, x appartient & S ; d'ou
Xx=x ; D est un demi-groupe périodique réunion de groupes.

Soient e et f deux idempotents de D ; considérons le sous-demi-grou-
pe S engendré par {ef}; ona ef € S, e.ef€ S, ce qui donne e € S,
e = (ef)n , ef= (ef)n, f,ef= (ef)n =e . L'ensemble E des idempotents de D
est donc un zéro demi-groupe & gauche ; en particulier, tous les idempotents
sont primitifs.

Soit I un idéal bilatére de D ; I étant un sous-demi-groupe est uni-
taire a droite, or, Y x € D, Va € I, xa appartient 2 I d'od x appartient a
Tet I=D . D est donc un demi~-groupe simple contenant des idempotents pri-
mitifs, par suite D est complétement simple.

D ~JG ;I,A; P) (notations de (4))

Les idempotents de D sont les éléments (p-xli , 1o, )
-1 -1 P S
ef = e donne Py > 1A )(puj , ) ,u)—(p)\i » 1o,))
-1 -1, -1 - ,
or, (pki s 1 ,A)(puj s ) ’U)"(%i"p)‘j‘puj’l:l") i

Nous en déduisons » =y , A ne contient qu'un seul élément. Nous pouvons re-
présenter les éléments de D par un couple (g, i) avec g € G, i € I ;la ma-

trice P est une matrice a une colonne, P = (pi) , 1 € 1,

Sia-= (g1 , 1) , b= (gz , §j) , ab = (g-lpjg2 , 1) . Les idempotents de D sont

les éléments ei = (p; , 1) .
Soit Y 1'application de D ans E x G définie par :
¢ est une bijection de D sur E x G ; d'autre part ,

Y[, - . 8y s D] = (@;-p5-8p0 1) = (e 5 080050 8)

[Py - 0] - [Py 0] = e, pygy) - (o) s Bgy) = (e s By D8y
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Lp est donc un isomorphisme de D sur E x G .
(ei , G) est un sous-groupe de E x G isomorphe & G ; D étant périodique G est
aussi périodique.
Considérons maintenant un demi-groupe D produit direct d'un groupe
périodique G et d'un zéro demi-groupe a4 gauche E. Soit S un sous-demi-groupe
de D. Pour un élément e de E, si SN(e, G) n'est pas vide, nous posons

S N, G) = (e, G'e) ; (e, G'e) est un sous-demi-groupe de D, G'e est donc un

sous-demi-groupe de G ; mais G est périodique, donc G'e est un sous-groupe
de G. En particulier, (e, 1) appartient & S (1 élément unité de G).
Soit un autre €lément f de E tel que SN ((f, G) = (f, G'f) ne soit pas vide,

1) = [} ' v, s 1 =GL=G',
(e, 1) . (f, Gf) (e, Gf)g S donc Gnge et par suite Ge Gf

Tout sous-demi-groupe de D est donc de la forme E' x G' ; E' sous-ensemble
non vide de E, G' sous-groupe de G. Inversement, un complexe construit de

cette fagcon est évidemment un sous-demi-groupe de D,

Soient a = (e1 ) gl) un élément de D , s = (e2 , g2) un élément de'S,
-1
tels que as € S . D'aprés la forme de S , (e2 , gz) € S donne (e2 » 8y ) = st
-1
. ' ' i ! = . = = .
€ S ;d'ou ass'€ S, mais ass (el,gl).(ez,gz) (ez,g2 ) (e1 , gl) a

Tout sous-demi-groupe de D est donc unitaire & droite.
De plus soient a = (e1 , gl) , b= (e2 ’ gz) y X = (93 ) g3) ’
y = (e4 , g4) des éléments de D tels que ax , ay, bx € S=E'x G'.

(e » gl'gg) €S, (e glog‘4) €8, (e, 8,-85) € S impliquent
t . 1 - 1
gl-g3 s gl.g4 » 8984 € G' ; mais tout sous-groupe d'un groupe est fort

donc gz.g4 € G' et by = (e .g4) € S ; S est un complexe fort ;

2’ &g
d'aprés la propriété 1.5.1., nous avons :

Corollaire 3.4.-

Pour un demi-groupe D les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) Tout sous-demi-groupe de D est unitaire & droite.

b) Tout sous-demi-groupe de D est (O, -1)-fort.
c) D est isomorphe au produit direct d'un zéro demi-groupe 4 gauche
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par un groupe périodique.

Corollaire 3.5, -

Tous les complexes d'un demi-groupe D sont unitaires a droi-
te si et seulement si D est un zéro demi-groupe 4 gauche.

Si tous les complexes de D sont unitaires 4 droite, tous les sous~
demi-groupes de D le sont aussi, donc D =E xG . Soit H= {(e, g)} .
e, g) &H , (e, 1) . (e, g) € Hdonnent (e¢,1) € Hdoug=1 .

G est donc un groupe d'ordre 1, DRE . Inversement, dans E tout complexe est
un sous-demi-groupe donc unitaire & droite d'aprés le théoréme 3.5.

Corollaire 3.6, -

Tous les complexes d'un demi~-groupe D sont unitaires si et
seulement si O(D) = 1.
En effet, d'aprés le corollaire précédent, D doit étre 4 la fois un
zéro demi-groupe & gauche et un zéro demi-groupe a droite.

Corollaire 3.7.-

Tous les sous-demi~-groupes d'un demi-groupe D sont unitai-
res si et seulement si D est un groupe périodique.

D=E x G (théoréme 3.5.), soient e et f deux éléments de E ,{(e , 1) } est un
sous-demi-groupe S ; (e ,1)€ S, (e, 1) . (f, 1)€ S, et S unitaire donnent
(f,1)€ S, d'ot e =f ; E ne contient qu'un seul élément, D est un groupe pério-
dique. Inversement, tout sous-demi-groupe d'un groupe périodique est un sous-
groupe et par suite est unitaire.

Corollaire 3.8. -

Tous les sous-demi-groupes d'un demi-groupe D sont (-1,-1)-
forts si et seulement si D est un groupe périodique n'ayant que des sous-groupes
distingués (D est abélien ou hamiltonien).

Tous les sous-demi-groupes doivent étre unitaires et bilatérement
forts (propriété 1.5.1.) ; d'autre part, d'aprés le corollaire 2, théoréme 28 de
(6), un sous-groupe d'un groupe est bilatérement fort si et seulement s'il est

invariant, ceci finit de donner le résultat.
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4 - Complexes p- W - minimaux a droite .

Soit W un idéal a droite quelconque du demi-groupe D , (W # D) ,
d'aprés le théoréme 1.6.1., il existe des complexes admettant W pour (O, -1)
résidu.

Définition 4.1.-

Un complexe est dit p ~-W-minimal & droite s'il est minimal

dans la famille des complexes de D qui admettent W pour (O,-1)résidu.
(0,-1)
H

=WHn (D - H) =

Posons W' ,D =W + V , prenons HC D avec W =W ; nous

(O’ _1)

avons W__ = W' ,D (théoréme 1.5.1.) et W = WH

H
W+ V)AD - H), ce qui donne V £ H.
Inversement, soit K un complexe tel que 1'on ait KNW =@,

VK, W, =W+Valors , Wéo’—l)=WKﬂ(D—K)=(W+V)n(D-K)=W

Nous avons :

Propriété 4.1. -

Soient W un idéal a droite quelconque et V= (W°.D) - W ,
il y a identité entre les deux familles suivantes :
a) la famille des complexes qui admettent W pour (O, -1) résidu :
b) la famille des complexes disjoints de W, qui contiennent V et <'1ui
admettent W + V pour résidu i droite.
Soit W' un idéal fermé a droite et soit H un complexe admettant W'
pour résidu a droite.

WL =W, W(O’_1)=W'(\(D—H)=W , SiIW'# 06, W#O0O,

H
W(O’-l)'.D=W W oL
H H

Nous avons W' .D

Inversement, soit X un idéal 4 droite tel que X °. D = W', les com-
plexes admettant X pour (O,-1) résidu admettent W' pour résidu a droite.
Nous en déduisons la propriété suivante :

Propriété 4.1°'. -

Soient W' un idéal fermé a droite et W un idéal & droite tel que

W!'=W ", D, il y a identité entre les deux familles suivantes :
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a) la famille des complexes K qui vérifient les relations

We=W', WAD-K=W,

b) la famille des complexes qui admettent W pour (O,-1) résidu.

Définition 4.2, -

Soit W' un idéal fermé & droite, un complexe H est dit fai-

blement [strictement] W'~ minimal & droite si W__ = W' et s'il n'existe pas

H
de complexe H' vérifiant :

H'CH, W, =W' , WND-H=WAND-H) [H'cH, W =W]

Si W' est fortement large 4 droite (W''.D = W'), pour qu'un comple-
xXe soit W'-minimal & droite, il faut et il suffit qu'il soit faiblement W'-minimal
a droite et qu'il soit disjoint de W' (Corollaire 1,2, de (20)).

Corollaire 4. 1f -

Si W' est un idéal fermé a droite, un complexe H est fai-
blement W'-minimal si et seulement si H est p - W -~ minimal a droite avec

W=W'N D - H)
w ©5-1)

E ff
n effet H

= W équivaut a WH =W!'et W'ND-H) =W,

Ce corollaire nous montre que les résultats concernant les comple-
xes p-W~-minimaux a droite (W idéal a droite quelconque) s'appliqueront aux
complexes W - minimaux & droite lorsque W est fortement large a droite . En
fait beaucoup de ces théorémes vont avoir des énoncés et des démonstrations
trés proches des théorémes correspondants de (20) Nous ne donnerons que
quelques types de raisonnements pour signaler les différences essentielles.

Lemme 4.1.-

Soient K un complexe ayant W pour (O, -1) résidu , k un élé-
ment de K . Pour que K -{k } admette W pour (O,-1) résidu , il faut et il suf-
fit que 1'on ait

| k(K.*k)D k (inclusion stricte) .

(09_1) _ . ’
et =W kg W

(0,-1)

Soit K' = K - {k } , supposons que 1'on ait W Kt

k]

donc il existe u € D* avec ku € K' (on a d'ailleursu & D), d'olu € K..”k
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et k (K«’k)D { k} car nous avons toujours, k € k (K .»* k) .

Inversement, supposons que l'on ait k (K.~ k)> (k1 ;

K!'=K - {k }est contenu dans K, donc WI({O’—I) \C Wl(iol’—l) . D'autre part,
. 0. - .
sia ¢ WI({ »=1) , il existe u € D™ avec au € K ; nous avons soit au € K' et
0,-1)

alors a £ W ;

- soit au = k , mais alors il existe v € D avec kv € K',

d'oi auv € K! et a ¢ ng')’_l) .

Nous en déduisons Wéo’_l) = WI((O:’-I) .

Remarque 4.1. -

La condition k (K,*k) D> {k} équivaut &4 K. k#0 et

k (K. 'k) # {k}

Théoréme 4,1, -

Pour qu'un complexe K ayant W pour (O, -1) résidu soit
p -~ W - minimal & droite , il faut et il suffit que, pour tout k € K , nous
ayons Ke* k=k k.

Si un complexe K est tel que, pour tout k € K, on ait K.k =k. k,
alors K est p-W-minimal 4 droite, pour W = Wl(io’—l) .

Propriété 4.2. -

Si K est un complexe p ~-W-minimal, les conditions :

u ¢ D* «x

Y10 Y 1

 ky € K, ku o=ku o, ku ¢ W, entrafnent k =k, .

k1u1 n'appartient pas 2 W, donc il existe u € D® avec k, u u =k u u=k € K ;

11 2 2

ol °* = e’ . Q '." = o’ i
d'ou u,u € K. k1 k1 k1 ;U u K k2 k2 k2 ce qui donne

klulu = k1 , k2u2u = k2 et k1 =k

[N

Posons Sk=kg' k;
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Propriété 4.3. -

Soit K un complexe p- W - minimal a droite de D,Vk e K,

nous avons
soitk € V=(W ".D)-W ,alors W. k=D, S =0 ;

k
. o,-
soitk¢V,alors w . k=W(S’1) .
k
1) Siv € V, vD est inclus dans W, donc v.'v=0 , v ,*v= lD* )
K,*v= ID" car, d'aprés la propriété 4.1., V est contenu dans K.

~

2) Si k n'appartient pas 4 V, W. k est différent de D ; soit a un élé-

ment de D - (Wﬁk)) ka n'appartient pas & W, donc il existe u & D¥ avec

kau € K, d'ou kau=k, au € Sk ; Sk n'est pas vide et W(SO’-I) est contenu
k
dans W.'k . Si a est un élément de W.'k , ka appartient 4 W , d'oi, Yu eD"‘,
- . -1
kau € W , au ¢ S, » nous avons donc a € W(SO’ 1) et par suite W.'k = Wéo’ )

k k
Le théoréme 4.1. permet également de caractériser les complexes
qui sont a4 la fois p - W - minimaux a droite et homomorphiques & droite. Si
K est un de ces complexes, on doit avoir Yk, k' € K, K. k=k.k =
k'e® k' = Ko k' .
Si W n'est pas fortement large a droite, V = (W .D) - W n'est pas vide et est
inclus dans tout complexe K admettant W pour (O, -1) résidu.

Si v est un élément de V, ona v.'v = lD* , donc si K est p- W - minimal

4 droite et homomorphique 4 droite, ¥k € K, K . k= ID* , ce qui donne
K=V.

Réciproquement, si W est le (O,-1) résidu de V, V est homomorphi~

que car, Yv € V, V. v=1 V est p- W - minimal & droite, c'est méme

* >
D
le seul complexe p- W - minimal & droite (propriété 4.1.).

Exemple.4.1. -

Soit D le demi-groupe A 4 éléments défini par la table de

multiplication suivante :



a b c d
a a a a a
b a a a a
c a b c c
d | a | b |a |a
et soit W ={a} ,ona W+V=W'.D={a,b}, V=10 , wiO D -w,

Remarque 4.2. -

1) Si wg)"'l)

=W , V constitue une classe mod. p K puisque

v € VEK .o'v=1D.,g .

2) Pour qu'il existe un complexe (O, -1)-fort ayant W pour (O, -1)
résidu (W # W *, D), il faut et il suffit que 1'on ait W‘(fo’-l) =WetqueV
soit fort.
Si K est (O,-1)-fort, K forme une seule classe mod. p K’ donc d'apreés la re-
marque précédente K=V , V est (O,-1)-fort , donc fort.

Inversement, si V est fort, V est (O,-1)-fort, en effet, soit u un
élément de V..~>aN V .*' b, siu=1D* ona,a €V, beEeV,

Veta=V e” b= 1%, siu appartient aD,ona V. a=V. bpuisqueV

est fort, mais V ." a n'étant pas vide, a n'appartient & V, on en déduit

Ve*a=V ., b.
Donc, si W n'est pas fortement large a4 droite et si V n'est pas fort,
(09-1)

v est différent de W, il n'existe pas de complexe (O, -1)-fort

ou si W
ayant W pour (O,-1) résidu.
Soient K et K' deux complexes ayant W pour (O,-1)-résidu. Soient

!et Y les applications suivantes :

f:K._)K' , définie par , Yk € K, £ () =K' NkD*,

P: K'_y, K, définie par , V k'€ K', (k') =K N k'D* ;
Vk €K , g(k) n'est pas vide, en effet k ¢ W , donc il existe u € lfavec
ku € K'.
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PrOpriété 404 0 =

Si K' est un complexe p - W - minimal i droite ,Vk' € K',
on a {kf(k')= {k'} . ®
Si k'1 appartient a 'X‘f(k') , il existe u, u'é€ D*¥ avec k'uu' = k'1 , d'oll

k' = k',1 , d'aprés la propriété 4.2.

Les fonctions &et p vérifient des propriétés analogues a celles vé~-
rifiées par les fonctions correspondantes de (20) , nous en déduisons :

Théoréme 4.2. -

Entre deux complexes K et K!' p- W - minimaux a droite, il
existe une bijection définie de la fagon suivante : un élément k de K et un €l é-
ment k' de K' se correspondent s'il existe u € D*tel que k' = ku, ou, ce qui
revient au méme, s'il existe u' € D¥ tel que k =k'u'.
zgest I'application identique sur V.= (W °, D) - W ,

Théoréme 4.3. -

Dans un demi-groupe contenant des complexes p - W - mini-
.
maux & droite, tout complexe admettant W pour (O,-1) résidu contient au moins
un complexe p- W - minimal a droite.

Corollaire 4.2, -

Soit W' un idéal fermé a droite ; si le demi-groupe D contient
des complexes p - W - minimaux 4 droite, pour tout W tel que W'=W", D,
alors tout complexe H admettant W' pour résidu & droite contient au moins un -
complexe H' faiblement W' - minimal 4 droite, avec H' N W' égal a HN W',

Un complexe H ayant W' pour résidu 4 droite, admet W = w'n(D - H)

pour (O,-1) résidu, H contient un complexe p- W - minimal 4 droite H' (théore-
mé 4.3.), mais ce complexe est faiblement W' minimal & droite (corollaire
4.1.) ; d'autre part, H' contient W', D - W , c'est-a-dire W' NH .

Exemple 4.2, -

Considérons le demi-groupe cyclique infini D engendré par

+1
un élément a. Tout idéal de D est de la forme (a)n = {an, a’ , eeas} . Un
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complexe H admet (a.)n pour (O,-1)-résidu si et seulement si H contient an-
et si H ﬂ(a)n est vide ; donc D contient un seul complexe p- (a)n- minimal,
clest H ={ an-1 }. D/p H est isomorphe au quotient de D par (a.)n . Un complexe
H admet (a)n pour résidu si et seulement si H r"t(a)n est égal a {an} N an} est

n
le seul complexe faiblement (a)n-minimal , {a } est donc strictement (a)n-
minimal.
Soit W' un idéal fermé a droite d'un demi-groupe D. Désignons par

w la famille des idéaux i droite Wi , 1 € I, qui vérifient la relation :

.

W, ".D=W'. West fermée pour 1l'intersection car (s QI' W) . D=

i 21. (Wi . D) ; Weontient un élément minimum, en effet, Yi € I, W'D est

contenu dans W1 » de plus W'D appartient a W. Posons W'D =WetV=W'-W ;

si V1 est inclus dans V, W + V

W, tout complexe W compris entre W et Wi appartient a ’W’, en effet, W est
un idéal a droite, et la relation W ¢ W & Wi donne W *. D &<W °. DéWi' .D,

1 est un idéal i droite. Si Wi est un élément de

d'odW °. D=W"',
Soit H un complexe ayant W' pour résidu 4 droite, posons

W1 =W'ND - H) ; soit W2 un complexe compris entre W et W1 , W2 est un

idéal a droite appartenant 4 W. Considérons H' = H U (W1 -W );ona

-~ (O’_l) (O’—l)
H ¢ H', d'ou WH' < WH =W' et WH‘ C WH ;
0,-1) N . o (0, =1)

] = ] | =
H'N W2 © donne W2 < WH' , dlout W W2 . DL.WH, .D
WH' < w
et par suite W _ =W _ =W' |,

P Hl H

Si les conditions du corollaire 4.2. sont remplies, nous voyons que

H' contiendra au moins un complexe p -Wl-minimal a droite et un complexe
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0 -Wz-minimal a droite, c'est-a-dire deux complexes faiblement W'-minimaux

a droite en général non comparables. Nous avons plus précisément :

Propriété 4.5, -

Un complexe faiblement W'-minimal H contient un complexe
H' différent de H ayant W' pour résidu & droite si et seulement si D contient un

idéal a droite X, tel que l'on ait :

X".D=W', X DW'N (D-H) , ax eHnD20X=—;.3y € D avec

Supposons que X vérifie les conditions indiquées, prenons
H'=H - (H N X). H' est strictement contenu dans H car les conditions

X ¢w, X O W'Nn (D-H)impliquent HN X # © , W contient W

H°
d'autre part, si a n'appartient pas & W' , il existe x € D avec ax € H, alors

-siax ¢ X, ax € H' et a¢WH',

Hl

- siax € X, il existey € D tel que ay € H', d'ou a ¢ WH' .

Woest donc égal A W',

Réciproquement, supposons qu'il existe un complexe H' tel que 1'on

ait H'C H, W, = WH=W'. Posons X =W'N(D-H"); X '.D=W"',

W' N (D - H) C X (1'égalité est impossible puisque H est faiblement W'-mini-
mal) ; si ax € H NX, a n'appartient pas &4 W', donc il existe y € D avec
ay €H' ¢ H-HNX,

Remarquons que la derniére condition imposée & X est en particulier
vérifiée si H est dégagé de X.

Corollaire 4.3. -

Un complexe H est strictement W'-minimal 4 droite si et seu-
lement si ce complexe est faiblement W'-minimal & droite et si pour tout idéal
3 droite X telque X '. D=W'et W'N (D-H) € X ona
XﬁHﬁDz # © , et ax € H nDzn X=aD ¢ D-(H-H NX).

Cette condition est automatiquement remplie lorsque W'n (D - H)

est maximal dans U, c'est en particulier le cas lorsque W' est fortement large
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a droite et H disjoint de W' .
Soit & nouveau W un idéal a droite quelconque, si K est un complexe

p- W - minimal & droite, nous posons VK k €K kW. k).

Théoréme 4.4, -

a) Si R est la réunion des complexes p- W - minimaux & droite de D,

*®
=R+
K D Vi s

b) Si K et K' sont deux complexes p- W - minimaux & droite,
. J _
KD" =K' D* , V=V, -
Théoréme 4.5.-

k étant un élément quelconque de R, 1'idéal & droite engendré par k
soit k D¥ est W - minimal (20).

Corollaire 4,4.-

Si le demi-groupe D contient des complexesp - W - minimaux &
droite, tout idéal & droite de D non contenu dans W contient un idéal & droite

W - minimal engendré par un élément k d'un complexe - W - minimal arbi-
g P P P .

traire K,
Si X est un idéal a droite non inclus dans W , X VJ W est un idéal a
O. -
droite qui rencontre K, car autrement X UW serait inclus dans WI({ »~1) .

Il existe donc un élément k appartenant 4 KN(X UW) = K N X (puisque KNW =
¥ ;k € Xdonne k D¥ ¢ X .

Lemme 4.2. -

Un idéal a droite I est W - minimal si et seulement si I UW couvre W.
Soit I un idéal W - minimal et soit W' un idéal a4 droite compris entre
WetIUW. Nous avonsdone TUW =TI UW'et TNWCINW'c I,
I étant W-minimal, il en résulte soit I N W =1 N W' mais alors W = W' , soit
I N W'=1, maisalors I CW', W ¢ W'et W'=1 VW,
Réciproquement, si I est un idéal & droite tel que IUW coﬁvre W, sup~
posons qu'il existe un idéal & droite W' compris entre I N W et I. Nous avons

INwW=wrAaw | W CcW'UWwW I UW, dou
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-soit W'U W =W |, maisalors W'CW et W'=INW;
-g0it W'U W=I UW , mais alors W'=1,

Théoréme 4.6, -

Si un demi-groupe D contient des complexes p - W - minimaux

a droite, tous les idéaux i droite W - minimaux de D sont de la forme

Im =k D*U W1 , k étant un élément quelconque d'un complexe p - W - minimal

a droite arbitraire et W1 un idéal 4 droite de D contenu dans W. Si [ est la
réunion de ces idéaux, f =R +W..
Soit Im un idéal i droite W - minimal, d'aprés le corollaire 4.4.,

Im contient un idéal & droite k D ¥ , pour un k € K . Posons W1 = Im nw,

*
ona:I NW kD WUW_ €1 , ce qui donne I = k p*uw puisque I
m m m m

1~ 1

est W - minimal et que W ne contient pas k.

. Réciproquement, sil =k D"t'l.)W1 , ITUW =k p*uw , mais k p*
est W - minimal d'aprés le théoréme 4.5., donc, d'aprés le lemme 4.2.,
k D* U W couvre W et I est W - minimal.

Nous avons encore le théoréme suivant :

Théoréme 4.7.-

Pour qu'un demi-groupe D posséde des complexes p- W -
minimaux a droite, il faut et il suffit que tout idéal & droite de D , non contenu
dans W, contienne au moins un idéal a droite W - minimal.

Soit W' un idéal i droite quelconque, posons W =W'D , W' =W +V ,
Un complexe W1 compris entre W et W' est un idéal & droite, nous allons carac-

tériser les idéaux Wl-minimaux. Posons V1 = W1 ANV, sivestun élément de

V1 et si X1 est un idéal 4 droite de D contenu dans W1 , 1'idéal v D*U X1 est

W, - minimal . En effet, W Uv p¥u X, =W

dans W.

1U (v} car vD est contenu

Soit I un idéal Wl—minimal qui ne soit pas de cette forme, alors

In Wl =IN W', sinon I contiendrait un élément v de V v D*iJ(I N Wl) se-

1 ’
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rait un idéal Wl - minimal inclus dans I, donec égal 4 I . Il en résulte que I est
W'-minimal.

Inversement, soit I un idéal W'-minimal tel que INV_ soit vide ,

I est Wl_ minimal, en effet, IN W' =1 n(wl + Vi) =I OW

1
1 L

Théoréme 4.8, -

Soit W' un idéal a droite du demi~-groupe D, pour qu'il existe
des complexes p- W - minimaux & droite pour tout idéal & droite W compris
entre W'D et W' , il faut et il suffit qu'il existe des complexes p~ W' - mini-
maux a droite.

La condition est nécessaire puisque X peut étre égal a W',

Si D contient des complexes p- W' - minimaux i droite, tout idéal
a droite de D non contenu dans W' contient au moins un idéal a droite W'-mi-
nimal. Soit W un idéal 4 droite compris entre W'D et W' , et soit X un idéal
4 droite de D non contenu dans W, nous avons : soit XNW' - W) # @&, alors
si vestun élémentde X N(W' - W), v D ¥ est un idéal & droite W - minimal
inclus dans X ;

:s0it XN (W' -W) =0, alors X NW'=sX NWdod X ¢ Wr,

X contient donc un idéal & droite W'-minimal I , INW'-W) =0, doncI
est W - minimal. D contient des complexes p - W - minimaux a droite puisque
tout idéal & droite de D, non inclus dans W, contient au moins un idéal i droite
W - minimal.

Corollaire 4.5. -

Soit W' un idéal fermé i droite du demi-groupe D. Pour que
tout complexe H ayant W' pour résidu 4 droite contienne un complexe H' faible-
ment W' - minimal & droite, tel que H'NYW'=H N W', il suffit que tout idéal
_é droite de D, non contenu dans W', contienne au inoins un idéal a droite W' -
minimal. Si W' est fortement large & droite, cette condition est aussi nécessai-

re.,
0,-1)

Soit W = W' N (D - H), ona, W

= W donc H contient un com=~

plexe p - W minimal H' (théoréme 4.8.) mais, d'aprés le corollaire 4.1., H'
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est un complexe faiblement W'-minimal & droite et HNAW'=H'N W' = W' - W,
Si W' °, D = W' la condition est nécessaire car nous pouvons choisir H avec
HNW'=0.

W étant un idéal i droite, posons W °, D= W + V et supposons que
W °. D soit réflectif. Si R est la réunion des complexes p - W - minimaux ,
V est inclus dans R car V est contenu dans tout complexe ayant W pour (O, -1)
résidu. L'ensemble Y des éléments de D qui ont leur carré dans W + V est un '
idéal bilatére de D, Posons Z =(R-V)NYet R=V +7Z + R . Avec ces nota-
tions nous avons ﬁn théoréme analogue au théoréme 3.16 de (20).

Théoréme 4.9. -

Soit D un demi-groupe admettant des complexes p - W - mini-
maux 2 droite, pour un idéal i droite W tel que W + V. =W °, D soit réflectif.
La réunion R de ces complexes a la structure suivante :

= R R = c |,
R=V+Z+R , avec R iél i

2
VR € W, RVCW+V , ZR(W+V, RZEW+V, Z (W+V,

~

Les Ci sont des demi-groupes simples, sommes de leurs idéaux i droite mini-

maux, et Vi, j eI, i#j , CiCjQ_W+V.
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5. Complexes p - W - minimaux bilatéres.

Soit W un idéal bilatére quelconque du demi-groupé'D;
(W # D), d'aprés le théoréme 1.6.1., il existe des complexes admettant W
pour (-1,-1) résidu, les complexes minimaux (s'il en existe) pour cette pro-
priété seront dits p- W - minimaux bilatéres. Si W est un idéal fortement lar-

ge bilatére ,
(-1,-1)
W
H

en particulier les complexes W - minimaux bilatéres (20) sont p - W - mini-

= ! = = .
WesW =W et HOAW=9 ;

maux bilatéres .

Soit W' un idéal bilatérement fermé et soit W un idéal bilatére tel

(—13 -1)

que W'= (W . D) ", D, si WH = W, d'aprés le théoréme 1.5.1., on a

—1" . » . .
H=(WI({ ? 1), D) .D=W. D) ,D=W', mais nous ne pouvons pas

parmi les complexes qui ont W' pour résidu bilatére caractériser ceux qui ont

wl

W pour (-1,-1) résidu. Pour obtenir un résultat analogue i celui donné par la
propriété 4.1', nous devons introduire une nouvelle notion de résidu.

Définition 5.1, -

H étant un complexe de D, nous appellerons résidu médian de H le complexe

WH=W'Hn(D-H).

Définition 5.2.- (18)

Un complexe W est appelé idéal médian si D W D est contenu

dans W,
(*) Des notions voisines sont étudiées dans (14) (19) (25) .

Le résidu médian d'un complexe H est un idéal médian, c'est
le plus grand idéal médian contenu dans D - H .
Inversement, tout idéal médian est le résidu médian d'au moins un

complexe.

Cette propriété se vérifie sans difficulté. Les complexes minimaux
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parmi ceux qui admettent W pour résidu médian sont dits W - minimaux médians.

Soit W un idéal médian quelconque, posons W' = (W.'D)".D,
V=W'-w,
Il y a identité entre les deux familles suivantes :
a) la famille des complexes qui admettent W pour résidu médian,
b) la famille des complexes disjoints de W, qui contiennent V et qui
admettent W' pour résidu bilatére.

Pour tout complexe H, W'H est égal a (WH ."D)’. D, en effet, a € W'H équi-

vaut 4 DaD < (D - H) , donc 4 DaD £ WH car WH est le plus grand idéal mé-

dian contenu dans D - H . Donc si H appartient a la premiére famille, W'H est

égal 4 W', de plus, on a .WH = W'Hﬂ(D -H)=W'N(D - H) =W, d'oil on déduit
que H contient V ; H appartient donc 4 la deuxiéme famille.

Réciproquement,si H appartient 4 la deuxiéme famille, H appartient
a la premiére, en effet,

—

Wy =W -H)=W+V)A(D-H=WnND-H =W .

Si W' est un idéal bilatérement fermé, il existe des idéaux médians

Wi tels que W' = (Wi ." D) . D, le plus petit étant 1'idéal bilatére D W' D .

D'aprés la propriété précédente,l'étude des complexes ayant W' pour
résidu bilatére est ramenée i 1'étude des complexes ayant un Wi pour résidu
médian.

Théoréme 5,1. -

Pour qu'un complexe K ayant W pour (-1,-1) résidu frésidu
médian] soit p- W - minimal bilatére [W - minimal médian] , il faut et il

suffit que Yk € K, onait K.". k=k. .k (K..k=k. Ck].

Propriété 5.3, -

a) Si S est 4 la fois un sous demi-groupe de D et un complexe - W =

minimal bilatére ou p- W - minimal médian, S ne contient qu'un seul élément,
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b) Si k' et k" sont deux éléments de K, les relations u'k'v' = u"k'"v'",
u'k'v' ¢ W entrafnent k' = k"' (pour les complexes p- W - minimaux bilatéres
u', v', u", v"' € DX pour les complexes W - minimaux médians u' = v' = 1D*
ouu', vie D, u"=v'"= 1D'#<011 u", v'€ D) .

Si Sest p- W - minimal ou W - minimal médian, ona S..s = s..s,
d'od SsS = s, si s et s' appartiennent 4 S, Sss'S=s=s', doncS= {s}.

Théoréme 5.2. -

Entre deux complexes p - W - minimaux bilatéres [W - mini-
maux médians_] il existe une correspondance bijective définie de la facon sui-
vante : un élément k de K et un élément k' de K' se correspondent s'il existe

u, v & D¥ l:u =v=1_gouuv € D] tels que ukv = k' , ou, ce qui revient

D
au méme, s'il existe u',v' € D¥ [u’ =v'= ID* ouu',v' € D] tels que
k =uk'v'

Théoréme 5.3.=

Dans un demi-groupe contenant des complexes p- W - mini-
maux bilatéres [W - minimaux médians] , tout complexe admettant W comme
(-1,-1) résidu [_résidu médian] contient au moins un complexe p - W - minimal
bilatére [W - minimal médian] .

Si K est un complexe p - W - minimal bilatére [W - minimal mé-

dian] , nous posons : UK =p¥*k p¥*nw [_Uk =DKDN W] .

Théoréme 5.4.~

a) Si B [M] est 1a réunion des complexes p - W - minimaux bilaté-

res [W - minimaux médians] , ¥k p*-B+u _ [DKDUK=M+UL].

b) Si K et K' sont deux complexes p - W - minimaux bilatéres

[W - minimaux médians] ) p*k p* = p¥k: D¥*,

Uy = Uy, _.[DKDUKzDK'DUK' , U'K='U'K']

Un idéal médian I est dit W- minimal si I couvre I N W, c'est-a-di

re s'il n'existe pas d'idéal médian I' compris strictement entre I NW et I,
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Théoréme 5.5. -

Si un demi-groupe D contient des complexes p- W - mini-
maux bilatéres [W - minimaux médians] tous les idéaux bilatéres [médians]

W - minimaux sont de la forme Im = ¥ k D¥*yuw: [Im =k UDKD UW'] , k

étant un élément quelconque d'un complexe p- W - minimal bilatére [W - mini-
mal médian] arbitraire et W' un idéal bilatére [médian] quelconque de D con-
tenu dans W .
Si I est la réunion de ces idéaux bilatéres [médians] ,
t=B+w [T-=-m+w].

Théoréme 5.6, -

Pour qu'un demi-groupe D ait des complexes p = W - mini-
maux bilatéres [W - minimaux médiansJ , il faut et il suffit que tout idéal
bilatére [:médian] non contenu dans W contienne au moins un idéal bilatére

[médian] W - minimal.
Soit W' un idéal médian, posons W = DW'D, V =W' - W ; un idéal

médian W - minimal est de la forme WIU{V} , avec W1 c W, v € V, ou

est W'-minimal ; inversement, un idéal médian, W' - minimal qui ne rencontre
pas V est W - minimal . Ces considérations permettent d'énoncer un résultat
analogue au corollaire 4.5.

Théoréme 5.7.-

Soit W' un idéal bilatérement fermé du demi-groupe D. Pour
que tout complexe H ayant W' pour résidu bilatére contienne un complexe H'
faiblement W' - minimal bilatére, tel que H'N) W' = H N W', il suffit que tout
idéal médian, non contenu dans W', contienne au moins un idéal médian W'-
minimal. (faiblement W'-minimal bilatére signifie que H' ne contient pas de
complexe K vérifiant :

KCH , Wi =W, Wa@D-K=WN@D-H1) ).
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CHAPITRE 1III

DEMI-GROUPES AYANT DES ELEMENTS NEUTRES

1) Sous-demi-groupes U-homomorphiques.
H étant un complexe du demi-groupe D, le sous-ensemble HU {lD.*} de D¥ est
désigné par H¥* ,

Définition 1.1.~ (Ljapin (22))

Un sous~demi~-groupe S du demi-groupe D est dit U-homomor-
phique (noté U-h) si, quels que soient x,y éléments de D*’, s s' éléments de S*,
les relations xsy € S, xs'y € D entrafnent xs'y € S.

Définition 1.1', -

Un sous-demi-groupe S du demi-groupe D est dit Ud-homomor-

d

soient x,y éléments de p¥* , 8,s' éléments de s* , les relations xs € D,

phique I_'resp° Ug-homomorphique] (noté U _-h |resp. Ug—h}) si, quels que

xs' € D |resp. sy €D, s'y €D] , Xsy € S entrafnent xs'y &€ S.

Remarque 1.1, -

a) Un sous-demi-groupe U-h est Ud-h et Ug-h .

b) Un sous-demi-groupe Ud—h est homomorphique et unitaire a droite.

c) Un sous-demi~-groupe U-h est homomorphique et unitaire.

d) Un sous-demi-groupe U ,-h et unitaire & gauche est U~-h. En effet,

d

soient x,y des éléments de D, s,s' des éléments de S tels que xsy € S, xs'y&€D,

-si x €D, alors xs € D, xs' € D, donc,d'aprés la définition d'un sous-

demi-groupe U d-h’ xs'y appartient 4 S .
-8l x= lD# , 8y €S et S unitaire & gauche entrafnenty € S'*, d'ou s'y €8.

e) D'aprés d) et b) un sous-demi~groupe qui est & la fois Ud-h et
U -h est U-h,.
g

Exemple 1.1, -
Si e est un élément unité bilatére de D, S = {e} est U-h,
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mais un idempotent qui est U-h n'est pas toujours élément unité.

Soit D le demi-groupe commutatif suivant :

a b (¢ d
a a b b
b b d d a
c b d d
d d a a

{a} est un sous-demi-groupe U-h , a n'est pas un élément unité.

Propriété 1.1, -

Un sous~-demi-groupe S du demi-groupe D est U-h, si et seu-

lement si on peut trouver un demi-groupe D' ayant un élément unité & droite e',
et un homomorphisme P de D sur D' tel que 1'on ait S = \P_l(e') .

Soient D' un demi-groupe ayant un élément unité a droite e', \p un
homomorphisme de D sur D', S = ‘P_l(e') . e' étant un élément idempotent,
S est un sous-demi-groupe. D'autre part, soient x,y € D¥ , s,s'€S,ona
X8y € S =3 P(x). P (s). P(y) =e'=> P(x). Ps). Y(y) =e'=> xs'y € S.
Nous avons également, ¥V x &€ D, P(x).e' =P(x) , puisque e' est un élément

unité a droite dans D', d'ou

xsy € S& W) Y@y)=e'&< xy € S.

S est bien un sous-demi-groupeUd—h de D.

Réciproquement, supposons que S soit un sous-demi-groupe Ud-h )
considérons le demi-groupe D' = D/p's et 1'homomorphisme canonique Yasso-

-1
cié a 'y + S est homomorphique (remarque 1.1.b) donc P(@S)=e'et Y (e") =

S (propriété I1.2.3) . D'autre part, Ya €D, ¥s € S, a = as (p's) ; en effet,

Yu,v c D* , uav € S équivaut 4 ua.sv € S. a =as (p's) entraine
! S

P@) = P@). P(s) = \p(a).e' , e' est bien un élément unité a droite de D'.
Propriété 1.1'. - (Ljapin)

Un sous-demi-groupe S est U-h dans un demi-groupe D si

et seulement si on peut trouver un demi-groupe D' ayant un élément unité bila-
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-1
tére e' , et un homomorphisme \p de D sur D'tel que S= Y “(e") .
Propriété 1.2, -
Un sous-demi-groupe S est U-h [Ud-h] dans un demi-groupe

D si et seulement si l'image de S dans D/p 'S est un élément unité bilatére

[é. droite] de ce demi-groupe.
Si S est U-h, S est Ud-h et Ug-h, dans D/p'S 1'image de S est d'a-

prés la démonstration de la propriété 1.1. un élément unité & droite, et d'aprés
la propriété symétrique un élément unité & gauche.

Réciproquement, si PE) =e', \P—l(e') = S car S est saturé mod.
p'S , la propriété 1.2. est alors une conséquence directe des propriétés 1.1.
et 1.1'.

Propriété 1.3. -

L'ensemhble des sous-demi-groupes U-h [Ud-h] d'un demi-
groupe D constitue une famille de Moore.
Cette propriété découle directement des définitions. Proposons nous
de construire la fermeture associée a la propriété U-h.
Soit H un complexe quelconque de D, désignons par HO le sous~-demi-

sera la réunion, pour tous les

groupe engendré par H. Hi étant construit, H'i+1

couples (u,v) appartenant a (D, D*) V (D*, D), des complexes uH?v qui rencon-

; H ' -demi- 6 ' JUH, . idé-
trent Hi P H. 4 sera le sous-demi-groupe engendré par Hi+1 i Considé
o0
r H = H .
ons L= = H,

Soit K un sous-demi-groupe U-h contenant H ; K contient H_, sup-

0
posons que K contienne Hi ; si pour un couple (u,v), uH‘);v coupe Hi , 4 fortiori

uK*v coupe K, mais alors uK*v est inclus dans K puisque K est U-h, ceci nous

montre que H'i+ est contenu dans K, K contient donc Hi+ . Par récurrence,

1 1
nous en déduisons que K contient H.
Si u,v sont des éléments de D* , h,h' des éléments de 0¥ vérifiant

1ve:s relations : uhv € H , uh'v € D, il existe un indice n tel que H’; contienne
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h, h', uhv, mais alors uh'v appartient & H'n+1 . Comme H est un sous-demi-
groupe, c'est bien le plus petit sous-demi-groupe U-h contenant H.

Pour la propriété Ud-h , nous avons une construction analogue en

t = J K! U A 3
posant H i+1 Ki+1 Ki+1 » OU Ki+1 est la réunion, pour fous les couples
(u,v) appartenant & (D, D*), des complexes u H‘f v qui rencontrent Hi’ K'i+1 la

réunion, pour tous les éléments w de D, des complexes HiW qui rencontrent Hi'

Propriété 1.4, -

Soit 6 un homomorphisme du demi-groupe D sur un demi-
groupe D!,
a) Si S' est un sous-demi-groupe U-h [resp° Ud—h} de D',® _1(S')
est un sous-demi-groupe U-h |resp. Ud-h] de D .

b) Si S est un sous-demi-groupe U-h |[resp. Ud-h] de D saturé pour
1'équivalence d'homomorphisme de 6, 6 (S) est un sous-demi-groupe U-h

[resp. Ud-h] de D' .

Cette propriété se vérifie directement & partir des définitions.

Propriété 1.5, -

Soient D un demi-groupe produit direct de deux demi-groupes

D' et D", S un sous-demi-groupe de D de la forme S = 8' x S , alors S est

U-h [resp. Ud-h] si et seulement si S' et S sont U-h [resp. Ud-hJ .

L'énoncé a un sens car S est un sous~demi-groupe si et seulement
si S' et S" sont des sous-demi-groupes. Un élément quelconque x de D peut
s'écrire x = (x',Xx'"") ol x' appartient & D', X" appartient & D" .

Considérons des éléments x,y de D¥, s.t de S¥ qui vérifient les re-
lations xsy € S, xty € D, nous en déduisons x's!y' € §', x't'y' €D'et
x"s"y" € 8", x"t"y" &€ D" ; si S'et S" sont U-h, il en résulte x't'y' € S' et
x"t"y" € 8", ce qui donne (x',x"). (t',t"). (y',y'") & S' x 8", c'est-a-dire
xty &€ S . S est U-h.

Inversement, supposons que S soit un sous-demi-groupe U-h de D de
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la forme S'x S". Considérons des éléments x',y' de D’*, s',t! de gr¥ qui véri-
fient les relations x's'y' € S', x't'y'€ D'. Si x' € D', prenons pour x'" un éié-

ment quelconque de S", si x' =1 , prenons X' = ID"* , faisans un choix

R
analogue pour y'",s",t" . Les élé?ments X =(x',x"), vy =(',y") appartiennent
a D¥ , 8 =(s',s8"), t=(t',t") appartiennent a S* et vérifient les relations
xsy € S, xty € D, on en déduit xty ¢ S et x't'y' € S'. S' est un sous-demi-
U-h de D'.

Théoréme 1.1, ~

Tous les sous-demi-groupes d'un demi-groupe D sont anh
si et seulement si D est isomorphe au produit direct d'un zéro demi~groupe
a gauche E par un groupe périodique G ayant tous ses sous-groupes distingués.
Si tous les sous-demi-groupes de D sont Ud—h, ils sont en particulier
unitaires i droite (remarque 1.1.b), D est donc isomorphe au produit direct
d'un zéro demi-groupe & gauche E par un groupe périodique G (théoréme 11.3.5).

Soit S un sous-demi-groupe de D =E xG, S =E*'x G'. Pour que S soit Ud=~h

dans D, il faut et il suffit que Ef et G' soient U _ -h respectivement dans E et

d

dans G (propriété 1.5,) . E' est bien U -h car ¥Yx,y € E, xy €& E! entratne

d
x € E'. G' est un sous-groupe de G, G' est U ,-h dans G si et seulement si G¥

d
~1
est sous-groupe distingué de G puisque d'aprés la propriété 1.1., G* =¥ “(e),
ol e est un élément unité a droite d'un demi-groupe homomorphe &4 G (ce demi-
groupe est un groupe qui admet e pour élément unité).

Corollaire 1.1, -

Tous les sous-demi-groupes d'un demi-groupe D sont U-h si
et seulement si D est un groupe périodique ayant tous ses sous-groupes dis-
tingués . (23) .

Si S =E'xG', E'doit étre U-h dans E donc en particulier unitaire,
mais alors E ‘est réduit 4 un seul élément.

Nous pouvons remarquer que la condition obtenue est identique a cel-
le qui détermine les demi-groupes ayant tous leurs sous-demi-groupes (-1,-1)
forts (corollaire II.3.8) .

La propriété 1.1. nous améne i étudier les demi-groupes ayant des
€léments unités a droite.
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2) Demi-groupes ayant des éléments neutres.

Soit D un demi-groupe ayant un élément unité a droite e. Désignons
par E 1'ensemble des éléments a de D tels que e € aD et e € Da , et par G le
groupe maximum associé 2 1'idempotent e.

Lemme 2.1, - G=E.

G est l'ensemble des éléments inversibles par rapport 4 e qui admet-
tent e comme élément unité, G est donc inclus dans E .

Si a appartient & E, il existe b, ¢ € D avec ab

e, ca =e ;nous
avons donc cab = c.ae.b =ca.eb =e.eb =eb , cab =c.ab = ce = c, d'oll ¢c =eb.

c admet e comme élément unité, ca =e , ac =a.eb = ab = e , ¢ appartient donc

4

G, son inverse dans G est ea ; mais ac = e donne aca = ea , d'ol ae = ea ,
a = ea ; a appartient 4 G qui est donc égal 4 E .
Ce lemme montre que le radical de G est égal 4 G, en effet, si x
appartient au radical de G, il existe un entier n avec xn € G, donc il existe
g € G avec xn.g = g.xn = e, ce qui donne x € E, c'est-d-dire x € G .,
Soient A={a €D;e ¢ Da}, B=(be&D;e§ bD}, C=ANB
A'=A-C, B'=B-C.

Lemme 2.2, -

Si les ensembles indiqués ne .sont pas vides, alors :
- A est un idéal & gauche maximum de D ;
- B est un idéal i droite de D ;
- A', B", C sont des sous-demi-groupes de D ; C contient tous les idéaux
bilatéres propres de D .

Si a est un élément de A, pour tout x € D , xa appartient 4 A, en ef-
fet, Dxa est contenu dans Da. On voit de m&me que B est un idéal a droite.
Soit T un idéal & gauche contenant un élément i de D - A, e appartient a Di, Di
est contenu dans I, donc I contient De et par suite I est égal 3 D . A est bien
1'idéal & gauche maximum de D. C étant 1'intersection de A et de B est un sous-
demi-groupe ; si x appartient 4 D - C , Dx (ou xD) contient e, 1'idéal bilatére .

engendré par x est égal 4 D, C contient tous les idéaux bilatéres propres de D.
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G+A'={a €D; e e€aD}, G+B'={b € D;e &€ Db} .

G + A' est un sous-demi-groupe de D, en effet, si al,a2 appartiennent & G+A',

; : 1 1 a'. =g a' =e , d'ou a a' a' =g_ea' =a_a' =
11ex1stea1,a2aveca1 1 a2 2 e oua12 9% ai.1 1 1% e

donc ala2 appartient 4 G + A' ., A' = (G + A")YN A est un sous-demi-groupe de D;

de méme G + B' et B' sont des sous-demi-groupes de D .,

Considérons le complexe G. e , si a appartient 3 G. e , ea est dans
G, il existe donc un élément g de G tel que gea = e, a appartient donc & G + BT,
G.’e contient G et est contenu dans G + B' ; posons B' = B'"N(G. "e), B"= B'-B'.

Lemme 2.3, -

Si B' et B" ne sont pas vides, ce sont des sous-demi-groupes.

Soient b1, b2 deux éléments de G.'e , on a

o ob . - ~eb b b
ebléG,ebzé G,doueb1 eb2 € G,mausebleb2 eblz,doncb 9

1

€ G.'e . Comme B' est égal A B'N G . ¢ , B' est un sous-demi-groupe de D.

Soient b b2 deux éléments quelconques de B", b1b2 appartient a

19

B' car B' est un sous-demi-groupe. D'autre part, il existe a1,a2 e G+ A

tels que alb1 = a.zb2 = e ; supposons que ebjb2 appartienne & G, posons

b =¢: b = = o : a e e . TN
eb1 9 g ; azal 1b2 azaleblb2 a2 18 mnais a, 1b1b2 e ; multiplions a

droite par g' l'inverse de g dans G, il vient 3.2?11 = g' . Nous en déduisons que

a, est dans G, car si a

1 appartenait 4 A', a.za1 serait dans A qui est un idéal

1

1%

gauche. Les relations a, € G, alb = e impliquent eb1 € G, contrairement

1

o

1'hypothése b1 € B" . B" est donc un sous-demi-groupe de D .

Théoréme 2.1, -

Un demi-groupe D ayant un élément unité i droite e est la
somme de cinq sous-demi-groupes (certains peut-étre vides),
D=G+A'"+B'+B"+C .,

G est le sous-groupe maximum associé a 1'idempotent e, G est aussi 1'ensem-
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ble des éléments inversibles (i droite et & gauche) par rapport & e .

G + A' est un sous-demi-groupe égal a4 1'ensemble des éléments inversibles &
droite par rapport a e.

G + B' + B" est un sous-demi-groupe égal a2 1'ensemble des é€léments de D in-
versibles & gauche.

A' + C est un idéal 4 gauche propre maximum de D égal i 1'ensemble des élé-

ments non inversibles a4 gauche de D .

B' + B" + C est un idéal a droite égal 4 1'ensemble des éléments non inversibles

a droite par rapport d e .
C contient tous les idéaux bilatéres propres de D .
G + B! est un sous-demi-groupe égal a G . e .

Ces complexes se multiplient de la fagon suivante :

G A’ B! B" C
G G A’ G B" C +A"
Al A A Al D C +A"
r B! B! C B! B" C
B" B" C BY B" C
C C C C B'+B" +C C

Un élément inversible & gauche est évidemment inversible & gauche
par rapport 4 e , inversement, si b est inversible & gauche par rapport ae,
il existe a € D avec ab = e , Db contient Dab qui est égal & D, b est donc
inversible 4 gauche . Cette remarque et les lemmes 2.1., 2.2., 2.3. démon-
trent la partie du théoréme qui précéde la table de multiplication. Pour véri-
fier celle-ci, désignons par g [resp. a',b',b",c] , un élément de G [resp.‘
A',B',B",C] .

1) GA' ; GA' est contenu dans A car A est un idéal 2 gauche, GA' est contenu
dans G + A' car G + A' est un sous-demi-groupe, on a donc GA' & A' .

2) A'G ; a'g appartient 2 G + A', si a'g appartenait a G, a appartiendrait a2 G,
donc A'G est contenu dans A'.

3) GB' ; GB' = GeB' qui est contenu dans GG c'est-a-dire G.
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4) B'G ; B'G est contenu dans B car B est un idéal a droite ; eB'G est contenu
d\éns G, donc B’G est contenu dans B' .
5) GB" ; GB" est contenu dans le scus-demi-groupe G + B' + B" ; si egb" ap-
partenait & G, eb serait dans G ce qui est impossible, donc GB" est inclus
dans B" .
6) B"G ; le raisonnement de 5) montre que B"G est inclus dans B" .
7) GC ; GC est contenu dans 1'idéal & gauche A qui est égal 3 A' + C .

Si e est un élément unité bilatére, GC est contenu dans C, en effet,
si gc appartenait 4 A', il existerait b € D avec gcb = e, ce qui donnerait
cb € G, or ceci est impossible car B est un idéal a droite qui contient c.
8) CG ; CG est contenu dans 1'idéal 4 droite B ; si cg appartenait &4 B' + B", il
existerait a € D avec acg = e , mais alors ac appartiendrait & G et ¢ serait
inversible 4 gauche ce qui est impossible ; CG est contenu dans C .
9) A'B' ; A'B' = A'eB' , A'B' est contenu dans A'G donc dans A' .
10) B'A' ; B'A"' est contenu dans AN B c'est-a-dire C car A est un idéal a4 gau-
che et B un idéal 4 droite. On a de méme :
11) B"A' £ C ; 12) CA'LC ; 13) B'C & C ; 14) B"C £ C.
15) B'B" ; B'B" est inclus dans le sous-demi-groupe B' + B" ; si b'b" apparte-
nait &4 B', eb' et eb'd" seraient dans G , mais alors eb" serait dans G ce qui
est impossible ; B'B" est contenu dans B",
16) B"B!' ; B"B'=B"eB', et par suite B'"B' est contenu dans B"G donc dans
B" ,
17) A'C ; A'C est inclus dans 1'idéal & gauche A' + C .
18) CB' ; CB'=C eB', CB' est donc contenu dans C .
19) CB" ; CB" est contenu dans le scus-~demi-groupe B' + B" + C ,

Corollaire 2.1. -

Si e est un élément unité bilatére, la décomposition de D est
la décomposition en éléments inversibles donnée par Ljapin (22).
B' est alors vide, de plus nous avons remarqué que dans ce cas GC est contenu

dans C .
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Théoréme 2.2, -

A' est vide si et seulement si B est vide.
Si le demi-groupe D est o -simple et si A' est vide, D=G. e + {O} .

Si A' n'est pas vide, soit a un de ses éléments, il existe b € G+B'+B"
avec ab = e ; si b appartenait & G + B', eb serait dans G, mais alors la rela-
tion ab = e impliquerait a € G ce qui est impossible ; b appartient donc & B" et
B" n'est pas vide. Inversement, si B" n'est pas vide, soit b un de ses éléments,
il existe a € G + A' avec ab = e, si a appartenait a »G, eb serait dans G ce qui
est impossible, a appartient donc & A' qui n'est pas vide.

Supposons maintenant D o—simple, si C est différent de { O} , soit
c un élément de C - { O } . L'idéal bilatére engendré par c est égal a D, il
existe donc a,b € D* avec ach = e, d'aprés la définition de C, aetb sont
dans D ; b étant inversible & gauche par rapport a e appa'rtient aG+B'+B",
Si b était dans G + B', eb appartiendrait & G, mais alors la relation acb = e
impliquerait ac € G , ¢ serait inversible 4 gauche ce qui est impossible, donec
b appartient & B" qui n'est pas vide. Ceci finit de démontrer le théoréme. .

Définition 2.1.- (Ljapin (22)).

Un élément x d'un demi-groupe D est dit grossissant 4 droite,
8'il existe un complexe D' dans D, D' différent de D, tel que 1'on ait
D'x=D.,
Soit B le demi-groupe bicyclique (4), c'est-a~-dire le demi-groupe
engendré par deux éléments u, v liés par les relations :
vu =ep equ=ueg =U , egV=VvVeg =V .

Théoréme 2.3. -

Soit D un demi-groupe ayant un élément unité a droite e. Pour
qu'un élément x de D soit grossissant i droite, il faut et il suffit qu'il existe
un monomorphisme Y de ® dans D tel que 1'on ait
l?(e(g)=e , Pu) = ex .
Remarquons d'abord que x est grossissant 4 droite si et seulement

si ex est grossissant & droite puisque D'x = D'ex .
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1) Soit x un élément grossissant 4 droite de D ; il existe y € D avec yx = e, ce
qui donne ey.x = e, nous pouvons donc choisir y tel que ey =y .

Soit ‘€ le sous-demi-groupe de D engendré par x, =ex ety , ¢ ={ Xy, y}.

1

Comme yx, =e, ex, =x.e=x, ,ey=ye=y, les éléments de € se mettant

sous la forme :
pP_a _

Xy Yy , avec X[ =y =e, p,q entiers }» O .
p' q' p" q”
Si nous avons X, ¥ =Xy y avec p' » p" ; multiplions 4 gauche par
1" ton! t "
yp , il vient xll) P yq = yq .
. . q r _q" r .
Si p'=p", q'#q" , soit r = sup (q9',q9") , ¥y X, =y Xx;cequi donne
xg = e avec d = Iq' -q" , mais ceci est impossible car un élément gros-
sissant 4 droite est sans torsion (22) .
| JERS | 1 " n "
Sip'>p", x/D > % le)p lyq D=qu2-yq X2D=eD;

en particulier, il existe z € D avec xX.Z =e ; X

1 est inversible a gauche et a

1

1 appartient a G, il existe

x'1 € G avec XIX'l = x'1 X, =e; Xy étant un élément grossissant a droite, il

existe Dt C D avec D'x1 =D :ona D'=D'e= D'xlx'.1 = Dx'1

droite par rapport 4 e , d'aprés le théoréme 2.1., x

2 Dxyxy =

De = D ; ce qui donne D' = D,d'olu une contradiction.

XP
1

\P de B dans D définie par \{J(upvq) =X

yq est donc la forme canonique des éléments de €. L'application

p

1 yq est un isomorphisme de @) sur ‘6

tel que LP(u) =X =ex , \P(e@) =e .
Cette démonstration montre de plus que si x est un élément grossis-

sant 4 droite de D, x appartient & B" , en effet, x appartient 3 G + B! + B" ,

mais x ne peut appartenir &4 G + B' car x1 = ex n'appartient pas a G .

2) Inversement, soit Y un monomorphisme du demi-groupe bicyclique ® dans
D tel que Lp(e(ﬁ) = e ; soit X un élément de D vérifiant ex = P(u) . On a

Pu). pv) =Pv) # Yeg) =e , P -P) = Pivu) = Pleg) =e .
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P (v) n'est pas inversible 4 gauche par rapport i e car s'il existait a avec

a .y (v) =e , nous aurions a = a Y(v). P(u) = P(u) , mais ceci est impossible,
car {P(u).P(v) est différent de e.

D Yv) € D, car e n'appartient pas & D.y(v) , or [D q)(v)] X = [D Lp(v)] ex =

D. @Y (v). P(u) =De =D , x est bien un élément grossissant i droite de D .

Théoréme 2.4. -

Soient D un demi-groupe ayant un élément unité i droite e,

eteD=G+A'+B'+B" +C sa décomposition du théoréme 2.1. Les éléments
de B'" et seulement eux sont grossissants a droite.

Nous avons déja vu dams la démonstration précédente que les éléments
grossissants a4 droite appartenaient 4 B". Inversement, soit b un élément de
B" il existe a € A’ avec ab = e , nous pouvons supposer que ea est égal 4 a.

Soit ¢ = eb., considérons ‘6@ le sous-demi-groupe de D qui est en-
gendré par a et c. Comme ac =e , ae =ea =a, ce =ec =c, les éléments de

‘e s.ont de la forme cp aq
1
Paq - cP

, p, qentiers ) O, avec a =c¢ =e.

' : -n! 1
Soit ¢ a’ ,avec p y p', on en déduit PP aq = aq .
Si p =p', posons r =inf (q,q") , S = 'q - q'l , NOUS avons

qQr_q' r s . . : .
a¢c =a ¢ ,d'od a =e , mais ceci est impossible car a est dans A' et

e dans G (A et G sont des sous-demi-groupes disjoints).
; 1 p-p'-1 q . _ 4" - qQ' q' . _
Sip > p', cDYc ¢ a'D=a" D ) a c' D=eD, ilexisted € D
avec cd =e , d'aprés le théoréme 2.1., c appartient 4 G, donc b appartient a
G + B', d'ol une contradiction. L'application \p de ® dans D définie par
&P(upvq) = cp aq est donc un monomorphisme de B dans D , de plus &.P(eQ) =e,
Y(u) = eb , b est un élément grossissant & droite (théoréme 2.3.) .

Corollaire 2.2, -

A' et B" sont des sous-demi-groupes sans torsion.
Pour B" ceci résulte du théoréme 2.4. et des propriétés des éléments grossis-
sants (22) .
Soit a un élément de A', il existe b € B" avec ab =e , eb = b ; sup-

m n
posons qu'il existe deux entiers m,n, n >m tels que a =a , alors ,



- 105 -

m_ m n. m n-m . . . .
a b =a b donne e=b , ce qui est impossible puisque b est un élément
sans torsion.

Corollaire 2,3, -

Un demi-groupe périodique D ayant un élément unité a droite e,
est de la forme D =G + B' + C , ol
G est le groupe maximum associé 4 1'idempotent e, G + B' est égal a4 G . ‘e,
C est un idéal bilatére maximum de D ; en particulier, si D est o-simple,
C= {0} .
En effet, si D est périodique, A' et B" sont vides.

Corollaire 2. 4.~

Un demi-groupe périodique , 0- simple [simple] D est un
groupe avec zéro [groupe] si et seulement si D contient un élément unité bila-
tére.

Supposons maintenant que D ait plusieurs éléments unités a droite.
Soient e et f deux de ces éléments. D'apreés le théoréme 2.1., il correspond a
e et f deux décompositions de D que nous notons avec e et f en indice.

Théoréme 2.5, ~

Soit D un demi-groupe ayant plusieurs éléments unités i droite.
Sovient e et f deux de ces éléments, soient :

D=G_+B' +B" +C +A' ; D=G,+B! +B" +A' +C
e e e e e f f f f

f

les décompositions correspondantes. On a

G +B' =G LI [ E— 1" , t + C = A' + .
a) e e f*ﬂBf Be Bf Ae e f Cf

b) Ge@G e A' ~nf At

- NG, = 'AfAL=0.
¢ . f,sle;éf, G, G, o, Aen ¢ 0]

c)f e B‘e » inversement 3i g est un idempotent appartenant a B'e » 8
est un élément unité a droite de D .,

(a) Ge + B'e + B"e est 1'ensemble des éléments de D inversibles & guu-
che,)donc cet ensemble et son complémentaire A'e + Ce sont indépendants de e.

)
B"e est 1'ensemble des éléments grossissants 4 droite de D (théoréme 2.4.), donc
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cet ensemble est indépendant de e, on pose B"e = B" .

b)a € G & Jb,c € Davecab=e, ca=e (théoréme 2.1.).
Soit a un élément de Ge , considérons fa, fab = fe =f , fc.fa = fca =fe =f,
donc fa appartient a Grf . Soient Pet y les applications de D dans D définies

respectivement par, ¥a € D, () =fa, y (a) =ea . Y (ab) = fab = fafb ,
P et y sont donc des homomorphismes. Si a appartient 4 eD , y o\p(a) =
e.fa = ef.a =ea =a , de méme si b appartient a fD,oy (b) =b . En particulier,

la restriction de\P a Ge établit un isomorphisme de Ge sur Gf .
Ge N G_est vide car Ge et G

¢ sont les sous-groupes maximaux asso-.

ciés 3 deux idempotents distincts.

f

a € A'e@ ib € B" avec ab =e (théoréme 2.2.) .

Si a appartient & A'e , fab = fe = f, donc fa appartient a A'f , plus précisément

a fA'f qui est un-sous-demi-groupe de A'f . P est un isomorphisme de eA'e sur

1
.fAf.

Si A‘e N fA'f n'est pas vide, soit a un de ses €léments, il existe b € B'" avec

ab = e, en outre fa = a car a appartient a fA'f , on en déduit fab = ab =e ,
fab = fe = f , donc si f est différent de e, A'e N fA'f est vide.

c) G,+B' =G. +B' , f étant dans G, appartient donc 4 G+ B' et
f f e e e e

f

méme & B'e car Ge ne contient qu'un seul idempotent e. Inversement, soit g
un idempotent inclus dans B'e, eg appartient a Ge » mais eg est un idempotent,

en effet, eg.eg =egg=eg, donceg=e ; Dg =Deg =De =D, g est bien un
élément unité a droite de D.

Corollaire 2.5, -

Soit E 1'ensemble des unités i droite de D, si E n'est pas vide,

= + "
D eezE Ge R+B"+A,

ou les Ge sont des groupes isomorphes, R, B" des sous-demi-groupes sans

torsion, A un idéal & gauche maximum, de plus on a
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Ye,f € E, GG=G ,GREG , RG =R,
e f e e e e
Vf ¢ E, Gfest inclus dans Gre+B'e et par suite on peut éérire,
p 1 - * . . & A n B‘ ’
G, +B' =3 p G+ R ; R est égal a L) B, en effet, Vf €E, R est

contenu dans B d'autre part si x est un élément de ¢ QE B'f , X n'appartient

a4 aucun Gf , donc x appartient & R.

R est donc un sous-demi-groupe, R est sans torsion, autrement R con-
tiendrait au moins un idempotent, mais ceci est impossible car,d'aprés le théo-

réme 2.5, un idempotent de B'e est un élément unité & droite de D, On a

= G oeG = G OG = G 2 G .R S G .B' S G (théoréme
e e e e e e e e

f

fe,f ¢ E, G- G,

.1. . < B'.G =B'. = B' . ' (théoreé L1.): d
2.1.), RGe‘Bf o BffGe Bfo\CBf(teoremeZI),doﬁ

R.G_E QE B' =R, maisR.G_ > Re =R et par suite R.G_ =R,
A= A'e + Ce , donc A est un idéal & gauche maximum (théoréme 2.1.).
PosonseA'e=Ue s A'e-Ue=Ve , C= o Q E Ce

Corollaire 2.6, -
A=e éE Ue * e gE Vp+-6 , ou
Ue , Ve R o é E Ue ' o Le.)E Ve sont des sous-demi-groupes sans torsion,

C est un sous-demi-groupe qui contient tous les idéaux bilatéres propres de D ;
f E ° . b . , ) ( L2
Ve,t €E, U_.U, SU, , V-V &V V..U €V, UV, & U

D'aprés le théoréme 2.5,, fA'f N A'e est vide, on peut donc écrire

A= U + U + C!' é aUu + +

e & E et e CE Ve C'; Ve €E ,AestegalaUe Ve Ce,donc
C!' est inclus dans Ce ; d'autre part si x est un élément de C, x n'appartient 3
aucun A'e donc x appartient & C' et C' est égal a C. Ve €E, Ce est un sous-

demi-groupe qui contient tous les idéaux bilatéres propres de D, C vérifie les
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mémes propriétés.

Pour établir les autres résultats montrons d'abord que Ve est un |
idéal a droite dans A'e . Si a appartient a Ve’ a'a A‘e , alors aa' est dans A'e
puisque A'e est un sous-demi-groupe. Il existe b € B'" avec a'b = e, si aa' ap-
partenait a Ue, on aurait aa'b = eaa'b d'oll 2 = ea, mais ceci contredirait 1'hy-
pothése a € Ve ; donc aa' appartient a Ve . Pour tout élément e de E, Ve est
un sous-demi-groupe de D, On a

U .U_=U .eU,=0U0 .U £ U , V.V.=V ,ev_ ¢V .U £V
e f e f e e e e =

V..U,.=V ,eU_, =V .U €V , U.v, =U .fv, €U .U
e f e f e e e e f e f e f e

- joull U _ v
Ces relations montrent en particulier que e%E Ue et c 2 E e

sont des sous-demi-groupes de D, sans torsion ainsi que les sous-demi-groupes

Ue, Ve, d'aprés le corollaire 2.2,

Théoréme 2.6, -

Soient D un demi-groupe ayant des unités a droite, E l'ensem~-

ble de ces éléments unités, alors

D = G +R+B"+ v+ U VvV +CT,ouR, B", U,
eéE e B eezE e e EE e » O s > Te

Ve sont des sous-demi-groupes sans torsion ;

B" est 1'ensemble des éléments grossissants a droite de D ;
C est un sous-demi-groupe contenant tous les idéaux bilatéres propres de D ;

A= . é): E Ue + . \6) E Ve + C est un idéal 2 gauche maximum;

Ge est le sous-groupe maximum associé a 1'idempotent e ;

Ye.f €E , G _=~G U »U

f ? e f ;

Ces sous-demi-groupes vérifient la table de multiplication suivante :
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‘ " —_
Gf R B Uf Vf C
G G G B" U U A-YV
€ e e e e e
R R R B" C C C
B" B" B" B" ‘6 '('J' '6
U U U eD U A-YV
e e e (] e e
A% \Y A D \Y4 \' A
e e (] e e
C C ¢ |r+B"+C| C C C

Remarque : Pour Ge’ Gf ceci est un' cas particulier d‘un théoréme df a Millexr
et Clifford (4).

En tenant compte des théorémes 2.1., 2.4., 2.5., des corollaires

2.5., 2.6., il nous reste seulement a vérifier quelques cases de la table de

multiplication. On a

1)G .U, =G .eU,=G .U =G .A' CA' G LA' =eG . A" LeA' =U_ ;
e f e f e e e el e e e e e e

|
c
-
(o)
il
ci
[®)
I
i
D: o®
Q
N
-
>
i

2) Up.G_ =

]
Q
-
<
.
Q ™
o
in
a

3) G‘e'Vf e f e’ f e’

' L s , . . ! =i
4) Vf'Ge Vf.f Ge <A f.Gf < Af , soient a € Vf , 8§ € Gf , g' =inverse
de g dans Gf , ag=a' € A’f donne a = a'g' ; donc a' € Uf donnerait a € Uf
et par suite Vf.Gf=Vf; B
5)R.U_ £ B! .A' < C, ; Vf € E, R.U =R.fU (R.U, ¢ C ., R.U £C;
6)U.R=eA'.R < eA' .B! £ eA' =T
e e e e e
7)R.Ve=R.eV ¢ R.U ¢ C
8 V..R &V .B! =V .eB' £V .G [
€ e e e e
9) B".U_ ¢ B".A' £ C , B".U =B".fU =B'.U, € C_, B".U <£T;
e = e e e f e

100 B".Vv_ & B".U £ C
e e



=C £ C..G. = T.Gc =C
11) c.¢ =C.e; £ cC, G=C, , G.G_=C;
12)Ve € E, C.RE(C.B* (C.B' ¢C , C.R € C:
) e e e e
i ol =—’- .A' < N _. —. C_’
13) Vf € E , C.U,=C.U. L C-A'" £ C, C.u, ¢ de méme C.V_£ T;

c,
14)Ve €E, C.B" ¢ C_.B" € B' +B"+C_, C.B"¢ () _(B' +Bv+C),
T e e e ! = EE e e

(<

+B" +C N B! " : el :
R+B"+C ¢ eeE(‘e+B +C),si x¢R+B"+C , Je,f €E

avec x ¢ B' et x ¢ C;, mais (B, +B"+C )N (BY +B" +C) =

B'NB . +B"+C NC_, donc x¢ (_ (B +B"+C ), dod
e f e e e

f e EE

(B',+B"+C_)=R+B"+T ;

e € E

15) G ..C £ G .C_=eG .C Ce(C +A') {C +U =A-V_-3

e e e e e e e e e (&
16) fe €E, R.C ¢(R.C (B'.C ¢ C , RCCT,;

e e e e

17) Ve €E , B".EgB".cegce , B".C ¢£C;
18) U .C £ eA'.C £C +U =A-V ;

e e e e e e

.‘—.( '0 L]
19) V,.C < A .C <A

Corollaire 2.7, -

Soient D un demi-groupe périodique, E l'ensemble des 616~
ments unités 4 droite de D, si E n'est pas vide,

= G + U
DeéE eC,ou

les Ge sont des groupes isomorphes , Ve,f € E , Ge°G = Ge ; C est 1'idéal

f

bilatére maximum de D.

C'est une conséquence immédiate du théoréme précédent et du corollaire 2,3.
Thierrin a étudié les demi-groupes limitatifs (28). Un demi—grouﬁe

D est limitatif & droite si, ¥Ya, b, x € D, les relations ax = bx = a entrafent

a =b , D est limitatif s'il est limitatif & gauche et limitatif 3 droite.
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Corollaire 2.8, -

a) Tout demi-groupe limitatif & droite et périodique est une somme
de groupes.

b) Si D est périodique, D est simple et 2 un élément unité a4 droite au
moins si et seulement si D est 1imitatif a droite,

¢) Tout demi-groupe limitatif et périodique est un groupe.

a) Tout idempotent d'un demi-groupe limitatif & droite est un élément
unité 4 droite du demi-groupe. Dans la décomposition du théoréme 2,6., C est
donc un demi-groupe sans torsion. Si D est périodique et limitatif & droite, nous
avons

D= 2 G, avec Ve,f €E ; G G, et G_.G =G

f f

b) Si D est périodique et limitatif & droite, D a des éléments idempo-
tents, d'aprés a, D a des éléments unités i droite et D est simple.

Si D est périodique, simple et a des éléments unités a droite, d'aprés
le corollaire 2.7., D = o éE Ge , avec .Ge'Gf = Ge . Soient a, b, x des élé~
ments de D tels que ax = bx , soit Ge le sous-groupe de D contenant a, ax, bx,

b, ex appartiennent i Ge , dans Ge on a

va.ex =b.ex , ce qui entralne a =b . D est simplifiable & droite donc
a fortiori limitatif & droite.
c) C'est une conséquence directe du a) (ce résultat généralise le co-
rollaire 2 du théoréme 2 de (27)).
Nous allons maintenant préciser la position des éléments potentielle-
ment inversibles par rapport 4 la décomposition du demi-groupe D donnée par
le théoréme 2.6,

Définition 2,2, -~

Un élément a d'un demi-groupe D est potentiellement inversi-
ble & gauche, s'il existe un demi-groupe D! contenant D comme sous-demi-

groupe, et tel que a soit inversible & gauche dans D!'.

Rappelons deux théorémes dus i Sutov (22) :
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Théoréme 1. Pour qu'un élément a appartenant & un demi-groupe D soit poten-
tiellement inversible & gauche, il faut et il suffit que, Vs € D, Vx, y € D¥,
la relation
2 2 v
a x=a y entrafne SX=8Y.

Théoréme 2. Si a est un élément de type fini qui vérifie la condition du théore-
me 1, a est inversible 4 gauche dans D et le demi-groupe cyclique engendré par
a est un sous-groupe de D ,

Théoréme 2.7, -

Dans un demi-groupe D, soient L l'ensemble des éléments
potentiellement inversibles 4 gauche, M l'ensemble des éléments inversibles
4 gauche, M! l'ensemble des éléments grossissants & droite, posons
N=L-M , M"=M-M', L, M, M', M", N sont des sous-demi-groupes
de D, M' et N sont sans torsion, D - L est un idéal & gauche de D.
Ona D=M'+M"+N+ (D - L), ces 4 sous-demi-groupes vérifient

la table de multiplication suivante :

M! M" N D-L
M! M! M! N D-L
M" M M" N D-L
N L N N D-L
D - L D D-M |[D- M D- L

Soient a,b deux éléments de L. Si x,y sont deux éléments de D¥ qui

2
vérifient la relation (ab)2 X = (ab) vy, on a
2 2 2 2
a € L=—babx=bgby , b € L=—ya bx=a by,
v 2 2 )
a € L=bx=by ) béL:VseD, SX = 8y ;

ab appartient donc a L.

Soient a un élément de L, b un élément de N, Dab est contenu dans
Db , donc Dab est différent de D, ab appartient &8 N , N est un idéal & gauche
dans L ; N est sans torsion d'aprés le théoréme 2 de Sutov.

M et M' sont des sous-demi-groupes de D (22). Soient a, b deux élé-



- 113 -
ments de M" , ab appartient 4 M , si D' est différent de D, D'a est différent
de D donc D'ab aussi et par suite ab appartient 4 M.

D - L est un idéal a4 gauche de D, en effet, soit b un élément de
D - L, si, pour un élément a de D,v ab appartenait 4 L, la relation bzx = b2y
donnerait successivement : ab.bx = ab.by , abx =abyet, Vs € D, sX = sy,
b appartiendrait donc & L, ce qui contredirait 1'hypothése.

Pour compléter la table de multiplication, il reste a vérifier :
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