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Variétés différentiables a coordonnées

hypercomplexes.
Application a une géométrisation et a une généralisation

de la théorie d'Einstein-Schrodinger
par A. CRUMEYROLLE

SOMMAIRE

On considére une extension quadratique H, de ’anneau R des réels,
ensemble des z=x+ ¢y (Xx,y€R) avec & = 1. Tout espace vectoriel
sur R, Fi, de dimension n, peut étre plongé dans un H-module Fy. Si
n = 2 m. on peut définir sur Fg une structure dite complexe hyperbolique.
Une application f de H dans H est différentiable au point z=x + ¢y si
f(z) = P(x.y) + ¢ Q (x,y) avec
QP o EQ et 0P 2Q

X vy 2y dx

On envisage ensuite une généralisation de la notion de structure com-
plexe hyperbolique en remplacant H par une algébre commutative A sans
élément nilpotent.

Le produit de deux variétés réelles identiques de dimensions m peut
étre considéré comme une variété a structure complexe hyperbolique. On
établit la réciproque.

Si m =4, on introduit des connexions linéaires L ‘k telles que

v, 3= 28k &%, ou LE= LJ“:: (*= = 4) dans certains repéres dits
diagonaux, en désignant par AJ? le tenseur canoniquement associé a l’en-
domorphisme A tel que A2 =1 et de trace nulle. Les coefficients g ; étant
ceux d’une forme quadratique, les conditions :

P

Ax gij = 0.
sur la sous-variété diagonale donnent un systéme qui généralise les équa-
tions aux connexions écrites par Einstein et Schroédinger. Ce nouveau
formalisme conduit naturellement & une nouvelle méthode de résolution
de ces équations et du systéme qui les généralise, et permet d’introduire
un nouveau champ dont la signification physique n’est pas examinée ici
mais qui serait peut-étre en relation avec ’hypothése de « I’effet inertial de
Spin » [7 **].
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I. — EXTENSION QUADRATIQUE DE L’ANNEAU R DES REELS

R désigne I’ensemble des nombres réels; on appelle ici extension qua-
dratique de R, une algebre associative A par rapport 4 R ayant une base
de deux éléments dont I'un est identifié par un abus classique de notation
4 Délément unité de R. ¢ désigne le second élément de cette base, On
sait [1] que la multiplication dans A est entiérement déterminée par la
connaissance de ¢ elle est commutative, et on peut toujours se ramener
au cas ou &> = y¢€R.

Si y n’est pas un carré dans R, A est un corps (si e&2=-—1 c’est le
corps des complexes C) (cas elliptique).

Si y est un carré dans R, y = p25£0, A est un anneau non integre,
et en prenant comme nouvelle base :

__1/ s\
@=z\+y
;(1-1)
e = 1— —
1 "

e e =0 ; ej::e ; el —e

on voit que A est composé direct de deux corps (Re
phes a R (cas hyperbolique).

Enfin si y =0, A est un anneau non intégre (nombres duaux) (cas
parabolique).

Dans les trois cas l'application qui &4 z=a + ¢b associe z=a-—eb
est un automorphisme involutif de A. On pose N(z) = zz.

Siz= 2, on dit que z est réel, il sera dit complexe dans le cas contraire.
De plus N(z) = O exprime que z est inversible.

On peut définir sur A une topologie soit par ”a + ¢ b” = Sup (|a|, |b|) ; soit
de maniére équivalente par |a| + |b|
f étant une application de A dans A

, ) et (Re ) isomor-

(f) z—f(z) = P(x,y) + ¢ Q(x,y), ou P et Q sont a valeurs réelles,

nous désignerons P(x.y) par Q[f(z)] et Q(x,y) par ¢ [f(z)] partie « réelle »
et « imaginaire »).

Il n’y aura rien de particulier & dire sur la continuité, par contre nous
allons examiner la notion de différentiabilité.

1. — FONCTIONS DIFFERENTIABLES EN UN POINT
Nous dirons que f est différentiable au point z = x + ¢y, s’il existe
A(x. y) et B(x, y) a valeurs réelles, telles que
Px+h,y+k)+eQx+h,y+ k) —Px,y) —eQx,vy)
=(A+¢eB) (h+ek) +a(z, h+ k) Hh+sk” (1)
avec lim a(z,h + k) =0
(h + ¢k) = 0.
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Il en résulte que P(x,y) et Q(x,y) sont différentiables au sens usuel et
que nécessairement :

(4

P 2Q
A(X,)’)=${::{}—, (2
., 0Q P .
B (x,y) =« > 33, 6))
)P P . g . :
A+ ::B= % + ¢ \_S’ sera appelé coefficient différentiel de f(z) au point

df
z et noté e (le lecteur établira facilement des propriétés élémentaires

évidentes. Réciproquement : si P(x, y) et Q(x, y) sont différentiables au sens
usuel, les conditions (2) et (3) étant satisfaites, f(z) est bien différentiable
au point z.

Si &2 = — 1 nous retrouvons une situation classique.

Si 2 = 1 (et nous nous bornerons ci-dessous a ce cas en posant A = H),
nous dirons que nous avons affaire 2 des nombres complexes hyperboliques
(H - complexes), que f(z) est holomorphe dans un domaine de R? si elle
est différentiable en tout point de ce domaine, que les deux équations

»P 2P

2 - 2 :0
exX oy

2 ‘.Z.
2°Q 2 Q

> — — =0
X 2y

traduisent ’harmonicité hyperbolique. (Pour plus de détails, cf. les § VII
et VIII ci-dessous) ou l'on fera n = 1.

REMARQUE. — Si on avait considéré le cas général : & =Ae+ 1y, on
. 2 2 2P ee
trouverait : y PP P L—,, =0 et la condition analogue pour Q.
ax? Xy 0y

Le changement de base de H qui raméne a 'un des trois cas fondamentaux
permet de ramener I’équation aux dérivées partielles précédente a une
forme canonique : elliptique, hyperbolique ou parabolique, et cela de
maniére trés naturelle.

Ill. -— MODULES SUR L’ANNEAU H DES NOMBRES COMPLEXES HYPERBOLIQUES

Considérons E, H - module unitaire admettant une base finie (e} ) a n
éléments. Pour v € E, posons :

v=(a7‘+sak*)e)

On sait que toute autre base de E a n éléments et se déduit des (e;)
par une matrice carrée inversible. Un tel module peut d’ailleurs étre identifié
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a4 un espace vectoriel sur R de dimension 2n, de base, (e;, e,” avec
E€; = € .

F. étant un espace vectoriel sur R de dimension n, de base (f;), on peut
plonger F: dans un H -module unitaire Fx : on sait que I'image de F:
par l'application R -linéaire

(p) x —> 1 ® x, engendre le H - module Fy;
¢ est un R-isomorphisme de Fr dans Fu,(1 ® f;) est une base de Fu dont

on écrira encore les éléments (f; ), Fu = H ® Fr, et nous dirons que Fu
R

est amplifié¢ de F, par extension de R a H. Ainsi H" est 'amplifié de
R* — (cef. [2]).

iV. — L’AUTOMORPHISME ./

Ej étant un H - module de dimension H - complexe n, soit f un isomor-
phisme de H* sur Ej . On pourra définir sur Ej une anti-involution :

= fooof lavec (¢) Z =2z (i=1 1. n)
telle que < (@ + B) = = (a) + < (B)
- (A a) =_}\c (e) quels que soient «, 8 appartenant a3 E et A appar-

tenant a4 H. Pour l’essentiel on pourra reprendre la théorie des espaces
vectoriels complexes [(cf. [3])]. En particulier E3" étant un R - module

. . ’ . . . » 2n -
de dimension réelle 2n on pourra introduire son amplifié E r et si

E"=8"®-S"
1 H H

ou S} est de dimension H - complexe n, on dira que E}' posséde une
structure complexe hyperbolique.

Tout espace E;" peut étre muni d’une structure complexe hyperbolique,
d’une infinité de maniéres.

Soit (fa), (f «*) une base de E™ a,a’=1, ... 0.
R
Posons ¢, =e [, + ¢, [«

et = € fa + e fa*

Inversement :
fo =eley te; ey
foz* T Cheq T € sy

de sorte que les (z, :,+ constituent une base de E ™" amplifié¢ de E™ On
’ B R

vérifie que < ¢, — ¢, donc (¢,) et (¢4+ ) engendrent respectivement deux
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2n

sous-modules conjugués de E et le résultat est établi.
|5

1
Nous pourrons alors définir canoniquement un automorphisme J

attaché a cette structure, tel que J = I, opérant dans E™
R

m

En effet les éléments « réels » de E sont des éléments de la forme

H

a=X+:A A€S" ; cela permet de définir un R-isomorphisme h de S":
H

sur E™ (h) A—>h(\) = a, puis J =hoeloh—1
R

et on a bien J* =1. )
Cherchons la matrice de J, relativement au repére (f o f .

o
J (fa) = (e1 ¢) (Ea) — (e &) ‘Ea*)
= (e. g) fa—(ens) fq
J (t a ) = fa
I o) =—1
donc J est diagonalisable et son polyndme caractéristique est :

x* —1)

Réciproquement, si on se donne un automorphisme JJ de E™ tel que
R

que * =1 et que son polynéme caractéristique admette les racines (+ 1)
et (—1) au méme ordre n (1), on peut trouver une base (fa ),(f ) de E;{“

telle que J(f,) =f,,

J (fea) = —fa*; en posant
ta T € fo ey, f o
(aeta*=1,2..n)
Ea* :C” fa+e[fa*

on peut définir une base de E ™ et écrire une décomposition de ce module
H

en somme directe des sous-modules engendrés respectivement par les (€a)

et les ¢ ), conjugués I'un de 'autre, et obtenir ainsi une structure complexe

hyperbolique sur E}" 4 laquelle J est canoniquement attachée.

Il nous sera utile d’introduire plus loin des repéres (ea ), (e o) Téels @

1
ea =la+fa Ea = 2(Ca+eea*)
* » * l
ea*=fa—fa Ea* = 5 (ea— s ea*)

(1) I1 est équivalent de dire que le polyndme minimum de J est x*—1 et que la
trace de ]} est nulle,
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tels que
Jea=¢ea"
Jea" = ea
et pour lesquels la matrice de J prend la forme simple :

\ 0 I,
[
tandis que dans le repére (¢ «, £a*) la matrice de J s’écrit :
el 0

0 —el,

Il n’est pas sans intérét de noter que les sous-espaces propres de J dans
E™, connus 4 un isomorphisme prés, déterminent E " de maniére intrin-
R u
séque, indépendamment du choix de la base (fa, f o).

En effet si ve E :‘" est tel que :
JV=&;V .
JVE FVE ) = e (VE T VE e )
(6 eg VI (eegr ) VY = (ecq) VE + (e ¢gr ) VE

douve = 0 (car ¢ est régulier)

n
donc ve S
n
de méme si Jv=—c¢v
v €TS "
H

Le repére (:a, ca*) sera dit adapté a la structure H - complexe — le repére
(ea, ea*) lui étant associé. (fa, f a*est le repere « produit ».
Deux repéres adaptés se déduisent 'un de l'autre par une matrice

IIAi || réguliére telle que
i

*

Ad —Aa
B B
A =A a2 =0,
I g

Si A §» =B §,+ ¢ C E' la base (e;.) se déduit de la base (e;) au moyen de
la matrice réelle réguliére 2n X 2n

B C B+ C 0 l

et (fyy) de (f;) par || |

C B 0 B—C

. *
Nous noterons que si v =2z%qa + 2% ¢ g

* * * ,
avec 2 =X+ gx® ; z2& =-7%(x ®et x @ réels)
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20

v est un élément de E™ , dont les composantes sur les (e g»€ o*) sont

R
(x @, x ), et surles (fa, fa)
‘ EX =xa 4 xa
éa* =x«__xa

Ainsi les trois sortes de composantes de v s’obtiennent treés simplement
a partir des premiéres en prenant dans le R-module H, soit la base (1, &)
ce qui donne les coordonnées (xx, x«" ), soit la base (e, e. ) ce qui donne
les coordonnées (£ @, éa').

V. — UNE GENERALISATION DE LA NOTION DE STRUCTURE H-COMPLEXE

Dans ce qui précéde le role essentiel est joué par une algébre commuta-
tive A sur le corps des réels, sans élément nilpotent — (comme on peut le
voir facilement) qui est composée directe de deux corps isomorphes a R.
Selon un théoréme dii 4 WEIERSTRASS et DEDEKIND [7] toute algébre unitaire,
commutative, sans élément nilpotent, sur le corps des réels ou des com-
plexes, admettant une base finie, posséde encore cette propriété de composi-
tion directe. Par ailleurs il faut introduire sur A un automorphisme d’algébre
qui généralise ¢. Notons que dans H :

z=Xx+ §y=el£1+e“ g’
(¢, = ¢ quand z est réel)

1
Z=V——sy:e” g +e

AL BN

bt

et a(el)=e“
lT(eu =e

Le plus naturel est donc de définir o, pour une algébre A, a p dimensions
(sur R ou C) par :

a(el)=e",a(e“)=em ...a(ep)=e‘l
Le cas le plus général consisterait a4 remplacer la permutation circulaire par
une permutation quelconque. Les p éléments introduits ici, étant ceux d’une
base de A choisie une fois pour toutes et adaptée a la composition directe,
c’est-a-dire que
(€)' = (e, )(e,)=0
(les indices étant romains ou majuscules latins), ces conditions entrainent

que le polyndme minimum de o est de la forme (X" — 1), et que o est un
automorphisme d’algébre.

E ™ étant un espace vectoriel sur K commutatif, de dimension pn,
K
. . P pa
introduisons son amplifié¢ E , et posons :
A

7 =fooof-! comme dans le n° IV (ol ¢ opére dans A").
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pn

Si E =8" +78§ ri +...7"" S0t S ™ a la dimension n sur A
A

A A IS A

on dira que E ™ posséde une structure complexe (, A).
K

Tout espace E ™ peut étre muni, d’une infinité de maniéres, d’une
K

structure complexe (r, A).

Soit (fe ), (fa, ) ... (fx ) une base de E " sur K désignée encore par
K
(fa, )
a=1; n
L =1 P
Pcsons :
cap=ef yytepto+iien
cag=epf g tey fant ety
‘:’apz epf ol s R ep—| f(i'p

Or, ’algébre A étant unitaire, il existe un élément noté 1 tel que :

1=, ¢, +...a en
I 1 p p
En effet, comme :

6 4 P — .
(age { "“pep)("191+ ...apep) ae;t ...a e, quels que soient

ap ... a ., la table de multiplication de A donne nécessairement

donc
+...e =1 )

Tenant compte de (H), on a :

= €e tee + ... epe

al all
Far =ene art e sant - epeg /

......................................

et les matrices des coefficients dans (4) et (6) sont identiques et de type
« circulant ».

Ainsi les (e aL) constituent une base de E" que nous appellerons
A

adaptée a la structure complexe (r, A). Les p sous-modules engendrés par
les (e oL ) se déduisent I’'un de I’autre par r :

T Ge)=conr - (e a,) = car

ce qui établit le résultat annoncé.
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Réciproquement, si :
n p—!
EP™ =8" +78" + ... 7 s
A A A

- On peut trouver une base (e, ) tellequer(e , ) = o, Lt

A

en somme directe de p

et on obtient par (6) une décomposition de EP"
it

K
sous-espaces de dimension n sur K, se déduisant I'un de I’autre par -.

Il est 4 noter que I’endomorphisme J ne joue pas dans I’¢tude des

structures complexes hyperboliques le role essentiel. J est canoniquement
associé a la structure, mais non intrinséquement. Nous allons approfondir
ce point.

Vi. — LES ENDOMORPHISMES FONDAMENTAUX

DEFINITION. — Un élément z de A est dit régulier si I’endomorphisme de
I’espace vectoriel A, qu’il définit (x - zx) est injectif. Il revient au méme
de dire que la norme de z, c’est-a-dire le déterminant de la matrice associée

a z est non nul. Notons que dans la base (e;, e, .. e ) ce déterminant es
le produit des composantes de z.

z étant quelconque dans A, considérons les éléments de Ep: qui restent
invariants par 7, nous les appellerons K-réels. Ils ont la forme remarquable :

—l n

p=A+TA4+r A+ .1 Aol A ES
A

Cette décomposition en somme directe permet de définir un K-isomorphisme

hdeS" surE™ :(h)A—->p=h(Q0).
A K

Posons : u=hszIoh-1=6(z); u est un endomorphisme de Ef". La
rorrespondance 6 entre z et u est visiblement un K-isomorphisme de I’algébre
A sur une sous-algébre commutative des endomorphismes de ER*

En effet u(y) =O’V'M€Ein , implique z[h ' (4)] =o, or h = ()
est un élément arbitraire de S '\’et comme le module S : est libre, la
relation : zw =0 y WES : entraine z = o.

De plus a kz est associé ku (k €K)

a(z+2z) — u-t+u [u=~0(z)]

a zz’ —_ uou’.
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Si z est réguliére, u I’est aussi et devient un isomorphisme de E‘: sur
lui-méme,

Restreignons 6 a la sous-algébre engendrée par z : la dimension de cette
sous-algeébre est précisément égale au degré du polynéme minimum m de z

commie m(z) = o équivaut 4a m(u) = o

il en résulte le théoréme :

Les deux endomorphismes z et u ont méme polynéme minimum, et de
plus z étant toujours diagonalisable par hypothése, ce polynéme a toutes
ses racines dans K et ces racines sont simples.

Quant aux polyndmes caractéristiques de z et u ils sont respectivement
de la forme ¢ (X) et [¢ (X)]1.

En effet :

siz= [ e (avec sommation eny ), les p éléments . sont précisément
les valeurs propres de z,

or u(fal)=elz80”+en-r(z:aal ) + ...epT(Zeap_l)

=ePegr+ M eg)eyy + - (e ) ¢,

p
= (fgp

et de méme :
uf, )= o (faL) (sans sommation en L)

Donc u est diagonalisable comme prévu, mais de plus, les sous-espaces
propres sont tous de dimension n, ce qui prouve le résultat annoncé.

. PR pn . .
Ainsi a toute structure complexe (r, A) de E on peut associer canoni-
K

quement une infinité d’endomorphismes u = 4 (z), attachés aux éléments
de A; u est diagonalisable et les racines (simples) de son polynéme minimum
ont toutes le méme ordre n de multiplicité dans le polyndme caractéristique.

Réciproquement, un tel endomorphisme étant donné sur E®" on peut
K

le diagonaliser relativement 4 un repére (fs) et de ce repére on déduit
par (4) un nouveau repeére (¢, ) dont les éléments obtenus en faisant varier
a de 1 4 n et prenant , = 1 engendrent un sous-module S” de E "* amplifié
A A
de E™ avec :
K

n

EM=8"@orS8" ) ... (S")
A A A

A

obtenant ainsi sur E "® une structure complexe (r, A).

2

K
Comme dans le cas particulier déja étudié au n° IV, la matrice de u prend

)

une forme simple dans le repére (saL
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en effet :
— 1Y
) —(Cle1+~--§ep)sal

Ue gy ) = ey +tMey, +.70 2 ep) Call

uley )=(e +Me  +....8 epmi)gy,

ap

Nous avons défini les repéres adaptés (e,, ) et les repéres produits

(fmL . Les repéres associés se définiraient 4 partir de toute base de A ( 5L )
dont le¢ 1°r élément est 1 = ¢; par
e =alf , Sl eg=a “ e
aB B aL B L
I y a une infinité de tels repéres associés a (eL ).
ExeMpLE. — Choisissons une algébre de dimension p sur le corps des

complexes (extension cyclique de A) dont une table de multiplication est
isomorphe au groupe des racines piemes de l'unité.
L . 2Bni B
e p =¢

Soit e_ =a~ e, , ou (£B) et

B L se correspondent dans la
B

table des groupes.

a =1 B=1... P
[)
B, n
(a ) =1 B=1.. P ‘
1
B C .
or a #*a sl B ¢ car :
1 1
B B, k . c . .
(a )= (a ) et la matrice “a ne saurait avoir deux colonnes
K 1 B

identiques, donc les p (a ) sont les racines piémes de 1 dans un ordre
arbitraire.
Pour p =3 on a les racines 1, j, jz,
et
¢, =€ Jrje2 ~[~j2e3
g, =€ +j2e. + Je,
¢, = ¢ + e, + e, =1

&

1

5(1“ +> |
1

§<J 3 -i—]s +E;;>
1 3
§<JE 2+63>

on prendra ici par exemple 1, j, jz pour les valeurs propres des (fu;)
(ta?? (f o) re%pectnement ce qui conduira a :
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u(e, ) = (e,+J’ez+J"")e.a,)801l
ll(l’.al) =81 (8 al)

u(ey, ) (re)(eq,)

u(e o) = (7281)(84,)

Les éléments réguliers de ces algébres pour P quelconques ont une
norme différente de 0, qui s’exprime par des déterminants du type « circu-
lant » en repéres (e,).

VIl. — VARIETES DIFFERENTIABLES A STRUCTURE COMPLEXE HYPERBOLIQUE
Soit V;n une variété réelle différentiable de classe C * de dimen-
sion 2n. Nous appellerons carte locale H-complexe de V;" , une représen-
tation topologique d’un voisinage ouvert U de V ;" sur un ouvert de
H" , H" étant munie de la topologie, produit de la topologie des H, définie
plus haut. Une telle carte associe a tout point (p) de V;", n nombres

H-complexes z%

*

q * < &
z%= X9+ ¢x® = ¢ a4 e £
1 2

(@=1,2...n) qui sont les coordonnées de (p) dans la carte considérée.
La variété V " admet une structure différentiable H-complexe s’il

existe un ensemblz de cartes H-complexes dont les domaines recouvrent
la variété, le passage d’'un systéme de coordonnées (z %) & un autre (z% )
en tout point commun a lintersection de deux voisinages, utilisant des
fonctions fa" des (Z)‘ ), différentiables, de matrice jacobienne réguliére.
Comme d’habitude on compléte cette définition par une relation d’équi-
valence entre les systémes de cartes ou atlas.
Les hypothéses de différentiabilité se traduisent ici par :
DXi' Dxi” ]:]22[1

4 _— = -
@ 'S x *=(xn)

quand on pose z% =f (z)‘) =x @ +.xa",
Elles se traduisent encore trés simplement quand on pose
2% = ¢, £ +en£"‘*

(4) équivaut a :
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et il vient :
2z x e x
— = — + o (6)
dEA ix A X
dia® ax @ axe o
* — Ty - *
A X Y

(5) montre que v’" est le produit de 2 variétés réelles identiques
R

VT =Ww' x W'
R

R R

C’est pourquoi nous appellerons (&%, S“*) coordonnées produits. Il
est clair que si 'on introduit I’espace tangent en un point de Vlm , soit
R

T an x 10
I

e an ,2n
, son complexifi¢ T = et leurs duaux T et T
H " H

*
, les dz¢, dz ¢

* .
constituent une base adaptée de T ™ les dx @ , dx® la base associée
8]

et les d¢@, d& o la base produit. On peut introduire les bases duales

de T, et T est muni d’une structure complexe hyperbolique. Les
H R

repéres adaptés naturels se déduisent I'un de l'autre par des matrices
réguliéres (2nx 2n) a éléments H-complexes de la forme

| A 0
I o A
, 2z Vil Xa’ axa
ou A = — avec — = —- 4 -
| oz oz x4 X
‘\Ea*’ (‘ia*,
=e 3 T% T
N2 2z

Les (dz%), (dz "‘*) définissent ainsi  deux sous-modules (S " )+
H

et -r(S:]l )* dont la somme directe est (T :]")*, permettant d’introduire sur
V:2un champ d’opérateurs linéaires J , tels que J* = I, d’équation carac-
téristique (X2 — 1) = 0 et de trace nulle.

s rar 2 2n ’ . . . ’ .
Sur une variété néelle V' , donnée a priori, on pourrait définir une

R

structure presque H-complexe & I’aide d’un champ d’opérateurs linéai-
2 . s g 2 N ]

res J, tels que J =1 d’équation caractéristique (X’ — 1) . etdetrace

nulle, et développer une théorie paralléle a celle de M. LicHNEROWICZ [3] :
nous signalons simplement le fait.
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VIli. — CONSTRUCTION D’UNE VARIETE A STRUCTURE COMPLEXE HYPERBOLIQUE

On a vu que si V™ admet une structure complexe hyperbolique, c’est
R

nécessairement le produit d’une variété réelle W " par elle-méme.
R

Réciproquement, étant donnée une variété différentiable réelle W ",
R

considérons le produit topologique W * x W" .De tout atlas de la variété
R R

W " on déduit classiquement un atlas de la variété produit :
R

si (p) et (q) de coordonnées (£°) et (f“*) appartiennent aux domaines
UaetUa" go deux cartes de W " , le point (p,q) est muni des coordon-
R

nées (£ ¢, £2°) dans le domaine Uzxx Ua* de W" xW" | avec la condi-

R R
tion que si (p,q) €(Uae xUa* )N (Ua’xVa*’)£¢(Ua’ et U'* étant

deux autres domaines de cartes de W" contenant respectivement (p) et (q)
I

les coordonnées (5"‘/ R S"‘H) de (p,q) dans Ua’ xU «'* sont liées a ses
coordonnées dans Ue x Ue® par

ga’ - q,a’(g‘/\ )

Sa*, = & aﬁl (5)\*)
Pa’ ot pa” étant des fonctions réelles, différentiables, de variables réelles,

a jacobien non nul dans l'intersection.

Posant alors :
*
zY¥= ¢ {* 4+ e)é"‘
! ’ - %/
¢ = e 1 £ 4 e £@
2
’ . . ) .7 ’
le passage des (z%) aux (z%) satisfait aux conditions (5) pour les variétés

a structure complexe hyperbolique.
Ainsi la donnée d’une variété V™ G structure complexe hyperbolique

R
équivaul a celle du produit de deux variétés réelles identiques de dimen-
ston n.

IX. — SOUS-VARIETE DIAGONALE

Soit® " la sous-variété de V™ =W "xW" formée de couples dont
R R R R
les éléments p et q sont identiques.

« Il . -
A tout recouvrement de U = par une famille d’ouverts, domaines de
R
cartes admissibles, ou peut associer un recouvrement d’un voisinage de "
R

n » ’ .
dans V™ | par le procédé suivant.
R

Soit Ua un voisinage de p(¢%', domaine d’un systéme de coordonnées de
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2y 2 . by . . n
" ; les éléments (Uax Ua) constituent un systéme de voisinages de?) .
E ;
* . . Y -
dans V™ . Si q de coordonnées (£%) appartient aussi a Ua.nous munissons
R

le point (p, q) des coordonnées (£%, £a*) dans Uax Uz, avec la condition que
si(p.q)E UxxUx) N(Uo«'xUda') #= @ (Ud'étant le domaine d’une autre carte

de T ]I];’Contenant p et q), les coordonnées (¢%, £2) de (p, q) dans Ua’x Uo’

s’expriment par :
g =qa(¢)
ga*' _ (l) aﬂ(é)\u)
o ot P’ étant des fonctions réelles, identiques, a jacobien non nul dans
I’intersection.
Dans le systéme (z%), il correspond 4 ces changements de coordonnées
des fonctions ¢, H- complexes, différentiables et qui se réduisent sur "
R

a des fonctions réelles. Réciproquement, a de telles fonctions fo’' sont associés

des changements de coordonnées ({%, gy du type précédent.
En effet :

4

. *r — ’ *
za’:eiga’_;_e gz —e £ @ .|_e_1£a'
2 2

Le symbole (A ) désignera dans ce qui suit les restrictions des fonctions

N n » . . .
av . avec cette écriture, il vient :
R

A ’ L , A ’ N
2% —z% =(e,—e, (% —§&° )
et comme e —e =g élément régulier de A,
AYW: _ roy A o Ao ’ *,
Za __Za <:>£a =$a<:‘>‘ba=¢a
ce qu’il fallait établir.
On aura alors d’aprés (6) et (7)
A A,
Ix® _xE @)
0 X A 92X A

égalités valables uniquement sur V" et avec ce systéme de coordonnées
R

que nous appellerons diagonales, systéme compatible avec la structure

deV’n—-—
R

X. — UNE GENERALISATION. STRUCTURES HYPERCOMPLEXES CYCLIQUES

Il est facile de donner des résultats analogues aux précédents en prenant
une algébre commutative A, de dimension p sur R ou C.
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.3z crgs 3n . .
Considérons par exemple, une variété V" et supposons qu’il existe des
G

systémes hypercomplexes de n coordonnées appartenant & [I’extension
cyclique de dimension 3 de C, considérée plus haut.

2 3
Posons ici : z7=x% "+ ¢ x ¥ +¢ x @ (¢ =1)
2 3 1

=e {%itef* +te,ca’
x . £ €C
et les changements de coordonnées admissibles utilisent des fonctions

’ 4 y . ’ . ’ . - . .
z® = fa (z") différentiables au sens élargi et de matrice jacobienne
réguliére.

Cela donne les conditions nécessaires

0x ® axa’z o ’:)xa’s
0 X Ay o axh‘.’ ax/\:;
2 x2 x> ax @y )
dx Ao o IxX Ay - ax M
? xall 0x o’y 09X oy
axMs a ax M B axhe
Tenant compte de :
o X% 4 x % | xa;
3
X% +jx®% 4j2x@3
‘(EC(-) —_ 3
say — X %142 X% 4 jx 9
2 v 3
on trouve aisément que le systéme (9) équivaut au systéme (10) :
£ @ 2 ea;
28 _ M
35)\2 8{-"\3
peals g as
€% 2T (10)
0¢ Ay 9§ Ay
3}3“,3 0§ oy
aEN . gk

qui exprime que la matrice de I’application linéaire « tangente » est
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diagonale. Ce qui conduit 4 des changements de variables de la forme :
gl = gall(ghly

N N « 32 3n . . “rg 2
et amene a considérer V™ comme le produit de trois variétés complexes
R

identiques de dimension n.

Nous nous bornerons a ces indications succinctes en notant encore que
ces considérations donnent un procédé canonique de résolution du sys-
téme (9).

Enfin pour toutes les algébres de dimension p du type indiqué en (5)

on ahoutira &4 des variétés V ™" produit de p variétés identiques de dimen-
R

sion n. C’est la considération de coordonnées associées qui conduira a divers
systémes analogues a (9) et donnera de l'intérét a ces notions.

Xl. — CONNEXIONS LINEAIRES COMPLEXES HYPERBOLIQUES
Etant donnée une variété différentiable V" on peut considérer au point
R
(p) de V™ lespace tangent T ™ et son amplifié T™ Les repéres de T" aux

R R R R
différents points de V" définissent un espace fibré principal H(V™ ) de
R R

groupe structural GL(m, H). Une connexion linéaire H-complexe, est une
connexion infinitésimale sur cet espace fibré principal.

m . . .
A% élant munie d’un recouvrement par des voisinages U, une telle
R

connexion peut étre définie par la donnée dans chaque voisinage U d’une
forme w, a valeurs dans l'algebre de Lie du groupe linéaire complexe
hyperbolique, représentable en chaque point par une matrice mxm dont les
éléments sont des formes linéaires a valeurs H-complexes :
wu= (-)f i, j =1,2,...m
J

satisfaisant dans lintersection de deux voisinages U N V£ @ a la condition
habituelle de cohérence.

Les notions de connexions conjuguées, de connexions réelles, se défi-

nissent sans difficulté comme dans le cas complexe [3].

Sur la variété V™ muni d’une structure complexe hyperbolique on peut
R

définir des connexions presque complexes relativement au sous-groupe de
GL(2n, H) formé des matrices réguliéres :

’ A 0

les matrices de connexion sont de la forme :

o A

* %
e )
T =% +¢g @

B B 8
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ou les o sont a valeurs réelles.

A toute connexion presque H-complexe, on peut associer une connexion
linéaire réelle par passage aux repéres associés, et par laquelle la dérivée
covariante du tenseur A, canoniquement associé 4 J est nulle [3].

Xll. — LES CONNEXIONS DE TYPE « UNITAIRE »

Pour des raisons justifiées plus loin, nous nous attacherons a I’étude de
certaines connexions réelles pour lesquelles la dérivée covariante du tenseur
presque complexe A est liée simplement au tenseur de torsion par des
conditions dites de type unitaire.

En reperes adaptés (coordonnées ze, zo*) les coefficients de connexions
seront désignés par

w ! L,k =1,...2n
ik
et en repéres associés (x ¢, X ) par :

Li ik =1,...2n)
jk
Les conditions fondamentales, de « type unitaire » seront les suivantes :
(11) v, A°=28" a°
i rl k

(S k désignant le tenseur de torsion)
rl

elles entrainent immédiatement la nullité du vecteur de torsion de la
connexion [8].

Elles se traduisent en repéres naturels associés

=L " (12)

st (K]

T

par L

Soit : L =L¢ =L¢ =L L% =Lo =L =L¢&_
By By Y'B Y B By By Y'B v B

En repéres adaptés par :

wWe =we en repéres associés par :
By v B (13) re —rpa
By V8
we =—We . et(f.c.c)
B&y* Y*B* e . L. T C!' = -7 a* .
e e Fv” Ty (9
w —_— -—
* * 1" a =7 [44 — 0
By By ’ B 8y

(et formules analogues).

LE COMMUTATEUR DE Yy ET DE A

Soit (v) un champ de vecteurs sur un domaine quelconque de V’R"

muni d’une structure complexe hyperbolique et de la connexion dont les
coefficients satisfont a (11).
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Il vient alors :
A:‘ (VV’)=V(AI:V " —(vA:‘)v‘
vatvh—at V) =(v aM)v'dx
(15) v(a*vh—a (vv)=28 LA “v'dxt
r

Si nous désigons par ; la dérivation covariante relativement a la
i ~
connexion transposée ij =1L ;j nous avons :

s 1 V1 s s 1 1 s t
vr(Alv)—_—2brL Alv + Al(arv )+-Llr Alv

~ 1 s
:(Vrv ) Ay
Soit : voA':AOg

et il est immédiat de constater que cette derniére relation équivaut a (11).

Notons aussi que I’antisymétrie de S* en t et I, entraine la propriété
t1

suivante (non caractéristique pour ces connexions) :

Si on attache a un vecteur quelconque (v) de l’espace tangent son
transformé ( Jv) le couple (v, Jv) est invariant dans la transformation
linéaire induite par le transport de l’espace tangent, relativement a la
connexion de type unitaire, le long des géodésiques issues de (v) ou de

(Iv).

Xlll. — LA FORME QUADRATIQUE FONDAMENTALE

On peut introduire localement, au moins, sur V"' un tenseur symétrique
R

réel de composantes covariantes, en coordonnées adaptées (z ¢, z“') :
TaB, Yo" B, YaB*

et en coordonnées associées (x &, xa )
g8apfB, 8a" B, 8ap*

Posant :
TaB =QRaB+egapf —
'\{aaﬁwzg{aﬁﬁﬁ_i_ega*ﬁw YIJ :Yi*j*
TaB” =RaB" tegaf’

on observe que les trois types de composantes vy Se transforment de

maniére autonome par changement de repéres adaptés. Un calcul facile
montre que

gaB =2@QRaf+tQRap) gap =2(gaf+ ga'B)
ga'f=2QRaB—QRap) ga'f=2(gaf— ga'B)
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n A /\
I1 est possible de supposer que sur Vnga{j = 8oy = 0 ( coordonnées

diagonales associées) car sur V", les trois sortes de coefficients g « ¢
R
82> 8,p se transforment de maniére autonome.
.. A A
Ainsi QafB=QRaf =0.
Et dans tout changement de coordonnées diagonales associées

AN A N
A ax*  axM A
ga/B*/ e —_— g)\u*
8xa, axﬂ
A A A ow
90X ax"' A

' Au*
ax @ ax B 8w

A
Ainsi les g, . se transforment comme les coefficients @, ~qui définiraient
un tenseur de V" (coordonnées x*).

R

En prenant les coordonnées diagonales adaptées il vient :

AN AN
N g apr + 8 o8
Yeb =5 T
(et £. C. C.)
AN AN
AN ga*p — Gep*
Yap*r = & T —

Sur V™ il est impossible de supposer que tous les coefficients Yy sont
R

des fonctions H-holomorphes, avec la condition y , =1y,, comme on
le voit immédiatement, mais il est possible de supposer Yag H-holomorphe,

A ’ n . . .
avec yqg ' donné sur 9 p » ¢ imaginaire » pur.
A ’ ’ n .
En effet ey o5 étant « réel » sur U, , si 'on pose

cyap =€ Pap (BE9 ) +exQup (£ ,%07)

Pap _ an[)’
PENT  0E

avec : =0.

g » A . . .
De la réalité de ¢ y «p ON deéduit :
A A .
PaB(¢%) =QapB(£* ) .
EYap =€, PaB({*) + e ‘)Paﬂ(ga )
yaB=PaB(E®) —PaB () ¢[Pap(®) +Pap (]
2
Ainsi la donnée de /;aﬁ Y op étant fonction différentiable des z*, détermine
Y op dans tout voisinage diagonal.
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ay, *B* a‘y‘ a*B* ay aB
On a alors : o = 0 = o

XIV. — LES CONDITIONS DE RICCI
On peut considérer les connexions de type unitaire sur V:‘" et essayer

d’imposer a ces connexions et aux coefficients de la forme quadratique
fondamentale d’étre liés par les conditions dites de Ricci :

v 0

v, =
k ‘i

En repéres adaptés ces conditions s’écrivent en détail :

2 . )

YeB o _ G _ 67y e — G . —
a) g qu‘(aﬂ W,e;“" WQPYOB W‘Bp‘{ ar =0

a * *

YeB* W . . WOy ot —
b) aZp Wa{;(aﬁ WQPYGB —0

?

Y a8

=0 .C. C.

c) P (et f. C. C.)

On déduit facilement de 16 (b) :

v oy e
{',_#;;z { o B*
Vo ¥ N = 32’;: (symboles de Kronecker)
Il vient
| ST Oy gar Oycans
a — _ T —_—
w ‘Y_ 9 ( 22" 9z 8 ) (17)
* 1 e Cypa+ Oy o+
wao' — L, ( — I (18)
B 2 oz" oz,

16 ¢) traduit une condition d’holomorphie des coefficients, yaf8 condition
qui n’a rien d’impossible a priori.
Mais 16 (a) donne une condition de possibilité qui se traduit par :

a * * ~
<_’)%{ aYpBa A\ 2y )
0z o* ) we (ap
_ 5 * © * 379?* a'ye?*
= e Y [ ngH T ao* azo - oz°
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ot les v *®, v “# sont donnés, y** fonction différentiable des (z°) seuls,
Y LA v o8 et
VAo désignant les symboles de Christoffel construits a I’aide des y s

Lap )

'Si Tag = Y arpr= 0, le calcul précédent n’est pas valable, alors 16 (h)

donne :

Oytap — 2vi08* v af* — > b
oz, " az* = T T 8zt oz®

(o1 on peut supposer que ‘@ est une fonction a valeurs réelles)
a\*

wWa =
BYY

__‘\ Ter®

—— = 0 qui sont des conditions d’antisymétrie.
oz

Si yaf* =7y ,.; =0 alors Wg; =0 en général et les W Ié" sont les
¥ N Y
symboles de Christoffel de Y g

XV. — UNE GEOMETRISATION ET UNE GENERALISATION DE LA THEORIE
UNITAIRE D’EINSTEIN-SCHRODINGER
Nous nous proposons de montrer que les conditions V.8, = 0 (ou
kaij:O) permettent de retrouver et de généraliser les équations aux
connexions d’E. S. (On suppose maintenant n = 4.)
Sur®” , munie de sa structure de variété différentiable induite par son
R
immersion dans ¥, considérons les composantes en repéres associés dia-
R
gonaux induits :

1) d’un champ de tenseurs du second ordre @

2) d’un champ de tenseurs du 3° ordre /\5
Y

3) d’un champ de connexions @ ¢

By

n by ’
et sur V" dans les repéres correspondants, un champ de tenseurs symé-
R y

triques (.g.j) et de connexions (Li ) satisfaisant aux conditions intrin-
R k

séques :

A
glxﬁ :gu*B*ZO
L' =L"

ik k%)
A
L’application linéaire (¢,) qui a (g.s ) associe (gij ) et I’application (g,)
A

wia (A% , Q0 socie (L' )
qma(/\ﬁy gﬁy)assow( N
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quand :
JAN
GaB = 8ap+
A *
a =7 a
By By
A
[44 —I‘a
By By

sont biunivoques et intrinséques [8].
Demandons-nous si nous pouvons trouver (8, i ) et (L fk ) composantes

en repéres associés du tenseur (y ;j ) et de la connexion (W ' ) tels que

[ ———

jk
v, 8 =0
A AN AN
8ap =8 erpr=10 8ap* = Gap
201 @ _ oa
By By
A *
o =/\a
By By

!/

\ (a) 2 Qaﬁ—.ﬁip 8
(21) ! (b)

Si ce probléme « aux limites » est possible il conduit au systéme [8] :

J— G =
TEEEICL
[ g =
NeaSop TN g 85,70

G G =
© Nap Spa ™ N8 ™?

ou l'on reconnait les équations aux annexions d E-S et deux nouveaux sys-
témes qui disparaissent quand A %

= 0 (2).
Y
Utilisons les composantes Yy o Wjik
A A
Nous avons : Q a8 =Qaf* =10
et d’aprés (16) (¢) :
A
QRap  9gap
Jx’ ox™
A A
QRaf _9gdaf
oxP* ox*

(2) I1 convient de noter que (21) ne traduit pas complétement les conditions
Vy 8 = 0 Il faudrait écrire de plus les 3 équations v e =0

qui donnent
n -—
sur 9) g les « dérivées transversales ». do* gij
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donc

A A A
Rap _ *Raf _ 2ap _

ox P axp ox P *

A ) €

Y 8 = 8_9;@) = 3 hap
A e Glaf] ¢
Y oapr = — 9 =3 kap

Calculons les restrictions 4 U " des dérivées partielles du tenseur y i
R

A A

gap edgaB _ = 2G(B) _ = %hef

X ox* 2 x* 2 ox*

A A
ox° ox’ 2

A 1] /\ % /\ * /\ *
b _ o o |« (o Tygalr
ox* 2 ox’ 2 oz"* Toex”
AN AN
_ c 08Bl | : Qe 1 odap
=5 2 Bx," 9 X" 2 ax”

1 9gapr (agﬁaﬁ* shef

ox* 2 x"t  ax’

Dans le cas général oll yos , v o sont réguliers le probléme « aux limites
posé se raméne a la détermination par le systéme (19), restreint a ", des
R

A A

0 * QaB* . .

« parameétres » —%a—fi e _aq_{__’,)B_* qui permettront ensuite de calculer les
X

connexions en fonction de Yag Y opr et de leurs dérivées par rapport

aux (x¢)

A A A A A
k & [TAQy\* ARBA /3gBA | 9 g YAty
7 @ — Lt < I3 <
W By - 9 [3)(‘3* + ox ¥ + €& ox ¥ + ox & >
A * A * A * A *N\ T
R S U G S T E L
B - 2 Bx‘.ﬂ* ox 1% - ( oxo* axﬁ*
(plus termes réels donnés)
Par ailleurs
We =& 4op "
B (&) (1)
Ve =@ a 4ep
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Le probléme se résout en séparant dans (19) restreint aqg” , la partie
R

réelle et la partie imaginaire.
Nous poserons :

A €
Y of* - — ;Z kaﬁ
A ¢
Y af = _‘2 kaﬁ
A
y e =2¢h af
/\ a*B*
Y =_92:hap
AN Noyx
Tclé =ko'l3h0a=——-715;§ a\ ——-Yl*!i 'y«;ﬂ'*
a) Parlie imaginaire. — Posant
A A
WRap” WRpB -
R - =8apf — = Spaf

ox P ax**

(19) donne :

A A
Raf* IRpB* \h ] ] ©
- 4 . 9~ I‘ 11 ~ V=

%" * ! ox°* — rlp @ 9PG(P‘*"]ﬁIF\.«aﬂcp

ol =~ désigne une égalité, modulo des termes donnés.
On voit facilement que 3 & 28y = 0 (exactement), d’ou I'on déduit :
PC
(22)  Sapy+ T ‘; T’?{meq) + T8 Tq';@e,&p + TZ T *@qfy =0
. « - .
Si (22) permet de calculer les 24 coefficients €eB)A alors on aura la partie

réelle de W'  sans ambiguité; nous y reviendrons plus bas.

jk
b) Partie réelle, — Posons :
2gap' 2B’
_ 99 P
UaPB - ox” ox*
Uafy = — U Pog
2 §af | 240" 6 6
ga geB __ P 4 P
__8}—(”—'+ " —TaTBUpecp-f-TanUﬁaq)
Tenant compte de :
A A
20ga’B dde B
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il vient :
(23) UaBy +UayB+T 0 T® U,80q>+T"é’T0Uy€qJ=0
a vy a
Si ce systéme est possible, il a une infinité de solutions — c’est ce que

nous verrons — donc la partie imaginaire de W ' est partiellement indé-
ik
terminée.

Pour résoudre effectivement (22) et (23) il est commode d’utiliser sur

© " des repéres pour lesquels T % prend une forme simple. On aboutit alors
R

a une résolution en cascade qui ne présente pas d’autre difficulté que la
longueur des calculs.

XVI. — REDUCTION D'UNE FORME BILINEAIRE ANTISYMETRIQUE, EN REPERES
ORTHONORMES RELATIVEMENT A UNE METRIQUE DE SIGNATURE HYPER-
BOLIQUE (ET EN DIMENSION 4)

Les considérations suivantes sont purement locales, E, désigne I’espace
tangent a la variété fondamentale "Dl"{ , au point x¢ («=0,1,2,3) — Qap
désignant le tenseur fondamental, posons selon des notations classiques :

Gaf = G(aB) + GlaB]=hap + kap
¢ (u) =h aﬁu“ug est une forme quadratique non dégénérée de type hyper-
bolique normal — [3 bis], [4]. Il existe des repéres tels que

h B = diag (1,—1,—1,—1) —
Associons a k a fl’opérateur linéaire T tel que T‘/’;= o Bh 2%  Si nous

posons he g vaw B= (v,w) (v et w appartenant 4 E,); nous constatons
aisément que (Tv,w) = — (v, T'w)

donc (Tv, v) =0, v et Tv sont orthogonaux.

En repéres orthonormés T(;g =+TB, Ta= (sans sommation en «a).
a [24

La trace de T est nulle.

Si v est un sous-espace de E,, invariant par T, alors il en est de
méme de v!.vl désignant le sous-espace orthogonal (dim v + dim vi= 4).
Toutes ces propriétés sont immédiates. Le vecteur v est isotrope si ¢ (v) = 0
— Un sous-espace est isotrope si son intersection avec le sous-espace ortho-
gonal ne se réduit pas a 0. Il est totalement isotrope s’il est contenu dans
le sous-espace orthogonal.

On appelle indice de ¢, la dimension maximum r des sous-espaces
totalement isotropes (r < 2). [2 bis.]
Dans le cas étudié ici, il n’y a pas de plan totalement isotrope (r < 2).
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En effet s’il existait de tels plans, ¢ serait une forme neutre [2 bis] et la
matrice de h afB serait semblable a :

ce qui entrainerait dét ” hef || > 0, inégalité impossible, en raison de la
signature. Rappelons aussi que si un plan est isotrope sans étre totalement
isotrope, il contient une isotrope et une seule; de plus par toute isotrope
il passe des plans non isotropes [2 bis].

Etant donné un vecteur u=0 de E,, on sait qu’il lui correspond un
polynéme unitaire m_ de degré inférieur ou égal 4 4 tel que m oT) (u) =0
et qui relativement a cette propriété est de degré minimum, m . divise
le polyn6me minimal de T, et donc son polyndme caractéristique [5].
Sim_  est de degré plus grand que 2 posons m ., = m m”. Si m”(T) (u) = v,
v est différent de 0 car d° m” < d° m et de plus m = m’. Donc on
peut supposer que m est de degré 1 ou 2.

1° Supposons d’abord T réguliére. a) S’il existe m_de degré 2. Il
existe un plan P contenant u qui est invariant par T, selon un résultat
classique [5]. Si P est isotrope, alors il convient une isotrope » et une
seule. Si x £ o appartient a P, comme (Tx,x) = 0 Tx appartient a P
et 4 (x)1, mais (x)L NP est nécessairement de dimension inférieure a 2.
Ce qui fait que Tx = o. Donc tous les vecteurs de P s’appliquent sur o,
ce qui est contraire 4 ’hypothése de régularité. P n’est pas isotrope.

P et P 1 sont donc supplémentaires et, séparément invariants par T,
en prenant dans P et Pl deux bases orthonormées, leur réunion constitue

une base de E T 8 se met sous la forme
4 «

0—p o

et k , gsous une forme analogue, = a étant remplacé par —a, (@ B#0 ).

b) §’il n’existe aucun polynéme m  de degré 2, m , est de degré 1
quel que soit u, donc le polyndme minimal m de T est de degré 1 (car
il existe toujours u tel que m_=m [5]). Alors le polyndme caractéris-
tique a une racine quadruple nulle (car la trace de T est nulle) donc
m =X et Tu = 0, quel que soit u. C’est manifestement impossible.

2° Supposons maintenant T non réguliére (dét || ka,3”= 0). Pour
cela il faut et il suffit que I’équation caractéristique admette la valeur
propre p = 0, qui sera aussi racine du polyndéme minimal.
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a) S’il n’y a pas d’autre valeur propre réelle que p =0, le polyndme
caractéristique s%crit : 112(1’:2 + ag) ou x'. Le noyau du polynéme X
(ensemble des u tels que T" =0) a la dimension 2 au moins (exposant
de X dans le polyndéme -caractéristique [5]. Si ce noyau contient un
vecteur non isotrope u, alors u invariant par T est de dimension 3,
uNul =0 eten choisissant un repére orthonormé dont u est 'un des

vecteurs et dont les 3 autres sont dans u® = E.; on met T ¢ sous la forme :

B
(o] o (o]
o o i
0 + A o] v
(0] ’ - v (o]

Or ce noyau contient certainement un vecteur non isotrope car il contient
au moins un plan non totalement isotrope, 'indice de ¢ étant 1.

b) S’il existe une autre valeur propre p 17&0 (pl réel) A\ étant un
vecteur propre associé a P,

(Tvl , v1) =e, (vl , Vj) =0

donc v est isotrope; et il est distinct de tout vecteur v associé a p=0
car Tvlyl =p, VvV, = 0 tandis que Tv = 0,

Si v est isotrope, le plan (V’V|) ne l’est pas, on retrouve le cas
du 1° a) (avec aB= 0.

Si v n’est pas isotrope on retrouve le cas précédent du 2° a).

Il reste donc a étudier la réduction de la restriction de T‘E (ou de kK« f5)

a un sous-espace E non isotrope.
3

Si la restriction de h B a E_est de signature (—-——) il n’y a plus
de difficulté, le résultat est connu. C’est celui du 1° a) avec B =0.

Si la signature est (+ — —-) la matrice k i (i,j=1,2,3) étant symé-
trique gauche, son déterminant est nul, il existe u = 0 tel que k i W =0

Si u n’est pas isotrope dans E3 on peut le prendre comme premier
vecteur d’un repére orthonormé de E .
1 2 3 . .
u =0 u =u =o, ce qui donnek“:o i=1,2,3.
Si u est isotrope dans E , par ce vecteur passe un plan II non isotrope
de E , au sens de la restriction de ® &4 E (restriction non dégénérée).
. 3

On peut choisir dans ce plan e, et e‘? orthonormés (la restriction
de ha Ba ce plan est de signature (+ —), et compléter par e dans 114
(sous-espace de E,; de dimension 1) on a alors (u] ) — (u3) =0

’ 3

u =20
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1 2
donc u = xu et k = =k
12 13
k s
Donc finalement, lorsque T n’est pas réguliére, on a les 2 formes

réduites possibles pour ke B, en repére orthonormé [6].

Il
=

o« o o [0} o
O
— a0 [0} o Y EY e=+1
o — Y o o
O O l o —ezvy ) o
XVil. — RESOLUTION DU SYSTEME (23)

Nous ne reproduirons pas ici les calculs de résolution de (22). Ce
probléme a été traité par M™ ToNNELAT [4], HLAVATY et SAENS [6] au
moyen de procédés différents, et on sait que dans le cas général (22)
admet une solution et une seule.

Nous allons appliquer notre méthode au systéme (23) en retenant que

son emploi pour (22) serait tout aussi facile.
22 33

1° Supposons que h =h =h = ' =h® =10 =—1
h()ﬂ = h “” = 1
k, = —k, =a
ky = _‘k03 =g

(et les autres k;, nuls).

On trouve aisément :

a0 U:rz:; =—afp Um:}
={148)U
301 003
U =-U
310 01
. A _
\ U:szz L.m o af U‘lOl
, 20 a1 — «?) 201
U =-
102 201
k Uwu - U313 -« ’8 Uon
Y U3ﬂ‘_’ = (1 + BQ) U()‘l:;
/ U =U
230 023
Uuzz - U(m =-—ef U;m
Ulz:; = —a *) U231
Ugp — 7 U«_m
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300 303 212 211
Si de plus A 2] = 0, alers tous les coefficients sont nuls, sauf si
B =0 (cest-a-dire si dét ” kaB” =0), auquel cas Alpa] =0 est
identiquement satisfaite. Il reste alors quatre coefficients essentiellement
distincts :

0139 2008 0230 21
REMARQUE. — Dans le cas o dét || ke g|| =0 le calcul de W‘é par
Y
(17) conduit 4 une impossibilité, mais de 16 (a) on tire sous la seule
A
hypothese de régularité de y of
A A A, A, A, A A,
(17 bis) W& =\« — (W« T+ We “
By ,3'}'{ ( P‘.’Y'/-' PB(a*‘.’)Y
et portant dans 16 (h), on retrouve (19) sans hypothése de régularité
A
sur y .

2° Supposons avec les mémes hypothéses sur h «p due

k 23 - k 32 = Y
k20 Z———kmze'y (e ==1)
(les autres k), étant nuls).
Alors dét |k, B = 0 et on trouve aisément
=U =U U =0
103 131 310 123 312
UBZU - (1 B ‘Y“) U032 UOJ2 - 120
M —_ a2 — ¢ 20 — (8
L‘203 - (I —+ Y ) U032 UOZI ¢ / L3']2 ({ + 1) U'l".()
U233 = V’.!()U = SY— U():sz U:Z3l =¢ Y‘ U'l.')ﬂ + (1 - .{‘) U3l2

Tous les autres coefficients distincts a priori des précédents sont nuls.

Si de plus A [p,] =0, ces quatre conditions sont identiquement
satisfaites.

Il y a donc 4 coefficients essentiellement distincts dans ce dernier cas
(comme dens le 1 cas, lorsque dét || kaB” =0.

Lorsque k «B= 0 (ou ;\a g = 0), /;'aB régulier

A (o ! ‘
Wy =18y =18vin daprés (17 bis)

Ao ha aé{ax* aé\(,ex ? g’\m* a,cf a)\”
Wey=-— [ e ( - >]

ox, B* T Toxet X" ox B*
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le calcul précédent s’applique encore et donne encore 4 coefficients essen-
A

tiellement distincts dans les repéres privilégiés. W E est réel. C’est-a-dire
Y

que A @ est antisymétrique en B et y, mais de plus on voit facilement

A A
que L ¢ =0, W& est imaginaire pur, W& h «s est antisymétrique
1 Bv] By By
en B, y, o et on s’explique qu’il y ait ainsi quatre coefficients essentiel-
A
lement distincts dans W ¢ [8].

By

LA NULLITE DU VECTEUR DE TORSION.

En théorie unitaire ’E-S on postule que ¢ [ A)x ]= 0. Il est possible
(44
d’interpréter ici une telle condition.

n . \ . , er i 1
Sur V*" , muni de .repéres associés, une égalité T =9 l'*k* entre com-
R ik J

posantes de deux tenseurs (resp. connexions) ou d’un méme tenseur (resp.
connexion) est intrinséque. Considérons un champ de vecteurs de compo-
sants (v&, v“’) en repeéres associés tels que les v?* +s\'“* soient des fonctions
différentiables des (z9 ), réelles sur " '

R
alors :
aw' v
0X;j o de*
vy vh=2 vr 4 LA v
X A

Wy oy A LM T
ViV .V +Lr)‘,v

A A
La condition AA :gi . exprime quevhv)‘ =V )V A quel que soit le
a 44

champ de vecteurs (v) d composantes différentiables dont la restriction d

P"  est réelle.

R
En effet :
A A . A A, A
V)\V)‘ — VA vA :(Lz/\——Lz)\.)V“
__ A A Aa
_('Sga/\_ )ta)v
De méme :

V)\v)‘*zbl\v)\*+L)l“;vr

VA =\ VA A r
Vv AV —|—Lm*v
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avec les mémes conditions pour (v)

A . A A
V)\VA'“‘VA*V/\: = A

Il convient de noter que les quatre expressions

N A . A ., N
Vv v v Loy v g w

sont des scalaires.
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