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Méthode générale d’estimation
de la fréquence des gènes

Application aux groupes sanguins
par Roger HURON

INTRODUCTION

L’estimation à partir des observations de la fréquence des gènes condi-
tionnant un caractère déterminé, particulièrement les groupes sanguins,
peut se faire tout au moins sur le plan théorique à l’aide de la méthode du
maximum de vraisemblance.

Sur le plan pratique et si l’on envisage un groupe un peu complexe, tel
le groupe Rhésus, le système non linéaire auquel la méthode conduit est si
compliqué qu’il faut introduire des hypothèses particulières et user d’arti-
fices pour en obtenir des solutions approchées.

La méthode que nous indiquons dans ce travail donne par des calculs
simples, systématiques, facilement programmable si l’on veut utiliser un
ordinateur électronique, les estimations qui rendent maximum la vraisem-
blance. Elle s’applique à tous les cas sans l’introduction d’hypothèses
arbitraires. Elle permet d’utiliser au mieux des résultats d’enquêtes pertur-
bées pour des raisons techniques (épuisement ou inefficacité d’un anti-sérum
par exemple). 

,

Dans une première partie nous exposons son fondement théorique (1) .
Dans la seconde partie nous montrons son adaptation à des cas particuliers.
Les exemples que nous avons choisis proviennent de groupages effectués
au Sahara par M. le Professeur agrégé J. RUFFIÉ et le Docteur J. Ducos de
la Faculté de Médecine et du Centre de Transfusion Sanguine de Toulouse
(Mission de 1959).

(1) Cette partie constitue le développement de deux notes publiées aux Comptes
Rendus de l’Académie des Sciences, t. 250, pp. 1603-1604 et t. 250, pp. 1790-1791.





, PREMIÈRE PARTIE

ÉTUDE THÉO’RIQUE

1. - Préliminaires : : Étude d’un problème d’estimation de paramètres.
Considérons une population parente P formée de plusieurs strates :

SllS2 ... Sn. Soit Pi la probabilité qu’a un individu pris au hasard dans P

d’appartenir au strate S,. Nous supposons que :

où les f ~ sont des fonctions connues des paramètres in,connus : tv t2, ... , ti.
Nous supposerons que l’échantillon E extrait au hasard et non exhausti-

vement de P comprend d’une part des individus parfaitement identifiés

en nombre : : al, a2 ... , an, d’autre part un groupe de b individus pour les-

quels on sait seulement qu’ils appartiennent à l’une ou l’autre des classes :

SI’ S2 ... Sk (k  n).
Considérons l’échantillon Ei formé par les individus parfaitement

identifiés, la probabilité d’obtenir un tel échantillon est proportionnelle à :

d’où :

et

Il en résulte que les estimations : t10 t20 ... tio calculées à partir de Ei et
ren.dant maximum la vraisemblance sont solution du système

A l’aide de ces estimations des tÀ il est possible de calculer des estima-
tions des p; : : f io = f ~20 ’ ’ ’ tzo) puis d’estimer le nombre des individus
du groupe E2 restant, qui auraient dû être classés en : Si, S2, ... Sk res-

pectivement.
On a ainsi :

r

En remplaç.ant les af par leurs valeurs corrigées a~ + (AaJo s’il y a lieu,
on a pour calculer une nouvelle estimation des i un système analogue
à (3) :

où certains (O~a~ ),o sont nuls.
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Le procédé d’itération se poursuit à partir des nouvelles valeurs :

t11, t21; .. , . ta1 fournies par le système (4).

2. - Propriété des estimations.

.Si le procédé converge et si 0A est la limite t03BB on aura pour valeur
limite des :

et les (). seront solutions du système suivant déduit de la relation (4)
du numéro précédent :

Ceci posé nous pouvons considérer l’échantillon E comme formé de deux
échantillons indépendants, l’un E’1 dont les valeurs observées seraient :

et dont l’autre comprendrait les b individus appartenant à l’union

des classes S; auxquels seraient adjoints des individus en nombre :

des classes : St+H Sk+2’ ... Sn tels que

La probabilité du couple E’1 E’2 est alors proportionnelle à :

On a :

d’où en dérivant par rapport 

J

On voit que les valeurs des f~ qui rendent cette probabilité maximum sont
solution du système (2) . .

En définitive, nous pouvons dire que les estimations des t, obtenues

par le procédé d’it,ération décrit ci-dessus rendent extremum la quantité :

3. - Généra~lisation,

Le groupe E2 peut se f ragmenter en : :



un groupe E21 d’individus appartenant à l’une ou l’autre des classes :

un groupe E22 d’individus appartenant à l’une ou l’autre des classes :

Les corrections à apporter aux a~ seront alors et à l’itération d’ordre ~,
du type :

L’équation 2 du n° 2 s’écrira maintenant :

et ses solutions rendront extrême la quantité :

La généralisation se poursuit facilement

4. - Méthode générale d’estimation des fréquences géniques.

Nous exposons la méthode dans le cas assez simple du groupe sanguin
A B 0, c’est-à-dire du cas où il y a trois gènes allèles : A, B, R de proba-
bilités respectives pi, p2, P3 et où les phénotypes observés sont :

(A) = A A ou A R ; (B) = B B ou B R ; (AB) = A B ; (0) = R R

Si nous étions capables d’identifier tous les génotypes, nous aurions pour
les fréquences observées un tableau tel que le suivant :

Éohantillon Ei

Fréquences : A A A R B B B R A B R R Total

Génotypes : 1 ait a13 a22 a23 a12 a33 n1

La probabilité de Ei est proportionnelle à :

Pour obtenir les estimations des Pi par la méthode du maximum de vrai-

semblance, il faut chercher les extremum de

sachant que l’on a

La méthode des multiplicateurs de Lagrange conduit à annuler les dérivées



partielles par rapport aux p, de

où v est un para.mètre. Désignons par xs, x2, x3 les estimations respectives
de i Pi, p2, P3 on a 1

et des formules analogues pour x2 et x3. La condition : : xi + x2 + x3 = 1
donne alors v = 2~n1 d’où :

Soit maintenait un échantillon réel où les individus ne sont connus que
par leurs phénotypes ; le tableau des fréquences observées est :

Échantillon E2
Phénotypes : (A) (B) (AB) (0 ) Total

Fréquences : a b c d n2

La probabilité d’un tel échantillon est proportionnelle à :

(3 ) f3 = (P21 + 2Pi (~’~2 + 2~a b (2P,1 p2 ) c 

D’après ce qui a été dit aux numéros précédents, l’estimation des p~ en
utilisant El et E2, pourrait se faire par un procédé d’approximations suc-
cessives où les valeurs initiales seraient :

A partir de ces valeurs on calculerait

et de lii même façon : (~~a?~ ) o; Il faut ensuite remplacer dans (1 ) :



La somme totale des nouvelles fréquences est nl + n2 et les formules (4)
donnent :

et des formules analogues pour X21 et 
Ces nouvelles valeurs permettent à leur tour de calculer :

Le procédé d’itération se poursuit toujours de la même façon, les valeurs
limites obtnues pour : xi, x2, x3 rendant extremum la quantité « f3.

5. - Ca~ particulier fondamental.

Si nous prenons les ait ~nuls, alors nI = 0. Nous voyons, d’après (4)
que les sont indéterminés et que « f3 se réduit à f3, il en résulte que
les valeurs limites des x; obtenues par le procédé d’itération sont celles

qui rendent extremum f3, c’est-à-dire que ce sont celles que donnerait la

méthode du maximum de vraisemblance.
Dans ce cas particulier on peut simplifier les écritures en supprimant

les symboles A et en posant n2 = n.



DEUXIÈME PARTIE

EXEMPLES D’APPL!CAT!ON

A. - Groupe M N

1. - Étude d’un cas partiCUlier.

Le cas usuel où les génotypes sont tous connus n’a pas d’intérêt ici

puisque l’équation obtenue par la méthode du maximum de vraisemblance
donne des estimations d’un type déjà obtenu au n° 4 de la première partie
(formules 2). Nous étudierons le cas plus particulier où pour une raison
ou une autre certains individus ne sont connus que par leurs phénotypes.
C’est le cas par exemple où le sérum anti-N est épuisé. Les données sont
alors :

Phénotypes : M MN N M+ Total

Fréquences
observées : a b c ~d T

Il suffit d’appliquer la méthode du n° 1 de la première partie. Soient p et

q = 1- p les probabilités des gènes M et N respectivement, x et y leurs
estimations. Faisant abstraction du lot M+ les valeurs qui rendent

maximum 
,

sont :

A l’aide de ces estimations de p et q nous calculons les corrections à

apporter à a et b

Nous en déduisons le nouveau tableau :

et les nouvelles estimations de p et q



Le processus d’itération se poursuit identiquement jusqu’à la stabilisation
des valeurs de x et de y.
A l’itération d’ordre IL et d’après (1 ) et (2) on aura :

A la limite : o o

soit en réduisant :

Une seule racine est acceptable, celle comprise entre 0 et 1

On pourra remarquer que conformément à la théorie générale la recherche
du maximum de

avec p + q = 1, conduit justement à (4). .

2. - Exemple :
Données: Tribu saharienne Tédas

L’équation (4) s’écrit ici :

D’où par (5) :

B. - Groupe A B 0
1. - CAS DE TROIS GENES ALLELES : A, B, R

1. . - Données.

2. - Formules générales.

Soient p, q et r les probabilités des gênes A. B. et R respectivement.
On sait que :



Désignons par : xi x2 X3 les estimations de p q r.

Partant de valeurs arbitraires dont la somme est l’unité posons :

L’application des formules générales de la première partie donne alors :

Après avoir vérifié que la somme des nouvelles valeurs des xi est bien
égale à l’unité, on recommence l’ensemble du calcul avec ces nouvelles
valeurs et ceci jusqu’à ce que l’on obtienne la stabilisation des résultats.

3. - Exempte.

Données : Tribu saharienne Tédas

Valeurs arbitraires de départ :

Valeurs à la fin des itérations successives :

On pourra donc admettre comme estimations de p, q et r les valeurs des x;
obtenues à l’itération d’ordre 4.

II. - CAS DE CINQ AILELES : : Ai, Ai, A2, B, R

1. . - Données,



2. - Formules générales.

Soient : pi, p2, P3 q et r les probabilités respectives des gènes A,, Ai, A2,
B et R et xi, x2 x3 x4 x5 leurs estimations. On a maintenant :

Soient xl x2 ~3 x4 x5 des valeurs de départ arbitraires telles que leur

somme soit égale à l’unité, posons :

On a maintenant :

Nouvelle valeur de xi :

Nouvelle valeur de x2 : :

Nouvelle valeur de X3 :

Nouovelles valeurs de x4 :

Nouvelle valeur de X5 :

3. - Exemple :



C. - SYSTÈME RHESUS

1. . - Notations.

Nous nous plaçons dans le cas où l’on a utilisé les quatre sérums :
anti C; anti c ; anti D ; anti E

Le tableau suivant rappelle les diverses notations selon la théorie géné-
tique adoptée :

Les douze phénotypes sérologiques et leurs probabilités respectives sont
alors :



2. - Formules générées.

Partant de vlalelurs arbitraires

On en déduit les nouvelles valeurs des x.; :

Nouvelles valeurs de xi

Nouvelles ;valeurs de x2

Nouvelles valeurs de x3

Nouvelles valeurs de x~

(1) Il est inutile de calculer : B,, B~ et B~ ainsi que : c,, c~ et cp.



Nouvelles valeurs de x-

Nouvelles v,aleurs de x~

Nou:vell.es valeurs de x7

Nouvelles valeurs de x8

Vérification et poursuite dlu calcul
On doit s’assurer que l’on a bien pour les nouvelles valeurs

On reprend ensuite le calcul avec ces valeurs des xi. On fait autant d’itéra-
tions qu’il est nécessaire pour obtenir des valeurs des xi stables.

3. - Premier exemple :

Ici : c;~ 2014 ~5 2014 c~ 2014 ~9 2014 Cio 2014 cii 2014 Ci2 2014 0; les formules générales sont
très simplifiées. Nous avons obtenu :
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4. - Deuxième exemple :

Tribu saharienne des Kamadjas

Ici des ac~cidents de groupage ont conduit aux résultats suivants :

Partant de valeurs initiales arbitraires pour les x; nous calculons les

corrections à apporter à bs et bl~

On fait alors la première itération comme précédemment mais en rem-

plaçant partout :

et en tenant compte = b9 = b11 = b12 = 0. A chaque itéra-

tion on recalcule les corrections à apporter aux ,valeurs observ~ées 37 et 5

de b6 et b10 respectivement. Nous avons obtenu :


