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CONTRIBUTION A 'ETUDE DU CALCUL
NUMERIQUE DES CHAMPS KT DES TRAJECTOIRES
EN OPTIQUE ELECTRONIQUE DES SYSTEMES
CYLINDRIQUES

INTRODUCTION

Nous avons étudié, dans ce travail, les systémes électromagnétiques
cylindriques présentant- un plan de symétrie. On peut distinguer deux
grandes parties dans ces recherches. La premiére concerne le calcul numé-
rique des champs et la deuxiéme celui des trajectoires.

Les fonctions analytiques qui donnent les champs sont assez souvent
connues pour les systémes cylindriques, grace a la méthode des transfor-
mations conformes; mais les équations auxquelles on aboutit sont généra-
lement trés compliquées et leur utilisation est de ce fait difficile. Il en
résulte que la « méthode de relaxation », 4 la fois trés simple et trés géné-
rale, est précieuse dans tous les cas. C’est pourquoi nous avons entrepris
une étude systématique destinée a résoudre les nombreuses difficultés qui
se rencontrent dans son emploi. Celles-ci tiennent essentiellement a la pré-
sence de singularités pour la fonction étudiée et de limites rejetées a 1’infini
ou possédant des angles vifs. Il était nécessaire, pour pouvoir traiter les
problemes qui se posent en électricité. statique, de résoudre ces difficultés
dont les théoriciens, qui exposent en quelques pages les principes de la
méthode, n’ont pas semblé se préoccuper.

C’est pourquoi, dans la premiére partie de cette étude, nous examinons
des systémes variés présentant des particularités intéressantes. Dans la
plupart des cas, nous disposons de la solution analytique qui nous permet
de contréler d’une maniére trés précise les solutions obtenues par la
méthode de relaxation. Nous sommes ainsi en mesure d’affirmer qu’elle
conduit a des résultats satisfaisants.

- Dans la deuxiéme partie, nous donnons d’abord les formules générales
qui régissent les trajectoires des particules dans les systémes électroniques
symétriques: La théorie des systémes déviateurs (antisymétriques) a donné
lieu a de nombreuses publications. On ne trouve, par contre, que peu de
choses sur les dispositifs symétriques dont les applications au spectro-
graphe de masse laissent prévoir un développement important. Enfin, dans
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les derniers chapitres, nous étudions les lentilles électrostatiques a trois
fentes. Les calculs ont été conduits jusqu’au bout par les méthodes numé-
riques. '

En définitive, la méthode de relaxation dont la mise en eeuvre absolu-
ment automatique constitue un avantage pratique des plus importants, nous
parait particuliérement adaptée aux exigences de l'optique électronique.
Elle permet en particulier le calcul numérique des champs en des points
réguliérement espacés comme ’exige le calcul aisé des trajectoires.



PREMIERE PARTIE

CONTRIBUTION A L'ETUDE DE LINTEGRATION NUMERIQUE
DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
PAR LA METHODE DE RELAXATION

Nous rappellerons briévement le principe de la méthode utilisée dans le
cas d’'une fonction satisfaisant a I’équation de Laplace a deux variables. La
méthode reste valable pour une équation aux dérivées partielles quelconque.

Considérons, dans le plan xoy, un domaine (D) tout entier & distance
finie. Soit (5) la frontiére de (D) (fig. 1). Proposons-nous de déterminer
une fonction y satisfaisant a ’équation '

Iy

5+'-__1:O
dx [

dans le domaine (D) et se réduisant 4 une fonction donnée sur (3).
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Fia. 1.

Tragons dans le plan xoy un réseau 4 mailles carrées obtenu au moyen

des droites
r = mh Yy = nh

m et n étant deux entiers quelconques, et h une longueur fixe. Le probléme
préliminaire consiste a trouver une fonction :

1. exclusivement définie aux nceuds du réseau précédent,

2. telle qu’en chaque nceud intérieur a (D) elle satisfasse a I’équation
aux différences finies

4 Visn = Yoepsn F Yungy 2 + Vitgsa T Yirgrn
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3. prenant des valeurs données aux nceuds périphériques.

C’est un probléme linéaire ayant autant d’inconnues que d’équations et
I’on démontre qu’il admet une solution et une seule. De plus, quelle que soit
la discontinuité des valeurs sur la frontiére, lorsque h tend vers zéro, les
valeurs ¢,,, tendent vers les valeurs correspondantes y; de la solution de
I’équation de Laprace [1], [2], [3].

La détermination de y.,, nécessite donc, au préalable, la résolution
d’un systéme linéaire ayant en général un nombre d’inconnues tel que les
procédés habituels de résolution ne sont pratiquement pas utilisables. Il
est alors nécessaire de faire appel a la méthode dite « de relaxation » qui,
par le procédé classique d’itération, permet la détermination aisée de ., ».
Cette méthode a fait l’objet de nombreuses publications (*) [4] a [7].
Signalons, tout particuliérement; I’ouvrage de M. E. DURAND, qui consacre
un chapitre entier a cette question (2).

La méthode classique consiste a utiliser un réseau (R) a mailles iden-

tiques (fig. 2 a@). Dans les régions de forts gradients on utilise ensuite un
quadrillage plus fin (r) en prenant pour valeur de ¢ sur les noeuds périphé-
riques les valeurs déduites du réscau précédent (fig. 2.b). Pour déterminer
les régions on il est nécessaire d’opérer avec un quadrillage plus dense, on
applique aux différents ncecuds une formule faisant intervenir un plus grand
nombre de points, et I'on regarde si le résultat est différent, a la précision
que 'on s’est fixée.

i 9)(8)—7)—6

)
&
S

1}

[]

1
- -

]

Y
:jf
e

]

]

N
-

N)— G~ H

(b)

o

Fia. 2.

1. Une bibliographie sommaire est indiquée a4 la fin .de cette premiére partie.
2. E. Duranp, Electrostatique et Magnétostatique, Masson, Paris, 1953, chapitre XII.
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Si cette fagcon de procéder permet de délimiter les régions ou deux
réseaux sont nécessaires, elle ne permet pas de tenir compte des modifi-
cations, souvent tres importantes de ¢ sur les nceuds périphériques de (r),
qui résulteraient de l'utilisation du quadrillage le plus fin s’étendant sur
tout le domaine (D). C’est pourquoi nous avons utilisé des réseaux non
homogénes (fig. 3) qui permettent, avec le méme nombre de nceuds que pré-
cédemment, de ne faire appel qu’aux valeurs connues ¢, , Yy ... de ¢ sur la
limite (X) de (D) et d’obtenir, par suite, une précision bien meilleure sans
pour cela augmenter la durée des calculs.
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Fia. 3.

RICHARDSON et GAUNT [8] d’abord, HARTREE et WOMERSLEY [9] ensuite,
ont montré qu’il était possible, 4 partir des valeurs relatives a différents
réseaux, d’obtenir par extrapolation une solution plus correcte. Cette
méthode n’a pourtant pas été pratiquement utilisée jusqu’ici par suite de
la difficulté de choisir dans chaque cas particulier la formule a appliquer.
Nous avons montré dans le chapitre III comment il convenait de procéder
pour déterminer l'indice d’extrapolation de cette méthode. Son emploi sys-
tématique permet de diminuer considérablement la durée des calculs et
d’avoir une idée trés précise de ’erreur cominise dans la détermination de ¢.

La Méthode de Relaxation suppose essentiellement la connaissance de ¢
sur les nceuds périphériques du domaine étudié. C’est pourquoi, a notre
connaissance, elle n’a pas été utilisée dans I’étude des systémes pour
lesquels les limites étaient rejetées a I’infini. Nous avons montré, dans le
dernier chapitre, comment on pouvait aborder le probléme dans les cas
les plus fréquents en électricité statique.
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Enfin, la présence de points aux voisinages desquels les gradients de y
sont trop considérables (sommets de distributions volumiques ou superfi-
cielles de charges, de dipdles, de courants, par exemple) exigeaient, avec les
formules classiques, ’emploi de réseaux trop denses pour étre pratiquement
utilisés. Nous avons montré sur différents exemples comment il convenait
de procéder dans ces conditions.



CHAPITRE PREMIER.

RAPPEL DES FORMULES UTILISEES

Nous nous sommes limités au cas de I’étude des fonctions potentiel sca-
laire V et flux d’induction &. :

Dans le vide et dans le cas des systémes a deux variables, ces deux fonc-
tions satisfont a I’équation de Laplace

’Y Y

1 o TR

Dans le cas des systémes de révolution d’axe oz, elles vérifient I’équation

Fy MYy Ky

@ FA N
avec K = 1 pour la fonction potentiel V et K = — 1 pour la fonction flux &.

Nous désignerons par ¢, la valeur de y au nceud d’indice i (fig. 4 par
exemple).

1. — SYSTEMES A DEUX VARIABLES,
1° Réseaux & mailles carrées de cdté h.

Au voisinage du point (x,, y,) la fonction y admet un développement de
la forme

o 1 ) )
@ e =t Do - G|
=1 T r=vo
Limité au second ordre et appliqué successivement aux quatre points
1, 2, 3, 4 (fig. 4) ce développement permet d’obtenir les relations :
2

(—‘>——l(¢— ) <_‘\fli> —_l_(. 1)
\Qx /,  2h™* + dy/,  2h Y

* 1 * 1

—_— —_— (1 —_ — —_— ), —

(axl>o hl (f|+ “PH 24’0) (Dyl>° h! (4’2 + '!’l 2 "‘!’o)
1
Ab = (hthtdty, — 44,
et (1) s’écrit sous forme d’équation aux différences finies
(4) o=y + o+ s + ¢y
En appliquant la formule (3) aux quatre points 5, 6, 7, 8, on trouve :

( > q’ \)° =41h’ (+s—+a+q’v‘ ‘l’.)

oy

1
A !.!J = 2?’ ( B+"Pe+"¥‘7+'!“s —4 "!"o)
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d’ou la nouvelle expression de (1) :

(5) 4‘/’o=‘//5+¢6+¢7+¢/8

Les formules (4) et (5) sont dites respectivement formules normales et
diagonales. Ces relations ne seraient pas modifiées si ’on tenait compte des
termes du troisiéme ordre dans le développement (3); c’est ce que 'on tra-
duit généralement en disant qu’elles correspondent a l'approximation du
troisiéme ordre. Ceci ne doit pas laisser supposer qu’il est indifférent au
point de vue de la précision d’utiliser I’'une ou ’autre de ces formules. Si la
relation (4) correspond bien a des carrés de c6té h, la formule (5) est rela-

tive en fait a4 des carrés de cdté hv/2.

Fic. 4. ' Fic. 5.

On peut encore mettre I’équation (1) sous la forme
(6) 2090 =4+ 9o+ s+ 90 + s + Y + Yo + g
Le premier terme négligé dans le développement (3) est alors du huitiéme
ordre.

Lorsque les dérivées partielles sont discontinues au point 0, il est possi-
ble de les exprimer en fonction des valeurs de ¢ en deux points situés d’un
-méme c6té de 0 (fig. 5). On obtient :

b 1 M 1
7 <—' = — (=3 oy =—— ) - = — — o [ J—
@ m)o o (3N HAL =) <ww g (734 T A=)
iy 1 At 1 ) )
—, | == (,.— 2) d — ) == (!, — 24 [
(8) <<\x’>d B (.o~ 2.'1 + ;2) by’>o h.,(,o 2 . J/‘)

2° Distance inégale entre les nceuds du réseau utilisé.

On peut également, pour des points disposés comme il est indiqué sur la
figure 6, calculer le Laplacien de ¢ et obtenir pour I’équation (1) I’expression

1 1 1 /Yy, 1 /0 Y
—_—t — ) = AR} Iy Ye
) <3‘3,+ses‘) YT s +s (\s + s>+sg+s‘<s,+ s, )

1 8 1 3
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qui se réduit a (4) pour $, =8, =8, = §;

5,k

S h
UA@‘SJ/’O ’ @

Seh

% -
Fic. 6.
2. — SYSTEMES DE REVOLUTION.

Au voisinage d’un point (p,, z,), la fonction ¢ (p, z) peut se développer
suivant I’expression :

3

2 .

‘o
20

e
: vl A
Yo =4+ Y 516 —a) -+ (@ —2)

VA

[

Il

1° Points hors de I'axe (fig. 7).

Appliquée successivement aux points 1, 2, 3, 4, d’'une part, 5, 6, 7, 8,
d’autre part, la relation précédente, limitée aux termes du second ordre,
permet d’écrire I’équation (2) sous les deux formes :

81y,=2Ty, + 21+ K)y, + 21y, + 2QI—K) y,
81y, =21+ K)y, + QI +K) ¢y + QI —K) ¢y, + 21 —K) yq

dites respectivement forme normale et forme diagonale.

Fl\

Fia. 8.



120 . M. LAUDET

Pour K = 1 on obtient I’équation de Laplace a laquelle satisfait dans le
vide la fonction potentiel V :
(10) 81Vy,=21V, +2I+1)V,+2IV,+Q21I—1)V,
(11) 8IVy,=QR2I+1)V,+2I+1)V,+Q2I—1)V,+Q2I—1)V,

Pour K =—1 on obtient les équations aux différences finies relatives
4 la fonction flux ® dans le vide :
(12) 819, =210, + (2I—1) @, +21d,+ 21+ 1) 9,

13) 819, =QR2I—1)d,+(21—1)d, +2I1+1)d, 4+ (21 + 1) &,
2° Points sur 'axe (fig. 8).

Les formules précédentes ne sont pas valables pour les points de I’axe.
On établit pour ces nceuds les formules suivantes
2EK+2)¢Yyp=¢, + 2K+ 1) ¢, + ys
2(K+1) ¢o=¢5+2K¢2+'/’6>
qui donnent pour le potentiel :
(14) 6V, =V, +4V,+V,
(15) 4V, =V, +2V,+V;
et pour la fonction flux
26, =&, + &,
0=0,—2%, + ¥,
Signalons enfin la relation

o 2
(16) ! v s =0 = _172 ('Lz - "Po)

o ) =

qui nous sera utile,



CHAPITRE II.
CHOIX DU RESEAU

Les réseaux formés de carrés, de triangles équilatéraux ou d’hexagones
réguliers sont d’usage courant, Certains auteurs choisissent les uns de pré-
férence aux autres, suivant la forme des limites du domaine étudié ou la
discontinuité des valeurs de y sur la frontiére.

Nous nous sommes efforcés dans les exemples qui suivent, de montrer
que les réseaux a mailles carrées pouvaient étre utilisés dans la plupart
des cas.

1. — POTENTIEL D'UNE TRIODE PLANE.

Nous donnons a propos de ce dispositif un exemple de détermination du
potentiel fait a partir des trois réseaux précédemment indiqués.

Nous étudierons une triode constituée par une plaque et une cathode
planes entre lesquelles sont réguliérement disposés les fils de la grille
(fig. 9).

Plogue V=Vp
Yrooowrsssororvrmrna VPI I PGNP r SO S ORI S S s s e mresid

£ 2 - |c |

|

| | | |
V' Grille V-V : :
|

SR

l

Yoowssss Ll L T T VAWRITIOTIITIIIRIIIS aIIEIS Z

Cathode V-

Fie. 9.

I ’

Le domaine étudié n’est pas limité, mais par suite de la périodicité, il
suffit de considérer l’aire BCEF et méme, AD étant un plan de symétrie,
de se limiter a ’étude de la surface ABCD.

1° Réseau & muailles carrées.

Nous supposerons que la plaque, la cathode et la grille sont respecti-
vement portées aux potentiels 1000, 0 et — 250 (fig. 10).
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Nous avons tracé un quadrillage régulier et nous avons appliqué la
formule (4) dans tout le domaine. Toutefois, par suite de la symétrie, on
doit poser V, = V, pour les nceuds situés sur la droite BC (fig. 11) et
V, = V, pour les nceuds voisins de AD (fig. 12).

IABITIOTIIIII I OIS TIIEIIIIIIIILIN

" Fre. 11, ] Frc. 12.

En I’absence d’indications précises, on a pris comme fonction de départ
les valeurs obtenues en admettant une variation linéaire du potentiel entre
la plaque et la grille d’une part, la grille et la cathode d’autre part. De plus,
pour ne pas avoir a opérer avec des valeurs positives et négatives, ce qui
entrainerait d’inutiles complications, nous avons supposé que les potentiels
respectifs de la plaque de la cathode et de la grille étaient 1250, 250 et 0.

Il nous a suffi de retrancher ensuite 250 en chaque nceud pour étre
ramené au choix initial du potentiel sur les limites du domaine. Les résultats

obtenus ont été indiqués sur la figure 10. Quelques équipotentielles ont été
également tracées.

2° Réseaux & mailles hexagonales et & mailles triungulaires.

Nous avons donné sur les fig. (13) et (14) les résultats relatifs & une triode
dont la plaque est au potentiel V = 1000, la cathode et la grille étant au
méme potentiel V = 0. La figure (13) correspond & un réseau hexagonal.

Sous forme d’équation aux différences finies, I’équation (1) s’écrit alors
(fig. 15)
3Ve=V,+V,+V,

La figure (14) est relative 4 un réseau de triangles équilatéraux. Dans
ce cas, I’équation (1) prend la forme (fig. 16)

6V, =V, +V,+ V,+V, + V, + V,
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Fia. 15. Fi1a. 16.

Seuls, les points voisins de la plaque ou de la cathode sont obtenus a
partir de la relation (fig. 17)
v — V+V+V 4V, 4V, +2V,
T 8 12

qui est un cas particulier d’une formule plus .générale dans laquelle le
point 0 n’est plus équidistant des six points voisins,

'lIIII//I/I@'/I/I/III/

\ /L

Fic. 17.

Le réseau triangulaire étant plus dense que le réseau hexagonal, la
répartition obtenue pour le potentiel est meilleure. L’allure de 1’équipoten-
tielle 40 % permet d’apprécier nettement la variation résultant du passage
d’un réseau a l’'autre.

2. — DEMI-CYLINDRE INDEFINI PORTE A UN POTENTIEL DONNE.

Lorsque le domaine étudié n’est pas limité par un rectangle, comme
c’est le cas dans cet exemple (fig. 18), l'utilisation d’un réseau a mailles
carrées nécessite ’application des formules faisant intervenir des distances
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inégales entre les points. On aura par exemple, pour un nceud tel que celui

de la figure (19)
V — _bc 53 \ Vc

\Y% \Y \Y

TS, +S, (S, (1+8S)

Tsars) TS T,

afin de faciliter les calculs, on aura intérét a effectuer la somme

\Y

1

VvV

S,(+8S,

TS a+s)

et a écrire sur le réseau l'expression de V, au lieu des valeurs de V, et V,
du potentiel sur la frontiére. La disposition des calculs et les résultats numé-

riques obtenus, sont indiqués sur la

figure (20).
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|

Fia. 20.
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Nous avons admis que 1’on avait V = @ sur la demi circonférence BMA
et V= 0 sur le diamétre AB (fig. 18).

Fi1a. 18. Fi1e. 19.

Signalons que la solution cherchée n’est autre que
V=2a
On sait en effet que a satisiait a I’équation de Laplace a deux variables,
et que sur le cylindre lui-méme on a bien
V=9

3. — TROIS CYLINDRES CONDUCTEURS COAXIAUX
DE MEME DIAMETRE ET DE LONGUEUR FINIE.

Nous montrons sur cet exemple comment il convient de procéder lorsque
les valeurs ‘de y sont discontinues sur les limites.

Le dispositif étudié (fig. 21) peul, en premiére approximation, représen-
ter une lentille électrostatique de révolution. )

P
D G c : F 8
v=/000 V=0

827 |7/5 210 v=0

£ 768 |646 248 |4 «
0 7

Fia. 21.

Le systéme étant symétrique par rapport au plan OC, il nous suffit de
nous limiter, dans un plan méridien, au domaine ABC. Nous avons tracé un
quadrillage régulier disposé de telle sorte qu'un nceud périphérique ne
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coincide pas avec le point singulier F. Pour obtenir rapidement une fonc-
tion de départ satisfaisante, nous utiliserons d’abord un réseau ne com-
prenant que six nceuds (fig. 21). On passe ensuite a la fonction de départ

/000 /000 /000 /000 1000 o 0 0 o o
|

: 7 1N\

1934 927|900 s 690 290, /39, |es 29 0
v

e CIIRR

. \
g7/ 859 8// 7. / 590 370 2/8 /21 54 o

38/
35
| / ’
' N |
I
88  |sol 757 / 674 |548 \|392\ |258\ |/53 7/ 0

| 4 ¥
|W ’/
1 4
1780 765 7/8 638 527 398 276 17/ 8/ o
I 3
I /, \
] ’
, .
: 757 + |72  f69s5 6/9 576 399 284 179 86 o
- -
| 7 Q’ °
o S S S S 2
. § © x 3 S S 2 .
/749|734 ces |6:/3 |s/3 400 ||286 ||{/82 | |ga ¥ ]o
Fie, 22.

relative au réseau définitif, en interpolant a 1’aide des formules a4 branches
inégales. La discontinuité du potentiel au point F ne permet pas, en effet,
de passer a un réseau formé de carrés de coté h/2, mais nécessite d’avoir
recours a des mailles de c6té h/3.

Les résultats numériques ont été rassemblés sur la figure (22).

4. — LIGNES DE COURANT DANS UN CYLINDRE CONDUCTEUR
DE GRANDE RESISTIVITE ALIMENTE PAR L'INTERMEDIAIRE
DE DEUX ANNEAUX INFINIMENT MINCES DE GRANDE CONDUCTIBILITE.

Il est possible de simplifier les équations (10) et (12) en posant y = pk/’q,
dans I’équation (2). Nous donnons a propos du dispositif étudié un exem-
ple de ce changement de variable.

Le systéme considéré schématise les résistances'blocs (fig. 23) constituées
par exemple par un baton de charbon dans lequel I’arrivée et le départ du
courant se font par I'intermédiaire de deux colliers en laiton.

Nous admettrons que I'intensité du courant dans le cylindre vérifie la
loi d’Ohm

g
/ ¢l=YE
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Les lignes de courant coincident donc avec les lignes de force du champ,
c’est-a-dire avec les méridiennes des surfaces équiflux.

Le=® e

eceq
A4 -
t2d [N

.
-

Fia. 23.

Par suite de la symétrie du systéme, nous nous limiterons a I’étude de
ia surface OABC (fig. 24).

eA
D G c ' -__F 8
. $=1000 $=0
$=0
I3 ] 0 $=0 A .
Fic. 24.

Les lignes de courant suivant la surface du conducteur, ainsi d’ail-
leurs qlie I’axe du cylindre, nous prendrons pour la fonction flux, la valeur
® = 1000 le long de CF, et ® = 0 le long de FBAO.

On pourrait dans le domaine ainsi limité, appliquer les formules (12)
ou (13) et obtenir la répartition cherchée. Mais il est préférable dans le cas
présent ou la valeur de ® est connue sur I’axe de révolution du systéme, de
poser

="' &
En faisant K = —1 I’équation (2) s’écrit
»y »y 3 v —0
R

soit, sous forme d’équation aux différences finies

I L]

[4+g(—1—> J‘If,:llf, + W, + ¥, + ¥,

OO
relation plus simple que (12) mais qui ne peut étre utilisée que dans le cas
ou P'axe de révolution est exclu du domaine étudié, puisque, pour p = 0,
¢ devient infini.

Les résultats ont été rassemblés sur la figure (25). Dans chaque carré

sont inscrites, d’abord les valeurs correspondant a la fonction y, puis au-
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dessus, celles de @ déduites de ¢ par la relation

@ =y\Vp
/000 /000 /000 . /000 /000 /000 /0c0 /000
408 408 408 408 408 408 4C3 408 O 0 0 ) o
900 | I\ R
800 beop —1s92—Ts901886 (€77 1658 | 6751505 | \l39~ V79 54 3
70013/70__{305___1309___{307—4303—254—1275 226 \|8s\ |35, [/s & o
i — 3 N 0
600 ____‘—// / \ \‘. \ .
so01442__lasr_l438_toss —tioo—iz00 359|285 J|s6s 84 Masr v 17
227 _|220  _|2/9 |2/6 |2/ 20/ —1/80 L4 80 42 12 |9 o
400 | /l ,l 7 H
’ ‘
/ , ’
s00! 48] P47 d245 —d240— 232217 191_151 99 /|58, 37, 13
/43 |743 147 139 134 /25 170 87 57 ' |34 /8 8 o
] 7 P ’1
200 - 3 - . ’ ,
7 10 109 106 102 94 8z2—166.-" |46 " |29 " |s6 7
L78 78 77 75 72 67—T58 _l4a6 32 20- 2 5 o
100 —-F- = -
Jomamo- RSN R — cmesnhee=-q" . -____—' Lot
wa.._l2s.. lea...l27..._l26---f2a-""[3/ 17 _.-t72 8 P 2
128 28 28 27 26 24 2, e-4177" /2 8 4 2 [
ek
)
‘o o o 2) o o o o o 0 o o MNjo

Fia. 25.

Quelques lignes de courant ont été tracées. On voit que d’aprés l'allure
de ces derniéeres, que 'on peut sans trop modifier 1a valeur de la résistance,
remplacer les crayons pleins par des tubes de scetion convenable.



CuariTre II1.

EXTRAPOLATION DES RESULTATS RELATIFS A DIFFERENTS RESEAUX

Il est en général impossible, avec un nombre raisonnable de nceuds,
d’obtenir une bonne précision surtout au voisinage des points de disconti-
nuité. Ce n’est que pour des réseaux suffisamment denses que la différence
Vi, » — ¢ est pratiquement négligeable. Or, la mise en ceuvre rationnelle de
la méthode de relaxation, exige I’étude successive pour un méme domaine de
réseaux de coté h, h/2, h/4 ... conduisant en un méme point P, aux valeurs

¢ia ry '//s, r/2 'l/n h/g seee
Nous allons dans ce chapitre préciser une méthode d’extrapolation qui

permet, a partir des différentes valeurs ainsi calculées, d’obtenir une valeur
meilleure. ’

1. — PRINCIPE,

Supposons que, pour un probléme bien déterminé, et avec un réseau a
mailles carrées de cOté I, on ait obtenu en un certain point P une valeur y.
Lorsque I tend vers zéro, y, tend vers la valeur exacte ¢ que prend au
point P la fonction cherchée.

L’ensemble des valeur y, en ce point, définit une fonction ¢(h) telle que

p(0) =y
Nous supposerons qu’au voisinage de h = 0, ¢(h) admet un développe-
ment limité généralisé de la forme
(17) o (h) = ¢ (0) + e h* + e, R*+1 + e, B*+2 + ..,
e,, €,, e, ... et k étant des constantes.
Lorsque h = h,, ¢ (h;) = {u, et la relation précédente s’écrit
Yny = ¢ + eg byt + ey byt 4 e, b2 4 L

Désignons par y,, ¥», ¥, les valeurs de yu, Y21, ¢un, €n un méme point P,
La relation (17) limitée aux trois premiers termes donne :

¢, = ¢ + e, B + et bt
Yo = ¢ + 2% e, h* + 2*+1 e, A2
¥s = ¢ + 22 e, ¥ + 2:440 e, hF1

En éliminant e, h* et e, h* entre ces trois équations, on obtient :

1 1 (
8)  y=t A+ g ¢ =)+ T2 1) ; 25V ) — (b — 1)

La considération de deux valeurs y, et ¢, conduirait aux deux premiers
termes- seulement.
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En un point donnée P, la constante k dépend de la fonction ¢ qui, pour
une équation aux dérivées partielles donnée, est liée 4 1’équation aux diffé-
rences finies utilisée, et aux conditions aux limites imposées a y. La
détermination a priori de k n’est pas toujours facile. Par contre, elle peut
étre faite aisément dés que I'on dispose des trois valeurs vy, ¢,, ¥s.

On a, en effet, en limitant le développement (17) aux deux premiers
termes

¥, = ¢ + e, h*
Y=y +2"e
s = ¢ + 22 e I*

En éliminant ¢ et e, h* entre ces trois-équations, on obtient

(19) - ——{‘ - ";
relation permettant de déterminer k.

Enfin, la constante k dépend du point P. Toutefois, on a constaté sur de
nombreux exemples, que les valeurs k correspondant aux différents points
P; du domaine étudié, oscillaient autour d’une valeur moyenne k, voisine
de 1 ou de 2. La valeur entiére de k la plus voisine de k, est appelée
« indice » d’extrapolation de la méthode.

Nous obtiendrons une solution meilleure que celle relative au réseau le
plus dense, en prenant pour y 'expression (18) aprés avoir remplacé k par
I’ « indice » correspondant.

La relation (18) donne :

(20) , ‘]’ = 4’4 + (’]bl - '!’1) +

@) e=d g+

[2 ('Ll - k.bz) - ("!/I - "?’3)] pour k=1

| = cot

([ — ) — (4 — 1)) pour k=2

N

Outre l'intérét qu’elle présente pour I'amélioration des résultats, cette
méthode d’extrapolation permet, par la considération des termes correctifs
successifs, d’avoir une idée trés nette de la précision avec laquelle est
déterminée en chaque nceud la fonction ¢. On peut ainsi limiter aisément les
régions ou il est nécessaire de faire appel 4 un quadrillage plus fin.

2. — ETUDE DE QUELQUES EXEMPLES.

1° Potentiel & l'intérieur d’un carré.

Nous avons choisi cet exemple parce que les conditions aux limites
étaient particuliérement simples et que la solution était connue. Nous nous
sommes attachés a mettre en évidence l'intérét considérable de I’extrapo-
" lation sous le double rapport de la précision et de la durée des calculs.

Le potentiel V (x, y) en un point P intérieur a un carré (fig. 26) dont
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I'un des cOtés est au potentiel V = 10", les trois autres codtés étant au
potentiel zéro, a pour expression ()

S . ) shy 2n+1) = (1 — y) !
V (x,y) =10 }_J A, sin{(2n+1) za ! Sh(n T 1) 7|

avec . A =

On en déduit les valeurs exactes du potentiel aux points

1 1 1 1 3\
D R — =
! <2 4> P, <2 ’ 2> > Py <2’ 4/

V, = 0,54054.10" V, =0,25000.10" V, = 0,09541.10"
YA
1 C~ SB, B
V=0
3/4 ----------_%.e? .........
yalVeo. . ... Pr ] V-0
7 NS 1 -
V-10" A’ A g
0 Wz 7 a

La médiane A’B’ étant un axe de symétrie, il nous suffit, pour la déter-
mination de V par la méthode de relaxation, de considérer le domaine
A’ABB’. Nous avons utilisé la formule (4).

Signalons qu’au voisinage du point singulier A, les formules (5) et (6)
qui font intervenir le potentiel de ce point ne peuvent pas étre appliquées.
Nous avons utilisé successivement des réseaux de coté 4h, 2h, et h. Les
résultats relatifs a ce dernier quadrillage sont indiqués sur la figure 27.

Nous avons déterminé les valeurs de k en chaque noceud comme aux
réseaux (fig. 28 a). Nous avons obtenu la valeur moyenne

k., =19,
L’indice est donc égal a 2.
La figure 28 (b) est relative a la repartltlon obtenue aprés extrapolation.

Nous avons calculé ensuite le potentiel aux points P, et P, a partlr de
la formule (21).

1. E. Duranp, pp. 359 a 360.
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Les résultats sont rassemblés dans le tableau I. Nous avons désigné par
V., ; les valeurs extrapolées a ‘partir de V,, V,... '

\

Ie) o ) 0 0 o 0 0 o o
||
Rz 195 k=199 |k:z201 | k=204 '
4435 4104 3/5/ 1711 | .
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| ] \\\
' 5\\
1100000 |100000. |/00000 (100000 100000 100000 |1000601100000
(a) Fic. 28. (b)
P Ps
' Vexact| 54054 0 9 54/ 0
Vies | 54052 | -2 9543 | +2
Vos 54041 | -/13 9543 | +2
v 5402/ | -33 9548 | +7
Vo 53933 | -7121 9564 | +23
Vs 53608 | - 446 9627 | +86

TABLEAU |
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On constate en particulier que les valeurs V,; conduisent a4 une réparti-
tion du potentiel comparable, au point de la précision, a celle que l'on
obtiendrait avec un réseau de coté h/2. Mais, tandis qu’un tel réseau-con-
duirait dans ’exemple traité a 2016 nceuds, le calcul de V, et V, n’exige
respectivement que 120 et 28 points.

2° Plan conducteur percé d’une fente. ;

Cet exemple permet de mettre en évidence la difficulté de déterminer
a priori l'indice d’extrapolation de la méthode. Alors que dans le cas.
précédent il était égal a 2, il est ici, pour la méme équation aux dérivées
partielles, égal a 1, que ’on utilise la formule (4) ou la formule (6).

Le potentiel créé en un point P (x, y) par un plan conducteur (fig. 29)
porté au potentiel V et percé d’une fente de largeur a, a pour expression () :

Vy=V,— Z(E+F\y+§7(E*E [1_ "> <g)]

+\/[1—(§Y+ ]+4/x Z>

1/2

dans laquelle E, et E, sont les champs pour y =— o et y = + . Nous
étudierons le cas particulier out

E,=—E,=E
et nous poserons ' V=10 aE = /2,

On obtient ainsi :

OO RO EDIEIGION

Yat
118 ¢
V-0 V-0 A
0 T 2 x/a
Fia. 29.

Pour pouvoir appliquer la méthode de relaxation, nous avons calculé,
par cette formule, les valeurs du potentiel sur le contour ACB. Nous avons
ensuite utilisé successivement les formules (4) et (6) au domaine ainsi
borné, et nous avons dans les deux cas, délerminé k aux nceuds communs

2. E. Duranp, p. 318,



CALCUL NUMERIQUE DES CHAMPS ET DES TRAJECTOIRES 137

aux trois réseaux successivement utilisés. Les résultats sont indiqués sur les
figures (30) et (31).
Nous avons obtenu ainsi
k. = 1,01 pour la formule (4) — (fig. 30)

et k, = 1,04 pour la formule (6) — (fig. 30 et 31).
0 8065 15723 0 8065 ) /15723
R=0.76 R=-095
s -
" 8829
0 8684 16675 o 8701 16615
R=-096 £ =103
it e |
. /0868
0o 10055 17989 0 10397 17989
) ]
] [}
1 !
1Rz 111 k=068 =108 |kzs02
V11750 14288 11863 14333
V153 14028 V11458 14104
19865 /3548 19405 110599 13640 19405
r '
i . ,:
]
1
)
) P=136 R=102 Y= 11y R=104
/3798 15587 V135875 /5632
/3397 15349 113595 15442
12365 _ _ _ _|/4865 _ __ 20000 /2989 15054 20000
F1c. 30. Fic. 31.

L’indice d’extrapolation est donc égal a 1 dans les deux cas. Il ne dépend
pas de I’équation aux différences finies utilisée.

Nous avons calculé les potentiels aux points P, (0, 0), P, (1/2, 0), P, (0,
1/2) a partir de la formule (20). Les résultats ont été rassemblés dans les
tableaux II et III.

P Pz Ps A Pz A
F_VAVVAVVAV V [AV|V |AV |V |4V
Vexacl] 74/42| O |/5811| o0 |/2248] O Wexd /4142 0 |/58// 0 12248 O
V23| 74723) - 19 /15824 +13 |123/5| +67 Vias|74/39| -3 /5817 | +6 |/2253| +6
V;2|/4200| +58 |/15826| + 15 |72347]| +99 V2 |74754 | 412 |/5821|+9 |12269| +21
V) |13798|- 34415587 |.224 |1/750]-498 v, |/387s| . 268|1s632|- 180 | 1863 |- 384
Vo |13397|-745 |15349(- 462 | 17/53]-1095 Vo |/3595|-547 |/5442|-369 |1/1458]-790
Vi |/2365)-1777)/4865|-946 | 9865|-2383 Vs |12989|-1/55 |15054|-757 | 10599)- 1649
Formule (4) Formule (6)

TABLEAU 1II TABLEAU III
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Comme on pouvait le prévoir, les valeurs obtenues & partir de la for-
-mule (6) valable au sixiéme ordre, sont nettement meilleures que celles
relatives a (4) valable au second ordre seulement. Dans les deux cas, l'extra-
polation permet d’améliorer considérablement la précision des calculs.

3% Plaque conductrice percée d’un trou circulaire,

La simple considération de la différence ¢, — ¢, permet de délimiter
aisément les régions ou il est nécessaire de passer a4 un réseau plus fin.
Nous montrons sur cet exemple comment il convient de procéder.

Un tel dispositif constitue la plus simple des-lentilles électrostatiques de
révolution (fig. 32). Nous étudierons la distribution du potentiel au voisinage
de la plaque dans le cas ol celle-ci est portée au potentiel V = 0, et ou le
champ, devient uniforme a I’infini. Nous supposerons de plus, que le systéme
admet la plaque comme plan de symétrie.

En un point P (p, z) le potentiel a pour expression (?) :

2aE:%
(23) V=— (1 + 7 Arc g )
s
L ting
z=agn pE=al—£) 1+, |
Le long de I'axe de la lentille on a :
‘ , 2a E -
24) \(O'f)u_ - {1+(~1A1gl§,a\r
A
Ca
i
1 B c
V-0
B’ C’
7
0 A AN
+—>
d/a
Fr1e. 32.

3. E. Duranp, pp. 416 a 419,
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. Pour obtenir un domaine limité, nous avons calculé les valeurs du poten-
tiel aux noeuds périphériques du réseau utilisé a partir de la formule (23)
dans laquelle nous avons posé

2a E

™

Nous avons ‘ensuite appliqué le processus habituel de relaxation a partir
de la formule (10), Les résultats sont rassemblés sur la figure (33). Dans
chaque carré nous donnons les valeurs V, et V, relatives aux deux réseaux
utilisés, et la valeur extrapolée avec l'indice 1. La figure (34) a trait a la
comparaison des valeurs calculées sur ’axe par la méthode de relaxation
a celles déduites de (24). La courbe (1) est relative aux valeurs obtenues
directement a partir du réseau le plus dense, et la courbe (2) aux valeurs
extrapolées.

On voit ainsi la valeur considérable que présente l’extrapolation des
résultats, Toutefois, I’erreur demeure sensible au voisinage de la plaque ou
les gradients sont importants. Il est donc nécessaire d’uliliser dans cette
région un quadrillage plus fin. Nous nous sommes limités au domaine A’
C’ B’ (fig. 32). Les valeurs relatives aux nceuds périphériques sont celles
obtenues précédemment aprés D’extrapolation. Les résultats sont indiqués
sur la figure (35). L’erreur AV relative a cette nouvelle répartition est
indiquée en pointillé sur la figure (34).

A
-AV
en Volly

80}




CHAPITRE IV,

EXEMPLES DANS LESQUELS LE DOMAINE D’'INTEGRATION
N’EST PAS LIMITE

L’application de la méthode de relaxation nécessite la connaissance de la
fonction sur la frontiére du domaine étudié. Or, pour la plupart des systémes
couramment utilisés en électricité statique (distributions de charges, de
courants...), les fonctions potentiel ou flux ne sont pas connues, et il n’est
pas possible, comme dans les exemples précédents, de calculer.les valeurs
de ces fonctions a partir de leur expression analytique. Il est alors nécessaire
de faire appel a des développements limités. Nous traiterons dans ce chapitre
un certain nombre d’exemples en nous attachant A varier les méthodes qui
permettent d’obtenir des domaines bornés.

1. — DISQUE UNIFORMEMENT CHARGE.

Nous nous sommes efforcés dans cet exemple de monter comment, pour
une distribution superficielle donnée de charges, on peut, soit limiter com-
plétement le domaine et faire ensuite appel au processus habituel de relaxa-
tion, soit, en tenant compte des discontinuités relatives aux dérivées par-
tielles du potentiel, obtenir des équations aux différences finies valables
sur la distribution elle-méme. v

Le disque de rayon a et d’axe oz est représenté par un trait épais sur la
figure (36). Nous désignerons par o la densité superficielle de charges, par

. a
Q la charge totale, et par V, = ;—5— le potentiel au centre du disque (1).

1° Etude du potentiel.
A grande distance de l'origine, le potentiel peut se développer suivant .
I’expression (?)

V(R 6=V, 3 % (%) P, (cos 6) _% (‘é) P, (cos 6)

+ 1—16 (‘%) P, (cos o)—gé(%) P, (cos 6) + ...
P, (uz) étant le polynome de Legendre d’ordre n.

Cest a partir de ce développement limité aux trois premiers termes, que
nous avons calculé les valeurs de V sur le contour ACB. Nous nous sommes
assurés que les valeurs ainsi obtenues pour le terme suivant étaient suffi-
samment approchées, en vérifiant que le terme suivant du développement
était négligeable. Avec V, = 1000 par exemple pour 8§ = 0 et R/a= 2,4 le
premier terme négligé est égal a 0,085.

1. E. Duranp, p. 394.
2. E. Duranp, p. 394.
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Si l'on. désirait une précision meilleure, on pourrait soit éloigner les

limites du domaine étudié, soit conserver un plus grand nombre de termes
dans le développement (25).

(’/a A

B o C
(D) !
P
1e :
e :
0 LA N
0 / 2 3 7 5/6,
Fi1a. 36.

On obtient ainsi un domaine borné auquel la méthode de relaxation est
applicable. En un point quelconque, on utiliserait la relation (10) par
exemple. Sur EB ‘qui est un axe de symétrie, il suffirait de faire V,=V,
dans cette formule. Sur I’axe de révolution on ferait appel a la formule (14).
Enfin, pour les points du disque lui-méme, il est possible d’obtenir une équa-
tion aux différences finies analogue a (10).

Les points 0, 2, 4, étant considérés comme extérieurs a la distribution
(fig. 37), les dérivées partielles du potentiel au point 0 s’écrivent :

/DV —_— 1 '\ T ’ (0\7\ — 1 ’ . Y. 7 T
\7;)0—2—,1(\2—-\,) : 3z ). T30 (—3V, +4V, —V)
;v 1 v 1

<ﬁ> = (V. +V,—2V) (77) = (V, £V, —2V)

En portant ces valeurs dans I’équation de Laplace en coordonnées cylin-
driques, on trouve :

(26) 21V0=4IV]+(2I+1)V._,+(21~«1_) V,+ 21V,



CALCUL NUMERIQUE DES CHAMPS ET DES TRAJECTOIRES 143

Compte tenu de la symétrie, la discontinuité o/¢, de la composante
normale du champ a la traversée du disque se traduit par la relation :

<DV> G
N, ) T T o
) A4 ° 250

Fi1c. 37.

qui s’écrit sous forme d’équation aux différences finies :

@7 BV, — 4V, + v, =2t

En éliminant V entre les équations (26) et (27), nous obtenons
SIV, =41V, +Q2I+1DHV,+QI—-1V, +4V, <:—:) I

Dans ce cas on peut également calculer V sur tout le contour du domaine

OACBO.
Sur l’axe, le potentiel a pour valeur

V=V, V1 +(z/a} — |z/a] |
Au voisinage de I'axe il peut se développer suivant I’expression (¢)

V(s :;ﬂc d>mV(o,z)

~ (n1)y \24dz
soit . ’
Vi 9= Vo) [+ Gyl — (o) — § 11+ (zfay -5
@)

= 2

+ T Gl T G — 1

3. E. Duranp, pp. 382 a 384.
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Ce développement a été utilisé pour calculer V dans le plan du disque
(z = 0) pour p/a égal a 0,2 4 0,4 et a 0,6.

Au voisinage des bords du disque, les calculs précis de V a partir des
développements (25) et (28) exigerait un trop grand nombre de termes. Il
est préférable d’utiliser 'expression intégrale (¢)

V=V, [T mej ma e O

qui pour z = 0 se réduit a

Vo=V, [7 1. (m) §, (ma) O

J. étant la fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre n.

Les valeurs du potentiel dans le plan du disque pour 0,6 < p/a < 2,4 ont
été calculées a partir de cette expression,

Nous avons ensuite appliqué la méthode de relaxation au domaine ainsi
limité.

Les résultats numériques obtenus sont rassemblés sur la figure (38).

2° Etude de la fonction flux.

Dans le cas des systémes de révolution, les fonctions V et & satisfont
aux relations

d /b oV d o 'V
3;(:) —Imy bz<s) 2w

qui s’écrivent sous forme d’équation aux différences finies
(®/eg)s— (D/eg) s = —2xh1(V,—V,)
(®/eg)1— (@/eg)s = 2xhI(V,—V,).

Ces relations permettraient de déduire (®/¢,) de la répartition obtenue
pour V.

Mais les valeurs de @ sur les noeuds périphériques étant particuliérement
faciles a déterminer, nous avons préféré recommencer le calcul direct de @
par la méthode de relaxation.

Dans le plan du disque, les valeurs de ® se déduisent aisément du théo-
réme de Gauss. On obtient, en partant de la valeur 0 sur ’axe :

vV
(bfe)=m=r¢  pour  0<p<a

(®/ey) — 7wV, a pour p>a.
Le développement en série de ® limité au terme quadrupolaire,

N z 3 1 z*
(ble,) ==V,a I—R— _§Z<ﬁ’-‘-ﬁ“)$
4. E. Duranp, p. 407.

10
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permet de calculer ® le long du contour ACB. Les calculs ont été effectués
a partir de la relation (12). Les résultats sont indiqués sur la figure (38).
. Dans chaque carré, on a inscrit d’abord la valeur du potentiel, puis celle
du flux. Quelques équipotentielles et quelques équiflux ont été également
tracées.

2. — DISQUE DE ROWLAND.

Nous avons montré sur cet exemple, comment la connaissance de la fone-
tion ¢ en des nceuds au voisinage desquels les gradients ont des valeurs
notables, permet d’obtenir une bonne précision avec un trés petit nombre
de points. Nous avons utilisé un réseau non homogéne formé de carrés de
dimensions différentes. .

On fait tourner, avec une vitesse angulaire constante o un disque de
rayon a portant une densité superficielle uniforme ¢ de charges électriques

(fig. 39).

f/a h
ou g/a y

> - - e m .. ae. e e eoe --

™

ol W x N,
©
a0

Fie. 39.

On se propose de déterminer la fonction flux d’induction magnétique en
un point quelconque de I’espace.
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La densité superficielle k de courant en un point M du disque a pour
expression (%)

k=vs=w o
et I'induction B en un point de I’axe a pour valeur

“a sin® 6 . U, WG |
B(O’:)’—:}*o/ 2% kdz=—5—
. o A

o — 2 Z
2 \/Z‘ + a
Soit, en désignant par B, = the

22 + a*

—5 Pinduction au centre du disque
(29)

~B(o‘z):Bog?_(le_

e 2 (z]a) Z ,
\/ (z/a) + 1 )
La fonction flux d’induction définie par
LY Mp
(30) T:=27rsz ;—:—21:939
satisfait a I’équation aux dérivées partielles ‘
AR U I BAE Y

N2 TN,

Jo

qui, en dehors des courants (i ¢ = 0), est identique a I’équation de la fonc-
tion flux électrostatique. ‘

L i
nsg
! —p
8"
S
Ifa
Fic. 40. - Fie. 41.
Au voisinage du disque, B satisfait aux conditions (fig. 40)
B’z =B"z B’p—B"p = pu, k.

En remplacant Bz et Bp par leurs expressions (30), et en tenant compte
de la symétrie, on obtient :

AL
()=

— 22z k
a 2
5. E. Duranp, p. 504.
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Soit, sous forme d’équation aux différences finies (fig. 41)

8§10, =410, + 21— 1), + 21 +1)0, +87B,a" (”71\,
/

Dans le cas des systémes de révolution ® se déduit de la composante Ag

du potentiel vecteur par la relation
®=27pAg.
De l’expression classique (8)
w, kdb [=bcosgy
d A, = 2x .[ r dy

du potentiel vecteur d’une spire de rayon b, parcourue par un courant
d’intensité kdb, on obtient par intégration '

(31) A?-:*“z‘”"fabdb/”b“”dq
T o o

Va 4

I {

\I/ 7

Soit ,en remarquant que 'on a (fig. 42)
Rcos @ =pcoso

P(R3)

AKX NN X N N REREY T EXEY I N XY

Y

Fic. 42.

1 , -
et en remplacant + par son développement en série de polynomes de

Legendre :

A,=-?&°-[”cos qu?/:" 3P°(cose)+ (%) P,(cose)+(%)' P, (cos 6)
-4-...%%,-db

6. E. DuranDp, pp. 491 & 496,
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d’ou
T 1 *
d=-a"B, — (ﬁ)

R HORNES
4 *R/a \R/i (R/a)' L4 \R
C’est ’expression a partir de laquelle ont été calculées les valeurs de @

sur le contour ACB. On a posé 2 az B, = 1. Le sommet du disque étant un
point au voisinage duquel les gradients ont une valeur notable, la connais-
sance de @ en ce point permet d’obtenir une bonne précision dans la déter-
mination de la fonction flux avec un réseau n’ayant qu’un petit nombre de
nceuds. '
4ab
p b 2 infa—= ———
osons e=mn 42 sin® « @t br

I’intégrale (31) devient

. ,
/s to® — .
A,=—-—40B'/ gz )1+ L J.—J.% da

~ i
sin*«a

avec

3 __fnlz dy 5 = /w/, ~ : i dy
‘ o \/m‘q‘l (] o \/ 1 —sin® asin L‘L
1 + cos’a g / da

On en déduit
. [ 18
®=8B,a .[ sin® « 2 I %
Le calcul approché de cette intégrale a été effectué a partir de la formule

de Simpson pour 0 < « < 89° puis, en substituant a4 J, qui devient infini
pour « = 7/2 sa formule asymptotique : ’

4
COS a
La variation brusque des gradients a proximité du disque nécessite dans
cette région ’emploi d’un quadrillage plus fin qu’au voisinage des nceuds
périphériques. Nous avons, tracé un réseau non homogéne constitué par des
mailles de c6té h et 2h disposé comme il est indiqué sur la figure (43). Les
calculs ont été effectués a partir de la formule (12). Seuls, les points
mitoyens aux deux quadrillages, ont été ealculés en appliquant alternative-
ment les formules normales et diagonales.
L’induction sur I’axe du disque peut se déduire des résultats relatifs
a la fonction flux. On a, en effet, d’aprés (30)

' 1 7129
B(O, Z)= -Z' (; 3-9-)

J, = |Log

qui s’écrit en tenant compte de (16)

o
Bo (0, Z) [—] -T-'—E:-
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Nous avons rassemblé dans le tableau IV les valeurs ainsi obtenues pour
B et celles calculées a partir de la formule (29).
L’erreur relative AB/B, est inférieure a 0,02.

%/a lo.00l0.25|0,50|0,75|1.00|1.25|1.50 | 200|2.50|3.00

Bexact |1273| 753 435| 255|754 | 98| 65| 32| /8 | 77

B relax|7268| 759 453|275 |/73 (/72 | 7] | 36 |79 |/0

AB |5 |+6 |+78|+20|+79 |+74 |+ 6 |+ 4 |+7 |-17

TABLEAU IV
3. — BANDE DE LARGEUR FINIE UNIFORMEMENT CHARGEE.

Lorsque la fonction y n’est pas aisément calculable en un point ou les
gradients sont forts, comme au sommet d’'une distribution de charges ou de
dipoles, il est nécessaire d’appliquer en ce point une formule faisant inter-
venir un grand nombre de noeuds. Nous montrerons a propos de cet

Y/a J
Do Bl et ¢

P(ry)

+

ou §/a

Fia. 44.
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exemple, comment il convient de procéder dans le cas d’une distribution.
superficielle de charges.

La bande, de largeur 2a, est représentée par un trait épais sur la figure
(44). Nous désignerons par o la densité superficielle de charge et par Q
la charge totale par unité de longueur.

1° Etude du potentiel.
Le potentiel d’une distribution cylindrique de charges peut se dévelop-
per suivant l’expression ™)

pu 1 p"‘l) <(~ r N v) g
2 — it -
32 V zm QLog R— r +2R’ 3 Tl +” 
dans laquelle on a posé

Q= fﬂ'd‘s N p..= fo'fu.ds ’ puvz faguguds

et la somme sur 'indice n allant de 1 4 2 seulement. Dans le cas étudié, et
en se limitant au terme quadrupolaire, la relation (32) se réduit a :

. _ Q a [ ¥
(33) —— 55— |LogR e 1-2R,1
C’est a partir de cette expression de V, dans laquelle nous avons posé
Q _
2 nr, =1

que nous avons calculé les valeurs du potentiel sur le contour ACB.

Dans le domaine ainsi borné, nous avons tracé un réseau semblable a
celui utilisé dans I’exemple précédent.

Les calculs ont été effectués a partir de I’équation (4). Sur la bande elle-
méme, nous avons établi la relation (fig. 45)
Qh
2. r

a o

34) 4V, =2V, +V,+V, +

7’ I’ o V4 7

5’ 7 15

%
g
%
%
A
%
Z
7
7
7
%
7
Z
7
%
%
%
4
7
2
%
Z
2
U
7
Z
%
7
5
g
I
Z
A
7
A
%
%
7
2
z
4%
Z
[/

FANARANARRARNRANRANAA RN

Fic. 45, Fic. 46.

7. E. DUuranp, pp. 40 a 41.
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Le sommet E de la distribution étant un point essentiel pour la rapidité
de convergence de la méthode, nous avons adopté pour ce point, une formule
faisant intervenir les valeurs du potentiel en un plus grand nombre de
noeuds. La formule (4) appliquée successivement aux points I, II, I’ permet
d’écrire (fig. 46)

Vo=4V, —(V, +V, +Vy)
Vo=4Vy—(V, + V. +V,)
Vo=4Ve— (V. + V. + V).

Au point III la relation (34) donne :

Qh

— - -
V,=4Vuu—(V, + 2V, Sa T

Soit, en prenant pour V, la moyenne arithmétique de ces quatre valeurs, et

en tenant compte de la symétrie :
V,=2V1 + Xu + Vin— % + V’: V*+ V,+ V. — -2—Q£-
. ace,
Les résultats numériques obtenus sont indiqués sur la figure (47). Dans
chaque carré se trouve d’abord la valeur de V correspondant au réseau tracé
sur la figure elle-méme, au-dessus les valeurs relatives au quadrillage de

cOté moitié, enfin les valeurs extrapolées avec l'indice 2.

X/3 (0,00 (0,50 7,00|200|300]|4.00]|5,00

Vexact|.1000|.334 | 7132 | 732 17177 | 7397 | 76/6

Vrelsx.|. 1002 |.336 | 730 731 | 1776 7397 |7676

av (-2 |-2 |-2 |1 [-71 | o 0

vV .
déa;zs/z'[de-982 322|738 | 734 1117 | 71597 |7676

av /8 /2 6 2 (7 7 o

TABLEAU V

Les tableaux V et VI ont trait a la comparaison des résultats obtenus
pour le potentiel sur les axes de symétrie ox et oy de la bande. Les valeurs
exactes de V ont été calculées a partir de I’expression (fig. 48) :

(35) V= -2 13(5_ >Log—l—2—‘——<g—1—1>Log%’+-§(a,-—a,)‘

2xr, 2
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7603 /623 /680 176/ /856 1956
I
)
'/376 1408 1493 7607 /733
1375 1408 1494 1608 1733
/373 /408 /495 /670 1734 /858
1
1
V080 /138 1278 1445 1677
lv078 /138 1279 1447 /6,2
/073 1139 1284 1450 1673 7766
!
'
Y648 86785 1047 1288 1503
1646 ¢87|787 1043 1289 7503
‘.|64/ 690 | 793 /1050 1293 /1505 7688
1377 |403|573
1372 |406 | 577
299 |4/4 |586
3071 54 |3s8 825 176 4 1425
298| 67 362 826 /165 /425
1_27/|180 |376 83/ 1166 7425 1635
-969|-235| /92
-85/ |-226|197
-795|-/9912/3
_1002]_336|/30 737 1716 1397
. 986|-326|/36 732 1116 /396
-938|.2961/54 ___7_33_____7_//_5____-_/5._95____/6/6
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Yfaf

Fic. 48.

Y/a | 0.00| 0,50 .00 | 1.50 | 2.00 | 3,00 | 4.00 | 5.00
Vexact|_r1000| 869 | 307 | 318 648 | /080 |1376 | 7603
V relax|-1002 |_869 |_-307 | 317 648 | /080 |1376 | 7603

AV _2 0 o _7 o o 0 0
a’e’guzlde 982 | _846 |-305 | 30/ 639 |/078 | 1377 | 1603

b

AV 78 23 2 _17 _9 _2 .7 0

TABLEAU VI

2° Etude de la fonction flux.

Les fonctions V (x, y) et ® (x, y) élant conjuguées et V (x, 0) étant réelle
et paire, ® peut étre obtenu sans quadrature, en prenant la partie imaginaire
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du potentiel complexe :
V(x + iy, 0)

/1571 1470 /37/ /276 //86 //03 /026 956 892 834 782

/458 |/349 |/245 |//48 /059 |978 |905 |840 |78/
1458 (1349 |/1245 |//148 |/059 |978 |905 |840 |78/
1571 1458 (1349 |1245 |/1748 (/059 |978 |905 |840 |78/ 729

/444 /321 /206 Y/0/ /006 (922 847 |78/ |722
/444 /327 /1206 |//0/ 1006 (922 (847 78] |722
/1571 /4«4 (/321 (/206 |//0/ |/006 (922 |847 |78/ |722 67/

/425 |7286 /158 /044 (943 (855 |779 |7/4 |656
/1425 1286 |/158 |/1044 |943 |855 |779 |7/4 |656
157/ (425 11286 (17158 [/1044 |943 |855 |779 |7/4 |656 607

/400 /240 (/096 |972 |867 |777 |702 |638 |583
1400 |/240 |/096 |972 (867 |777 |702 |638 |583
1571 /400 |/239 |/096 |973 |867 (778 |702 |638 |583 536

/1363|1175 |/0/4 (882 |774 |685 |6/3 |553 |502
/1363 (/175 |/0/4 |882 |774 |686 |6/3 |6553 |502
/577 1363|1175 |to15 |8e3 |775 (687 |6/4 (553 |503 459
/305 |/080 (903 |766 |66/ |578 |5/2 |458 (4/4
1305 1108/ 1904 |767 |66/ |578 |5/2 |458 |4/4
1571 (/306 |/083 |907 |770 |664 (580 |5/3 |459 |4/4 377

120/ | 934 | 750 |620 |525 |453 |398 |353 |3/8
/1203 | 936 | 752 (622 |526 |454 |398 |354 [3/8
/1577 /209 | 944 |759 |626 |529 [456 |399 |355 (378 |}288

974 | 705 |545 | 440 | 366 |3/3 |273 |24/ |2/6
984 | 711 | 548 | 442 | 368 |3/4 |273 |24/ |2/6
1571 1014 | 727 | 557 | 447 |37/ |3/6 |274 |242 |2/6 }/95
540 |383 |289 |229 |/89 |/60 |/39 |/22 |/709

542 | 385 |29/ |230 |/89 |/60 |/39 (/22 |/09
785 | 548 | 393 |296 |234 |/92 (/62 |/40 (723 |/09 98

o o o o o o 0o 0 o o o
Fic. 49.

On obtient ainsi, a4 partir de (33) et de (35) le développement de ¢ limité
au terme quadrupolaire

bley— — —Q Vaperg Y _TY
(36> (l/‘o)‘— 9 ,ATL tg‘?—SR‘{

[

et son expression analytique exacte :
~ ( - Q 1(x R, vy . |
(3/) (I/Eo)———*2ﬂ—r“—é?aLOgﬁ;—%—a(l’—l‘)+(1’+O(|)~
Nous sommes partis de la valeur zéro du flux sur ’axe ox. Les valeurs
du flux sur le contour ACB ont été calculées a partir de (36). Enfin, le théo-

réme de Gauss permet de déterminer ¢/e, dans le plan de la bande. On
obtient :

= Q =
d’/e.————Qﬂ—E—'gy pour 0<y<xa
oey=— 52Ty pour y>a
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Nous avons effectué les calculs a partir de la relation (4). Les résultats
numériques ont été rassemblés sur la figure (49). Nous avons indiqué dans
chaque carré les valeurs relatives aux deux réseaux successivement utilisés,
ainsi que les valeurs extrapolées avec l'indice 2. Nous donnons dans le
tableau VII les résultats de la comparaison des valeurs obtenues par cette
méthode sur la diagonale OC aux valeurs exactes de & calculées a partir
de (37).

d/a | o / 2 3 4 S

Pexact| 0 705 | 765 | 776 | 780 | 782

Pre.ax| 0 | 705 | 766 | 777 | 787 | 782

aé 0o o | 7 / / 0

TABLEAU VII

3° Fonction potentiel déduite de la fonction flux.

Les relations v = ﬂf/i“) a——Y = — -D—ED—/—E"—) préalablement transfor-
o 9y oy o
mées en équation aux différences finies, permettent de déterminer 'une des
fonctions a partir de I'autre. Dans I’exemple traité, la fonction ¢/¢, étant
connue sur tout le contour OACBO, il est préférable de déduire V de ¢.
Les résultats ainsi obtenus sont indiqués sur la figure (50). Dans chaque
carré se trouve la valeur de ¢/e,, et au-dessus celle de V. Quelques équiflux
et quelques équipotentielles ont été tracées. Les valeurs de V ainsi obtenues
sont toutefois moins bonnes que celles résultant de la détermination directe

du potentiel (tableaux V et VI).

Remarque.

Le i)robléme ainsi résolu en électrostatique permet de passer immeédia-
tement a celui de la détermination des lignes d’induction d’une nappe de
courant de largeur finie plane et uniforme, les lignes de courant étant nor-
males au plan xy. On sait, en effet, que les fonctions A, et V d’une part,
V* et ¢ d’autre part, se correspondent. On a, en particulier, dans ce cas

A, eV
I, Q
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1603 /604 1608 /614 1623 1636 1647 /663 1680 1698 1718 [739 /761 1784 1807 183/ 1856 1881 1906 1929 1956
1571 1520 1470 1417 /371 1323 /1276 1230 1186 1144 (1935 1064 1026 990 956 923 892 862 834 807 782

/
1554 |/555 (/560 7565~ /575 /587 17602 1/6]8 (/637 |/656 |/678 (/701 (1725 |1749 /77 |1795 |/826 (1852 /878 |190s 1931
157/ Y1517 {1464 /411 |1360 1130|126/ 1274 1168 |1124 1082 |1041 /003 | 966 937 898 867 |837 |808 | 782 756

498 11499 1506 1512 (/1522 /536 |I552 Y1570 |1591 |1613 |r636 1661/ 1686 |1715 (1740 1767|/795 |18237 \1851 |1879 /907
/571 _|/5/4 11458 1603|1349 1296 (1245 [ /195" 1148 1102 /059 lory 978 |9+0 905 1877 840 |8r0 787 754 729

239 /441 (1646 ||1655 |1467 |1482 |1500 1527 |1543 |is67 (1593 Wezo 1638 1676 |1705 1734 /76></794 /823 |1853 17882
757/ /571 /457 [|7393 |1336 7280 |/227 [1/75 |1726 |/078° /1034 /] 991 95/ 9/3 877 |843 |81 N8/ 753 | 726 701

377_1/379 V/385[ /395 1409 (1426 (/446 |1469 |/49¢ (/520 (1549|1578 (/608 |/639 |1670 |1702/\1735 |1765\ V1796 |1827 /858
57/ /507 11444~ |1382 |1321 |1263 |1207 1152 /102 _|/052 |/006 963 |922 883 847 1813 787 750 722 696 677

i T N \ .
1310 Y313 11320 (1331 (1347 (1367 (17589 |1415 1642 |146727|1505 |1535 |1568 |1601 |16357)1669 (1702 |1736 |1769 \r80s |r834
157111503 1435 V1369|1305 r243[ |84 127 1080 |1023 | 976 | 932 |890\|8s) |814 | 780 |78 |'778 |é90N\|'66e |39

l /
/239 |/242 |/250 |/263 (1281 |/304 |1330 hﬂ\ 7389 (/422 1456 (/492 |1527 |1563/|/600 1636 1671 |/707 |172 1776 |s870
/S71 |/498 (1425 |/355 [1286 |/22/ |1/58 /1099 |1044 f 992 943 | 898 | 855 |8/6 779 745 7/4 €84 | 656 |63/, 607

Y162 {1165 11175 1191 11212 |[1237 |1267 |1300 1335|7377 |/409 |/448 (/148711526 |1565 /603 /647 7679 1776 /752>< 7788
/571 11492 V/4t6_1y338 |1265 [1195 (1129 11068 l1010" | 956 | 907 |86 818" | 779 742,708 | 677 | 548 |62/ A 596 572

1078 |/082 1094 (1112 EL /167 (/207 \1238/ 11278 |/319 (1361 (/403/\|1445 |/488 |1550 (/571 1617 1651 AT690 | 1728 1766
1571 11485 1400 |/3/8 (/240 |//66 /096 1032 972 977 867 820 777 738 702 569 638 509 583 559 336
7

/’ X
986 997 [ |/005 (/028 (/057 /093 /732 1785 V1219 (1265 (1312 /11358 (1405 (/450 |7495 |1539 |1582° | 1625 |r666 |1705 1744
1572/—1/476 | |1383 /294 2/0 _[//3) 1058 499/ 930 | 874 |&z23 776 733 694 |659 |626 |597 | 569 |544 | 520 | 499

884 | 890 | 908 [936(| 972 |10s4 |1060 |1109 1760 11212 |/263 |1374 (/364 |/414 (16462 41509 |/555\ (7599 /642 |1684 1724
/57/ V1466 |1363 1266/ 1175 {109/ (1014 | 945 882, | 825 774 (727 685 | 647 |6/3° |58/ |553 526 | 502 | 480 J 459
I § \

770 778 | 80/ 836 | &80 75/< 985 1042 | 1100 NII58 (7215 (1277 |1325 V378 7430 |7480 (1528 /575 1620 |/663 |/705
/57 ~V452 1338 (/230 |132 [1043 1963 89/ 827 771 720 674 1634 Y597 | 564 |534 | 507 |482 |459 438 419

639 | 65/ | 68/ Y 727 | 782 |/844 | 909 \| 9746 N1040 |1104 |1/67 |1229 Li288 /54>\ 1399 |/452 1503 |1552\| 7599 | 7644-] 1688
152/ |s435 |1s0s Aw86™\(oso f 985 | 903 |830”7 | 766 | 7/0 |66/ |617- (578 | 543 \572 |85 | 458 | 435 Nars | 396 | 577
— 7 \( 7]

487 |[504~| 547 | 608 | 679 "\754 |83/ A 907\ 981 |/055 |1/22'\1/88 |r252 |1315 |1377 |/427 /480 |/5517|1580 |1627 4672
/570 _Yr4r0 11267 |\1129 015 | 977 |8327 | 760 1697 | 643 1596 [s54 | 5/8 |485 | <56 |430 |07 386 |366 |349 | 333

=30/} 332 95 | 48, 871 (663 A753 | 841 |92 % 1079 115/ (1219|1284 |/1345. 76{1659 /512 | 1563|7617 |1658
1571 [1137%.}/20/ |/055 1934 |8347 |750 680 |620°\|569 |525 487\ |453 424 |398 374 | 353 | 335 3/8\ | 302 288

[~s6 126 [ 1229 J47 45>< 574 |680 779" |872 | 959 |rp4r {18 Nwso—"[7258 [1322 |1383 |7447 | 7496 |7548 (/598 |/645
1571) 115" (i 955 1832 734 1655 1589 |534 |<88 448 |4/5_- 1385 359 336 | 376 [ 298 | 282 | 267 \254 242

71 & —]
-305N-116 |57 s Ksa 492, 1613 |724 |826 | 920\ {1007 |1089 |1i65 7236 |1303 |1366 |7626 | /482 |1535 |rs@e 1635
/571 {1203 [973\ |82/ 705 1616 545 1487, 440 |400°\|566 |338 (375 |29/ 273 | 256 | 247 | 228 |2/6 205 -] /95

A <
97 26! 421 | 555 677"\ 787 | 888 980 | 1065 |//4 12/8 |7287 |/352 /4/5’7{ /525 11577 }1627
1178\ ¥953 (780 6527|555\ |48/ (4231376 338 |306 |280 |257 |238\ |227 |z06 /941782 | 772 |763 155 }r47

e \ — 1

-84g1>501 N 225\ | 5 1991365 |5/ 647 1758 1863 | 960 |/048-T1/29 \|/205 |1276 |/342\| /604 | 7463|1518 |157/ |1627
785\ | 6521540 \| 457 _N383 |330 |289\ |256 (229 |207 _|/89"|/73 |/60 \ 749 | 739 | 730\l 722 | 775 | 709 | 704 | 98
A= o ! 1 !
949\l 5934.257 |\ 53 |vs4 |330_|4841E75 (740 |848 |947 |1057 |nzo Nws7 |izes |1336 | 1399 \rase |1s1a |iser |rerr
3934t 330 | 275 | 230 |/95-|168 | /47 \|730 |16y |705 |95\ | 87 | 81 75 70 |65 | 6/ | 58 |55 | 52| ) 49

| | |
:9&2" 622 |.322 |.72 |/38 [3/8 (474 |[6/2 |734 |843 |943| |1033 |/117 \//94 1266 (1334 1397 | 7456 |1512 |1566 Y1616
o, fo | o) [o o |o] |o o o] |o o o o |Jjo o 0 o |o |o jo|]o

Fic. 50.

Les lignes d’induction magnétique qui correspondent aux équipoten-
tielles, changent brusquement de direction a la traversée de la nappe de
courant (fig. 50).

4. — DISTRIBUTION UNIFORME DE CHARGES
DANS UN CYLINDRE INDEFINI DE SECTION RECTANGULAIRE.

Cet exemple est relatif a la résolution numérique de 1’équation de
Poisson. Il nous permet également de préciser la méthode pour obtenir des
formules satisfaisantes sur la surface et aux sommets d’une distribution
volumique de charges. '
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La distribution est représentée en grisé sur la figure (51). Nous dési-
gnerons par p la densité volumique de charge et par Q la charge totale par
unité de longueur.

Limité au terme quadrupolaire, le développement (32) s’écrit dans ce cas

. Q \ a ‘xz
V=— 5o zLogR+2—R,<1~2-R—,>s
I/ja A
pa \B_ c
3

e e e et e e e e m e — e e

Z/a

o §/a

Fic. 51,

C’est a partir de cette expression dans laquelle nous avons posé
— =1 et a=1

que nous avons déterminé les valeurs de V sur le contour ACB. )

A Pextérieur de la distribution, nous avons effectué les calculs A partir
de la relation (4).

A Tintérieur, le potentiel satisfait 3 I’équation de Poisson

(38) AV =— £

&

que nous avons traduite sous forme d’équation aux différences finies par
I’expression :
AV, =V, + V, 4 V, 4 V 4 £ e

&
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4 z

Fie. 52. Fia. 563.

Sur la surface elle-méme, la discontinuité des dérivées secondes nécessite
I’établissement d’une nouvelle formule. Supposons d’abord que la surface
soit paralléle au plan xoz (fig. 52). Les points 1, 0, 3, étant considérés
comme extérieurs a la distribution, nous avons

YVY 1 ¢
(z). =7 v+ V2V

*v 1 )
() =l vs V2w
et I’équation de Laplace s’écrit :
Veext=V, +V,+V,—2V,
Les points 1, 0, 3 étant considérés comme faisant partie de la distri-

bution, il vient
{ ]
(a V) =1 3v, + v,—2V.$

3 h
*V 1
()= v vemov]

D’ou, en portant dans (38)

Vint=V,+V,+V,—2V,+ L
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2299 236/ 2520 2723 29350 3/28 3304
=
1
[
1.
'
1) -
17807 1925 zzo.f 25/07 g;g; gggf
179 7918 220 250
:/773 1896 2/89 2498 2776 30/8 3224
1
1
1
|
]
1
11019 oo 1326 1611 |s885 2335 2677 2950
vors w090 |/1309 1598 |s874 2326 2672 2948
1988 1060 |/265 1560 |1842 2305 2659 2942 3177
)
]
1672 536 930 1408 |1765
16/0 528 905 1389 1751
1405 505 83/ /333 1709
1319 1719 2267 2636 2928
1298 1703 225/ 2630 2922
7233 _ V/ese 2220 e n 2613 e eea B £2 24 S 3te0
Fi1a. 55

Pour les nceuds situés sur la surface, on pourrait utiliser I’'une ou
l’autre de ces expressions de V,. Mais il est préférable de faire appel a une
formule faisant intervenir simultanément les valeurs du potentiel en des
points situés de part et d’autre de la surface. Nous avons adopté pour V,
I’expression :

V,= V,ext. + V, int.

DO ==

soit :
2Ve=2(V,+ Vo) + (Vy + Vi) —2(V, + V) + -

Comme d’autre part on a :
V, =4V, —V,—V,—V,
Vie=4V,—V,—V,—V,— &

€

en éliminant V, et V,, entre ces trois derniéres équations, on obtient :
(39) 4V, =2(V,+V,+V,+V,) —(Vy + V. + V, + V)

La méme formule est applicable dans le cas ou la surface de la distri-
bution est paralléle au plan yoz (fig. 53).

Enfin, pour le sommet lui-méme, nous avons établi une formule parti-
culiére. Les notations étant celles de la figure (54), les relations (4) et (39)
appliquées aux nceuds I, I, II, II’ donnent :

.Vo=4V, —V, —V, —V,
Vo=4V: —V, —V,,—V,

v,=%§v1+4vu +4vw+v,+v,—2v_—2v,—2v,‘

V.=3Vp+4Vn'+ Vu+ Vo + Vy—2V, —2V,—2V, ;

u
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En prenant pour valeur du potentiel au point 0 la moyenne arithmétique
de ces quatre expressions, on obtient :

8Vo=9(Vit+ Vi) +5 (Ve + Vi) + (Vi + V) + (V, + Vo) — 4 (Va + V)
—2(V,+ V) —4(V,+ V,) —2(V, + V,)

x/glo |7 | 2|3 |4 |6|8 |02

Vexact | 57 | 209|729 |1326|1724|2263|2638|2925|3159

Vrelax.| 53 | 203|718 (1319|779 | 2261|2636 | 2925|3759

AV -4 |6 |11 |27 |5 |2 -2 | 0| o

TABLEAU VIII

Les résultats nufnériques ont été rassemblés dans les figures (55) et (56).
La disposition des nombres est la méme que dans I’exemple précédent. Le
tableau VIII est relatif a la comparaison des valeurs obtenues ainsi pour le
potentiel sur ’axe ox aux valeurs calculées a partir de ’expression (fig. 51)

V=— G [Logrds .

5. — LENTILLE ELECTROSTATIQUE SYMETRIQUE DE REVOLUTION.

Lorsqu’on ne peut pas limiter le domaine étudié par des développements
en série, on peut toujours admettre que les conditions aux limites a I’infini
sont valables a4 'approximation désirée a une distance suffisante mais finie
du systéme.

On vérifie a postériori que le contour % de la région considérée est assez
éloigné en constatant que les conditions aux limites sont réalisées avant
d’atteindre 3. Les gradients sont alors nuls sur la frontiére et la répartition
obtenue ne serait pas modifiée par la considération d’'un domainé plus
étendu.

Nous avons appliqué cette méthode a la détermination du potentiel dans
le cas dune lentille symétrique constituée par trois électrodes planes
paralléles infiniment minces percées de trous circulaires coaxiaux (fig. 57).

Les calculs ont été effectués en supposant que ’électrode centrale était
portée au potentiel V = 1000, tandis que les diaphragmes extérieurs étaient
au potentiel V = 0. Le domaine a été limité en admettant que V était nul a
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I’extérieur des diaphragmes, et qu’il variait linéairement entre les élec-

.

trodes. Nous avons ensuite appliqué la méthode de relaxation a partir des

. _V= 0 F’ari.-:l‘/imre du potentiel V-0
] 3d 2d 24 PR
'
V=0 J 'v=0
PR (S PR P, -~ ]
' -2 i W IO
: Rl B P / VX
V0 ' V:0 V:1000  |V=0 v=0
‘ '
LA J PR R P R,
V:0 A [} ¢ v
x
Fic. 54. ' Fie. 57.

formules (10) et (14). Les valeurs relatives aux deux réseaux successive-
ment utilisés sont indiqués sur la figure (58). La solution analytique n’étant
pas connue, nous avons comparé les valeurs obtenues aprés extrapolation
linéaire, 4 un relevé fait 4 la cuve rhéographique (%) (fig. 59). Les valeurs
indiquées entre parenthéses ont été relevées a la cuve rhéographique. Les
autres ont été obtenues par le calcul aprés extrapolation. Les résultats don-
nés par ces deux méthodes concordent a4 moins de 1/100 de la différence
de potentiel établie entre les diaphragmes.

La considération d’électrodes épaisses compliquerait la réalisation des
maquettes utilisées pour les relevés a la cuve rhéographique (°). Elle
conduirait au contraire 4 des calculs plus rapides. Les valeurs plus faibles
des gradients au voisinage des diaphragmes permettrait, en effet, d’utiliser
des réseaux moins denses.

6. — LIGNE BIFILAIRE DANS UNE CAVITE CYLINDRIQUE CREUSEE
DANS UN MILIEU MAGNETIQUE DE PERMEABILITE INFINIE.

Nous donnons a propos de cet exemple le principe du calcul de I'induc-
tion produite par des courants en présence de I’aimantation induite.
Le dispositif étudié est représenté sur la figure 60. Les deux courants

A et B sont linéraires et parcourus en sens inverses par la méme intensité I.
—> —_
L’induction B dans la cavité est la résultante de I’induction B, produite par

les courants et de 'induction B; due a aimantation induite.

8, M. Lauper et P. PiLrop, J. Phys. Rad., t. 14, mai 1953, pp. 323-328.
9. P. PiLrop et R. SaporTE, Congrés de microscopie électronique, Edition de la Revue
d’Optique, Paris, 1952,
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La perméabilité étant infinie, les lignes de forces du champ résultant
aboutissent normalement a la surface S de la cavité, qui est par suite une
équipotentielle magnétique (1°). -

Le plus simple est donc de faire appel au potentiel scalaire magné-
tique V (19). i

Nous prendrons Vi* = 0 car ceci donne une masse magnétique totale
nulle sur S, par raison de symétrie.

—

Le champ magnétique B,/p, produit par les courants est le méme que le

champ magnétique Eo du feuillet équivalent (fig. 60). Le potentiel scalaire
V,* correspondant a pour valeur (1)
Vi i=— TZI_,_ ¥

Nous prendrons pour les calculs 1 = — 2. On a par suite V,* = =1 de
part et d’autre de AB et V,* = 0 sur oy a l’extérieur de AB (fig. 61 a).

On peut donc calculer aisément le potentiel scalaire V,* dii aux masses
magnétiques induites. Il suffit, en effet, de prendre la valeur (V,*) = — (V,*)
sur la surface et (V,*) = 0 le long de I’axe oy, puis de chercher par relaxa-
tion le potentiel V,* en un point quelconque intérieur a la cavité
(fig. 61D).

En I'ajoutant ensuite au potentiel magnétique influencant V,*, on obtient
le potentiel résultant V*. On voit en définitive que ce dernier satisfait
aux conditions aux limites indiquées sur la figure 61 c.

On peut donc calculer directement le potentiel résultant par la méthode
de relaxation. C’est d’ailleurs plus simple que de décomposer V* en V,*
et V,*. Cependant la connaissance de ce dernier donne des indications
“utiles sur la distribution du magnétisme induit qui apparait sur S et c’est
pourquoi nous l’avons également déterminé. Nous avons effectué les calculs
a partir de la formule (4). Au point A, nous avons pris la valeur V= 1/2.
On sait, en effet, que I’équation 1/2 aboutit normalement en ce point. Les
résultats sont rassemblés sur la figure 62,

Nous avons indiqué, a.gauche, la répartition correspondant au poten-
tiel V,* et, a droite, celle relative 4 V*. Afin de déterminer plus aisément les
lignes de forces du champ nous avons également calculé la fonction flux ¢/pu,
qui est la fonction conjuguée de V*. Nous sommes partis de la valeur 0 sur
I’axe oxr et nous avons calculé ¢/u, de proche en proche & partir des
relations

$a/ 1o — bu/ o =,Vl — V,
1/ 1o — $s/po = — (Vo —V,)

10. E. DuranDp, p. 536.
11. E. Duraxp, p. 306.
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DEUXIEME PARTIE

OPTIQUE ELECTRONIQUE DES SYSTEMES CYLINDRIQUES
PRESENTANT UN PLAN DE SYMETRIE

De trés nombreux travaux ont été consacrés a ’étude des lentilles élec- -
troniques électromagnétiques a symétrie axiale [1], [2].

Les systémes cylindriques ont été moins étudiés, peut-étre 4 cause de la
correspondance point-droite qui, aux débuts de l'optique électronique, les
rendait inutilisables en microscopie. .

Leur intérét est allé en croissant avec I'importance du spectrographe de
masse d’abord [8], [4], avec leur emploi pour la correction du stigmatisme
et de D’aberration sphérique et chromatique des lentilles de révolution
ensuite [5], [6], enfin avec leur utilisation comme filtres de vitesse
(71, [8].

Toutefois, & notre connaissance, aucune théorie d’ensemble de ces sys-
téemes n’a été donnée. Nous nous proposons dans cette deuxiéme partie,
d’étudier le cas des systémes possédant un plan de symétrie.

Nous déterminons d’abord le trajet des particules dans le cas de
’approximation du premier ordre, puis nous calculons les aberrations
suivant le schéma méthodique d’approximations successives proposé par
M. E. DuranDp pour les systémes de révolution ().

Nous étudions ensuite plus particuliérement les lentilles électrostatiques
a trois fentes. Nous établissons les expressions analytiques du potentiel et
du champ par la méthode des transformations conformes, puis nous cal-
culons numériquement les trajectoires et les aberrations dans le cas d’une
lentille symétrique,.

1. E. Duranp, Revue d’optique théorique et instrumentale, t. 33, n° 12, 1954,



CHAPITRE I.

L’APPROXIMATION DU PREMIER ORDRE

Un champ électromagnétique est dit cylindrique ou a deux variables
lorsque le vecteur qui le définit est en tout point paralléle & un certain
plan (P), et demeure équipollent 4 lui-méme lorsqu’on se déplace sur une
perpendiculaire a (P).

HA

Illhl\

Fic. 1.

En prenant le plan xoy paralléle a (P) on peut définir le champ par deux
composantes X (x, y) et Y (x, y) seulement. Nous nous limiterons dans cette
seconde partie au cas ou le champ posséde un plan de symétrie que nous
prendrons pour plan de coordonnées xoz (fig. 1).

I. — EQUATIONS GENERALES DES TRAJECTOIRES
ET DEVELOPPEMENT EN SERIE DU LAGRANGIEN.

1* Equations générales des trajectoires.

Le lagrangien des systémes a deux variables a pour expression

Fyy z’)=\/(v + &)+ 2 (V4 o) \/_1 + Yyt 42" +y 7 Az
avee

lq| . 4l

2 m, ~ 2m,¢

N
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—_>
(V + ¢) est le potentiel scalaire et A le potentiel vecteur du champ magné-
* tique. ¢ est la tension d’accélération de la particule, ¢ sa charge, m, sa
« masse propre » et c la vitesse de la lumiére dans le vide. Les signes
(+) et (—) correspondent respectivement 4 des charges positives et néga-
tives et les accents désignent les dérivés par rapport a la variable z.
F peut s’écrire encore

¢)) F=NV4+{l+a(V+e)lr(Q+y*+2)1+xy27 Az
le terme correctif
A+ a(V + e)f/2
est dii a la relativité. L’approximation newtonienne est obtenue en négli-
geant les termes en a.
Les équations rigoureuses de la trajectoire s’écrivent :
d (2F | F éDF
' dx 3 AN dx | 0z
Ces relations sont trop compliquées pour étre utilisées sous cette forme
a partir de I’expression (1) du lagrangien. Pour pouvoir intégrer commodé-
ment ces équations, il est nécessaire de développer la fonction F suivant
les puissances croissantes de y, y’, z’.

2° Développement en série du lagrangien.

a) Expression du potentiel scalaire V + ¢ et du potentiel vecteur A.

Désignons par f (x) le potentiel dans le plan de symétrie de la lentille.
Le potentiel en un point quelconque peut étre développé suivant l’expres-
sion (1)

@ VaEy +e=f@- 52V 1@+ = 2,(— Y i (35) 1@

Le méme développement demeurant valable pour le potentiel scalaire
—>
magnétique V* (x, y), les composantes du champ magnétique H s’écrivent :

*

H(e.4)=— 5o =H..0)— 5 (1) H.@.0) + Yy () H@o

n=0

Hep)=—"3—= (g )0 +§ (1 ) B0+ —g( D

dV*
B4

H, (z, y) =— =0

1. E. Duranp, p. 367.
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Le potentiel vecteur A s’écrit

A, = Ay =0
1 . d .
EAz:yHI(x, o) — <d_> X, 0)+ ...
ou encore en posant B =
[A,=Ay=0o0
3) ' y/d ) , S o d N
A J— _J [ . — _' " -
A2 =B, (5, 0) ~{r{ ) Blro)+ e oD ) B0
\ n=o

b) Développement en série du lagrangien.
De la relation (2) nous déduisons

(V4o = filn - [ . +5£—'v_[l'.2 y*

4f1/a /3 2f 116 /./:'—
\’ &l/ﬂ_ /s O(f” . \ﬂ_ 1 /I!l yu
d’ou
@ (Vo) ) 14a (Vhe) | =S — My* + Ny*— ...
avec .
| S=hasens
, M=To a2
®) g
N— e g
165 | 3 2§\

En désignant par B l'induction dans le plan de symétrie, et en tenant
compte de (3) nous obtenons

®) (B 17 Az =() vy |B— % B +

D’autre "part on a
- "” 1 1/ 1 ” re 1 e 5%
©) 31+y —l—z'% :1+é(y +z')——g(y + 2 4+ ..
En portant (4), (6) et (7) dans (1), le développement en série du lagran- -
gien s’écrit : ’
) F(I}y}y/’z,)=F0+F2+F4
avec
F,=S

S
®) F,=—My’+2—(u”+z")ivByz'

4 Vl 5] 12 '8 2\2 ‘B”
® Fo=Ny' = 5y (" + 2 — g "+ 2 — Dy
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I’indice i indiquant le degré du terme F,.
YF, F, F

oy ey Az

Le terme F, ne joue aucun role car les dérivées

figurent dans I’équation des trajectoires sont nulles.
Le terme F, correspond a 'approximation du premier ordre, et le terme
.en F, nous donnera les aberrations du troisiéme ordre. '
Remarquons que, dans le cas d’une lentille purement magnétique, c’est-
a-dire pour’laquelle le potentiel est constant, les relations (5) se réduisent a

({ S=:12(1 +ae) 172
| M=N=0
Dans le cas d’'un champ purement électrique, on aura :

B=20 B”=0

2. — L’APPROXIMATION DU PREMIER ORDRE.
1° Les équations différentielles des trajectoires.

Les équations différentielles des trajectoires gaussiennes sont obtenues
en ne conservant dans I’expression du lagrangien que les termes du second
ordre. Elles s’écrivent :

-

d

amg JF, d

B Y L P ek
dr |y’ oy =0 de | 07 =0
soit, en tenant compte de (8)
. N d , g .
(10) @gsy +2My — () B =
11) d SzZ++vyBy!t= 0
( dl’ é [N iy ¢ ./ \ -
La relation (11) fournit I'intégrale premiére
. G v B _
12) ?=g (i) s Y C = const.
En portant (12) dans (10) et en posant
T=— %—(ZMS + +*BY)
nous obtenons
. Cod )y o 1B
a3) Ir SyS—Ty—iC S



176 M. LAUDET

2° Représentation d'une trajectoire quelconque par trois trajectoires particuliéres.

Désignons par y, et z, les coordonnées d’'un point-objet dans le plan de
front qui le contient (fig. 2).

éo‘} épu él}
\~\ Pp "’:ﬁ:’
:’E ‘0" .:‘
éo': ' 9o - 3:
I Y i Y
30P° Yo...3 I
."‘.. ,'.. —
z, X, x
Fia. 2.

Le systéme étant cylindrique on peut, sans nuire 4 la généralité, poser
z, = 0.

A un point-objet correspond une infinité de trajectoires. Nous indivi-
dualiserons chacune d’elles en nous donnant les coordonnées y, et z, du
point ol elle coupe un certain plan de front pris comme plan du diaphragme.

Soient enfin y et z les coordonnées du point ol cette trajectoire calculée
dans le cas de ’approximation du premier ordre couperait un plan de front
pris pour plan d’observation.

Soient h(x) et k(x) deux solutions de I’équation homogéne

. d ,
telles que I’'on ait :
§ h(z)=0 k(x)=1
h(xp)=1 k(xp)=0
et soit I(x) une solution de I’équation
d , . YB
(15) - SY%—TY__iS

nulle pour x = x, et x = =, (fig. 3).
L’intégrale de I’équation (13) satisfaisant aux conditions

y (x,) =y, Y (x) = Yo
s’écrit
(16) y=yok+yh+Cl
En portant (16) dans (12), on obtient
1—(+)yBl
a7 re= (@) Ik — (XS o+ ——————(-E)YB C.



CALCUL NUMERIQUE DES CHAMPS ET DES TRAJECTOIRES 177

z et C seront effectivement liés si
(18) 1—(x)yBl#0

4]

\ x oy °¢ / .
£
\‘l L

YA Y% Y%
Fia. 3.

A”

c’est-a-dire si 1/(*=) y B n’est pas solution de (15).
Supposons que la condition (18) soit remplie. L’intégration de (17)
donne

(19) z=ygoa+ Yy B+ C3S
avec
a=— [ 8k d:
o S
B— — x(j—_)%hdx

- 8:/1—1_(§)731dx

Déterminons la constante C par la condition
z(xp) = 2zp
nous obtenons

1
(20) C= 5 (% +yo > — 20)
En tenant compte de (20) et de (16) I’équation (19) s’écrit
. ap Bp )
y=u. (k—13) v (A= 13) + 2oy

< @D\ ﬁn) 3
= —_— — 3 — Zp —
2=0 (a 31)) +yp (B ip + 2 5D
soit, pour simplifier les notations :

1) Yy=y,a, (x) + ypa,(x) + za; (x)
2=y, b, (x) + Yo bg (x) + z b; (x)
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3° Correspondance objet-image.

Pour qu’il y ait stigmatisme, il faudrait que pour une certalne valeur
~de x, on ait simultanément

a, (x,) = 0 a, (x,) =0 by () =0 b, (x,) = 0
ce qui n’est pas possible. - e T
50“ 5;}

- o ——— e - — - - o

; : ] ; ;
' I | 2 |
[} ' ' 1 '
N : ! xe, : '
! ' : ' :
1 )
; % p ; | !
' % C Ed A / x; LY
] i ] ) [
Plon objel Disphragme Plan ”imcfge”
Fic. 4.

. Considérons les différentes trajectoires des particules émises par un
point-objet et venant percer le plan du diaphragme le long d’une droite
d’équation (fig. 4). , , ,

x = ay, y=1

Les coordonnées (x, y) des points ol ces trajectoires coupent le plan
d’observation sont obtenues en éliminant .z entre les deux équations (21).
On trouve

b, — L, — \
(22) z:Jy__a'_sa__IZ'_ﬁ* y, — ngyb

3

C’est I’équation d’une droite dont le coefficient angulaire

11—(+)YBI
@3 gor—=1

a‘&

est indépendant de y, et de y,.

Il en résulte que, si I'en déplace la fente d’équation y = y, parallélement
4 elle-méme, la droite précédente se déplace dans le plan d’observation en
demeurant également paralléle a4 elle-méme, On obtiendrait un résultat
analogue en déplacant le point-objet.

La droite précédente sera indépéndante de la position de la fente dia-
phragme si I’équation (22) est indépendante de y,, c’est-a-dire si l'on a

a,b,—b,a,=0

soit

(24) hf 1’"(+)Y£'d +1/ 4 12 hdac_O

Lo Lo
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Toutes les trajectoires issues du point-objet y, coupent le plan de front
x; défini par (24) suivant une droite unique que 'on peut considérer comme
« I'image » du point-objet. La relation (24) peut étre considérée comme
Uéquation de conjugaison entre les plans de front « objet » et « image ».

Contrairement aux systémes de révolution, on n’a pas une correspon-
dance ponctuelle objet-image, mais une correspondance point-droite.

On peut donner a la condition (24) une forme plus simple. \

Les fonctions h(x) et l(x) satisfaisant respectivement aux équations (14)
et (15), nous avons

d | . _
@ |°h g —Th=0
d
- SSI' %—Tl:i'
dx {
Multiplions la premiére équation par [ et la seconde par h, et retranchons
membre 4 membre ces deux égalités, nous obtenons

d | ] vy B

— Sl — h'D {§= +**— h

g |3 M D ff=

En tenant compte des conditions initiales
h(x,) =0 l(x,) =0

nous obtenons ;
« ~ \ £ Y B
25) S (hl' — K1) = / SR
soit, en portant (25) dans (24) : '
(26) ne fEEET B e s - oy =0

D’autre part, la comparaison de (26) et de (23) donne pour coefficient
angulaire de la droite image

tg 6 = % (h Ui — 1 h'")

4° Objet « éclairé » par un faisceau paralléle & I'axe Ox.

Proposons-nous de déterminer la trajectoire d’une particule issue d’un
point de coordonnées x, y, z, et dont la vitesse initiale v, est normale au
plan de front x, (fig. 5).

Désignons par y et z les coordonnées du point ou cette trajectoire perce
le plan de front d’abcisse x. )

Les conditions initiales relatives a cette trajectoire s’écrivent :

(27) Y (x,) =y, Yy (x,) =0
(28) z(x,) = z, 2 (x,) =0
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La relation (12) donne, en tenant compte de (27) et de (28)
(29) C= = yByw,

éol 43

- o0
!\
'l
’
,'
'l

Q

8¢

e - - ——- 0

Fia. 6.

Soient h, et k,, deux solutions de I’équation (14) et [,, une solution de (15)
satisfaisant aux conditions (fig. 6) :

h,(x,) =0 k,(x,) =1 L(x) =0
h,y () =1 Ky (x,) =0 vy (x,) =1
%4 YA
! A, (x)

{90(:7

Fia. 6.

En remplacant C par son expression (29), l'intégrale générale de (14)
s’écrit
y=Cyh +Cok, =yByyol;
Nous déterminerons les deux constantes C, et C, en écrivant que y satis-
fait aux conditions (27).
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Nous obtenons

(30) ’ Yy=1Yo 3k1i7B0(11‘—h1)}

En portant (30) dans (12) et en intégrant, nous avons :

z dx |
Z=zoiyo/ _S“'3YB0-YB[k4——-’_‘(Bo(11—"h()]§
Lo
Soit, en définitive : ,
y=y,a(x)
(31) 3 z=Y,b(x) + 2z,
Lorsque le point-objet P, est placé dans une région ou le champ magné-
tique est négligeable, les coefficients a(x) et b(x) se simplifient et deviennent
a(x) =k, (x)
b(x):—fxi%k,dx

Dans le cas d’un systéme purement électrostatique, ces coefficients se
réduisent a

a(x) =k, (x)
b(x) =0
et les équations (31) s’écrivent :

y=y,k, (x)
Z2=2,

(32)

Si le plan d’observation est situé dans le plan x, défini par
(33) a(x) =0
on obtient

y:
; 2’=Zo—(i)‘.'Bo.ll.,_/m:aﬁds—ac

Quelle que soit la forme de I’ « objet » situé dans le plan de front x,
son « ombre portée » dans le plan x = x, est donc un segment de droite
défini par (34).

En particulier, si I’on considére un faisceau de rayons incidents parallé-
les dans une région ou le champ est négligeable, la relation (33) devient :

ki(x,)) =0

Le plan de front ainsi défini qui correspond au plan « image » conjugué
d’un plan objet 4 I’infini par rapport au systéme, peut étre considéré comme
le plan « focal image ». Dans ce plan, la droite y = 0 conjuguée d’un point-
objet situé a l’'infini dans la direction Ox sera la droite focale image.

39

« Ombre portée » d’un carré.
A un carré de coté ¢ situé dans le plan de front x, (fig. 7), les relations
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(31) font correspondre en général un parallélogramme disposé comme il
est indiqué sur la figure (8). '

éh

3 A

0

¢t
c p c
...... d -l -

v . yo

c
Fie. 7. Fic. 8.

Pour que ce parallélogramme soit un rectangle, il taudrait choisir le
plan d’observation x de telle sorte que I’on ait :

* 1.
(35) . f EYBU_ ‘A/B[ki —_’—_7 Bnyo(li_—hn)i i %:0
Si 'on voulait que ce parallélogramme soit un carré, il faudrait de plus
(36) kixyB, § L, —h, | ==1

f
Dans le cas d’un systéme électrostatique, la condition (35) est toujours
réalisée, et la condition (36) se réduit a

k,==1
« Ombre portée » d’un cercle.
Au cercle -yt zer=1

situé dans le plan objet x, (fig 9) correspond dans le plan de front x I’ellipse
(fig. 10). '
L1 4+ b°

. b - .
37 y p —2ayz+z—1

Si la condition (35) est satisfaite, I’équation (87) se réduit a

-y]— + =1
a

et l'ellipse admet oy et oz pour axe de symétrie,
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Enfin, si (36) est remplie, on obtient un cercle égal au cercle objet.

5 5

3

s
K
@

al
N

Fic. 9. ’ Fic. 10.

5° Application au cas particulier d’une lentille purement magnétique.
Une telle lentille est caractérisée par
| Sy =¢72(1 +ae)l/?

I M=N=0
et les équations différentielles des trajectoires s’écrivent
\ 7= L —(i)'/‘B!/
(38) S, i S
| ) y' +i"’z—B’y=+9YB
: N -S, S,

\
Il est possible d’obtenir la solution analytique des équations précédentes
dans le cas ou l'induction magnétique B dans le plan de symétrie est de la
forme (champ de Glaser)

B=B G
La figure (11) donne l’allure de la variation de B/B,
AB/8,

Fic. 11.
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La constante ¢ est demi-largeur de la courbe correspondant & B/B, > 1/2
Posons

X=E Y='11 z=£
c c c
— 1B L
[ k=xi5re K=y
Le systéme (42) s’écrit
dz Y
x =Kk
£ Y 3 k]
1+ x4 d—x-,-{-kY Kk (1 + X*]

Posons encore
X = cotg ¢
| Y=u/sing

Les équations précédentes deviennent :

dZ u K
(39) o= K Tsms
| & u . Kk
@0 d<9’+(l+k)u—singo

Nous poursuivrons la résolution du systéme dans le cas particulier ou
k2 = 3. L’équation (44) donne dans ces conditions

“n %==i\§’§(‘ﬁsin2@+Cgcos2cp+2sincp

[:l-l-cos:pLog‘tg;‘:Ig

En portant (41) dans (39), nous avons :

Z . 1
i.—-cotgq>+3% C,smcp+C,[§Log

tgg‘—cou;_l
%
tgélg + C,

Enfin, en revenant aux coordonnées initiales, nous obtenons I’équation
de la trajectoire sous la forme paramétrique

+ sin o Log

g=cotg<p

y cos 2o
-—:_—-_,':C‘COS:P-F . +C0$®L0g‘tg + 1
+/ 3ck 2sing 2
z . 2
?Iz:cotg<9-|-3 C,sm.p+C,[§Log tgél coscp]

3§+C,
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Placons le diaphragme au centre de la lentille et proposons-nous de
déterminer I'image d’un point situé dans le plan de front
r=c
11 suffit de déterminer les quatre constances C,, C, C; et K de telle sorte
que dans le plan x = ¢ qui correspond 4 ¢ = 7/4 on ait
y=1Yo z=0
et que, dans le plan = 0 obtenu pour ¢ = 7/2 on ait

y=1u z2=12
On trouve
g [ 1505 -0,170 —0,170
y= gyo| —0,503 | cos s —0,053 c—‘s’]s-n%‘f +0,945 <1+cos o Log | tg %])
~+zp |_—0,127 +0,238 +0,238
g, [ 2.607! —0,591
4z—yo | —0,872|sine —0,191 [% Log | tg } — cos ¢ ]
—+zp L_—0,219 | +0,823
—0,098 —2,607

+0,546 l:cotg v + 3 sin ¢ Log | tg % [l +0,872

+0,137 _ +1,219

de la forme
o Y=Yoa, + Yo A, = 2y Q4
*z=y,b, + b, =2 b,
Dans le plan de front x on obtient une droite d’équation

*+a;z,—b,y=(byaz—a, b;) Yy, + (b, ag— a, by) Yo
qui sera indépendante de y si I'on a :

b,a;—a,b; =0
Cette relation est vérifiée pour
¢ = 155°445
et I’équation de la droite « image » du point P (c, y,, 0) s’écrit
x

= — 2,189
c

+z=6201y+ 7,263y,



CHAPITRE II

L’ABERRATION CHROMATIQUE

Les équations (17) et (15) sont relatives a4 une valeur ¢ de la tension
d’accélaration de la particule. Pour une valeur voisine ¢ + Ae de cette ten- -
sion, ces équations deviennent respectivement :

d ;

- . o , oy 4
“2) - | (S+a8)(y + ay) P (T +aT) (y + ay) = S
. C B

En retranchant membre a4 membre (42) et (17) d’une part, (43) et (15)
d’autre part, nous obtenons, en nous limitant aux termes du premier
ordre : )

(;1 \S(Ay)g—TAy:: ) (AS,/)—nM y -+ CYS—I?AS%
.,ﬁ_/_ A
(3z) = 35,A5+ BA\5>§
Posons
{ d v B )
—— (A — i
2d(%z/) ATJ—i—Cg,A
— Vs a(Y)
AQ = S bi'B'\ks%
Les équations (36) et (37) s’écrivent
(44) : Lg gy —1 ag=ap
| P I A T
(45) (az)” = AQ

Les conditions initiales relatives aux deux trajectoires ¢ et ¢ + Ae étant
les mémes, nous avons

(46) (Ay)e=0 (Ay),=0
‘ (Az),=0 (Az), =

Soit I (x) une solution de V'équation (18) qui ne s’annule pas pour x

compris entre x, et x;. Par combinaison linéaire des équations (18) et (44),
nous obtenons

d - : )
ar S{L@y)y —1I@y! ) =
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soit en intégrant et en tenant compte de (46)

1 (ay) —1I (Ay):%[jlﬁpdi,

0

Cette équation peut s’écrire encore :

d {3y 1 /-" .
— = AP d =
dvl 17y~ st /., Labdz,

d’out I'on déduit par une nouvelle intégration

En portant cette valeur de Ay dans AQ-et en intégrant (45) nous obtenons

Ay:l

Az = T A Q drx
AP et AQ étant des fonctions linéaires de y,, Y» et z,, 'image d’un point est
encore une droite. Signalons que, au point de vue qualitatif, ce résultat se
déduit immédiatement des relations (21). i

A A A
(30 éo éi. o
b%
Y/
% 3
Zo Yo z, Yo
(&) %)
Fic. 12.

‘ Considérons un point-objet P, de coordonnées (fig. 12a)
r=x, y=1y, z=0
et un diaphragme d’équation (fig. 12b)
=T Y=1UYo
Pour une tension d’accélération ¢ on obtient dans le pian de front x;
conjugué au plan xr = x, une droite D: d’équation

. (g v (cl‘b,—b‘a3
o (13)5‘/ a, >s Yo
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Pour une valeur ¢ + Ae de la tension, nous avons une droite d’équation
(fig. 12c) ‘

z = éﬂ) _ ((l, bs - b; as) . /(12 bs —" bs aa) '
_—<as e+ Ae y a e+ Ac Yo k a e+ Ae yo

3 8

faisant avec De un angle A6 défini par

(&)erac™ @)
a,/e+Ae a, je

tg A6 = 1+<b,> b3>
a,/e+Ae ((;: €
ou
tg A0 = o, Ac
avec '
b
=, = (=2
Sy et tg o (a )e

L’angle Af caractérise Paberration chromatique de rolation. 11 est indé-
pendant de y, et y, et n’existe qu’en présence d’une induction magnétique.
Désignons par 8 et 8.4a. la distance de lorigine aux droites D
et D.ia. (fig. 12 ¢). La différence
5 == 8.4a. — 0¢
caractérise Uaberration chromatique de translation,

Elle a pour expression :

(aa bs - ba aa) y, + (az bs - bz as) o (ai ba — ba aa) Yo

5=

Va: + b2 e+A: Va: + b2 e
soit
3==1}65, Y, + 50 Yn ! Ae
avec
a, bs - bc a, '
G5, — —_—
\/a'j + Dbl e
\/a§ + b2 e
8 est nul pour
Yo=1y» = 0.

On passe donc de D. & D.ia. par le déplacement produit de la rotation 6
et de la translation § normale 4 D, .

Pour la méme position du point-objet P, (fig. 13 a) considérons dans le
méme plan de front x = xp, une fente diaphragme d’équation (fig, 13 b)

Pp—d<y<y,+d.
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Pour la tension e, I'image de P, dans le plan x; conjugué de x, est la
droite D. .

Iy
30 50‘

SR A SR

(@) (3)

Fia. 13.

Pour la valeur ¢ + Ae¢ de la tension, les plans x, et x; ne sont plus
conjugués et la droite précédente devient une bande lumineuse (fig. 13 ¢)
paralléle a la droite D.+a. et de largeur

b, —a,b
: A..——-_2dia' e

va:+ b;

e+ Ae

Soit, en tenant compte de o

A= 2dos Ac
A tend vers zéro avec 'ouverture 2 d du diaphragme. Elle peut donc servir
a caractériser Paberration chromatique d’ouverture.

On peut enfin définir une aberration chromatique longitudinale par la
distance Ax; séparant les deux plans de front image x; et x, + Ax, conjugués
d’un méme plan de front objet x, et correspondant aux deux valeurs ¢ et
e + Ae de la tension d’accélération des particules.

Les conditions de conjugaisons entre les plans images x; et x; + Ax; et
le plan objet x, s’écrivent :

(a, b, — b,a,) ., zi=0
(a. bs——- b, a,),+A.,mi+Ami=0

Nous en déduisons

Az — (as bl—bnas)‘

—_ A
' ((l, b: - bs as)'x )



' CuAPITRE III.

L'’APPROXIMATION DU TROISIEME ORDRE
1. — LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DES TRAJECTOIRES.

Il suffit de considérer les termes F, et F, dans I’expression du—lagrangien

Les équations de la trajectoire s’écrivent alors

) d aF,> N aFg> _{d [F\ WF,
%) -G =& -7
d /F, _d |,
(48 i G ) =5

Les seconds membres de ces équations contiennent les termes du troi-
siéme ordre en y, y’, z. Nous pouvons donc, a la méme approximation
remplacer y et z par les solutions relatives &4 I’approximation du premier
ordre. ‘ ) ‘ ‘

Désignons par y + Ay et z + Az les solutions (47) et (48) pour les dis-
tinguer des solutions y et z des équations (13) et (14). En retranchant
membre 4 membre (13) de (47) et (14) de (48), nous obtenons

y d g ol () -v:_<£<«\_11>_~°_FJ
49) dJ:.(SAyﬁ.FZMAy (H)vBaz ?dac S ‘\yg
d (. . | d [3F,
dr bA”i{BAUS—._E<Dz’>

Cette derniére équation fournit I'intégrale premiére

)F
(30) Sar+yBay=— g—zl—‘

En portant (50) dans (49) et en tenant compte de (16), on obtient :

d ) +vB oF d [/oF, oF,
D a;:SAy’g—'l‘Ayz—(i){—S-g‘ ) )—@

Les seconds membres de (50) et (51) sont des fonctions connues de x
puisqu’on y a remplacé y et z par les solutions supposées connues de ’appro-
ximation du second ordre, '

On aura Ay en résolvant (51). On obtiendra ensuite Az en portant cette
valeur de Ay dans (50) et en intégrant.

Les conditions initiales étant les mémes pour les trajectoires (y, z) et
(y + Ay, z + Az), nous avons '

(52) (ag)o =10 (ay), =
(53) (az), =0 (az) =

ldz \3y’

I
S <
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2. — INTEGRATION DES EQUATIONS DES TRAJECTOIRES.

Par combinaison linéaire des équations (18) et (51) nous obtenons

d | 2 dS | vB )F, DFE d {F,)
— 'Sy — — ISl = —_— =1 =
lda:(,S y& A‘I/d./r;{ ) ( )k 2y dwg‘\y';
ou encore
d {op d /3] vB oF, F, OF, d ) O,
i) Stz (F D=l G5y @ 'y
~ En intégrant du plan obJet = xo au plan d’observation x, on obtient :
' ) 2 h
ﬁ’_ﬁé}LZ:TU,o(_F,)_ / [( y_}s 2F,_OFT) R
de | 1 {7 St{°\\y'/, \J S, S w2 Wy 2y
- Une nouvelle intégratlon donne, cn tenant compte de (52)
bF |
5 Ay = —1 z
€2 | vB2 oF, ,F, .
"1-./-‘, bl’f I[—?.\'_E]"Iag'gd“
La relation (50) donne ensuite, compte tenu de (53)
T d &€X
(35) Nz=— / F %’

3. — EXPRESSION DES COEFFICIENTS D'ABERRATION.

En dérivant la relation (10), nous obtenons les expressions des dérivées
partielles de F,

F i3 Vi I;”

E—”Wy —M@" +:)y— (+)—J 2

DF S i) s I

Wz—MI/ y——(u + 2%

DF S s i3 ’ YB” 3

=M St — (D)
Soit, en tenant compte de (29)

F,
(56) S =80 Byl o€yt oDy '+ 2E, g, g 2
+ F, g, '+ G, yo’ + H yp* 20 + 1, yp 2’ + J, 20*
avec
T s s re YB” ’

A, =4Na' — M@+ V)a, — (%) a’b,

B, =12Na'a, — M | 2aq, (a',d, + V', b)) + (@ + b Na

— (*) % Q2a,a, b, +a’d)
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C,=12Naa,— M

2q, (a, ', + b, b) + (@ + b)) q f

- (_—'_) Yl; 1 + ai, b")

D, =12Na,a’ — M

2al (a’l a’i + b’l b'ﬁ) + (all’ + b’!’) al g

— () *2

2 + aﬁ’ b,l)
E|: 12Nala! a3 - M ; al (a'g a,8+b'! b,3)+a2 (all a,3+b'l b'3)+a3 (a,i. a,1+b,| b’!) S

B .
— () Y—z_ (a,a, b, +a,a b, +a ab,

F,=12Na,a’ — M 3 2q, (d, @, + b, V) + (@) + b)) a,

(+) (2aab’+a b))

G,=4Na, — M (a, + V) a, — (i)

=12Na,'a, — M s 2a,(a',a', + V', b',) + (@’ +b)a,

— @) —(2a a,b, + a'b)

,=12Na,a", — M 3 2a, (a, d', + b, b',) + (@ + b*)a,

—(+)Y (2(1 a, b, +a,b)

J,=4Na' —M (@, + b)) a, — (+) B 5

On obtient de méme

)F,
(57) A g’ + B,y yp + C,y’ 2o+ Dy, yo* + 2E, g, yp 20

+ F,y, 20" + G, yo’ + H, yo" zo + I, yp z0* + J, zp°

avec

A,=—Ma'd, — ; @@+ bva,

B,—— M (2a,a,d, +a'd,) — g 5 2, (a, d, + b, b)) + () + b)) a',g
C,=—M(2a,aq,d, +a’d) —; 20, (d',d, + b, ) + (@' + b)),

D,=—M(2a,a,a, + 'a,)— g 2d,(a,a',+ b b))+ (a;} + b)) a,
E,=—M(,aq,a,+a,aqa,d, +a,a,ad)— ; a,(d,a, +b,b)

+ a'l (a’l a’l + b’l b'l) + a" (a'l all + b’! b’!)g



CALCUL NUMERIQUE DES CHAMPS ET DES TRAJECTOIRES 193

Fo=— M (20,a,d, + 0 @) — 5|2, @ d,+5,b) + (@ +b)a,

G,=—Ma’a, —-(a + b)),

H=—Maa,d, + a’a,) — %

2, (d, d, + b, ) + (@ + b)) d,

I! == M (2a. al a'! + al' a'l) - ; 20'! (a” a,’! + b,l b") + ((I'Il + b’l‘) all
J- =—M at’ a'a - ; a'l' + b'a.) a'n
On a enfin
(F
(58) =AY +B,y'yp+Cy'zo+ D,y yo* + 2E, y, yo zp

2z
+F,y,20" + G, yo’ + H, yo" 20 + L yp 20" + J, 20’

Avec
A,=—Ma}b, ———(a FENY,— () B e " a?
B,——M (2a,a,b, + a’' b) —> 5 2, (a, a, + b, b)) + (@ + b b,
— (+) —]i a'a,
Co=—MQ@a,ab, +a b)—3 §2b', (@, @, + b, b)+ @+ b,

1B’
-5

al' al

D,=— M (20,a,b, + a' b) — ; 5 20, (a, d, + b, b)) + (a) + b)) b,

B'
-5
E,=—M(a,aqb +a,4aV, +a,q, b')-—--gb’ (a,a', + b, b")

'ai

+ b’l (a'l a’l + b'l b'l) + b" (a'l a'l + b'l b’l) ; - (i) YT al a

=—MQ@a,abd, + a'd) —- §-

20, (d' a, + b b, +(a)} + b)) b,
— (+) 5 a’a,

] ’ S rs re U]
G, =—Ma,'b, — 5 (@) + b)) b _(i)Y_s‘

18
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Ho=—M@aa,b, + a'b) — 3 120, @,d, + b0 + @2 + b)Y,

— @ Faa

L=—M(Qa,a b, + a’b,) — TS ; 2b', (a'g a,+ b, b))+ @} +bHb, %
— (—I—) —a,a;
: LI N S re '
J,=— Ma, b, —_‘_(a3 +b' D, —‘(i) ‘___

En portant (56), (57) et (68) dans (54), on obtient

(89) Asy=Ayy’+ Byy’yo + Cyy’ 2o + D, y, yo* + 2E, Yo Yo 2
+ F,y, 2" + G, yo’ + H, yo* Z[)-{—I»ynm +J, =

avec , _
K,=1 IbT},—s-(lKg)o—IKigdi

’ —I_/(j bl" [—i— K—~K1—l

avec K=A,B, ..., J. v

De (55) on tlre en tenant compte de (59):

(60) AzmAzy,,+Byu yD+ConD+Dny) +2E yoynm
+F.y "+ G, yo'+H,yo’ 2o + I, yp2p* + J, 20’

avec

Kz:—/% zinKerK“ 5 avecK=4A/B, .. J.

4. — CLASSIFICATION DES ABERRATIONS.

Nous déterminerons les aberrations correspondant aux différents termes
de Ay et Az en considérant les rayons émis par un point objet (y,, 0) et en
venant percer le plan du diaphragme le long d’une droite d’équation

Y = Yo.

1° Aberration 'sphérique.
I;]!le est exprimée par les termes indépendants,dg Yo

A, =G, yo' + H yo' zp + [ yp 20" + J, 20’
( A, =G, yv'+ H yp zo + L yp zp° + J, 20’

Ce sont les seuls qui subsistent quand le point objet est dans le plan de
symétrie du systéme. ' )
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2° La coma.
Elle correspond a ’ensemble des termes proportionnels a y,

; Ay=y, {D,y* +2E, yozo + F, zp" |
Az =y, {D,yv*+2E, yopzp + F, 2" {

3° L'astigmatisme et la courbure de champ.

Elle est relative aux termes proportionnels a y,2
{ Ay=y’ {B, o+ ()
Az = g2 { B.y, + C, zn}

Elle devient prépondérante poir des points éloignés du plan de symétrie.

4° La distorsion.
Elle est caractérisée par leé termes

Ay = A, 4,°
Az = A, y,i.

Elle existerait méme si la droite était dans le plan de symétrie de la
lentille. : o ) .

5. — ETUDE DE QUELQUES COURBES D'ABERRATION.

Soient y et z les coordonnées du point P oli un rayon couperait le plan
d’observation si les conditions de ’approximation du second ordre étaient
satisfaites. ,

En réalité, les coordonnées du p"oin't‘ d’intersection sont

y, =y + Ay z, =z + Az

Nous nous proposons d’étudier le lieu des .points P, (y,, z,) correspon-
dant aux rayons iss‘us' d’un point lumineux P, (y,, 0) et s’appuyant sur une
fente d’équation y = y,. ,

Nous savons que le lieu du point P (y, z) est une droite (§) d’équation

Y=Y Tt Y@ + zpay

)
() Z=y0b1+ypb2+zl)bb3.

Pour étudier plus commodément les déformations de "cette courbe
lorsqu’on s’écarte des conditions de I’approximation du premier ordre, nous
prendrons pour axe Z’ Z la droite () elle-méme, et pour axe Y’ Y l'axe issu
de 0 et normal a (8) (fig. 14).

Ce changement d’axe est défini par

gh —— L
(61> . tg ea - b.
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et

~

a,b,— b, a, a,b,— b, a,
= + Yo

n=1y

" Vel + b Va' + b
a,a,+ b, b, a,a,+ b, b,
oA gy
Va! + b} Va + b

£

=¥

1(9.%)
e

¢ "

Fia. 14.

2

Dans. ce nouveau systéme la droite (§) a pour équation
Y=0 Z=zp Va'+b,'

et les coordonnées du point P, (y + Ay, z + Az) deviennent
Yy, = Ay cos 8, + Az sin 6,
z, = zp Va3, + b2, — Ay sin 6, + Az cos 6,.

Soit, en tenant compte de (61)

Y’ _ — e b' A yg—a, Az

(62) 1 ‘
Z = —_— 2 V4)) (a,' + bl.) + a, Av-l—b. A‘
Va,! + b,

Nous étudierons tout d’abord le cas ot le point objet est dans le plan de
symétrie du systéme (y, = 0) et nous suivrons les déformations de la courbe
lorsqu’on déplace la fente du diaphragme parallélement a elle-méme et nor-
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malement au plan de symétrie. Ce sont les aberrations relatives a 1’ouver-
ture du faisceau. -
Nous supposerons ensuite que la fente du diaphragme est dans le plan
de symeétrie (g, = 0) et nous déplacerons I’objet normalement 4 ce plan.
Ce sont les aberrations dues aux dimensions de ’objet.

1° Aberrations dues & I'ouverture du faisceau.
En faisant y, = 0 dans les équations (59)'et.(60) nous obtenons

63) Ay =G, po' + H, yo'zp + I, yo 20" + J, 20’
Az=G,yo"+ H, go'zp + I, yp 20" + J, 20’
Soit, en portant dans (62)

! 3 (ba Gy —a, Gz) yDa + (b: Hy —aq, Hz) yD’ Zp

Y, =——
Va + b}

+ (b, 1, —a, L) yo 20* + (b,J, — J) 20’

1 ,

Z,= ———3 (@' + b)) + (@, G, + b,G) yo’ + (a,H, + b, H) o’ 2o
\/as’ + ba’ /

1

+ (as Iy =+ ba I:.) Yo zp* + (aa Jy + bs J:) zp’

ou encore avec des notations différentes

Y4= «, yl)u + a, yD! Zp + «, Yp zp® + a.zD‘
Z,=Xzp+ 8 Yo'+ B Yo' zop+ 8§, Yo ' + B, 20’
Faisons le changement d’axe défini par

(69)

(65) g Y’ = (Yl — % yD') cos 0, + (24 - po yD') sin 05
Z! == (Yl — % yD') sin es + (Za - go st) cos el
avec
o yDl
tg h, = —t 20
g L] )‘a + ﬁ‘ yD’
et posons
Y= a,cosf, + B,sin g, ¥3= azcosf, + B;sin g,
p=—a, Y sin b, + (A2 + B, y%) cos 4,
8§, = —a,sin @, + B, cos b, 8; = — ay sin 6, + B; cos 0,.

Les équations (65) s’écrivent

Y,=1+, yp ' + v, 2’

66
(66) Z,=uwzp + 3, Yoz’ + 3, 2’

Les courbes représentatives sont tangentes a l'origine a ’axe Z’, Z..

1
Elles ont, en ce point, une courbure ;— dont le développement en fonction
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de y, limité au terme du troisiéme ordre a pour expression :

3

g, + 2
(67) 1y > yD_Qwﬂ Up

P /\6

~

a) Le diaphragme est dans le plan de symétrie de la lentille. -

Dans le cas ol le diaphragme est dans le plan de symétrie de la lentille.
c’est-a-dire pour y, = 0, les équations (64) et (67) se réduisent a

Yl:o(3 ZDS 1
7 . 3 -
Z,=3*zp + 8, zp e

=0
et la courbe représentative a ’allure indiquée sur la figure 15.

Z

F1c. 15.

Lorsque z, est suffisamment petit pour que I'on puisse négliger les termes
en z%, c’est-a-dire dans le cas de ’approximation du premier ordre, nous
retrouvons la droite (§) d’équation

y, =0 Z, = A2z, .

b) Le diaphragme est situé prés du plan de symétrie de la lentille.

Dans le cas ou le diaphragme est siué trés prés du plan de symeétrie de
la lentille, nous pouvons négliger les termes en y?, et y*. Les équations
(64) s’écrivent alors

Y, =« ypzp' + oz; ZDSv
Z,=¥z+ B, yo 20" + 8, 20’
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et la courbe représentative (fig. 16) au voisinage de ’origine est un arc dont
la courbure a pour expression )

1

—=2 =
A

zZ,A

(§)

Fi1c. 16.

¢) Le diaphragme n’est plus au voisinage immédiat du plan de symétrie de

la lentille. . .

Si le diaphragme n’est plus situé au voisinage immédiat du plan de symé- -
“trie de la lentille, il faut tenir compte des termes en y2 et y2.

Nous avons alors un arc de courbe (ﬁg. 17) dont la courbure est donnée
par (67) mais n’admettant plus pour tangente la droite (§).

ZyA

o\

($)

Fic. 17.
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2° Aberrations dues aux dimensions de I'objet.

En faisant y, = 0 dans les équations (59) et (60) nous obtenons

sy=Ayy' +Cy'z+F, g2 +J, 20
Az==A, y/ +Cz ¥, 7 +Fz y,ZD. +Jx zo’

Ce sont des équations analogues aux relations (63). On aura donc des
phénomeénes semblables en déplagant le point objet ou la fente diaphragme.



CHAPITRE 1V.

CAS PARTICULIER D'UN SYSTEME ELECTROSTATIQUE PUR

I. — L'APPROXIMATION bU PREMIER ORDRE.

1° Equation différentielle des trajectoires gaussiennes.

Dans le cas particulier des systémes électrostatiques purs, les termes
F,, F, et F, du lagrangien se réduisent a

F,=S
2 S s )
F,=~My+2-(y +Z)

M : ] re S s 18\$
F,=N'—5 'y +z)——8(u + ")

4 ¥

et les équations différentielles des trajectoires gaussiennes se simplifient et
s’écrivent :

(68) Far— —(S:—

, d
(69) H(Sy’)-&-ZMy:O

2° Correspondance « objet-image ».

L’équation (68) s’intégre immédiatement et donne

LS
To s =zp b (%)

/1‘0 dx o
AU
Soient h(x) et k(x) deux solutions particuliéres de (69) satisfaisant aux
conditions aux limites :
h(x,) =0 s k(x,) =1
| h(x) =1 ? k(xp) = 0.

L’intégrale de (69) pour laquelle on a

(70) z=1p

yax) =y, et y@) =
s’écrit
(71) y = Y, k(x) + yo h(x) *
et la condition de conjugaison entre le plan « objet » x = x, et le plan
« image » x = x, se réduit a

h(x;) = 0.
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Dans le plan x; conjugué du plan , (fig. 18), la droite « image » a donc
pour équation o

y =y, k().
G 44 AN
’%', h(x)
' 1
Yo
x

Fic. 18.

3° Plan focal image.

Les conditions initiales relatives & la trajectoire d’une particule’ issue
d’un point de coordonnées x; y, z, et dont la vitesse initiale est normale
au plan de front x, s’écrivent

) Cy(x,) = Yo z2(x,) = 2,
(72) (73)
y'(x,) =0 2'(xy) = 0.
L’équation (68) -donne, compte tenu de (73)
zZ =z,
Soit k, (x) une solution particuliére de (69) satisfaisant a
k,(x,) =1 k', (x,) = 0.
L’intégrale de (69) vérifiant (72) s’écrit (fig. 19) .

y =1y, k (x).
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Si.le plan z, est supposé situé dans une région ou le champ est négli-
geable, le « plan focal image » sera défini par

ky(x;) =0
YA
l/‘
' Y(x)
y? é/ (x)
l“ . >
Zo A
Fic. 19.

et la « droite focale image » aura pour équation y=0.

2. — LES ABERRATIONS CHROMATIQUES.

Quelle que soit la tension d’accélération ¢ des électrons, les droites
« images » demeurent paralléles au plan de symétrie du systéme. Il n’y a
pas d’aberration chromatique de rotation

o, = 0.
L’aberration chromatique de translation § se réduit a (fig. 20)
8= { Ky, + 1 yo } Ae

d’ou
59 — k’s Osp = h’ .
V‘U
8l o
2. p N el
% % % % A %
(a) (b). (¢)

Fie. 20.
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On en déduit I’expression de I’aberration chromatique d’ouverture

A=2d h" Ae,
-Enfin, I’aberration chromatique longitudinale a pour expression
A .’Ei = — ,I;' : Ae

x

3. — LES ABERRATIONS DU TROISIEME ORDRE.

1° Equation différentielle des aberrations,

Les équations différentielles relatives aux aberrations du troisiéme ordre
se simplifient notablement. Elles s’écrivent en effet :

d » _ d (JF, JF,
b 2 Saw |+ 2May=— | (5 — 7]
. d o d /dF, '
(@3) a?“’%**a(v)
L’intégration de (75) donne
zi 1 JF,
76 (Az)i__lo S5
Par combinaison linéaire de (74) et de
i)sh' ‘ +2Mh=0
dx ,
nous obtenons -
d | D d (3F,\ F,
i sy o= 2 () - 35
En intégrant du plan « objet » x = x, pour lequel nous avons
h(x,) =0 - Aag), =0 (Ay)’ o =10

au plan image défini par
h(x;) =0
* nous obtenons -

wmry b 2 d d
S(hay' —nay)! =fx §:—w(hﬁ'>—<th‘+h' F‘,)de

— y’ 2y oy
soit
1 = [-. F, °F,
an o= /x' Lh R a_y,] dar

2° Expression des coefficients d'aberration.

En tenant compte des expressions (70) et (71) de z et de y nous trouvons
successivement
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~

F
(78) )_;;=A‘ y, +B,p’yo+ D, y, '+ F, y,20° + G, o’ + I, yo 20’
avec
A, = 4Nkt — Mkk”
B, = 12 Nhkz — Mk’ (2 kb’ + hk’)
D, = 12 Nkhz — Mh’ (2 hk’ + kh’)
F, = — Mkb’
G, = 4 Nh®— Mhh’*
I, = — Mhb”?
F
- (19) T;;?= A y'+B,y' yo+D,y, yo'+ F, y,20' + G, yo’ + Lyp 20’
avec
] U S t ]
A=—MEK—5kK
. 3o
B=—MKk@hK +kh)—5Sk*h'
D,=—MhQ@kh +hk) ——g—Sk’h"
S ’ 9
F,=—3k'b
t ] ] S‘ /8
G, =—Mnh —zh
S a
L=—ghb
)F .
(80) . g,‘= C,y' zo+2E, y, ypzo + H, yn"zD + J, zp'
avec
S
Co=—MKb— k¥
S
E,=—Mhkb —g KV
S
H=—Mhb —gh"b
‘ S ..
Jy=—35b

En portant (78) et (79) dans (77) et (80) dans (76) nous obtenons

@D (ay)=A,y,"+B, y’yop+D,y, yo’' +F, y, 20" + G, yo' + I,y p 20’
@82) ((az),=Czy,20+2Ez y, yp2zp+ H, yo'zp + J, 2.}
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en posant

\ K, = 1—/[h K, + I'K]de avecK=A, B, D,F,G,I
) S, by Ja,

) o

| K=~ f < de © avecK=C E H,J

3° Courbes d’aberrut{ons.

Une étude analogue a celle faite dans le cas général nous conduit en
définitive a distinguer les aberrations dues 4 'ouverture du faisceau et celles
dues aux dimensions de I’objet.

a) Aberrations dues a Uouverture du faisceau.

Elles correspondent au cas ou le point objet est dans le plan de symé{rie
(g, = 0). Les relations (81) et (82) s¢ réduisent a
{ Ay, =G, yo’+1, yp
( (‘x z)t = H: .yD’ + J:- ZI.)x
Les rayons s’appuyant sur la fente diaphragme d’équation y, coupent
le plan image z, suivant une .courbe d’équation (fig. 21)
N y,=G, yo’ + I, yp 2’
z;=>0,zo + H, yo*zp + J, 2p°
dont la courbure pour z, = 0 a pour expression, en supposant que le dia-
phragme est voisin du plan de symétrie '

1 I,
I —I;:’— : Upo
Soit, en tenant compte de (83)
1 B —2yD ' r; /2r z - S 2 V
= f bR 4 3 R de

5‘,11 z‘D/\ﬂ N éi“

&
¥

649>

.....

ny

I e 2 A = I
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b) Aberrations dues aux dimensions: de~l’objet'.
Elles correspondent au cas ou le diaphragme est dans le plan de symétrie

(yp = 0). On a dans ces conditions
y - (Ay): = A, y3% + F,y, 2%
. | (Az),=C.y% zp + J. 2%,
On obtient alors, dans le plan image, une courbe d’équation (fig. 22)
Yy =kiy, + A, y% + F, 5, 2% :

{ z=bn+Cyhn +J.25%
0a pdur valeur, dans le cas ol le point objet

dont la courbure pour z,
est voisin du plan de symétrie
1

P

._Fy
=2 -+

i

Y,

soit, en tenant compte de (83)
1 . —2 U, s Iy / S RN
o T brS. [c ?_‘\MkhJ“E’fII)‘{x
501 éoﬂ‘ ;i“
"
y" R/ AN
X Ty P > - = >
° .yo xl‘) yp zi \ ‘(/l
(6) (c)

(a)
Fic. 22.



CHAPITRE V.

DETERMINATION ANALYTIQUE DU POTENTIEL ET DU CHAMP
DANS LE PLAN DE SYMETRIE D'UNE LENTILLE ELECTROSTATIQUE
A TROIS FENTES

Nous appellerons lentille cylindrique a trois fentes une lentille a élec-

trodes planes, paralléles et infiniment minces, formées de six demi-plans,
apposés deux a deux.

I

Y-
Fi1a. 23.

Nous admettons, de plus, que la lentille posséde un plan de symétrie
(fig. 23) et que les quatre demi-plans extérieurs sont au potentiel zéro
tandis que les deux demi-plans intérieurs sont portés au potentiel V.

I. — ETUDE DU CAS GENERAL.

Pour déterminer analytiquement la distribution du potentiel et du
champ d’un tel systéme, nous ferons appel a la transformation de Schwarz(*)

84) i=4 [ 1) (%) d¢+B

ou A et B sont des constantes, les angles intérieurs du polygone 1, 2, ... 12
(fig. 24).

1. E. Duranp, Electrostatique et Magnétostatique, chapitre X, Masson, Paris, 1953.
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La relation (84) associe les plans coniplexes xy et &y et fait correspondre
en particulier le contour du polygone a I’axe des &.

D]
—e -n-m-1-qg-p [0p g 1 mn~n 400
© QOOOOOEOOO® Oz
0 \4 0 Vv 0
~ 4i'y o On o
P c . _C . A\
v O SN s W= 5
) </ ala ® . ©
LT ] h-B in
0 __. OiYe i Oy
o == )
1“3 n‘—é-’i&—-é-ﬁ w; E"
S N— O S e /g i O
o~ v o
21\"\ ’.’
vers @
Fia, 24.

Les valeurs de (a/7) — 1 étant respectivement 1, — 1,1, — 1,1, — 2, 1,
—1,1,—1,1 pour les points 2, 3, ... 12, la transformation (84) s’écrit
@ =) @ —1) (= p)
85 = A / _n)€ — DG —P) g4 B
(85) CE—m)C —q°) ¢
L’intégration de (85) nécessite la décomposition de la fraction ration-
nelle en éléments simples.

Posons
E—=—m)E-—DE—p) C, 2mC, = 29C
86 =1 — 4 L]
( ) C. (C. _ mr) (tn _ ql) c- C:__nll + Z;I — ql
nous obtenons
[ =DL
|
‘ __ (m, —n*) (m* — 1) (m* — p)
®7) C = 2m*(m* — q°)

c=_@—m@ -H@E - p)
[ 2q° (9" — m)
En tenant compte de (86), I’équation (85) s’écrit

z=A/ 2mdg 2qdg
(I—"l, 'c!___q!

+ B

4t —1C, %+ G,

14
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soit en intégrant

{ C {—m {—
88 t=A)t+ 24 C Lo C Log =90 1
@9 (T TS g T R gt
Pour déterminer les cinq coefficients m, n, p, ¢, A nous écrirons que
— —>
33 =—id, 55" =—ie

Zn—Za=2¢C
Z,—24,=2a

Z,—2,=2Db

Nous obtenons ainsi les cing relations :

(89) ac, =Y : ©0)  AC —_°
T T

1) CZA("’*‘&)_‘}LO{,’”‘I"—ELO n—gq
n = n 4+ m kd n+q

) ‘ d 1—m e 1—gq

92 =A (1 R - _Z

(92) “ I+ ) nL0g1+nl w 0g1+q

) ' C d p—m e pP—yq
93 b=A < —{——1>c—~L() — — Log —~2
¥3) (p p) TR lo8 oy o lee

Enfin la constante B sera déterminée en placant 1’origine en un point
choisi arbitrairement. Nous écrirons par exemple que pour ¢ = 1, z = a, soit
en tenant compte de (92)

B=20
L’équation (88) s’écrit donc en définitive
C d {—m e {—q
9—1 pa— 1 —_— C —_ N
O <C+Lj> nLO”r’;—i—m xLOng—f—q

Si I'on désire que les deux demi-plans intérieurs soient au potentiel V et
que les quatre demi-plans extérieurs soient au potentiel zéro, il faut prendre
sur I'axe £ les valeurs 0, V, 0, V, 0 comme il est indiqué sur la figure 24.
Pour qu’il en soit ainsi , il suffit de poser
\itm t—g

“ \Y
(95) lv—-——;Log?:_m.£+q

Les équations (94) et (95) ont été choisies de telle sorte que les lignes
équipotentielles soient données par n = C' pour la transformation z = z ()
et par v = const. pour la transformation w = w () (avec w = u + iv).
En faisant v = const., ou u = const. dans la transformation

z=z{{(w)}=zw),
on a ’équation des lignes équipotentielles ou des lignes de forces.

De la symétrie du systéme et de la définition des fonctions flux
E=¢(x,y) et u=u () nous pouvons conclure a la correspondance des
axes imaginaires des trois plans z, { et w. Nous établirons analytiquement
cette propriété.
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La séparation des parties réelles et imaginaires des équations (94) et (95)
quoique assez laborieuse n’offre pas de difficultés particuliéres. On trouve
G, N L E+m) 4« e E+ +7

96 =A%(1 ~ 7 1 —L
S ( +M .)}— GE—m)’ + 7 + 2x Og(é q)” +

. C, di 2mr ) e\ 2qn
7 y_Aq<1 - 5_——_—"'+'!,’> —;Zalc tgé__ﬁ——"’—f--rf——m’-*‘l“ = {arc tg———;,Jr g +k, -::;
_ Vv G+ my + E+q +7
9wy |Leg G T — Loy £
V| 2 mr, 2 qn :
( _ ) —— —_—
99) v=— (arclgr_,_‘_q__m, arc tg N — + k=

k,, k, et k étant des nombres entiers que nous déterminerons ultérieurement
de telle sorte que la continuité de la fonction potentiel soit assurée.

Faisons £ = 0 dans les équations (96) et (98). Nous obtenons quel que
soit 5 :

r=0 et u=20

ce qui établit la correspondance des axes imaginaires des trois plans
z, { et w.

La connaissance du potentiel dans le plan de symétrie £ = 0 est seule
utile en optique électronique.

Les formules (97) et (99) donnent pour £ =0

(100) yV:A'q<1—g,‘>—ggarctg 2’"" Ykl —
7 ™ 7 — )
—Egarctg@—; + K,we
= " —q )
(101) vzlgarctg%——arctgéqv‘—,al-Kn
’ ™ o — m 6 —q
Le champ complexe E a pour expression
. dw\* ‘dw\* dl\*ﬂ
0 b= (%) = (%) (&
Des équatiofls (85) et (95) on tire
(jjzAg—“/‘)(C""l)( )
dt CE—m) @ —q°)
et
dw 2 (m—gq) v ¢+ mq
dc = (:5 —_ m%)(z’_—qi)
D’autre part, dans le plan de symétrie de la lentille, nous avons
Z* = C =1 n
d’ou 'expression du champ :
2. m—gq o () — mq)
103 E=Z=-V !
(199) m A @+ )@+ D)+ pY)
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2. — CAS PARTICULIER DE LA LENTILLE SYMETRIQUE

Parmi les lentilles du type précédent, c’est la lentille symétrique
(fig. 25) qui est le plus couramment utilisée. Nous lui consacrerons un
paragraphe spécial.

|

u--b---b--b—-ol

ﬂ‘ : a | a . :
) a <z ) .

y “Io 1

]

3 ' ! -

T S B

'

Lt | p—

[} i !

Fi1e. 256

Si l'on fait simultanément mq =1 et np = 1 dans les équations (87),
(89), (90) et (93) on trouved = e et ¢ = b.

C’est le cas que nous proposons d’étudier. En tenant compte des rela-
tions précédentes, nous obtenons

C,=1
L o (0 — o
o d=an G
(105) a=2A—--2—-7:—1Log-:—:—((—;
(106) b=A<p +11))—-—gLog$;—£—%. f;-:—‘; .

Les trois derniéres équations\ permettent de déterminer les trois
constantes p, q et A,

Les équations (100) et (101) deviennent :

*—1 d 2 g, 24

107 =4Al _—garct at 1 +arclg = + K %

(107) y T gqn —1 g“’] —9q "
Vv 2qn . _29n {

(108) v=— arctgq,n,_l——arctg p— +K1:§

avec
K = =0 pour 0<9<q
1 pour g<qg9<l1

L’équation (103) donne pour le champ

2. p(1-¢) 7 (=)
109 E=—-V ) s 3 3
1% Y Thg T A DG I DG F P
Si I’on fait » = 1 dans la formule (107) on trouve y = 0.
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On en déduit les expressions v, et E, du potentiel et du champ au centre
de la lentille

2= ) 2q )
(110) vo_V; Q_alCtgl—q’S’

E, = 0.

La détermination des constantes p, ¢ et A en fonction des parameétres
géométriques a, b et d définissant la lentille donne lieu a des calculs com-
pliqués. Nous avons préféré déterminer les rapports b’ = b/a et d’ = d/a
en fonction des constantes p et q.

Les résultats de ces calculs ainsi que les variations v" = v/V du poten-
tiel au centre de la lentille, sont représentés sur la figure 26.

3. — CAS DE L'OBJECTIF A IMMERSION.

Un autre cas particuliérement important dans la pratique et dont ’étude
peut étre rattachée au cas général envisagé au début de ce chapitre, est
celui de I'objectif 4 immersion qui s’obtient (fig. 27) en remplacant par une
cathode plane 1’électrode 6-8 de la figure 24.

N
-0 -n-m -l -q T g 1t m n +0

® @006 OOO® %

l ver'i@
T ekt &
¥ @ @: | TN O
Ve N manny wemerel R R S IR = e=d = ]
oﬂ;@ -3: S‘T/ :E‘z"i‘—-ﬁv @ @i'ﬂ
O ), TE O
G AN ®!
oq[: NE I i'ﬂ
L ® i, | Ok
Y] g : -
Fic. 27.

On peut étudier directement ce dispositif a4 partir de la transformation
de Schwarz qui s’écrit ici :

o (CQ _ nz) Cz o 1)
(111) z_A/ Gy B

On peut également remarquer que les résultats précédents demeurent
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valables a la condition de faire p = 0 dans les équations (85) et (87). On
obtient dans ces conditions
C,=0
(m* —n*) (m* — 1)
2m(m* —q’)
C — (@ —n)(¢*—1)
| ! 2q (g8 — mY

et la transformation (111) s’écrit alors

C, =

E—m e {—q
— - lo
(+m = g:+q

:=A;———4L0g
T

Les constantes n, m, q et A seront déterminées a partir des quatre
équations

d (m* — n*)(m*— 1)
A T 2m(m* — q°)
e__ @—010—9)
A 2q9(¢ —m)
a d 1—m e 1—gq
PR e R Ll
e d n—m e n—gq
A=t ee T T ks Ty
obtenues en écrivant que

33 =—id

55”7 = —ie

z,—z,=2c¢

Z,—2Z,=2a

On peut envisager une étude analogue de la lentille symétrique en se
donnant m, p et q et en calculant les valeurs correspondantes des rapports

pob g e
a a a
permettant de définir géométriquement I’objectif. Mais la présence de trois
variables rend le calcul beaucoup plus compliqué et ne permet pas de
construire un abaque. :
On pourrait, toutefois, pour trois valeurs correspondantes p, q, m donner
aisément les variations du champ et du potentiel d'un objectif.



CHAPITRE VI,

CALCUL NUMERIQUE D’UNE LENTILLE ELECTROSTATIQUE SYMETRIQUE
A TROIS FENTES

Nous étudierons une lentille caractérisée par (fig. 28) a = b = c.

Nous déterminerons d’abord la répartition du potentiel par la méthode
de relaxation. Nous calculerons ensuite les trajectoires gaussiennes et les
aberrations a pglrtir des formules précédemment établies.

AY
. 25 | _
:‘ . . V=0
E | i
3 ' .
] i
]
- . ‘ V= 10000
: X
[}
3 : . !
! '
] ]
' 4 V=0
Fia. 28.

I. — CALCUL DU POTENTIEL.

Nous avons déterminé le potentiel par la méthode de relaxation, en
admettant que I’électrode centrale était portée au potentiel V = 10.000, et
que les diaphragmes extérieurs étaient au potentiel V = 0.

Comme pour les lentilles électrostatiques de révolution, nous avons
limité le domaine étudié en supposant qu’a grande distance des diaphragmes,
le potentiel variait linéairement entre les électrodes, et qu’il était nul &
I’extérieur. '

L’étude des aberrations nécessitant une détermination précise du poten-
tiel, nous avons utilisé des réseaux non homogénes nous permettant
d’explorer un domaine trés étendu, sur la frontiére duquel les conditions
aux limites sont remplies.

De plus, au voisinage des diaphragmes, nous avons extrapolé les valeurs
relatives 4 deux quadrillages. Les résultats définitifs ont été rassemblés sur
les figures 29, 30, 31, 32, 33.
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Précision :

Nous avons comparé dans le tableau (I) les valeurs obtenues pour le
potentiel dans le plan de symétrie de la lentille, aux valeurs calculées a
partir des expressions (107) et (108) de y et de V. .

Les parameétres ¢, p et A ont été déterminés en faisant a = b = ¢ dans
les équations (104), (105) et (106).

Nous avons obtenu :

A
q = 0,515 875 p = 0,254 907 Pl 0,136 685

Si I'on désigne par V la différence de potentiel entre les électrodes, on
voit que ’erreur relative V/V est partout inférieure a 1/1000.

Interpolation des résultats.

La détermination précise des trajectoires nécessite la connaissance du
potentiel dans le plan de symétrie de la lentille, en des points plus rappro-
chés que ceux correspondant aux nceuds des réseaux que nous avons
utilisés. Il est possible d’interpoler aisément a partir des résultats précé-
demment calculés. ’
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Nous bbtenons, en effet, par combinaison des formules normales et
diagonales (fig. 34)
8V, =3V, + Vyu+ Vo + 3 Ve

TABLEAU 1.

x/a 7 V exact | V relax AV
0,00 1,000 000 393,6 394,3 0,7
0,25 | 0,729 833 379,0 379,8 0,8
0,50 0,534 564 340,0 340,9 0,9
0,75 0.394 083 287,6 288,5 0,9
1,00 0,293 710 233,8 234,7 0,9
1,50 0,173 618 149,8 150,5 0,7
2,00 0,114 625 101, 102,3 0,7
3,00 0,064 147 57,7 58,1 0,4
4,00 0,043991 | 39,7 39,5 —0,2
5,00 0,033 342 30,1 29,7 —-04
9,00 0,017 024 15,4 15,0 —04

17,00 0,008 535 7,7 7,4 —0,3

33,00 0,004 271 3,9 3,7 — 0,2

65,00 0.002 136 1,9 1,9 0,0

129,0 0,001 067 1,0 1,0 0,0
257,0 0,000 534 0,5 0,5 0,0
513,0 0,000 267 0,2 0,2 0,0
1025 0,000 133 0,1 0,1 0,0
2049 ] 0,000 068 0,0 0,0 0,0

@ @
F1a. 34.

2, — CALCUL DES TRAJECTOIRES.

Nous supposerons que l’électrode centrale est au potentiel V = 0 Volt
tandis que les diaphragmes extérieurs sont portés au méme potentiel
V =10000 Volt; nous admettrons que les électrons sont émis sous la
_tension d’accélération ¢ = 10 000 Volt.

1° L'approximation du premier ordre.
a) Intégration numérique des équations des trajectoires.

En négligeant ’apport de la relativité, les coefficients S et M ont pour
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expression
. S=f1 2M=%f"f‘l/z
et les équations différentielles des trajectoires gaussiennes s’écrivent :
(112) 7 = Cf-1/2 (C = const.)
(113) . ;,%3#/’!/’%—+%f”f“'/’y=()
Posons
(114) y=["u

Q=-—1/4 { [/ f*+3/4 (/" [)?}
I’équation (113) devient :
(115) U”"=QU
Le systéme étant symétrique, nous ddterminerons tout d’abord les deux
solutions de (115) définies par
(U, U1)y = (1,0) (U, Uy = (0,1)
ou encore (1)

h* . h*
(U, =1 U, =1+ Q5 +(Q+ Qg + -+
. K e I
Um, =0 t_Uu),:IerQW;—YﬂL(QU +3Q0)5—'+
avec
h=x. —x, =0, — 1

L’équation (115) transformée en équation aux différences finies s’écrit,
a I'approximation du quatriéme ordre :
U+, =B U —A- U,

avec
h*
a; -ﬁQ;
1—a —1
A —1= !
=1 1+a +1
Bi_2+1()al
1—a

a,, Q., U, sont les valeurs numériques que prennent les fonctions a, Q,u
pour x = x;.

Nous avons opéré avec deux séries d’intérvalles et extrapolé avec
I’indice 3 les résultats relatifs aux points communs (?).

1. E. Duraxp, Le calcul numérique des trajectoires électroniques. 78m¢ Congrés des
Sociétés Savantes, 1953.

2. Pour la disposition des calculs, voir M. Lauper, Calcul numérique d’une lentille
électronique & trois électrodes. 78"¢ Congrés des Sociétés Savantes, 1953.
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Les valeurs intermédiaires ont été calculées a partir de la’formule

223

Ui 1 + Ai-—1 Ui—1
U, 5
TaBLEAU II.
x/a f 8 1A Y, U,y
0,00 6 057 0,0000 0,1134 0 0
0,25 6202 0,0032 0,1120 0,0281 0,251
0,50 6 591 0,0063 0,1085 0,0550 0,507
0,75 7115 0,0093 0,1041 0,0805 0,774
1,00 7 653 0,0123 0,0996 0,1050 1,054
1,25 8124 0,0151 . 0,0958 0,1291 1,349
1,50 8495 0,0178 0,0926 0,1535 1,658
1,75 8774 0,0205 0,0900 0,1781 1,980
2,0 8977 0,0232 0,0878 0,2032 2,316
2,5 9252 0,0284 0,0841 0,2544 3,024
3,0 9419 0,0336 0,0810 0,3064 3,783
3,5 9 529 0,0387 0,0781 0,3589 4,593
4,0 9 605 0,0438 0,0754 0,4118 5,459
4,5 9 661 0,0489 0,0728 0,4650 6,385
5 9703 0,0540 0,0703 0,5183 7,375
6 9762 0,0641 0,0677 0,5712 8,439
7 9 801 0,0742 0,0652 0,6243 9,583
8 9 829 0,0843 0,0626 0,6775 10,817
9 9 850 0,0944 0,0601 0,7307 12,153
10 9 867 0,1045 0,0576 0,7840 13,603
12 9 890 0,1246 0,0527 0,8907 16,911
14 9906 0,1447 0,0477 0,9975 20,903
16 9917 0,1648 0,0428 1,1042 25,815
18 9 927 0,1668 0,0378 1,2110 32,008
20 9935 0,1688 0,0329 1,3176 40,057
22 9941 0,1708 0,0280 1,4244 50,943
24 9 946 0,1728 0,0230 1,5312 66,489
26 9951 0,1748 0,0181 1,6380 90,494
28 9 955 0,1768 0,0132 1,7448 132,463
30 9 959 0,1788 0,0082 1,8516 224,593
32 9 962 0,1808 0,0033 1,9583 590,197
41 9971 0,1898 —0,0189 2,4389 —- 129,419
57 9979 0,2059 —0,0582 3,2934 — 56,555
73 9983 0,2219 —0,0976 4,1479 — 42,493
89 9 986 0,2379 —0,1370 5,0023 — 36,516
105 9 988 0,2539 —0,1764 5,8565 —- 33,209
121 9990 0,2699 — 0,2157 6,7113 — 31,109
145 10 000 0,2939 —0,2747 7,5637 — 27,532
177 10 000 0,3259 —0,3535 8,4182 — 23,817
209 10 000 0,3579 —0,4322 9,2726 — 21,455
241 10 000 0,3899 — 0,5109 10,1271 — 19,821

dans laquelle nous avons pris pour U,-, et U, les valeurs extrapolées. Les
deux trajectoires réelles ont été déterminées ensuite a partir de la
relation (114) (3).

3. M. Lauper, Intégration numérique “de Péquation des trajectoires électroniques.
Journal de Physique et le Radium, tome 14, pp. 604 4 610, novembre 1953.
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' L’équation (112) donne

avec

Cette intégrale a été calculée a partir de la formule de Simpson.
Les résultats numériques ont été rassemblés dans le tableau II.

b) Correspondance objet image.

Une solution quelconque de I’équation (113) est une combinaison linéaire
de deux solutions particuliéres indépendantes. Les trajectoires h et k

xlya y
20 .
15.
10
5' P

o 5 + 4 3 ¥ N >

10 5 20 25 |Zofs|
Fia. 35.

peuvent donc s’écrire

(116) h(zx) = Cpy, (&) + Ca g, (@)
(117) k() = Cuy, (@) + Cay. (@)
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g, | /Y |

/4 - 20,90 2719
/8 - 32,07 773
27/ - 45,06 69
28 | _132,46 | 4/
33 oo 33
41 129,42 | 28
57 56,56 23
73 4249 20,5

/13 32,05 18
/61 25,44 76
257 19,18 73,5

TABLEAU I

Ci Cony Cu, G, étant quatre constantes déterminées i partir des conditions

{ h(z,) =0 ( klx,) =1
| h(x) =1 ) k(xy) =0
Nous obtenons :
C = — Y, (wo) ~ Y, (:wo)
ah T . , on T s
y, (x,) y, (xp) — y, (xp) y, (x,) y, (x,) Yy, (xp) gy, (xp) Y, (x,)
C.,‘ — Y (xD) Cgk . — Y (1‘D)

Y, ('xo) Y. (.’UD) — Y, (mD) Y. (wo) o Y, (‘I’.u) Y, (.’ED) -, (‘TD) Y. (.1'0)

15
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La condition de conjugaison
entre le plan objet et le plan image peut s’écrire, en fonction de y et y :

y. (x) _ Y. (r)
y, (x,) Y, ()

Deux plans conjugués x, et x; correspondent donc a la méme valeur du
rapport y,/y,. Nous avons déterminé ainsi différents couples de valeurs
conjuguées (tableau III) et nous avons représenté sur la figure 35 la courbe
donnant x; en fonction de x,.

Le plan focal image est déterminé par la-valeur x, de x qui annule la
solution k; de (113) définie, pour un point trés éloigné de la lentille, par les
conditions initiales

k,(x,) =1 k', = x,
x, satisfait donc a la relation

y,e,) oy, (x)

Y, (x,) y, (x)

Nous avons obtenu ici : :
x,/a = 0,65

2° L’aberration chromatique.

Nous nous limiterons au calcul de I’aberration chromatique dans le
plan image. :
Pour la tension d’accélération ¢ nous avons la relation :
o ( ‘

dJ_;sz:'f +2Mh=0

4

(118)

Pour une tension ¢ + A'c nous aurons :

I

(S +38) (h + 3h) | + 20M + A M) (h + ah) =0

d |
d’oul en développant et en nous limitant au second ordre :
N 1 i ] d ) S ') D :l
‘(_\h’/f——g—h—,i— s h [IZ}‘{ASh \+2AMh dx
avec
AS=1/2S1A¢ AM=—1/2S2MA¢
Soit, en tenant compte de (118)

Ae i h h"
(119) h) =~ 5 [ o do

Un calcul analogue donne :

(120) Sy Ly
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En portant (116) et (117) dans (119) et (120), et en posant

AN y— / N
Y, = / e de Y, = & da

, *y, Y oy * Y.y
— ——dx Y,.r — =22
Y. / g [ 5 dx
nous obtenons
A h _ —1 \ 2 W ‘ " " o " ? xi
(AE >,‘ - S,' (C,', yv‘ +_ Cgh .l]'g).' { Cm \n + Cm (*‘eh (Yn + Yel ) + C‘:h Y!z ( %
”‘)— — Cop oo Y, 4Gy Cop Yo' 4Gy ot Y, 74 C G Yoo
(K—E ; - Si(cm !1/1+(:M y,e), s 1th M1k T 1 eh Mk T 21 1th M2k * a2 eh ek T eg @y

Nous donnons sur la figure 36 les variations de (Ah/Ae). en fonction
de x, pour les valeurs 2, = 2 et xp = 12.

“ (Aé‘z/a )
10-*(volt)~
60
40]
20
0 20 40 60 80 o a8

Fi1e. 36.
3° Les aberrations du troisieme ordre.

Nous avons obtenu pour I’aberration relative a I'ouverture du faisceau :

1 —2 ¥ Mh® Shre b* d
T _Sih’,-b'.’—[., [ "t ] ¥

15*
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En tenant compte de (116) et (117), et en posant

. . » S
Yu (l‘):/ (M Yy, + Tz
Y. (@)= / (Mhyﬁzy’,y;)sg

o

N\ dx
1>_S—2'

~

RO B S

"0

z . S, ;
st ((E) - / <Mye— + E Y. , S

P ()

\ dx

10)
5 +
0 20 20 60 80 /00 _Zsm

b6 37.
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nous obtenons

/l>— — 2 [C’Y 2C, C,Y,+C,Y, |
KPyD i - Sl’(pi - .(jo), (Clh y’1+cih y’!)i " " + " " * + " * Ly
Nous auriqns de méme

1 ‘ 2 - L \ 2
. <;a)>' - S,-(.Bi—'ﬁ.)’ (Cah y,4+C,n yvs) LCMCII:YM+(("mczk'i_.czhczk)Yu+C5thlchs e,

Nous avons donné sur la figure 37 les variations de( )i en fonction

de x, pour 1, = 2 et x, = 12,
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