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SUR LA CONTINUITE D'UN OPERATEUR
INTEGRAL o

par Roger HURON

RésuMi : Définition du module de continuité le plus strict d’une fonction
f(x). Comparaison de deux modules de continuité, Exemples. Conditions pour que

Vo [T,

~ soit continue sur le .segment [a, b]. Etude de cas ot le module de y(e) est spécifié.

INTRODUCTION
[1] 11 s’agit de l'opérateur :
' ./( — v (s
0 Vo= [

qui par l'intermédiaire des formules de M. ViLLAT intervient dans les pro-
blémes mixtes harmoniques en hydrodynamique des fluides parfaits.

Nous supposerons une fois pour toutes que l'intégrale écrite au second
membre de (1) a un sens. Nous supposerons en outre que y (¢) est une
fonction continue de x sur le segment [a, D] (*) et que vy (h) désignant
son module de continuité I'intégrale :

A .
(2) f L ) dx
(s} ‘/1:

est bornée (2)

Ceci posé le résultat principal de notre etude est le suivant :

1° U (¢) est une fonction continue de ¢ sur tout lintervalle (a, b) dés
que la condition (2) est réalisée.

2° Pour e = a (ou ¢ = b), il faut pour pouvoir affirmer la continuité de
U (e), supposer en outre que y (h) vérifie une condition de Dini-Lipschitz a
savoir :

limite

(3) h —»

v () Log I] i ="

1. Cette hypothése n’est pas indispensable pour I’existence de U (¢).
2. (2) entraine lex1stence de (1), mais la réciproque n’est pas vraie; on pourra
prendre par exemple :

sin1
Y (s) = S pours=0ctd(s)=0 pom s =0.
' Log s
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2] Plan.

Dans la premiére partie nous donnons les définitions et les propriéteés
des modules de continuité. Dans la seconde nous démontrons le résultat
annoncé ci-dessus. Enfin dans la troisi¢éme partie nous signalons quelques
conséquences de ce résultat en précisant le module de continuité de U (e)
lorsque le module de continuité de ¢ (¢) est 'un de ceux signalés dans la
premiére partie.




PREMIERE PARTIE.

[3] Préliminaires.

Considérons une fonction f (x) continue pour a < x < b.
Posons :

(4) ®(x,h) =f(x+ h)—f(x)
La fonction ® est définie et continue dans le continu :
aLxr<b; a—x<h<b—x

I1 en résulte que @ est une fonction continue des deux variables x et h.

[4] Module de continuité le plus strict.
Considérons : g (x, ') = !f () —f ()
dans le carré :

fonction définie et continue

ag<x<<b; a<x <b
Dans la portion lx—x’\ < h de ce carré g (r,x’) a un maximum atteint

v (h). D’aprés la continuité uniforme ce maximum varie continuement avec
h comme la portion considérée du carré.

Nous appelons y (h) le module de continuité le plus strict de f (x) sur

la,b] ().

[56] Propriétés de y (h). .

Elles sont presque immédiates. Tout d’abord nous venons de voir que-
v (h) est une fonction continue de h. D’autre part (2) :

1) Si y (h) s’annule pour une valeur non nulle de h, f (x) se réduit a
une constante

2) y (h) est une fonction non décroissante de h

3) quel que soit A entier on a :

Y()th)j)\}’(h)

4) quel que soit A positif (entier ou non) on a :
y(AZh) <A+ 1) y(h)

[6] Modules de continuité : définitions.
I. Avec M. J. KRAVTCHENKO (1), nous appelons module de continuité d’'une
fonction f (x) toute fonction ¢ (h), positive, continue, non décroissante.

1. Pour certains auteurs, par exemple Ch. de la Vallée Poussin « Lecons sur I’approxi-
mation des fonctions d’une variable réelle » (n° 6) v (h) est le module de continuité ou
le module d’oscillation (M. Lalesco). Voir aussi J. Favard « Les multiplicateurs d’inter-
polation » Journal de Math. 1944, p. 228.

2. Ch. de la Vallée Poussin, loc. cit. p. 8.

1. J. Kravschenko « Sur la continuité des dérivées secondes du potentiel », Journal
de Mathématiques, 1944, p. 100.
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de h s’annulant pour h =0 et telle que :

) f @+ ) —f @] < o)
pour 0 < m <h

Il est évident que pour tout h :
(6) y(h) < o¢(h)

II. Nous convenons de dire que deux modules de continuité ¢, (h) et
¢, (h) sont du méme ordre s’il est possible de déterminer h, tel que pour
h < hy on ait :

7, (D)
9, (h)
A et B constantes positives bornées. Cela a évidemment lieu si :
limite _\01.(_11)_ L
h—>0¢, (h)
L quantité finie non nulle.
III. Nous disons que ¢, (i) est plus fort que ¢, (h) [ou que ¢, (h) est
plus large que o, (h)] si : '

C)

A <Z < B

(7)

limite ¢, (h)

h—> 029, (h)
Toutes les fonctions admettant des modules de continuité du méme
ordre, c’est-a-dire en définitive de la forme :

(9) Co, (h)
ou C désigne une constante positive arbitraire, seront dite appartenir au
méme espace abstrait E,. .

Si ¢, (h) est plus large que ¢, (h) on a : E, C E,

0

[7] Exemple I :
Poson Ll——Lo (/Lo 1>'L1—L0‘<L 1> td
S ’E—— g\ gh M 31—_'— 8 ,I_I € une
maniére générale :
1 1
L, = Log (Lp_, 1—1>

-expression qui pour h assez petit a toujours un sens.

1 1
hy =———cety ,(h)=-
Alors 7, (1) 1 tp. w () N
" h ? e
avec u > 0, sont deux modules du méme ordre.
La propriété se vérifie immédiatement pour
voety nsy. ety on a méme :
limite v
K] =1

h—0 Yo,
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Admettons cette propriété pour vy, ., et y,_, , c’est-a-dire :

1
limite 7T g
h—>0 1
Pt m
on en déduit, pour h assez petit :
1 1
(10) Lp_a E - (1 + S) Lp—i 1—1:

lel tendant vers zéro avec h. En prenant le logarithme néperien des deux
membres de (10) on obtient :

1 . 1
L, - = Log (1 —{—e)—I—me

h
ou :
1
L& Log (1 + ¢) -
T ]
L, L

qui montre que :

limite v, (h)
h—>0 Yp, » (h\

=1
la propriété est donc encore vraie pour 'ordre p.

Exemple II :

Les modules :

(11) h i (h) = .n/n, k (h) -

1 ot 1

T 1 1
[Log F] [Log ﬂ?]

k constante positive sont du méme ordre. :

Exemple III :

Comparons les modules :

, C
(12) A4 n = —C_‘—u et Az. n = "
’ LA ' ’ L l,
h | *h
1
Posons : Log =
A, G Logu {"
Al n o Ci u ‘

n étant fixé le second membre tend vers zéro avec h.
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A, . est plus fort que A, .. A plus forte raison le module :

' te
(13) A . (h) = L=
b, % I L 1 n
o
sera-t-il plus large que A;...

145
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DEUXIEME PARTIE.

[8] Etude de la continuité de U (¢).

1" partie. — Considérons deux valeurs voisines de ¢, ¢, et &, (e, > ;).
Nous supposons essentiellement dans cette premiére partie :
(14) e, Fa; e, F b
c’est dire que l'on peut toujours trouver ¢ et d tels que :
(15) a<c<eg <e<d<Lb.

Nous avons :

AU U (o) — U (o) — L <es>—j(s) Y G —L(s)]d
D’aprés (15) on peut Vtoujours prendre « et 8 tels que
a<<a<e; e, < B<D
et écrire :
AU = 1, + 1, +1

avec :

L] e e e ] e

Etude de 1, + I,.

On vérifie que 'on peut écrire :

(3 g, &, Yo (e [ 3 ’ ds
L=/ [v,us,)-uL(s)des+H<~=>'—f“(°*”[ R

b ds ’ 1L(g) ] ST
L= et v [ o - o) o

d’ou finalement :
s b ds
-
— 8 Je g, — S

‘«+1«=H(s,>—+<e.>](["

2

En intégrant nous avons :

e ds b ods (s, — B) (s, — )
A—,[ s.—s+[ s,—?_“’gl(s.—-a)(a,—b)

Jusqu’ici nous n’avons pas fixé « et 8, a partir de maintenant prenons.
ce qui est toujours possible :

Nous avons alors :
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quantité toujours bornée d’aprés I'hypothése (15).. I en résulte que le
premier terme de I, + I; qui s’écrit : :
A [Y () — ¢ (e))]
a sa valeur absolue majorée par : C* y (‘ As[).
Il nous reste a étudier les deux derniéres intégrales de I, + I,. Prenons

par exemple la premiere (1)
[ )=t ds | 1 f
a g, — S g, — S \e‘——a a

La derniére intégrale écrite étant bornée, méme si a tend vers ¢, on

(V) —Y )

g, —$

I B, | =

peut écrire :
Kl e .
| B, | < — (K, nombre positif fini)

On aura de méme pour la derniére intégrale de I, + I;

K K
IB‘l< ) p— L]

[s
3 — g g, —

Nous pouvons toujours poser :
(16) g—a = ¢(Ag)
avec
limite ¢ (3¢)=0 et limite Ae

a7 Ae—>0 Ae—>0 ¢ (Ae) =

Prenons par exemple : & —a = | Ac |}‘ , w étant un exposant positif
inférieur a 1, aussi voisin de zéro que I’on voudra mais non nul, alors :
(18) L+ L <A vy (ae) + K |Ae]t-s
ou A et K sont des constantes bornées.

Etude de 1,.
Il nous suffit d’étudier :

¢.—| [ '(Ee):f(s)d </ ~/<::::||>d
soit :

C < / ( ds+ gy (s — e)ds /-:.—u v ;y)dy n /ﬁ—zz:%y)d

a (7Y S—E

~Posons :

(19) | ra= [ Ly

1. La majoration faite par M. J. Kravschenko : « Sur le probléme de représentation
conforme de Helmoltz : théorie des sillages et des proues ». Th. Sc. Paris, n° 2814, p. 33
ligne 20, nous parait devoir étre précisée. Elle suppose que v, (A¢) > v, (|s-¢|), ce qui
étant donné les propriétés de v, (h) n’est siirement vérifié que pour |s-¢| < Ae; or s
décrit le segment : [-1, ¢- 2 Ae],
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Par hypothése, nous savons que T (h) est borné et tend vers zéro
:avec h; d’autre part on vérifie aisément que d’aprés les propriétés de
y(h) on a : ’

I'h) < A+1)T(h)
A positif.

Comme : B—e —=e,—a=—¢g(Ae)

Ace
w—x=s@o|1+ TT]

-on en.déduit que pour A e suffisamment petit :

(20) : C <K T [p(|ae]]

K, constante bornée. En définitive en réunissant (18) et (20) on obtient :
' | A | .

. | < c —_ \ ¢

@) 1AU@ | v (18D 40 iy b e8]

ot les A, (i=1,2,3) sont des constantes bornées, donc :

sur lintervalle (a,b) U (¢) est une fonction continue de ¢ si les hypo-
théses du n° 1 sont réalisées et elle appartient d Uespace abstrait lié au
plus large des modules figurant dans (21).

2° partie. — Supposons par exemple ¢, —a; I, = 0. Le terme A s’écrit
maintenant :

e, — B o :
A = Log ——*— ‘::Lo p(1a:1)

I
e, — b | e, — b |
donc I, ne tend vers zéro que si :

‘ limite
(22) R 0 ‘i’( I Az

1
Ao DLog e =

Dans ce cas : B—z¢ = o (|A e;) doit satisfaire au systéme :

¢ limite Ae
- = . 1
Ae—>0 o ( IAel ) 0 ( )
CON limite ‘ 1
- e Az —_— =0
o 1 (18 1) Log —ois &)
Si nous prenons : q)(iA s}) = ]Ae * (0 < u < 1) nous savons que (23,)

est satisfaite: (23,) devient :
limite 1
Ae->() v ([ a<])Log | Ae | =0

qui est la condition de Dini-Lipschitz.

Il en résulte que si ¢ (e) présente sur (a,b) des discontinuités du
1°* ordre et que si sur chaque intervalle ou elle est continue son module
de continuité vérifie (2) et (3), U (e) est continue.



TROISIEME PARTIE.

[9] Etude du cas o y (h) <M |h|>\ 0O<A<).

Nous disons que ¢ (¢) est hbéldérienne d’exposant A (1). Reprenons le

terme :
= () — Y (s)
(t—:——-s)f a S)(E_S)ds__D

Nous avons en tenant compte de I'hypotheése :

__.s'A _ * ds
D, A / ds— | A /
| A |s—s||e—s| I Al a le,—S||e,—s+Ae|'—

ds
|D1 |\IAEI ./a- Ie‘_s!’_', | Ace T

14
e, — S
1 . .
Le facteur o étant borné sur le segment (aq,a) on a :
1 g, —S
’ K| f—1 a—t
24) ID < 18] [ =+ =0 |

Prenons ici : sl—a=q>(|A el) :klA ei, nous aurons, A étant diffé-
rent de 1
(25) Di| < K, |aef
on obtiendrait un résultat analogue pour :

bob(E)— 1 s) _
(E*—e')[ C—s—9 ®=D
D’autre part (19) donne : T'(h) = h*, d’ou :
C, = Kg|aep

qui montre que U (e) est hoéldérienne d’exposant X sur lintervalle (a, b).

Si ¢, =a, U (e) est encore continue car

1 1
— =
y (h) Log — = h* Log i

tend vers zéro avec h. Cependant le terme A de (18) s’écrit :

A = )MLog IA £| — Log (e,— b)
de sorte que le module de continuité de U (e) pour ¢ =a n’est pas
|A s]'* mais :

1

(26 Ae | * Log ——
2) | 4| * Log
ms auteurs appellent la condition :

[+ h)—y¥ ()| <M |h| O< A1y
« Condition de Lipschitz généralisée ».

10*
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c’est-a-dire : ‘A el*', A’ étant aussi voisin de A que Pon voudra. Ce résultat
est valable pour ¢ =5.

[10] Etude du cas ou y (h) =MAh.
(25) s’écrit maintenant :

D, 1 <K, 3| Log—o—

donc :
U (e) est hoéldérienne d’exposanl A aussi voisin de 1 que U'on voudra

sur tout le segment (a,b).
[11] Remarque :

Fatou (Acta Méthematica, t. 30, p 361) et PrivaLorF (Bull. Sc. Math.
de France, 1916, p. 100) ont étudié la fonction :

1 +E . t— 9
g0 =5 [ U0 —10) cog " at

~ qui se différencie de U (¢) en ce que la fonction sous le signe somme est
périodique par rapport a t et 8. Les résultats de PRIVALOFF sont valables
pour U (¢) dans le cas du n° 10; dans celui du n° 9 ils ne le sont qu’a
Uintérieur de Uintervalle (a,b), mais non aux extrémités.

[12] Etude d’un autre cas particulier.

Posons
; 1 1 1 1
27) a”F—LP_h—'L”"’-h—””LOng
et considérons le module de continuité :
te
) by () = =
ip.n q‘ 1 L l
“~p 7{ : R
n supérieur 4 1. Dans ce cas on vérifie facilement que :
te
(29 I (h) = C=
1 n—q
IL P4 —I;

Il en résulte que si ¢ (¢) admet (28) comme module de continuité
U (¢) est bien définie.

Prenons : ¢ (|A¢]) = Ae"
. e
Tle(lac])= T
lL

pH+1 A—E ”
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D’aprés 'exemple I du n° 6 nous voyons que I' (|A s‘) et I [IA s!!*" 1 sont
du méme ordre. D’un autre coté :

, 1 ce
Yo, n (h) LOg f - L 1 L _1_ |7L l]n
PR AREEEE g o
tend vers zéro avec h. Il en est de méme de :
1
‘{1). n (h) Log 71—
" (h)

T (h) est donc le module de continuité le plus large parmi les modules :
.{p, n

(h) Log % ; 5 1 (h)

qui interviennent au n° 8, donc :
Si ¢ (¢) appartient a Uespace abstrait lié a :

\ ce
Ai,p. n (h) — i L 1 w0
[C— —_
TP h LA )] ‘
U (¢) appartient a Uespace abstrait lié a :
. ce -
L, ()= T
p-1 F ‘
[13] Conséquences du n° précédent.
o1 )
Faisons p =1 et convenons que {, e 1,4, . () devient :
c
— = A, (h)
Log ——
‘ ¢ ‘

Cest le module de continuité utilisé systématiquement par
M. J. KravrcHENKO. Nous avons :

Tow(h) = A, (h)

c’est-a-dire que nous retrouvons comme cas particulier la propriété signalée
par cet auteur.

Montrons que : vy, .(h) est plus large que A, (h). Remarquons tout
d’abord que quel que soit A >0 : ‘

~

(30) Lt gavee 1
u u
RN ))

1
Si on pose : u:LogTI dans : - o
ip, n
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-on obtient :

o Dy u L, u Log u L,u
C= Tt ALttt 1 * n—1
up, up u-p, Lup

{33) montre alors que :
Iimite A, (h) — 0o
h>0 v, , ()

Reprenons les notations de M. J. KRAVTCHENKO (!) nous avons

C. Q. F. D.

L CE
f(s)— 1 1 n
d’olt
o 1 [ 1 1 1 1 ]
/(5)—-? 1 + w 1 4+ 4 1 +n————‘ 1
’ (‘f - Sp—t1 Log - &’p+i -5—

qui montre que :
limite [ (¢)
g —m =
e>0° [

Donc, les conclusions du mémoire cité peuvent s’étendre aux modules

de continuité : v,, . (h).

1. « Sur les dérivées secondes.. » p 107,



