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SUR LA BEALITF DES GGUBBES IDE GENRE -UN

par Frangoxs OHATELET. .

Les problémes de réalité sur les courbes algebnqﬂes ont- eté etudlesv

par Klein (*) .4 I'aide de méthodes profondes' qui utilisent les propnété
topologiques des surfaces de Riemann. Mais, dans les cas les plus smiples,*%

on peut employer des méthodes qui, sans étre essenhellei’nent dlstulctes\ e
de celles de Klein, ne font appel ,qua des résultats plus elementau'es S
d’algebre et d’analyse IIm’ a semblé 1nteressant de developper ces dérmeres SR

en utilisant le minimum de connaissances transcendantes mals en dﬁetaﬂ«-
lant les difficultés de leur application. o

N J—e B

.J’ai étudié ailleurs les problémes de réahte des’ coUrbes umcursales (9),“, 1
j’ai ainsi obtenu une apphcatlon simple des proprletes des représentatlonb N

unicursales propres. Je vais étudier ici de facon analogue les - problémesg :

de réalité des courbes de genre un. L’emploi de la representatlon de ces T
courbes par les fonctions elliptiques (a la place des- représentatlons‘j Oy

unicursales) rend la méthode beaucoup moins elementalre que dans le

~ cas des .courbes unicursales. Mais JLétude des fonctlons elhpthues est

aujourd’hui si compléte qu’elle permet de developper l’étude de la reahté.’ e
jusqu’aux applications numériques. ' . - »

J’ai fait usage .des notions algebnques abstraltes qui jouent un- grand;— 2 o
role dans les théories géométriques récentes r eorrespondances bu'atlon-:'; o
nelles entre 2 courbes, produits de telles correspondances _et . relatlons,‘:_ Nt

symboliques entre elles, groupe birationnel sur une courbe, ... Les problémes

étudiés, ainsi que les résultats obtenus restent pourtant duy .domaine de. -
Pintuition géométrique classique. J’espére que cette appllcatlon nouvelle'?

de ces notions abstraites a4 des théories bien connues sera utile & a ceux’ qm»

veulent s’initier aux relations entre les dlﬂ'érentes branches des mathé-
matiques. <

1. — On peut définir les « courbes de genre un s de plus1eurs faqous
équivalentes : d’aprés le nombre de leurs points. multlples (comptés un,

nombre de fois convenable suivant le genre de leur multlphclté) 'd’aprés., .- f N

la nature topologique des surfaces de Riemann qui leur correspondent "
’dapres les propriétés de leurs séries linéaires, .,. On trouvera dans les -
traités, classiques la démonstration .de l’equwalence entre ces définitions et

la suivante : une courbe de genre un est une ‘courbe algebnque () qm»

peut étre représentée, a I'aide de fonctions elhpthues d’un paramétre u, -
tout point correspondant blumvoquement a la valeur de u deﬁme au module

1. F. Klein. — Riemannschen . Flichen. Cours polvcopw professé a 1’Univer: ;t
-Gottingen en 1891- 92, (Leipzig, 1906). “”e it de

2. Revue scuntlfique t. 85 (1947), bp. 709-15.
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prés des périodes (a l’exception des points multiples de (C) qui peuvent
correspondre a plusieurs valeurs de u). Comme les fonctions elliptiques de
mémes périodes peuvent étre exprimées au moyen des fonctions de
Weierstrass pu et 9, cette définition peut se traduire en langage géomé-
trique : une courbe de genre un est une courbe (C) qui peut étre trans-
formée, par une correspondance birationnelle ® en une cubique (w)

- d’équation : .
yr=x"+pr+q, ;
ol p et g sont des constantes complexes telles que 4 p® + 27 g2 2 0.
Rappelons qu’une correspondance birationnelle entre 2 courbes est
définie par 2 systémes de formules :
X=F(,y), Y=G(x,y);
et
. r=fX,Y), y=9X,Y);
" ol ~F, G, f et g sont des fonctions rationnelles a coefficients complexes
telles que : ’
1° si on remplace X et Y par F et G dans I’équation de la seconde courbe,
on obtient une équation en x et y dquivalente a ’équation de la premiére,
et de méme pour x et y dans ’équation de la premiére courbe;
2° les 2 systémes précédents sont équivalents sur les courbes trans-
formées, c’est-a-dire lorsque X, Y et x, y vérifient respectivement les -
équations de ces courbes.

Ces relations déterminent une correspondance biunivoque entre les points
de ¢es 2 courbes, sauf pour un nombre fini de points dont les coordonnées
annulent a la fois le numérateur et le dénominateur d’une des fonctions F,
G, f ou g, points dont le transformé n’est pas déterminé par ces formules.

C’est cette définition du genre que nous utiliserons dans la suite; elle nous
permettra de ramener ’étude des courbes de genre un a celle des
cubiques (w). Aussi nous commencerons par rappeler les propriétés les
plus simples de ces derniéres courbes (3). '

La cubique (w) : ‘ ‘ .

y' = +pxt+q, (4p*+27q=0),
n’est pas de genre 0, c’est-a-dire n’admet pas de représentation unicursale
propre, mais admet la représentation par fonctions elliptiques :

1
x = pu, y=§»’u,

ou pu et pu sont les fonctions de Weierstrass d’inv_ariants g, =—4p
et g,=— —4 q. Sur une telle courbe, on peut appeler somme M, + M, de
2 points M; et M,, le point de (w) dont I’argument elliptique u est la

3. On trouvera la démonstration de ces propriétés dans les traités concernant les
fonctions elliptiques, ou plus simplement dans les « Lecons sur les théories générales
de I’Analyse » de R. Baire, tome II, p. 281 et suivantes, (Gauthiers-VillaIE, 1908).

s
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somme des argumepts u1 de M, et u, de M, au module prés des pénodes
Les coordonnées de la somme peuvent dtre calculees par des - opératmns g
rationnelles sur les -coordonnées des 2 - termes (formules daddltmn des%:
fonctions de Weierstrass). - B . Lo . ."
Cette notlon peut aussi etre définie de fagon geometrlque par les;
2 conditions : la somme M + M + M, “est nulle. si et seulement §i les'
3 points 'M,, M et M, sont alignés, le point « nul » sur (w) -est:le pomt ag_j\ .
linfini (unique) sur cette courbe. On montre que Qette operatlon vérifie -
les régles de calcul .élémentaires de ’addition ordinaire - assoc:atlv‘té :5;_- R ORI
commutativité, existence d’un opposé unique pour chaque pmnt de (w) s SR
La formule symbolique : L . - - T

ou la formule équivalente : : S S L e
4 w=uta o e

o A est un pomt fixe de (w) et out a est son argument elhptxque deﬁnlt T
une correspondance blratlonnelle entre ‘les points M et M’ de (). Nous:
’appelons translation G sur (w) d’amphtude A. Les. translatlons sur’ (w)»‘“ﬂ. et
forment un groupe multiplicatif (au sens du- prodult ou successmn des"f"‘ _
correspondances) isomorphe ad groupe. additif de leurs amph}udes A. Ce_f“,: T
qui permet de remplacer. toute relatlon multiplicative - entre transla'hons . '
-sur (w) par une relation additive entre leurs amplitudes. I B

-

D’autre part, on montre que les correspondances blratlonnelles 5 Y
sur () qui laissent invariant le point - nul sont les homologles du plan .
définies par un systéme de formules : SR _ A S

y=wy v=rz T T
ou par la formule équivalentg' T , N P R
e . ’ ' frnd A-‘l u’ . . s ’u» ,‘; 3 ’ PR .

ou A peut prendre 'une des valeurs suivantes en nombre ﬁl‘ll : o o

+ 1 ou — 1, dans tous les cas, - e g

+ i ou — i, mais seulement si q = 0 (i désigne I’i unagmalre pr1nc1pale), o

+J, + j2, —j ou — 2, mais seulement si p=0 (j désigne une racine .
cubique imaginaire de 'unité). - : ’

Ces correspondances J forment un groupe cycllque dordre 2 4 ou 6
suivant que p et g sont tous deux >0, ou que p=0, é6u que g=0. Ce * i
groupe est isomorphe au groupe multiplicatif des- coefficients A de ces o R
correspondaiices; ce qui permet de remplacer toute relatlon multlphcatlve-_ - e
entre de telles correspondances par une relation multlpllcatlve entre les o
scalaires A correspondants. . : o

Enfin on montre que le groupe blratlonnel sur (w) (c’ est—a-dlre I ensemble K -
des correspondances birationnelles sur (w), est Ie prodmt direct du groupe" ’
des correspondances J et du groupe des franslations. C’est-a-dlre que toute

10 % '
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.

correspondance birationnelle sur (w) peut étre mise d’une mamere unique
sous, la forme d’un produit :

’ 3- 6A E]
ou peut étre'défini‘e de facon univoque par une relation de la forme :
' u = l“ u+-a,

ol A ne peut. prendre que l'une des 2,-4 ou 6 valeurs. précitées.

Ceci permet de remplacer toute relation multiplicative entre corres-
pondances sur (w) par.2 relations : une relation additive entre points
de (w) et une relation multiplicative entre scalaires. Pour écrire facilement

_ ces .relations, il nous sera commode dans la suite de pouvoir modifier

Pordre des produits de corresponda_ncesrdé maniére a grouper ensemble,

~d’une part les translations, d’autre part-tes homologies J . Pour cela, nous -

utiliserons la formule de permutation () :
N \‘GA-J——J (63(‘)‘
cette formule est équivalente a la relation entre arguments elhpthues :
o M@t a)y=rtu+ria
Si on considére maintenant 2 cubiques (w) et (w’) différentes, il peut

“ne pas exister de correspondance birationnelle qui transforme (w) en (w”).

La c'onditign' nécessaire et suffisante poutr qu’il existe une telle corres-
pondance — ou pour qu’il y ait une correspondance biunivoque entre les
arguments elliptiques des points de ces 2 courbes — est que les coefficients
de (w) et de (w’)’ vérifient la relation :

p* _p

e —

i3 3

‘ qg p .

Si cette condition est réalisée, il existe au moins un nombre (nombre
complexe arbitraire) tel que

PP=Mp, ¢ =)\gq.

Les formules :

. - =Nz, Y =Ny _

définissent alors une correspondance birationnelle particuliere 4 entre
(w) et (W) — a laquelle correspond la transformation des arguments :

w=xtu —

| Ces homologies 4 forment un groupe isomorphe au groupe multiplicatif

- de leurs coefficients A: Ce qui permet de remplacer toute relation multi-
phcatlve entre homologies 9 par une relation multiplicative entre
scalaires A. Celles des homologies ¥ qui conservent une cubique (w) sont
précisemment les correspondances J déja définies. Le groupe des homo-
logies 4 et le groupe des translations sur (w) n’ont donc en commun que

4. Les produits de correspondances sont écrits dans ce travail dans le sens de gauche
4 droite : le produit . J SJgnlﬁe qu’il faut d’abord effectuer la correspondance ('
sur Vobjet & transformer, puis la correspondance J sur le résultat ainsi.obtenu.



sur (w), mais que 6 Q() est une translatlon sur la cuhxque
de (w) par i o

un qui nous servira fréquemmént dans la suxt‘e B

Lemne. o «  L e . ;
Sl une courbe ). est de, gem'e un (¢’ est-a-dli‘e Sl eﬂe poﬁt etre dédmt

infinité de cubique (w) dont elle peut etre deduzte par des corresponahnc es.

~ birationnelles. - - . . A o
Les’ cublques (w) sont celles qul sont défzmes par les équailonyde la. B
forme : - B S ST :

y2 1‘3+)»‘p1w+)t ql,

cients de (w,). L . - :_-_‘

Les correspondances 5{ associées d (w) sont Ies prodﬁmts L
R=9.6.8 . -
on 4 est la correspondance deflme par Ies formules v IR
=22y, y=ay ‘ .?,‘ D

et oit G est une translatlon sur (wl) d’amplltude A arbztrau'e (I} est yé,;
remarquer que la cubique (w) est détermmée par plusxeurs Vaieurs dxﬁ'é'-

rentes de X, en.nombre fini.) =~ N
. . 4 Co _: g v
Démonstration. S -
La correspondance : N -
k R: @) . (C), o
admet, en {ant que correspondance blratlonnelle, un mv‘erse R _’ Co
: . R (© > (w) SR
qui est aussi une correspondanée blratlonnelle.«S’xl ex1ste une corresan- v

dance blratlonnelle : v T A
le produit®R. B, est défini et est une correspondance blratlonnelle i

CRRT @) o~ ).
D’aprés les propriétés rappelées, l’ex1stence d’une telle correspondance ex;ge;‘ .
que (w) soxt de la forme 1nd1quee On peut donc mettre L’équatlon de ((v) '
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sous cette forme, déterminer I'une des valeurs possibles pour A et former
I’homologie 4 correspondante. L’mverse 47" est alors une correspondance
birationnelle. : o

e (w.) - (o), ,
donc le produit €. R. R,™ est défini et est une correspondance birationnelle
sur (w,). D’aprés les propriétés rappelées, ce produit doit étre de la
forme J. Gadonc R est de la forme :

€. 3.6, R, »
Mais les produits de la forme 4.J sont les homologles 4 correspondant
aux dlﬁ’erentes valeurs de A qui définissent la méme cublque (w); donc
R est bien de la forme indiquée.

2. — Avant d’aborder I’étude des courbes de genre un, il convient de
se poser une question préliminaire : comment reconnaltre si une courbe (C),
donnée par une equatlon algehrlque a coefficients complexes :

P(X,Y) =0,

est de genre un et, s’il en est ainsi, comment déterminer une correspondance

birationnelle R qui transforme (C) en une cubique (w)? On peut employer;
'a méthode classique des adjointes passant par les points multiples de la

courbe qu’on {trouvera dans les traités de géomeétrie al‘gébrique. On peut

aussi employer une méthode analogue a celle que M. Lebesgue employait

dans ses cours au Collége de France pour les courbes unicursales et que

j’ai exposée ailleurs (5). Cette seconde méthode a I’avantage de n’utiliser

que des opérations algébriques sur les coefficients de la courbe donnée et

d’éviter la « résolution des singularités » dans le cas des points multiples
d’ordres supérieurs a 2. Mais elle est notablement plus délicate pour les

courbes de genre un que pour les courbes unicursales. Aussi nous ne

I’exposerons.pas ici pour ne pas alourdir ’exposé.

On constate par I'une ou l'autre de ces méthodes que la recherche
de (w) et de R exige en général l'introduction de nombres complexes,
méme si les coefficients de (C) sont tous réels. On peut dinsi obtenir une
correspondance R a coefficients complexes transformant la cubique (w) a
coefficients complexes en la courbe (C) a coefficients réels. Il nous faut
donc étudier les propriétés de réalité des courbes (C) déduites d’une
cubique (w) a coefficients complexes par une correspondance biration- .
nelle R & coefficients complexes. Mais une telle courbe peut n’admettre
aucune équation”a coefficients réels; il se pose donc d’abord la question :
a quelle condition la courbe (C) . déduite de (w) par la correspondance
R peut elle étre définie par une équation da coefficients réels?

" Pour cela nous utiliserons les propriétés des imaginaires conjuguées.
Suivant un langage commode et courant, nous appellerons « étre géomé-
trique conjugué » d’un étre géométrique & (point, courbe, correspondance,

5. Revue Scientifique (article cité 4 la note 2).
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...), l’étre géométrique & obtenu en remplagant dans les formules de. déﬁ- ' ‘
nltlon de & toutes les constantes par les nombres imagingires conlugués T

sans changer les variables éventuelles. D’ aprés les propriétés classxques du
calcul des 1mag1na1res, la correspondance R (1mag1na1.re conJuguee de ﬂ{)

transforme la cubique (w) (imaginaire conjuguée de (w) en la courbe ©y-

~ (imaginaire conjuguée'de'(C) De plus, pour. que (C) puisse étre déﬁnle -L S
par une équation a coefficients réels, il faut et il sufﬁt que (G) soxt con- '

fondue avec (C).

En comblnant les propriétés precedentes, on obtlent une condltlon ST

nécessaire et suffisante pour que (C) puisse étre définie par une ‘equatlop

4 coefficients réels : la courbe déduite de (w) l;ar R doit étre identiqué“é"_
la courbe déduite de (w) par R. Le lemne du paragraphe 1 permet encore = *

de transformer cette condition en ’ensemble des 2 suivantes :
1° les coefficients p et g de (w) vérifient les relations :

2° la correspondance R est identique a: un prodmt de la forme HEE

4.6 R;

oit le coefficient A de ¥ vérifie les relations

P=Mp, q=)q. T

On- peut reconnaitre effectivement si ces ‘derniéres conditions sont '
vérifiées : la condition 1 exige un simple calcul numérique sur les-coef- -

ficients p et q; on peut alors déterminer les valeurs de A ( en nombre fini) .

vérifiant les relations imposées; on considére ensuite les coordonnées de A~ o

comme des indéterminées et on forme le produit' 4. Ta: R en fonction de

ces coordonnées indéterminées; en 1dent1ﬁant les coefﬁments de ce produ1t~.

avec ceux de R on obtient un systéme de relations entre les coordonnées

indéterminées; la condltlon 2 exige que ce systéme ait une solation. (et'

une seule) pour une des valeurs possibles de A. Le probléme posé. se
trouve ainsi résolu; nous allons encore montrer que, si la courbe ©)

admet une équation a coefficients réels, on peut s1mp11ﬁer sa déﬂmtlon par -

le théoréme :

r

" Théoréme 1. ~ .

\

Une courbe de genre un d coefficients réels peut étre déduite d’uac_’:

cubique (w) :

W—ﬁ+m+muw+ﬂﬁ¢m, -
‘a coeffzc:ents réels, par une correspondance blratzonnelle R a coefftctents'
complexes, telle gue le produit R.R™ soit une translation sur (w).

N

. "?’
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Démonstration. , _

Si une courbe (C) de genre un, a coefficients réels, est définie par
une cubique (w,) et une correspondance Ry a coefficients complexes, les
coefficients p, et q, de (w,) vériﬁent» la relation :

P

BB

P

3

Il en résulte I'existence d’un nombre fini de nombres complexes A tels que E

—I;.a:)“ pa’ ZI—A =)‘6 qa' ]
De plus, pour 'un de ces nombres A, la cqrrespondance ‘R, vérifie une
identité de la forme : '

(1) ) R, =4. s R,
ou 4 est l’homologle du_plan définie par les relatlons "
= ANx, g =A% y, N

et ol A est un point convenablement choisi sur (w,).

Or les regles de calcul des imaginaires montrent que, si une relation
entre ‘étres géométriques est vérifiée, il en est de méme de la relation
obtenue en remplacant chacun de ces étres par son 1magmaxre conJugue
On déduit ainsi de la relation (1) :

a | R, =1 % R, o
En comparant (1) et (1’), on obtient encore :

R, =94 %1 4. io'A R,
ce qui exige que le produit :

9. Gr. SE s
soit la correspondance identique sur (w,) (puisque la correspondance fﬁ
admet un inverse). La formule de permutatlon rappelée au paragraphe 1
permet d’écrire ce produit : _ s
q.9. 6%-). =44 652(-;-)“ : | ,

Nous avons rappelé que les correspondances sur (w,) se mettent de facon
unique sous la _forme J. G.; donc ce produit est la correspondance
1dent1que sur (w,) si et seulement si :

fi’?f_-l

£ (A) +A=0.
La premiére relation (entre homologies) est d’ailleurs équivalente a la
relation entre scalaires :
' nai=1
puisque le groupe des homologies ¢ est 1somorphe au groupe multlphcatlf
-de leurs coefficients A.
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. Considérons alors la cubique (w) défini¢ par la relation
g =241 p (AR g, (sirE—1)
ou : _ '
y=2+1-2'p,x+(1—1)’q,. (Bir=— 1). ’
Cette cubique est bien de genre un, puisque. : )
4p'+21¢'=(4p’'+2719)) 1+2°=0, (A= — 1)
Ap+27q = @4p +279) 11 £0, (=—1), _
D’ailleurs (w)-se déduit de (w,) par I’homologie plane non degénéree ff
définie par les relations : : :
= (1+a)2x, yy=>0O+1r)°y, Az=—1);
ou ‘ . . . ’
=0—rz2z, yYy=010—r)32y, A=—1).

Or la relation (2) et les rélations entre P15 Qs ;1., (_f1 et A montrent que :
- - 1\~ ’
A+ b =( 145 ) 1 P =40
iy 1 4
A= =( 1= ) 3 P, = A=V pa '
(1'*_)‘)S 61 (1+—) N q, = (1+)‘) q,

a0 g =1 ) g, = A=V g,

Donc les coefﬁéients de (w) sont réels dans tous les cas.

D’autre part (C) peut aussi étre déduite de (w) par la correspondance
bfrationnelle-:

R = ﬁﬂ,"‘- R,
Calculons le produit : ) :
@ R = g:_'. @. 9{,“. &2., Ca
ou, d’apreés la relation (1) : -

CRRT =44 T R, R G,
= g—f-._‘. 4. Ga. %.;
ou encore, d’aprés la formule de permutation :
RR =444, By

Or, d’éprés la relation (2) :
AN (1420 = (1,+%)—' A(A40) =1;

A= r(1=3) = ( 1-%)-* A=) =1; "

ce qui montre que le produit :

)
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est la correspondance identique sur (w). Donc le produit R. R~ est une
translation G g ,, sur (w).

3. — Abordons maintenant le probléme  essentiel : reconnaitre s’il
existe des points réels sur une courbe (C) de genre un donnée. .

Si la courbe (C) n’admet pas d’équation a coefficients réels, les points
reéls de (C) font partie de son intersection avec son imaginaire conju-

guée ((_}); or cette intersection est formée d*un nombre fini de points qu’on
peut obtenir effectivement et dont on peut reconnaitre si certains sont réels.

Nous considérerons alors seulement le cas ol (C) admet une équation
A coefficients réels, D’aprés le théoréme 1, on peut supposer que (C) est
définie par une cubique (w) a coefficients réels et une correspondance
birationnelle R telle que :

) (1) g{- g{,—’ —_ ‘6“

ot A est un point -convenablement choisi sur (w). Remarquons que la.
relation précédente et la relation imaginaire conjuguée :

1) R R = T,

entrainent que le produit :

Gi. Bx
est la correspondance identique sur (w), donc encore que :
3) ‘ A+ A=0.

Cette derniére relation exprime que les points imaginaires conjugués

A et A sont opposés sur (w), c’est-a-dire alignés avec le point « nul »
sur cette courbe qui est le point a4 I'infini dans la direction de Oy; comme
(w) est symétrique par rapport a Ox, cette condition exprime encore &he
ces points sont symétriques par rapport a Ox. — On peut aussi utiliser le .
fait que pu est une fonction paire et $'u une fonction impaire de u. —

Il en résulte que Aet A ont une abscisse commune, donc réelle, et des ordon-
nées opposées, imaginaires pures. Il nous sera commode dans la suite
d’associer au point A le point A’ réel qui s’en déduit par I’homologie :
Y=, Y=y
il est situé sur la cubique (w’) :
y?=2x*+ pxr—q.

‘ Nous allons chercher les points réels de (C) en cherchant leurs images
sur (w). Il y a lieu de remarquer que certains points de (C) échappent a
cette méthode : ceux dont le transformé dans R™' n’est pas déterminé —
ou qui admettent plusieurs paramétres elliptiques — c’est-a-dire les points
multiples. Mais on peut obtenir directement ces points, qui sont en
nombre fini, par des opérations algébriques et reconnaitre si certains
d’entre eux sont réels. Nous chercherons donc seulement les points réels
simples sur (C) en démontrant le théoréme : '
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" Théoréme 2. -

Si 4p3+27¢2> 0, la courbe (C) contient des points réels simples;
si 4 p3+ 27 q% < 0, la courbe (C) contient ou non des. points réels simples
suivant que le point réel A’ associé a la constante A de la translation R. 91 !
est sztue sur la branche infinie ou sur la branche fermée de la cubique (w ).

‘Démonstration.

Pour qu’un point M de (C) soit réel, il faut et il suffit qu’il soit identique
a son imaginaire conjugué. Puisque M est simple, il a une image uniqug N
sur (w) (transformé de M dans R™) et le conjugué"M de M est le trans-

formé de N dans R. La condition nécessaire et suffisanté pour que M soit
réel peut donc s’écrire : ‘
R(N) =R (N);

ou encore, d’aprés la relation (1) :
R,ATN)=0 (N)=N
ou enfin : v
“4) i -~ N+A=N. .
-Si u désigne P’argument elliptique de N et a celui de A, cette relation est
équivalente a 1’égalité :

u—u=—a

au module prés des périodes. Or u—u est un nombre imaginaire pur,

puisque le nombre imaginaire conjugué':l — u est son opposé. Inverseme;lt,
tout nombre imaginaire pur bi est de la forme :

b. b .\ -

51-—(—-24}=u—u.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe des points réels
sur (C) est donc que P’argument elliptique a de A soit un nombre imagi-
naire pur au module prés des périodes. Comme I’argument elliptique de A’

_est égal 4 a’ =3, cette condition est encore équivalente a celle que
I’argument elliptique de ‘A’ sur (w’) soit un nombre réel.

On est ainsi ramené 4 un probléme classique en théorie des fonctions
elliptiques; reconnaitre si un -point réel A’ sur une cubique (w’) a coeffi-
cients réels admet un argument elliptique réel (au module prés des
périodes). La théorie des fonctions elliptiques montre qu’il faut distingier
2 cas suivant le signe de la quantité 4 p’2 + 27 g2 =4 ps + 27 ¢* -

1° si 4 p* + 27 g2 > 0, les périodes principales 20 et 20’ de (w’) sont
~imaginaires eonjuguées; la partie réelle de cette courbe est composée
d'uné seule branche formée par les points dont _Pargument elliptique est
réel (au module prés des périodes) ; ol e
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2° si 4 p* + 27 q2 < 0, les périodes principales de (w’) sont, I'une 20~
_réelle, 'autre 20’ imaginaire pure; la partie réelle de (w’) est composée
d’une branche infinie formée par les points dont I’argument elliptique est
réel et d'une branche fermée formée par les points dont ’argument ellip-
tique est la somme de la demi- période o’ et d’un nombre réel (au module preés
des périodes).

Ce qui démontre le theoreme

4. — Nous allons encore compléter les résultats précédents en répar-
tissant les courbes de genre un en classes de courbes qui se déduisent les
unes des autres par des correspondances birationnelles a coefficients réels.

Démontrons d’abord le théoréme :

Théoréme 3.

Si4pP+27¢2> 0, la courbe (C) peut étre déduite de la cubxque (w)
par une correspondance birationnelle a coefficients réels.

Démonstration.
‘Nous avons vu que, dans ce cas, il existe sur (w) des points qui
vérifient la relation symbolique (4). Choisissons I'un d’entre eux que nous -
appelons B et formons le produit ®* = 0s. R; ce produit est encore une
correspondance birationnelle entre (w) et (C). De plus, la relation (1)
montre que '
’ R* = i R = Gi. G Re
Or le produit ©s. G. est la translation sur (w) d’amplitude B+ A et
. cette amplitude est encore égale a4 B puisque B vérifie la relation (4). Donc :
R =T R=R" .
Ce qui montre que les coefficients de R sont réels et démontre le théoréme.
Une correspondance birationnelle a coefficients réels entre 2 courbes
transforme les points réels simples de I’'une en les points réels. simples de
Pautre. Si 4p3+27q¢2<0 et si A’ est sur la branche fermée de (w’),
(C) ne contient pas de point réel simple, d’aprés le théoréeme 2; donc il ne
peut étre déduit par une correspondance birationnelle a coeffiicients réels
de (w) qui contient des points réels simples. Nous allons préciser ce
résultat :

Theoreme 4.

Sl 4p3+27¢2<0, les courbes (C) qui correspondent aux points A’
de la branche infinie de (w’) peuvent étre déduites de (w) par des. corres-
pondances birationnelles a coefficients réels et celles qui .correspondent
aux points A’ de la branche fermée de (w’) peuvent étre-déduites de.
Pune d’entre elles (C,) par des. correspondances birationnelles a coefficients
Péels.
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Démonstration.

La démonstration du théoréme 3 reste valable pour les courbes (C) qui
correspondent aux points A’ de la branche infinie de (w’) puisqu’il existe, -
dans ce cas, des points de (w) vérifiant la relation (4) Ce qui démontre la
premiére partie du théoréme. '

Considérons maintenant 2. courbes (C,) et (C) correspondant a
2 points A’; et A’ de la branche fermée de (w’). La différéence A’ — A’, est
un point de la branche infinie de (w’), car son argument elliptique est réel.
(C’est la différence de 2 nombres de la forme : o + un nombre réel, au
module prés des perlodes ) Donc 1l existe sur (w) des points qui vérifient
la relatlon :

(5) ‘ ﬁ+A—m=M. A
Choisissons I'un d’entre eux B et formons le produit :
R =R, G R:

c’est une correspondance birationnelle entre (C,) et (C). De plus, la
relation’(1) montre que :
R =R G R =R, G_s,. Gi. Gu. K-
Mais le produit ©a,. TB. Ta est une translation sur (w) d’amplitude
A—A+ B qux est égale a B, puisque B vérifie la relation (5). Donc :
R =R, Cn R=aq"

Ce qui montre que la correspondance R a_ses coefficients réels et démontre .
le théoréme.

Il reste encore a savoir s’il existe effectivement des courbes de genre
,un sans point réel simple et a construire des modéles de telles courbes.

On obtient de telles courbes notamment dans I’étude de la réduction des
: mtégrales elhpthues (%). On est en effet conduit & remarquer que I’équation :

P+ R, (x) =0

n’a pas de solutions réelles si R, est un polynome du 4 degre constam-
ment positif, ¢ est-a-dlre dont les 4 racines sont toutes imaginaires et dont .
le coefficient de x* est positif (un tel polynome R, ne conduit pas & une
intégrale elhpthue dans le champ réel). Une des méthodes de réduction
des intégrales elhpthues permet encore d’associer des quartiques de la
forme précédente a toute cubique (w) telle que 4 p*+ 27 ¢ > 0. On est en
eﬂ‘et conduit & considérer la courbe définie par la représentation elliptique -
x=% o pAa , Y=pu—-p(u+‘a);
pu — pa
oll a est une constante; cette courbe admet I’équation :

Y_fX‘—Gan’+4an—4p—8p a.

6. Voir, Baire, loc. cit., pp. 330-34.
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11 suffit de changer X en iX, Y en iY et @ en — a pour obtenir une courbe
de la forme voulue :

, Y+X+6paX' —4i 9aX—4p—39p'a=0.

On choisit a de maniére que $a soit réel et que 9’a soit imaginaire pur,
donc que le point A d’argument elliptique a sur (w) vérifie la relation (3).
Cette courbe (C, ) admet la représentation elliptique :

1 9'u +9a

iX=cz_ " iY=pu—9p@u=a).-
29u —9pa
Ik en résulte qiie (Ca.) peut étre déduite de (w) par la correspondance
birationnelle Ra : ,
X—=—il*B vy, <__y+‘3> —2ix—i;

X—a X — o

1.
x=§(‘1Y— X' — a), y=——.}2—(-(Y—j—iX'+3ia)—ﬁ;

oucetp désignént les coordonnées du point de (w) d’argument élliptique a.
Or, en remplacant u par u+ a= u—a (ppisque A vérifie la relation (3)
et en utilisant des formules classiques en théorie des fonctions ellip-
tiques (7), on obtient 'la représentation : . )
Y @—a—ya 1 ¢ (—u)—ya 19u+ya

i X = = 2 = P

p(—u) —9a pu —pa

iY=p@u—a) —pu;

2p u—a) — va

qui n’est autre que la représentation imaginaire conjuguée de la représen-
tation primitive. Il en résulte que :
, Ra =G R
donc (Ci) est associée a la cubique (w) et au point A sur (w) au sens du
théoréeme 1. Il suffit alors de choisir A de maniére qvue A’ soit sur la
branche fermée de (w’) pour obtenir une courbe de genre un sans point
. réel associé a (w). ' o
Si on désigne, suivant l’habitude par e, e, e; les 3 racines (toutes
réelles) de I’équation :
a3+ pr+q=0, 4p*+27¢2<0),
rangées dans un ordre tel que :
‘ e, > €, > e,
le point —e,, 0 est sur la branche fermée de (w’). On peut donc choisir
pa =e, 9'a=0; la courbe (Cs,) correspondante est la quartique :
' Y2+ Xt +6e,X2—4p—3e2,=0.

7. Voir Baire, loc. cit., p. 309, formule (7). .
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On vérifie aisément directement que cetfe courbe n’a pas de pomt réel :
e, est compris entre — \/ —Zet+ \/ -z donc:
3ez, + p<o0

et par suite le polynome :

»2+6e,xr—4p—3e?,
n’a aucun zéro réel et il en est d fortiori de méme du polynome -

Xt+6e,X—4p—3ez,. -

Ce qui montre que toute courbe de genre un a coefficients réels peut

étre déduite, par une correspondance birationnelle a coefficients réels, soit
d’une cubique (w) de la forme : : '

y'=a'+pr+q (@p+21¢=0) : g

soit d’une quarthue (Cs,) de la forme:
Y2+ X4+ 6e,X2—4p—3e2,=0 (3e2,+p<O0).
5. — Nous allons encore préciser le dermer résultat obtenu en démon-
trant le théoréme :
Théoréme 5.
.Toute courbe de genre un da coefficients réels peut étre déduite, par

une correspondance birationnelle a coefficients reels d’une et d’'une seule
courbe de l'une des formes suivantes :

) ‘=t pr+ 2

@ | L y=2+pxr—2 ; p==3

@) : Y X 46X —4p—3=0

) : Y’+X‘—-6X‘-——4p+3=0g, p<—3
®) U=+

6 y=x—=x

) « Y+ X+ 4=0.

Démonsﬁrat@on.

OE voit qu'une cubique (w) .
y=2"+px +q, 4p +27q,20);

. peut étre ramenée 4 'une des 2 premiéres formes si ¢ 20, a la 5° ou a

la 6° si =0, par une homologie du plan de la forme :
. =M\, y—)kay
avec A réel. Une quartique de la forme :
Y2+ X¢+6e,X°—4p—3e2,=0 (Be%,+p<0)
peut étre ramenée a la 3° ou 4 la 4° forme si e, #0 ala 7 sie,=0, par
une homologie de la forme :
X'=MX, YY=2)Y

.avec A réel. Il reste & démontrer que les courbes indiquées ne peuvent se
‘déduire les unes des autres par des correspondances birationnelles a coeffi-

cients réels.

@
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Cherchons d’aboed 4 quelles cgnditions les 2 cubiques :
(w) E p=a+pr+q
et (w’) p=x+pr+q
peuvent étre déduites I'une de I’autre par une correspondance birationnelle

A coefficients réels. D’aprés le lemne du paragraphe 1, il est nécessaire
~ qu’il existe des nombres complexes A tels que :

) . P=Mp, =20
En désignant par £ 'une des homologies .du plan de la forme :
=N =AY,

-

. ol A est une solution des relations (6), toute correspondance birationnelle
entre (w) et (w’) peut étre mise sous la forme d’un produit : :

R GA- if; .
ou 'Ga est une translation sur (w). Pour que les coefficients de cette &
correspondance soient réels, il faut et il suffit qu’elle soit identique a sa
conjuguée, donc que ‘:

s

Gr £=101 4.
Ce qui exprime encore que le produit :

T G & 47 =G 4. 47,
est la correspondance identique sur (w); puisque le groupe des translations
" sur (w) et le groupe des homologies ¥ n’ont en commun que la correspon-

dance identique sur (w), cette condition exige que le produit 997 soit
la correspondance identique. Mais, s’il en est ainsi, la correspondance ¥
ele-méme a ses coefficients réels, c’est-a-dire que A est réel. Ainsi, les
cubiques (w’) qui peuvent se déduire de (w) par des coerrespondances a
coefficients réels sont celles dont les coefficients sont de la forme :

’ PP=Mp, ¢ =2q;
avec A réel. Ce qu’on peut encore exprimer par les 2 conditions : (w) et (w’)
ont méme module : , _ :

4p"+27q" 4p°+21q"
q o q"
les coefficients correspondants de (w) et (w’) ont le méme signe. , ,

Or on constate que 2 des cubiques indiquées dans le théoréme ont, -
soit des modules différents, soit des coefficients de signes contraires.

Les quartiques indiquées dans le théoréme n’ont pas de points réels
donc ne peuvent se déduire des cubiques par des correspondances bira-
- tionnelles a coefficients réels. Il reste a chercher si elles peuvent se déduire
entre elles par de telles correspondances.

/

-

La quartique (C,)
Y2+ X4+ 6e,X2—4p—3e2,=0
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peut étre dedulte de la cublque (w) :
y2=x®+ pr—e3,—pe,

par la correspondance a coefficients complexes R &, ou E, des1gne le
point de (w) de coordennées €2, 0. Pour la quartique (CE, )

Y2+ X4+ 6e,X2—4p —3e2,=0
puisse étre déduite de (C, ) par une correspondance birationnelle é
coefficients réels, il est d’abord nécessaire que (C 2) puisse étre déduite
de la cubique (w’) par une correspondance birationnelle & coefficients
complexes. Il doit donc exister un nombre complexe A tel que :

pP’=Axp, e,+pe, =21 (e? + pe’,).
En désignant par ¢ -I’homologie : :

o ¥=Nz, y=»Ny,

toute correspondance birationnelle entre (w’) et (C, ) est alors de la
forme : - : ’

v

£.0.. g{n,. » ) i |
en vertu du lemne du paragraphe 1. Donc les correspondances blratlénnelles
entre (C',, ) et(C, ) sont de la forme : . § )
’ Ry 4. Ca. Re,.

Pour qu une telle correspondance ait ses coefficients reels il faut et il =
sufﬁt que : : '

R 4. %5..51.,_—..%;.?. 1. R,
"En vertu des relations :

:6}_{ = f)l:, 5{!2, g{n’ ——63' %l’z!

cette relation peut encore s’écrire :

9R.v 4. Tu- Re, = Ry oo T. ©1. Geye Re,
et encore :

. Gw, .Ef 1. Gs,. =494 0 (K,) Gi. s, ‘(aLA——l

Ce qui exige que le produit ¢~ . 4 soit la correspondance ldenthue_ sur (w);
donc que £ ait ses coefficients réels. D’aprés les résultats précédents,”
cette condition peut se traduire par 1’égalité des modules de (w) et (w’)
et lidentité des signes de leurs coefficients. Or on constate qué” les”
cubiques (w) associées 4 2 des quartiques. du théoréme ont, soit: des
modules dlﬂ‘érents soit des coefficients de signes contraires.

-



RAPPEL DES NOTATIONS ESSENTIELLES.

«

(w) : cubique définie par I’équation :
yr=ax*+pr+q @p3+27q¢*%£0)

ou par la représentation elliptique :
1
x=9u, y=§,p'u.

(C) : courbe de genre un.
©x ; translation sur (w) déﬁnie’ par les relations :
) M=M+A, uw=u+a :
J : correspondance birationnelle sur (w) laissant invariant le point

=Nz, y=>My w=Au
A==1, xi(g=0), *=j, =jp(p=0).
g corx;espondance birationnelle particuliére (w) = (w’j :
=Mz, y=»>Ny, w=\u
si pP=Mp, ¢ =A9q.
R : correspondance birationnelle arbitrair'e (w) — (C)
(voir lemne du paragraphe 1).



