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" SUR CERTAINES CONGRUENCES RECTILIGNES

APPARTENANT A UN COMPLEXE LINEAIRE

Par M. Paur VINCENSINI

4. Dans un Mémoire qui paraitra prochainement aux Annales de I'Ecole Normale
Supérieure, j’ai été amené i étudier les congruences rectilignes telles que .les coor-
données de la trace d'un rayon quelconque D(u,v) sur le plan 2Oy aient des

expressions de'la forme :

( ®=—FZ)a@d,Y),

<l) y =F(Z) AP, X),

ou X,Y,Z sont les cosinus directeurs de D, F(Z) une fonction atbitraire de 7
(cest-a-dire de l'angle que fait D avec Oz), P une fonction arbitraire des denx
variables u,v qui fixent D, et A le paramétre différentiel mixte du premier ordre
“relatif au ds* de la représentation sphériqh‘e de la congruence

(2) ©ds' =SdX* = Edu’ + aF dudv + G dv*.

On sait que les équalions

Ssszm,
3) : 7 =A(D,Y),
8 {=A(D,7),

définissent le lieu des projections orthogonales, H, de l'origine, sur les rayons
R(u,v) d’une congruence normale 1% , qui est d'ailleurs la congruence normale la
plus générale si b est la fonction la plus générale des deux variables 1 et v. Nous
dirons que la surface H(%, v, {) est la surface podaire (relative & o) de la congruence
normale 16. (C) étant une congruence quelconque définie par les formules (1), il

lui correspond une congruence i), et la forme méme des équations (1) montre que
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98 ' P. VINCENSINI.
I'on passe de T a4 C en projetant orthogonalement le point H relatif & chaque

. > T
rayon R en K, surle plan Oy, en faisant tourner le vecteur OK de + — autour
- 2

du innL O dans le plan 2Oy, ensoumetlant ensuite 61? a ’homothétie de ceiltxje 0
el de r’z/lpport F(Z), et en menant par l'extrémité K' du vecteur ainsi obtenu la
paralléle D 4 R.

Les opérations géométriques ci-dessus, appliquées aux différentes droiles de I'es-
pace, définissent une transformation de l'espace réglé, que dans le Mémoire cilé
nous avons appelée T [F(Z)], et qui est complétement définie dés que F(Z) (que
nous dirons la fonction transformatrice) est connue; Oz est I'axe de la transforma-
tion, O le centre, et xOy le plan de cette transformation. Les congrnencés définies
par les équations (1) sont les transformées, par une transformation T [F(Z)] arbi-’
traire, des différentes congruences normales de l'espace. ‘

La fonction ®(u,v) qui figure dans les équations (3) (définie & une constante
additive prés) représente, comme il est bien connu, la distance algébrique de 1'ori-
‘gine au’plan tangent a 1'une quelconque, S, des surfaces orthogonales aux rayons
de la congruence norinale 1% correspondante. S sera dite la surface génératrice de
la congruence G transformée de 1o par T [F(Z)].

Si G jouit de propriétés géométriques spéciales, 9, et S jouiront de propriétés
correspondantes. Nous voudrions présenter ici quelques remarques au sujet de la
transformation, par une T [F(Z)], de congruences normales 9b en congruences C
appartenant & un complexe linéaire d’axe Oz (axe de transformation). En général,
“,une congruence normale n'admet pas de transformées G situées dans un complexe
linéaire d’axe Oz, et nous verrons que les surfaces génératrihces des congruehces G
appartenant effectivement a un tel complexe sont susceptibles d’'une définition géo-
métrique intéressanle. D’autre part, en observant que certaines congruences de
définition géométrique remarquable, telles que les congruences & surface moyenne
plane (zOy) ou & enveloppée moyenne point (O) ou a foyers associés équidistants
d’une droite fixe (0z), peuvent étre déduites des congruences normales par des
transformations T [F(Z)] convenables, nous serons conduils a déterminer toutes
celles de ces congruences qui appartiennent a un complexe linéaire d’axe Oz, et &
présenter, au sujet de ces congruences, quelques remarques géométriques.

2. Une congruence notmale 70, étant définie par sa surface podaire (3), cher-
chons & déterminer la fonction ®(u,v) pour que la transformée C de o par la
transformation T [F(Z)] (F(Z) est une fonction donnée de Z)], appartienne a un
complexe linéaire d'axe Oz dont, négligeant une homothélie, nous pouvons prendre
I’équation en coordonnées pluckériennes (X,Y,Z,L,M,N) sous la forme

08 N=1.
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Les coordonnées du rayon D(u,v) de la congruence C, issu du pmnt (fc Y)
Aéfini par les équations (1), et de cosinus directeurs X, Y,Z, sont :

COX, Y, z
\ L= yZ =21 .Y,
( M= —aZ —ZF(Z)A(b,Y),

N =Y —yX = — F(Z) [YA(D, )+ X AP, X)];

soit, en tenant compte de la relation évidente,
Xa(@, X)+YA(P, V) +2ZA(D,Z) =0,

( L=12FZ)a@,X), M=ZF©L)a(P,Y), N=21FZ)ab,2).

Les fonctions & qui définissent, par leur surface podaire (3), les congruences
normales 9 dont les-transformées par T [F(Z)] appartiennent au complexe linéaire-
(4), s’obtiennent en remplagant dans (4) N par I'expression ci-dessus; on trouve

ainsi I'égnation :

) AP, Z) = = (7),

(Z)
en désignant par ©(Z) I'inverse de la fonction transformatrice.

Toute équation de la forme (5), oti ©(Z) est une fonction arbitraire de Z, définit
une famille, dépendant d'une fonction arbitraire, de congruences normales trans-
formables en congruences appartenant au complexe linéaire N = Z. Ces congruen-
ces sont définies par les équations (3) de leurs surfaces podaires, équations dans
lesquelles @ est remplacée par I'intégrale générale de (5); la fonction Lransforma-

trice commune & toutes ces congruences est F(Z) = @.ZZ—)

L’équation (5) montre déja que les congruenceé normales 9 dont les transfor-
mées par une T [F(Z)] sont dans un complexe linéaire d’axe Oz, sont celles pour
lesquelles la cote [z = A(®,Z)] de la projection orthogonale du‘point ‘O sur un
rayon quelconque ne dépend que de I'angle que fait le rayon avec Oz. En appelant
‘surfaces réglées paralléles d’'une congruence les surfaces réglées de la congruence
admettant pour représentations sphériques les différents parélléies‘ d’axe "0z":dé la
sphére image, on peut donc définir les congruences (‘o) envisagées ici, en disant
que les lieux des projections orthogonales de l'origine O sur les rayons des diffé- -
‘rentes surfaces réglées paralléles sont des courbes planes, situées dans des plans
‘paralléles au plan xOy. Ainsi, appartiennent 4 la famille (Y1) toutes les congmen-
ces des normales aux diverses surfaces de révolution autour de Oz.

Mais I'intégration de I’équation (5) va nous permetlre de caractériser les congruen-
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ces b ‘actuelles par une propriété géométrique plus remarquable encore, relative
& la génération des surfaces orthogonales a leurs rayons. :
Prenons pour représentation sphérique, sur la sphére de ravon un, le systéme
formé par les méridiens et les pat:alléles; on aura alors :
g X = sin u cos v,
(6) ¢ Y =sinusin v,
( Z =cos u.
ds® = du® + sin* .udv’.
Dans ces conditions, les paramétres différentiels A(D, X), a(d, Y), A(®P, Z) auront
les expressions :

. A} siny 0@
A(P,X) = —cos u cos v — — ,

du sinu v

)P cosv P
- A(b,Y)= — cos usinv + = _
v : ( ) Qu sinu v

. B dp |
A(P,Z) = — —ssinu,
du

et I’équation (5) prendra la forme :

ALl U :
— sin u+ Ofcos u) = o;

du
soit, en posant — Gii;rc:suli)—.: U’ (U’ étant la dérivée d’une fonction de u):
J
uw v
On en déduit : .
) b=U+V;

U et V étant des fonctions arbitraires respectives des arguments u et v.

Les surfaces orthogonales aux rayons des congruences normales admettant une
transformation T [F(Z)] les amenant dans un complexe linéaire d’axe Oz, sont donc
définies tangentiellement par le plan :

{9 sinucosv.x+sinusinv.y+cosu.z=U+V.

Pour une valeur donnée de v, le plan (g9) enveloppe un cylindre de génératrices
perpendiculaires au plan y = tgv.x (de trace Ox, sur xOy), et dont la section
- droite par le plan zO0x, est définie tangentiellement par 1’équation :

x,sinu+zcos u==U+V.
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Lorsque v varie, le cylindre précédent subit une dilatation fonction, arbitraire
de v, et I'on peut enoncer ‘le 1ésultat suivant. '

Les congr uences normales susceptibles d'une trans‘jormalwn T|F(Z)] les trans-
formant en congruences apparlenant a un complexe linéaire d’axe Oz, sont les
congruences des normales aux surfaces enveloppes d'un cylindre arbitraire de généra-
trices perpendiculaires ¢ Oz, tournant aulour de Oz toul en se dilalant, la loi de
dilatation élant absolument arbitraire. )

Si la dilatation est nulle, on retrouve les congruences des normales aux surfaces
de révolution autour de Oz, déja signalées.

La fonction transformalrice associée & I'une quelconque des congruences b qui
viennent d’étre déterminées. transformables par une T [F(Z)] en congruences appar-
tenant & un complexe linéaire d’axe Oz, ne dépend que de la donnée ( une dilata-
tion arbitraire prés) du cylindre générateur des surfaces orthogonales aux rayons;
son expression est, comme on lI'a vu,

HZ) = [S1¢A) - O(cos u)’

soit, en tenant compte de la définition de U’

1
Usinu’

(10) ) F(l) = —

.

3. Pour obtenir explicitement les congruences du complexe linéaire d’axe Oz,
transformées des congruences Yo déterminées au numéro 2, il suffit de remplacer ¢

par U+ V et F(Z) par — dans les équations (1) qui définissent la trace,

1
U’ sin u
sur le plan xzOy, du rayon générateur de l'une des congruences cherchées, rayon
dont les cosinus directeurs X, Y, Z ont les expressmns (6). En tenant compte des

équations (7) on obtient ainsi :

x = cotgusinr +UY cosv,
(11) , y = — cotg u cos v + UV sin v,

«w

=0,

aprés avoir posé :
V=9,
(12) ' i

sin*u.U’

=U.

Al et U sont des fonctions arbitraires de u et v respectivement, au méme titre
que U et V.
1 est intéressant, pour la suite, de déterminer la surface moyenne de la congruence
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générale (11). L’équation générale donnant les abscisses des foyers portés par le:
rayon (u,v), comptéesa partir du_point (x,y) ol cerayon perce le plan zOy, est :

(EG —F) ¢+ [gE — (J+ /) F +eGlp+eg — ff =o.

.

ot E,F, G sontles coefficients du ds* de la représentation sphérique, et ot I'on a =

X dx X dx X dx X dx
e == —.——(_— g == ‘——‘—, f:—;S‘—.‘_, f’ S_._~
Ju v v du’

du du’ dv v

x,y,z étant les coordonnées du point de départ sur chaque rayon.
Avec la représentation sphérique adoptée ici, on a :

E=1, F=o, G::sin’»u;

de sorte que l'abscisse, %, du point moyen situé sur le rayon (u,v), a pour
expression : :
e g

A= —— —

2 2sin*u’

X dx )X dx
Les expressions de e et ¢ s’obtiennent en remplagant dans S-— = \u et. 30

(X,Y,Z) et (x,y,z) par leurs expressions (6) et (i1); on trouve ainsi :

e =YY cos u,
, B vg=Q1°Dsin u;

et, par suite :-

=

—_—-—ij-(ou’ cos U+ 'cu >
2 sin u

' Les equatlons de la surface moyenne de la congluence la plus generale d’un com-
plexe linéaire d’axe Oz, transformée d’une congruence normale par une transfor-
mation T [F(Z)], sont donc :

fe
B = cotgusinv +-‘§- cos v (U — ' sin u cos u),

(13) ‘9:—00igucosv+%$inv(GlL——‘U'sinucos u),

).

sin u /

Il

= ——ﬂcos u(“ll' cos u+
2
On voit, en particulier, que pour que la congruence soit & surface moyenne plane
(plan zOy), il faut et il suffit que l'on ait, soit U = o, soit

¢

u
U’ cos u + — =o0
sin u
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Dans le premier cas, la premiére équation (12) montre que V = a = const., U,
et par suite U, restant arbitraires. Les surfaces génératrices des congruences envi-
sagées sont alors définies tangentiellement par

sinucosv.x+sinusinv.y+cosu.z=%="U+a;

.ces surfaces génératrices sont les diverses surfaces de révolution autour de Oz, et la
fonction transformatrice attachée a I'une quelconque d’entre elles a pour expression :

F(Z) = —

U'sinu’
Dans le deuxiéme cas, c’est la fonction V qui est arbitraire, et I'expression de U

34 p) . l p— 4 M >
(lleea U par ——sin’u.p' _"U,> est définie par

A’ cos u+ .ou =o,

: sin u
-d’ou I'on déduit

U = k cotg u, (k = const.);
-et, par suite,

U=klogtgu+h, (h = const.).
Les surfaces génératrices sont, dans ce cas, les enveloppes du plan
sinucosv.x+sinusinv.y+cosu.z=~klogtgu+V,

ou /k est une constante arbitraire et V une fonction arbitraire.de v.
Si, U étant une fonction arbitraire de u, V est une fonction du premier degré

de v,
V=av+b;

la surface (13) est de 1évolution autour de Oz, .et I'on obtient ainsi toutes les
congruences d'un complexe linéaire d’axe Oz, transformées de congruences norma-
les par des transformations T [#(Z)], dont les surfaces moyennes sont de révolution
autour de I'axe du complexe. Les surfaces génératrices de ces congruences sont,
comme 1'on voit, les enveloppes d’'un cylindre ‘arbitraire de génératrices perpendicu-
laires @ Oz, tournant autour de Oz et subissant en méme temps une dilalation pro-
portionnelle & U'angle de rotalion.

4. En général, une congruence d'un complexe linéaire transformée par une
T [F(Z)] d’une congruence normale, n'admet qu’'une seule congruence normale
génératrice (ou une seule surface généraltrice  une dilatation prés), si I'on ne consi-
-dére pas comme distinctes deux congruences (ou deux surfaces) génératrices homo-



104 o 'P. VINCENSINI.

thétiques dans une homothétie de centre O. Deux telles congruences fournissent
évidemment la méme congruence transformée avec des fonctions transformatrices
dont le quotient est égal an rapport d’homothétie.

Mais il se peut qu’d une congruence déterminée d’an complexe linéaire corres-
pondent plusienrs congruences genératrices. La recherche des congruences admettant
plusieurs congruences normales génératrices (et par sunite, comme on le verra, une
infinité de telles congruences) conduit; comme nous allons le montrer, aux congruen-
ces transformées des congruences des normales awr surfaces de révolulion autour
de Oz.

Il est facile de voir qu'une congruence d'un complexe linéaire, C, transformée
par une T [ (Z)] d’'une congruence normale 11> dont tous les rayons coupent Oz,
peut provenir de n'importe quelle antre congruence dont les rayons coupent Oz.
Envisageons les rayons de C coupant (évidemmenl & angle droit) une méme droite
du plan xOy issue de O; il est clair que C est engendrée par la rotation autour
de Oz de I'ensemble de ces rayons. Donnons-nous une fonction arbitraire ¢(Z) autre
que F(Z), et effectuons, a partir de C, la transformation inverse de T [0(Z)]. Les
rayons de la congruence transformée couperont évidemment tous Oz; cette derniére
sera donc une congruence normale (arbitraire) dont lous les rayons coupent Oz, et
sa Lransformée par T [¢(Z)] sera C, qui peut bien, par suite, étre considérée comme
admettant pour génératrice une congruence normale quelconque dont les rayons
rencontrent Oz.

Le fait quelles congruences normales dont les rayons coupent Oz sont les seules
pouvant étre regardées comme génératrices d’'une méme congruence d’un complexe
linéaire est d’ailleurs facile & établir. Imaginons deux congruences normales 90, , 0, ,
dont les transformées par T [F,(2)] et T[F,(Z)] sont confondues. Il résulte de la
définition géométrique de la transformation T [F(Z)] que les rayons homologues
de Yo, et 9b, (correspondant & un méme rayon de la congruence transformée), sont
paralléles et dans un méme plan issude O, le rapportde leurs distances an point O
ne dépendant que de Z. 90, est transformée de Fb,, dans une transformation rem-
placant, chaque rayon, par son homothétique dans une homothétie de centre O et
dont le rapport est une certaine fonction ©(Z) de Z, transformation que, confor-
mément aux notations du Mémoire des Annales de I'Ecole Normale Supérieure auquel
il est fait allusion plus haut, nous appellerons #6 [0(Z)]. 11 suffit donc, pour établir
le résultat annoncé, de montrer que les seules congruences normales susceptibles
d'une transformation J6 [0 (Z)] les laissant normales, sont les congruences des nor-
males aux surfaces de révolution autour de Oz. _

Désignons a cet effet par x,y, z les coordonnées d’un point quelconque de la
surface de départ d’une congruence normale 90, et par X, Y, Z les cosinus direc-
teurs du rayon, D, issa du poinl (x,y,2); %,Y¥,z,...7Z sont des fonclions de

deux paramétres u el v.
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Le fail que la congruence est normale se lraduit par la relation

L 0X dx X dx
du v v du’

(14)

Exprimons que la congruence Y peut élre transformée en une nouvelle
congruence normale 91’ par une transformation J6([®(Z)]. On pourra prendre
pour surface de départ de 1’ le lien du point

x'=0(). x, Yy =06(0).y, 2 =0(2).z
et la condition pour que 1’ soil normale est :

X dx' L aX dx!
du dv . de da

(15)

soit :

N[0 2 ) ) da T NI 7 )X
g'\T[Tz_ 3o " Ho@) DvJ_S W[Tz‘sz-“‘mau

|

ou, en lenant comple de (14) et en négligeant le cas évident ou O (Z) = const. (%'

et Yo homothétiques),
oL
S

X VA XX
v u du Qv

3

H

qui peut s’écrire :

2 )X )X 22 BN 0Z Y
2l —— |-y —————— | =o,
v du v du “Lodu v v du
et finalement, en remplacant les quantités entre crochets par des quantilés propor-
tionnelles,
xY —yX =o.
Cette derniére relation exprime que le rayon générateur D de ‘b rencontre Oz,

et que par suite 90 est bien, comme on 'avait annoncé, la congruence des normales
4 une surface de révolution d’axe Oz.

5. Parmi les congruences transformées des congruences normales par une
T [F(Z)] figurent les congruences admettant pour enveloppée moyenne le point O,
les congruences & surface moyenne plane (xOy), et les congruences & foyers as:ociés
équidistants d'une droite fixe (0z), que j’ai étudiées en détail dans un Mémoire des
présentes Annales('). et que dans la suite, pour abréger, jappellerai congruences
des types respectifs (A), (B), (C). -

(*) Sur trois types de congruences reclilignes. — Annales de la Faculté des Sciences de
Toulouse, 1927. r

Fac. des Sc., 4° série, t. 1V. 14
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Nous allons chercher ici, en déterminant leurs surfaces génératrices, les congruen-
ces des types (A), (B) ou C appartenant a un complexe linéaire d’axe Oz.
Les congruences générales du type (A) sont les transformées d’'une congruence

normale (1) arbitraire par la transformation T L%J, les congruences du type (B)
sonl les transformées des congruences normales par T[Z]: enfin les congruences du
type (C) sont les transformées des congruences normales par T [% — Z]. On peut,

pour ces trois résullats, se reporter au Mémoire des Annales de la Faculté des Scien-
ces de Toulouse qui vient d’étre cité, ou a celui des Annales de I'Ecole Normale Supé-
rieure dont il est question plus haut.

Congruences du lype (A) siluées dans un complexe linéaire d'axe Oz. — La rela-.
tion /10) montre que I'on doit avoir, pour ces congruences,

relation d’oti I'on déduit :

U = log

. ’
sin u

k élant une constante arbitraire que, moyennant une remarque faite au début du

numéro 4, nous pouvons supposer égale a un :

L =1 .
o8 sin 1

Les surfaces génératrices des congruences (A) situées dans le complexe linéaire
N =7, peuvent donc étre définies comme les enveloppes du cylindre dont la sec-
tion droite (daus le plan xOz) est définie tangentiellement par 1'équation

1

sinw.x+cos u.z=log — ,
: sin u

lorsque ce cylindre tourne autour de 'axe Oz, tout en se dilatant suivant une loi
absolument arbitraire.

Les congruences (A) elles-mémes s’obtiennent en soumettant les congruences des

‘o : ; . T
normales aux enveloppes des cylindres ci-dessus a la transformation T[ :l
cos u

Les équations explicites de ces congruences se déduisent des formules générales (11),

en substituant a U = son expression actuelle qui est, puisque

sinfu.U"’
U = —cotgu :

1
U=—

sinucos u
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Les surfaces moyennes des congruences obtenues sont définies par les équa-
tions (13), qui s’écrivent ici :
% == cotg u(sin v — UV cos v),
(16) ) ' Y = — colg u(cos v+ U sin v),
[¢
=9,

I

el qui représentent un conoide quelconque d’axe O:z.

Les nappes focales des congruences que l'on vient de délerminer, que 1’on obtient
explicitement sans difficulté, fournissent les couples de surfaces conjuguées par
rapport & un complexe linéaire dont les points homologues sont équidistants d’un
point fixe situé sur Faxe du complexe.

Notons ce résultat, sur lequel nous reviendrons plus loin :

Les congruences & enveloppée moyenne point situées dans un complexe linéaire dont
laxe passe par le point moyen ont pour surfaces moyennes les différents conoides
droits admettant pour axe l'axe du complexe.

Congruences (B) appartenant a un complexe linéaire d'axe Oz. — Pour obtenir
ces congruences il faut prendre F(Z)=Z. (10) donne alors :

I
7 =cosll—=————
U'sinu’
I

U — oo
sinucosu’

et par suite, en négligeant une dilatation constante des cylindres enveloppant les
surfaces génératrices,
U=log g u,
conformément d’ailleurs & ce qu'on a vu au numéro 3.
Les surfaces génératrices des congruences (B) appartenant & un complexe linéaire
d'axe Oz, sont donc les enveloppes du cylindre dont la section droile est définie

tangentiellement par
sinu.x+cosu.y=1logtg u,

lorsque ce cylindre tourne autour de Oz en subissant une dilatalion fonction arbi-
traire de I’angle de rotation.
On obtient explicitement les congruences (B) elles-mémes en substlituant, dans

les équations (11), 4 U = son expression actuelle quii est U = — cotg u.

sin*w. U’ v
Les nappes focales de ces congruences sont les différents couples de surfaces
conjuguées par rapport & un complexe linéaire, dont les points homologues sont

équidistants d’un plan fixe perpendiculaire & I'axe du complexe.
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Congruences du type (C). — Elles correspondent 4 la fonction transformatrice
G 1 N sin® u .
Tl = Z 7 cosu’

I'é¢quation (10) s’écrit ici :

osintu - I
cosu  Usinu’
d’ott
U cos U
T sinfe’

et par suite, une dilatation ¢tant Loujours négligée,

Les surfaces génératrices des congruences (C) appartenant & un complexe linéaire
d’'axe Oz, sont les enveloppes du cylindre dont la section droite est définie tangen-
geuntiellement par

. 1
SIN L. X +CosU.y — ———,
2 sin* u
lorsque ce dernier tourne autour de Oz en se dilatant suivant une loi arbitraire.

Les congruences (C) du complexe se déduisent des congruences des normales aux
sin® sin’ u
surfaces ci-dessus par la lransformatlon T Les équations explicites de

ces congruences s'obliennent comme on 1'a deja expllque au sujet des congruences
(A) el (B). Les surfaces moyennes de ces mémes congruences sont définies par les

formules (13), qui, compte tenu de U = ——— et de la valeur de U’
sin®u. U
cos u .
(U’ = -——,-3—-), s’écrivent :
sin® u

(17

S % = cotg usin v,
) —cotg ucos v,

5 2
Il

=V

9 étant, comme toujours, une fonction arbitraire de v seul. Les équations (1)
représentent, tout comme les équations (16) relatives aux congruences (A), la famille
des conoides droits d’axe Oz.

Nous avons supposé, jusqu’ici, le paramétre du complexe linéaire envisagé égal
a un. Si I'on fixe, en méme temps, 'axe Oz du complexe et un conoide d’axe Oz,
el si I'on fait varier le paramétre du complexe, on voit que le conoide considéré est



SUR CERTAINES CONGRUENCES RECTILIGNES. 109

la surface moyenne d’une infinit¢ de congruences des types (A) ou (C) appartenant
toutes a des complexes linéaires d’axe Oz, el l'on peut énoncer le résultat suivant :

Tout conoide droit peut étre regardé comme la surface moyenne de deux familles
de congruences, U'une formée de congruences admeltunt pour enveloppées moyennes un
point de l'axe du conoide, I'aulre formée de congruences & foyers associés équidistants
de cet axe, loutes les congruences de l'une ou Uaulre des deux familles appartenant &
des complexes linéaires admetlant pour axe laxe du conotde.

Si © =o [voir les équations (16) et (17)], les deux familles de congruences
ci-dessus se confondent en une seule. Si 'on néglige une homothétie (si 'on suppose
le paramétre du complexe égal a un), on oblienl une congruence appartenant a la
fois aux types (A) et (C), définie par les équalions suivantes donnant les coordon-
nées (x, y) du point ot le rayon de cosinus directeurs X, Y, Z [définis par les
formules (6)] perce le plan xOy :

& = cotg u sin v,

(18)
y = — cotg u cos v.

11 est d’ailleurs évident géométriquement (ue cette congruence appartiel{t aussi au
type (B). '

La congruence ci-dessus oftre un exemple intéressant de congruences (signalées
au numéro 4) pouvanl étre regardées, d'une infinité de fagons, comme transformées
-de congruences normales par des transformations T [F (Z)]. Suivant que l'on envi-
sage la congruence comme appartenant au type (A), (B) ou (C), la surface génératrice
(de révolution puisque la dilatation U du cylindre qui la détermine comme enve-
loppe est nulle) admet pour méridienne 'une des courbes définies tangentiellement
par les équations : )

sinuw.x 4+ cos u.y = log

s

sin u

sinu.x 4 cos u.y = log tg u,

sinu.x+cosu.y= —>

2 sin*u

les fonctions transformatrices relatives 4 chaque cas étant

1 sin® u
, cos u, —_—
cos u cos u

En ce qui councerne les équations (17) définissant la surface moyenne d'une
congruence d'un complexe linéaire a foyers associés équidistants de l'axe du
complexe, on peut faire la remarque suivante. Ces équations montrent qu’étant
donnée une congruence quelconque du type enifisagé, si l'on soumet chaque série de
rayons s’appuyant sur une méme généralrice du conoide moven & une translation
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paralléle o U'axe du complexe, la loi de variation de celle translation lorsqu'on passe
d'une généralrice du conoide moyen & une aulre élant choisie de fagon absolument
arl_)itraire,' on oblient une aulre congruence du méme type.

La construction précédente permet, comme l'on voit, de déduire trés simple-
ment, toutes les congruences d'un complexe linéaire a foyers associés équidistants
de I'axe du complexe de I'une quelconque d'entre elles, par exemple de la congruence
des normales a un hélicoide minima réglé de méme axe que le complexe qui est
évidemment une congruence particuliére de la famille considérée ici.

6. Porlons maintenanl plus spécialement nolre atlention sur les congruences du
type (A) (& enveloppée moyenne point).

Soit € un conoide droit quelconque d’axe A. O étant un point quelconque de A
il existe, comme on I'a vu au numéro précédent, oo' congruences admettant pour
‘enveloppée moyenne le point O et apparlenant & des complexes linéaires d’axe A;
chaque complexe d’axe A individualise I'une de ces congruences.

Si I'on considére un complexe linéaire d’axe A déterminé, et si 'on envisage
les oo' positions que peut occuper O sur A, on peut dire qu'a chacune de ces posi-:
tions correspond une congruence du complexe admettant pour enveloppée moyenne
le point O correspondant. On voit donc que :

Toul conoide d’axe A peul élre considéré comme la surfuce moyenne d'une double:
infinité de congruences admettant pour enveloppée moyenne un point silué sur A el
appartenant « des complexes linéaires d'axe A; foul poinl O de A fournit oo
congruences distribuées dans les oo' complexes d'axe ), el lout complexe d'axe A
JSournit oo' congruences différant par la position qu’occupe O sur A.

L’ensemble des congruences admettant pour enveloppées moyennes les différents
points d’une droite A et appartenant & des complexes linéaires d’axe A est suscep-
tible d’'une construction géométrique simple, qui est & rapprocher de celle qui
donne les congruences d’'un complexe linéaire & foyers associés équidistants de I'axe
du complexe A partir de la congruence des normales & un hélicoide minima réglé.

Donnons-nous arbitrairement un complexe linéaire ' d’axe A, un conoide
droit C dont I'axe est celui du complexe, et un point O sur A; nous individualisons
ainsi la congruence A la plus générale de I'ensemble envisagé. M étant un point
quelconque du conoide €, on peut construire le rayon D de la congruence A issu
du point M de la fagon.suivante. )

M étant le point moyen sur D, et le plan moyen correspondant passaut par O,
D est dans le plan P perpendiculaire en M & OM. Eu outre, D, appartenant an
complexe I', est situé dans le plan polaire, =, du point M, par rapport au com-
plexe (plan qui passe par la génératrice du conoide C contenant le point M). D est
donc la droite d'intersection des deux.plans distincts P et =.

Si I’'on envisage les o' congruences (A) du complexe |' admeltant pour surface-
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moyeunne le conoide (¢, on voit que les rayons de ces o' congruences issus d’'un
méme point M de € sont dans un méme plan (le plan polaire = de M). Tout
point M de C est le centre d’'un faisceau plans de rayous, et les co' faisceaux rela-
tifs aux différents points de € jouissent de la propriété suivante :

Si lon considére comme homologues, dans les différents faisceaux, les rayons
-appartenant & la méme congruence, les o* faisceaux sont homographiques.

Soient, en effet. A,, A,, A,, A,"quatre congruences (A) relatives aux points O,,
0,,0,,0, de A, el D,, D,, D, D, les rayons de ces congruences issus d'un méme
point M de €. D,, D,, D, D, sont les intersections, du plan polaire = de M rela-

tivement au complexe 1', avec les plans P,, P,, P, P, perpendiculaires en M

4

a4 O,M, O,M, O,M, O, M respectivement. Ces plans appartiennent & un faisceau ayant
pour axe la perpendiculaire en M au plan (M, A); on a donc :

(Du’ Da' l):s’ D&)Z(Pa’ Ps’ Pa’ pn) :(0‘, Oa’ Os’ OA)'

(D,, D,, D,, D,) ne dépend que des gnatre points O, O,, O,, O,, et nullement de
la position occupée par le point M sur €. La proposition annoncée se trouve donc
établie.

7. Les expressions (voir le numéro 2) des trois derniéres coordonnées plucké-
riennes L, M, N, de la droite transformée du rayon générateur d’'une congruence
normale quelconque 9% par une transformation T|F (Z)?,

L=7ZFZ)A®, X), M=ZF(Z)a(®D,Y), N=79(2)a(®, 2),

montrent que si I'on envisage, non plus un complexe linéaire, mais un complexe
-quelconque I' dont 'équation ¢ (X, Y, Z, L, M, N)=o0 est homogéne en L, M, N,
.toutes les congruences transformées de Vo par les différentes T [F(Z)] possibles sont
dans T dés que Uune d'elles y est; les différentes transformées sont d’ailleurs évidem-
ment deux a deux en transformation [0 (Z)] (voir le numéro 4).

En particulier, si 'on a égard aux congruences des types (A), (B), (C) dont il a
-6té question dans les numéros précédents, on voit qu'un complexe I’ qui contient
des transformées 1{F(Z)] de congruences normales contient toujours des congruences /
-des trois types ci-dessus. 1l contient d’ailleurs autant de congruences de chacun de ces
types qu’il y a de congruences normales dont les transformées par T |F(Z)] sont
dans le complexe. Chacune des congruences normales 9 en question fournit (3 une
homothétie éventuelle prés), une congruence (A), une congruence (B) et une
-congruence (C), appartenant au complexe; ces congruences sont, respectivement,

‘transformées de 9 par les transformations T[%—], T{Z] et TE—é——Z:I; elles

sont deux a deux en transformation 6 [0 (Z)], c’est-a-dire se correspondent deux a
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deux avec homothétie, relativement & O, des surfaces réglées admeltant pour image
sphérique un méme ‘paralléle quelconque d’axe Oz.

Envisageons, par exemple, le complexe (létraédral) des droites normales a leurs.
conjuguées par rapport & une quadrique (non réduile & une sphére) :

Q= z +- yr iz 1 =o,
l m n
complexe dont I'équation est :
(19) aLX\ +6MY = o
(a=1l—n, b= m-—n).

(19) est homogeéne en L, M, el le complexe est du type [' donl il a él1é question
plus haat. :

Cherchons les congruences normales dont les transformées par des T [F(Z)] sont
dans le complexe. En remplacant dans (19) L et M par leurs expressions, et en

posant, comme il est légitime, a = 1, on oblient I’équation :
.(20) ‘A(‘I),X)—}—bYA(‘I’,Y):0,

qui définit, par leurs surfaces podaires, les congruences normales cherchées,

Avec les notations du numéro 2, 'équation (20) s’écrit :

(a1) . dD (b ) sinvcosv P
21 sinu cos u — —_1) ———— — —— =0,
du cos* v+ b sin®y dv

et I'on en déduit immeédiatement :
® = P [sin v (cos v)™" (fg w)'™],

d étant regardé comme un symbole de fonction arbitraire.

Les congruences normales dont les transformées par une T [F(Z)] (arbitrairey
sont dans le complexe ', sont les congruences des normales anx surfaces S définies
tangentiellement par 1'équation

(S) sinucosv.xr+sinusinv.y+cosu.z=1=> [sinv(cosv)™’ (tg u)™’].

Les congruences a enveloppée moyenne point (O) situées dans le complexe 1"
onl pour surfaces génératrices les surfaces (S), et la fonction transformatrice corres-
] 1
pondante est 7 = s n"
Les coordagnées du point (x, y) ou le rayon généraleur d’'unc telle congruence

) \ P I
perce le plan xOy, sont données par les équations (1) ou ;"(Z):F(;;l: el
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ot b = ®[sin v(cos v)™’ (tg u)'~’]; on trouve en négligeant une symétrie relative-

ment a O : .
cos v
x = d'(tg w)™" (cos v)'™* ,
S (g 1) (eos 0= 220
(22) .
sin v
: vy = b®'(tg )" (cos v) " ———,
( ; (tg @)™ ( ) o

équations ot @' représente la dérivée de ¢ par rapport a4 son argument.

Les équations des congruences 4 surface moyenne plane (xOy) et & foyers asso-
ciés équidistants de Oz, situées dans le complexe tétraédral 1", peuvent se déduire
des équations (22).

La fonction O(Z), qui définit la transformation J6[0(Z)] faisant passer d’une
congruence (A) & enveloppée moyenne point & une congruence (B) & surface moyenne

T .
plane, est le quotient des fonctions transformatrices Z et 7 relatives & (B) et (A);
cette fonction est donc ©(Z) = Z* = cos’ u. Les équations définissant, par les coor-

données (x, y) du point ot un rayon quelconque de cosinus directeurs

X=sinucosv, Y=sinusinv, Z=—cosu

perce le plan xOy, la congruence 3 surface moyenne plane (xOy) la plus général'e
située dans le complexe I, s'obtiennent en multipliant les coordonnées x, y figu-
rant dans (22) par cos® u; on trouve ainsi les équations générales
(33) ( = ®d'(tg )™ (cos v)™*"’ cos v,
2
y = b®d'(tg u)™" (cos v)™* sin v.

De méme, pour avoir les équations de la congruence a foyers associés équidis-
tants de Oz la plus générale située dans le complexe I', il suffit de multiplier,
dans (22), x® et y par le quotient des fonctions transformatrices relatives aux

" congruences des types (C) et (A), soit :
e I—TZ,Z sin*u.

Ces équations sont donc:

” S x = P'(tg u)** (cos v) ™" cos v,
(
? ‘ [y =bD'(1g u)*" (cos v)™'"~* sin v.

8. Nous allons, pour lerminer, reprendre pour la Lransformation J6[0 (Z)]
définie au numéro 4, et consistanl A remplacer chague rayon d’une congruence

FacuLTE DES ScIENCES, 4¢ série, t. IV 1h
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rectiligne de cosinus directeurs X, Y, Z par son homothétique dans I'homothétie de
- centre O et de rapport ©(Z), le probléme que I'on vient d’étudier pour la transfor-
mation T [F(Z)]. Cherchons y'il existe des congruences normales transformables,
par des transformations #6[0(Z)], en congruences appartenant a un complexe
lindaire d’axe Oz, complexe dont, négligeant une homothétie, nous prendrons -
encore I'équation sous la forme N = Z.

Il se trouve qu'il existe effectivement de telles congrueuces, et que leurs surfaces
orthogonales. sont susceptibles d’une définition, comme enveloppes de cylindres,
trés aualogde a celle des surfaces génératrices des congruences d'un complexe
linéaire dont il est question dans les numéros qui précédent.

Soi& 1 une congruence normale arbitraire, définie, par sa surface podaire, au
moyen des équations (3) ot ¢ est une fonction arbitraire des deux variables u et v
qui fixent les différents rayons. Les coordonnées pluckériennes du rayon génératenr
de 96 sont :

X, Y. Z

L=ZA(D,Y)—YA(D, 7,
M=XA(P, Z)—ZA(D, X),
N=YA(D, X)—XA(D, Z);

celles du l'ayon générateur de la congruence T’ transformée de Tb par J6 [0 (Z)]
sont par suite :
X, Y, 7,
L'=0(2)[ZA@,Y)—YA(D, Z)],
M = O(Z)[XA(P, Z)— ZA(D, X)],
N =0@[Ya(d, X)—XaA(®, Y)].

90’ appartiendra au complexe N =17 si l'on a

/]

YA(D,X)—XA(D,Y)= = F(),
(. X)— XA, Y) = g = F(2)
soit, avec la représentation sphérique (6) du numéro 2, et tenant compte des expres-
sions (7) :
d )
-—2:—_U, ‘ (U= —F(cos u)],
u

el par suite, la constante additive dans & pouvant étre négligée,
(25) b = Ur.

Les seules congruences normales qui admettent des transformées 36 (0 (Z)]
situées dans un complexe linéaire d'axe Oz, sont donc celles qui sont définies par
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I'équalion (25), ou U est une fonclion arbitraire de la seule variable u. La fonc-

tion G (Z) réalisant la transformation est alors :

[

2 'COS u
F(Z) U

O(Z) =

Les congruences normales que I'on vient d’oblenir sont susceptibles d’une défi-
nition géométrique, qui est & rapprocher de la définition des congruences normales '
transformables en congruences d’un complexe linéaire d’axe Oz par une transfor-
mation T [F(Z)].

"Les surfaces orthogonales aux rayons de ces congruences (surfaces génératrices

des congruences transformées), sont définies tangentiellement par I'équatlion

sinucosv.x4sinusinv.y+cosu.z="Uv.

Pour v donné, le plan précédent enveloppe un cylindre arbitraire de génératrices
perpendiculaires & Oz, et, lorsque v varie, ce cylindre tourne autour de Oz, en
subissant une homothétie de centre O de rapport proportionnel 4 I'angle de rota-
tion. On peut donc énoncer le résultat suivant :

Les congruences normales transformables par une 36 (0O(Z)] en congruences
appartenant & un complexe linéaire d’axe Oz, sont consliluées par les normales aux
surfaces enveloppes d’un cylindre arbitraire de génératrices perpendiculaires u Oz,
lorsque celui-ci tourne autour de Oz en subissant une homothélie de centre O de rap-
port proportionnel a l'angle de rotation.

Un exemple simple de congruences normales, transformables en congruences
d’'un complexe linéaire d’axe Oz par une transformation J6[0(Z)], est fourni par
les congruences des normales 4 I'enveloppe d’un cylindre de révolution dont I'axe
est perpendiculaire en O 4 Oz, le cyiindre tournant autour de Oz en subissant une
homothétie de centre O et de rapport proportionnel a I’angle de rotation. On obtient
ces congruences avec U = a = const. ; elles sont constituées, comme on le voit sans
peine, par les tangentes communes & deux paraboloides de révolution d'axe Oz et de
Soyer O, symétriques par rapport au point O. La fonction ®(Z) qui opére la trans-
formation est ici — cos _u, et les congruences transformées, dont la délermination
est immeédiate, sont constituées par les tangentes communes a deux paraboloides de
révolution d’axe Oz et de sommet O, symélriques par rapport au point O.



