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CONTRIBUTION

I’ETUDE DES SYSTEMES MULTIFORMES

Par J. KUNTZMANN,

Agrégé préparateur & ’Ecole Normale Supérieure.

INTRODUCTION

On peut dire que jusqu'a une époque trés récenle, les opérations multiformes
avaient soit semblé sans intérét, soit inspiré une crainte bien injustifiée aux mathé-
maticiens qui les avaient rencontrées dans leurs recherches. C’est ainsi que Grass-
mann écrit : « ... wie denn iiberhaupt alle in diesem Sinn mehrdeutigen Grossen
aus der Mathematik zu verbannen sind, weil sich aiis sie keine mathematische For-
mel mit Sicherheit anwenden lisst (*). » (Ausdehnungslehre von 1862. OEuvres,
tome I, partie 2, p. 224.)

Le premier exemple d’opération multiforme que nous ayons retrouvé est di a
Young (4/gébra of many valued quantities Mathematische Annalen, 104, 1931, p. 260).
Mais le systéme introduit est tout & fait particulier. :

La premiére définition générale est due & Marty et date de 1934. Dans les travaux
de M. Marty (*) les opérations multiformes sont surtout un instrument. Son but n’est
pas leur étude en soi. On peut en dire autant des travaux de M. Krasner (*).

Les applications qu’ils ont failes ne sont d’ailleurs pas les seules possibles. Pour
citer un exemple, les classes suivant un idéal non bilatére peuvent étre organisées
en systéme multiforme. La considération de ce systéme ménerait peut-étre & de nou-
veaux résultats sur les idéaux.

Dans une autre direction, des mathématiciens américains, en particulier M. Ore (*),

| R comme aussi il faut bannir des mathématiques toutes les grandeurs a plusieurs
déterminalions, car on ne peut leur appliquer avec certitude aucune formule mathéma-
-tique.

2. Voir la bibliographie a la fin.
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ont considéré les opérations multiformes sans avoir en vue une application immé-
diate.

L’intérét de ces recherches est double : d’une part elles étudient systématique-
ment les opérations multiformes ¢ui apparaissent comme un auxiliaire indispensable:
dans certaines questions. D’autre part elles se rattachent & toule une série de Lravaux
consacrés A des généralisations de la notion de groupe, qui se sont multipliés depuis
une dizaine d’années. On v suppose Popération uniforme, mais la considération
d'une opération multiforme ne semble pas dénaturer la question; elle est méme tout
A fait naturelle.

Une des tendances les plus netles des mathématiques modernes est de distinguer
dans chaque question les hypothéses indispensables de celles qui ne le sont pas.
Cette maniére de faire a conduit a dégager les notions de groupe, corps, anneau, etc.

On peut chercher A analyser & son tour une notion abstraite comme celle de
groupe : Voir comment les diverses propriétés qu’on lui connait résistent & une géné-
ralisation convenable? Comment elles reprennent peu a peu leur forme habituelle
par adjonction de nouvelles resirictions? Telles sont les questions qui en dehors de
toule application justifieraient déja ces recherches. On ne fera évidemment pas ces
- généralisations au hasard. Or que pourrait-on trouver de plus naturel gue des sys-
lémes qui se sont présentés d’eux-mémes.

Mais alors que dans les applications étudiées jusqu'ici, des nolions assez res-
treintes comme celles d’hypergroupe des catégories ou d’hypergroupe des classes &
gauche étaient suffisantes, ici il y a intérét, comme l'ont fail constamment les Amé-
ricains, & considérer des cas plus généraux, multigroupe ou systéme quelconque. On
arrivera ainsi & analyser des notions comme celles d'unité ou d’inverse.

Je me suis proposé d’étudier les opérations multiformes en vue de généraliser et
d’analyser la notion de groupe('). Lorsque cela n’exigeait pas d’hypothése supplé-
mentaire, j'ai considéré le cas le plus général et on pourrait trouver 1a le point de
départ d’autres études analogues (par exemple pour la notion d’anneau).

Le premier chapitre est consacré a des définitions générales. Saut en ce qui con-
cerne les identités remarquables, il s’agit de notions bien connues que j'ai présentées

_sous leur forme classique. Jai cru utile d’employer les termes de multigroupe (des
auteurs américains) et d’hypergroupe (di & M. Marty) avec des sens différents.

Le deuxiéme chapitre donne des exemples de systémes susceptibles de conduire
A des applications.

Les chapitres suivants se groupent autour de la notion centrale d’homomorphie.
(Yemploie ce terme dans un sens vague; il v a lieu de distinguer des degrés dans

~ 'homomorphie.)

1. Remarquons en passaut que la notion de groupe est la seule jusqu’ici qui ail éé
étudiée de cette maniére.
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Le Lroisiéme chapitre contient la description des diverses sortes de sous-systémes
et de divisions en classes. On monlre comment on peul v associer des systémes mul-
tiformes. ‘

Le quatriéme chapitre esl consacré a Uétude des semi-homomorphies puis des
homomorphies. .

Le cinqui¢me chapitre montre quelques applications.de ces théories générales,
en particulier aux notions élémentaires d’unité. d’inverse, ‘etc.

Le sixiéme chapilre étudie les svstémes particuliers : hypergroupes, hvpergroupes
inversables.

Ces résullats onl é1¢ préparés par plusieurs Notes (') aux Comples Rendus.

Qu'il wme soit permis d'exprimer ici ma lrés vive reconnaissance i M. Valiron qui
m’a encouragé A lerminer ce travail; & M. Julia qui a présenté plusieurs de mes
résultals et accepté la présidence du jury; & M. Denjoy qui a bien voulu se jeindre
‘& eux et proposer le sujet de la seconde thése, enfin & M. Marty qui m’a donné a plu-
.sieurs reprises de précienx conseils. :

1. Voir la bibliographie a la fin.




CHAPITRE 1

Définitions générales. .

1. — Opération.

A un couple ordonné (a, b) d’'éléments pris dans un ensemble § faisons corres-
pondre un sous-ensemble & de §. (L’ensemble vide n’est pas écarté pour le
moment.) On dit dans ce cas qu’on a défini une opération (*). L’opératioﬁ sera dite
parfaite si & n’est jamais I'ensemble vide. L'opération sera dite uniforme si §,

comprend exactement un élément.

Nolations. — Nous désignerons I'ensemble des résultats d’une opération appli-

quée au couple (a, b) par des symboles tels que

ab aob elc

Dans tous les cas ou aucune confusion ne sera a craindre nous emploierons la

notation ab.
Si I'ensemble &, ainsi défini n’est pas vide nous nommerons délermination de

L'opération et nous désignerons respectivement par les symholes

) ab aob elc.
I'an quelconque des éléments de &.
Dans certains cas nous aurons a considérer des délerminations d’opéralions

comme inconnues. Nous remplacerons alors le * par x. Exemple : a, b.

Table de lopération. — On peul représenter les résultats d’'une opération par une

table & double entrée analogue a la table de multiplication.

Lxemple.
a b
ala b
blb a, b

Systéme. — Nous nommerons systéme un ensemble entre les ¢léments duquel on

a défini une ou plusieurs opérations.

1. On pourrait encore généralisercn prenant a. b et les ab dans des ensembles différents.

.
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Comme nous avons principalement en vue de généraliser la théorie des groupes,
nous désignerons habituellement par le seul mot sysiéme un systéme & une seule
opération bien déterminée toujours la méme. Quand nous voudrons au contraire
employer le terme de syst¢éme dans son sens ordinaire, nous parlerons de systéme
par rapport a telle ou telle opération.

Uniformisaleur. — Dans un sysléme uniforme une expression lelle que (ab)c
est définie par elle-méme. Ici au contraire (ab) désignanl non pas un élément mais
un ensemble (qui peut étre vide) il faut faire une nouvelle convention. Nous allons la
présenter d'une maniére qui sera susceptible de généralisations (*). )

Soient des opérations multiformes définies dans un ensemble §&.

Soit E I'ensemble des sous-ensembles de {. Soient E,, E, des éléments de E.
Nous définirons dans E les opérations suivantes : p "

E, E, = Réunion de tous les e,e,, E oL, ... Réunion de lous les ¢, 0 ¢,,

e, parcourant E,, e, parcourant E,.

Si E, ou E, etc. sont I'ensemble vide, E, E,, E, oK, ... seront également 1'en-

semble vide.

Ces opcérations sont uniformes et parfaites.
Soit un ensemble quelconque de E; et XE; leur réunion on a visiblement :

o) F'(SE) = SE'E,
. (SE)E = SE,E

de méme pour les autres opérations. En particulier si E vE, désigne la réunion de
E, et E, ona '

E,(E,vE)) = EE,vEE,
(E,vE)E, =EEvEE,.

On obtient ainsi I'uniformisateur du systéme donné. Inversement si dans 'ensem-
ble E des sous-ensembles d’un ensemble & on a des opérations satisfaisant aux con-
dilions (1) on est en présence de I'uniformisateur d’opérations bien déterminées que
Fon obtient en considérant les E, formés d’un seul élément de &. Griffiths a consi-
déré des cas plus généraux ol I'on ne suppose plus obligatoirement I'opération Aéfi-
nie pour tous les éléments de I el qui par suite n’ont pas en général de rapports
avec une opération'multiforme. Nous n’aurons pas & nous en occuper.

1. Voir Kuntzmann 3). Ces questions ne seront pas aborddes ici.

FacuLrk pEs Sciexces, je™e sér., T. III. 22
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Expression rationnelle. — Une expression rationnelle est Uindication d'une suite
d’opérations bien déterminées a effectuer sur certains élémeunts.

L’expression sera dite numérique si les éléments qui y figurentl sont lous bien
déterminés. L'expression sera dite littérale s’il y fignre des élémenls arbitraires
(ue nous représenterons par des letlres. On suppose essentiellement que ces éléments
arbitraires sont indépendants, ce que nous mellrons en évidence en les désignant
par des lettres différentes.

Une expression numérique posséde un sens bien délerminé dans 'uniformisa-
teur. Par convention, nous nommerons valeur de celte expression dans le systéme
multiforme 1'ensemble valeur de cette expression dans l'uniformisaleur quand on
remplace chaque élément par U'ensemble formé de ce seul élément. I est facile de
voir que ceci ne conduit & aucune contradiction dans les cas ou une définition directe

- esl possible.

Semi-identité. ldentilé. — Soient R(a, b, c...), R'(«, b, c...) deux expressions
rationnelles littérales formées des mémes lellres (chaque lettre ne figurant bien
entendu qu'une fois dans chaque expression).

Nous dirons qu'il ¥ a entre ces deux expressious une semi-identité réguliére si on
a R(a, b, c...) > R'(a, b, c...) quels que soient les éléments par lesquels on rem-
place a, b, c... ¢

Nous dirons qu'il ¥ a une identité réguliére ~i on a dans les mémes condilions
R(a, b,c...)=R'a,b,c...).

Une identité résulte visiblement de deux semi-identités de sens contraires.

Tutorime. — Toute semi-identité (identité) réguliére vraie dans un systéme est
encore vraie dans Puniformisateur.

Montrons-le pour les semi-identilés.

Soit R(a, b,c...) > R(a, b,c...). ‘

Remplacons a, b, ¢... par E B, E ... ellex éléments fixes par les sous-ensem-
bles formés de ces seuls éléments.

Ona R(E,E,E...) = XR(ee,e,...)

R'(E,E,E,...)=XRl{(eee,. ..).
Si Pun des E, E, E, est vide, R et R" sont vides.
Dans lous les cas, R(E, E,E,...) > R'(E, £, E ...).

Remarque. — Le méme raisonnement est encore valable dans le cas ou les deux
expressions ne sont pas formées des mémes lettres a condition d’exclure l'ensemble
vide. Par contre, il continue A étre essentiel que chaque lettre ne figure qu'nne fois

dans chaque expression.
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3. — Identités remarquables.

Soil une opération multiforme que nous noterons ab.

a |_ b désignera I'ensemble des x lels que a = b. x,
b | a désignera I'ensemble des ¢ tels que x. b = «a.

Ces deux nonvelles opérations sonl dites inverses de la premiére (b_! a inverse

a gauche).

Les inverses de a|__ b sont ba el a _|b.
Les inverses de b |« sont ab et b] a.

Nous allons étudier les expressions rationnelles construiles an moyen des ab,
al_beta_|b.

A) Les semi-identités suivanles soni équivalentes :

{ab)c > (a)be (b_Jayl_c> b _|{a]l_c)
b_|(¢_la)> be_]a al_be > (al_b)|_c.

Moatrons par exemple que la prémiére entraine la seconde.

be _|a représente 'ensemble des x tels que x(b.c) == a pour un b.c convenable.
Or pour ces x, (x.b)c > a, cest-a-dire x < b_|(c_|a). '

On démontre de méme que la seconde entraine la premiére el ainsi de suile.

On peul également remplacer partoul > par ¢ ou par ==.

Dans ce dernier cas on dit qu'il y a associativité.

B) Pour que 'on ait 'une guelconque des conditions

¢c_Jab > d(c_|b) abl_c>(al_c)b
c _|ab> (b_Je)_Ja ab|_c>al _(c|_b)

il faut et il suffit que pour a.b, b.c guelconques on ait

. (a.b), ¢ = a,(b.c).

Démontrons-le pour la premiére identité. Soil a(c _| b).

Posons ¢ _ | b=y ay=u.

Il fant que x.c = a.b yc=25 ou encore que  (a.y), ¢ = a,(v.c).
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On peul encore exprimer cetle condition de la maniére suivante :

I1 faut et il suffit que a]__ ¢ n b __|d non vide enlraine ab ~ c¢d non vide.

Lot

Il n’est pas non plus sans inlérét de constater que cette condition avail déja ét
donnée par Brandt (') dans le cas uniforme imparfait.
Une opération qui satisfait a cette condition sera dite normale.

C) Pour que Ton ail les conditions précédentes changées de sens il faut et il
suffit que

a.b = c.d entraine l'exislence d’'un j tel que

a=c.j d=j.b.
Démontrons-le lonjours pour la premiére semi-identité.

¢ _|ab est l’ensembie des x tels que
4 x.c=a.b.
Or il en résulte en vertu de la condition
€ =a.j b=j.c Jj=c.b.
Dot x=a.(c_| b).
[nversement la premiére identilé exprime que
x.c=a.b entraine x=a.j c¢_|[b=j on b =j.c

ce qui est bien la condition.
Cette condition s’exprime encore de la maniére suivanle :

ab ~ cd non vide entraine a |__ ¢ » b _| d non vide. C’est toul simplement la
réciproque de la condition donnée tout a I'heure.
Une opération salisfaisant a cette condition sera dite résoluble.

D) Dés qu’il y a une semi-identilé entre
a(c _|b) et (b _|c) _|a ouentre (a]|_c)b et (al_c)|_b
on a les deux identilés :

alc_|b)y=(©0b_l¢) _|a (al_ob=(al_c)|_b,

1. Uber eine Verallgemeinerung des Gruppenbegriffs. Mathematische Annalen, ¢6.
1926, p. 360.
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el pour cela il faut et il suffit que U'existence de a.j et de j.b entraine
al_ (av‘.j) =(j.b) _|b.

La démonstration est aussi facile que dans les autres cas. .

Nous appellerons parfois cette condition résolubilité de seconde espéce. Remar-
quons qu’une opération résoluble (comme plus haut) et normale. est résoluble de
deuxiéme espéce. '

Sauf si nous le mentionnons explicitement, les propriétés énoncées pour la réso-
lubilité ordinaire s’appliqueront également & la résolubilité de deuxiéme espéce.

Les identités ainsi obtenues sont en un certain sens les seules possibles : ce sont
les seules qui ne supposenl aucune commulativité.

Les condilions trouvées : normalité, résolubilité, associativité onl des rdles diffé-
rents. L’associativité et la normalité portent sur 'opération directe. La réversibilité
fait intervenir au contraire l'opération inverse.

Nous allons maintenant donner quelques régles de calcul qui seront utiles pour
la suite.

On démontre facilement que pour une seule opération associative, loutes les
expressions rationnelles que I'on peul former au moyen de cette seule opération avec
n éléments pris dans un ordre déterminé sont égales par exemple :

((ab) ¢)d=a ((be) @) ete...

Pour le cas d'une opération qui est de plus normale on a la propriété suivante ;

Considérons n élémenls pris dans un ordre déterminé, et une détermination
pour chacun des n — 1 produits deux a deux d’éléments conséculifs. Répartissons
ces produits arbitrairement en deux groupes. On peut trouver une détermination
du produit des n éléments qui se laisse écrire & la fois & partir de deux groupes de
produilts.

Par exemple (a.b), (c.d) = «, (b.c), d.
La démonstration se fait par récurrence.

Soit un élément b qui ne soit pas un élément extréme el lel que ses produits avec
Télément & droite et I'élément & gauche ne soient pas donnés dans la méme expres-
sion.

On peut supposer le probléme résolu pour les éléments p a4 gauche de b et pour .
les éléments ¢ & droite de b. On a alors (p.b), ¢ = p, (b.q) ce qui démontre la
propriété.
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4. — Scalaires unités inverses.

3
v

Dans tont ceci nous considérons une seule 6pérali0n (ue nous noterons ab. A la
suite de Dresher Ore nous appellerons scalaire @ gauche un élément » lel que xa
soit formé d'un seul élément quel que soit a. On définit de méme un scalaire &
droite. Un scalaire est un élément qui est scalaire & la fois & droile el & gauche.

Il n’y a pas forcément de scalaire méme & gauche.

Toujours & la suite de Dresher Ore nous nommerons unilé ¢ gawche un élément
e tel que ea = a pour loul a.

" On définit de méme une unité & droite. Lne unité est un élément qui esl unité a
la fois & droite el & gauche.

Une unité scalaire (A gauche) est un élément qui est & la fois unité (A gauche) et
scalaire (4 gauche).

Il n'existe pas tonjours une unité (méme d’un seul c61é). Il peut exister plusieurs
unités. Une théorie des unités et des scalaires a été présentée par Dresher Ore. Nous
en exlrairons seulement le théoréme suivanl qui ne suppose nullement l'associati-
vité.

Si un systéme posséde une unité scalaire a ganche e et une unité i droile e, cetle

unité & droite coincide avec 'nité scalaire en effet

ee, = e, ee, > e donc e =e,.

Par conséquent il n’y a pas d’autre unité & droite el pas d’aulre unité scalaive a
gauche.

En particulier s’il y a une unité scalaire il n’y a pas d’aulre unité (2 gauche ou a

droite).

Inverse & gauche. — Soit une unité (3 gauche pour fixer les idées) e; n élément

a sera dit inverse & gauche de a si da > e.
On définirait de méme un inverse & droite relatif a la méme unité e.
Un inverse est un élément qui est inverse & la fois & gauche et a droite.
11 0’y a pas forcément d’inverse (méme d’un seul c6té).
Nous étudierons plus tard d’une maniérs détaillée les propriétés des unités el des

inverses et les généralisations qu’on peut en donner.

5. — Multigroupes. Hypergroupes.

Les sysiémes que nous allons introduire seront soumis a deux sortes de condi-
tions. Les unes porteronl sur l'existence d’éléments particuliers : scalaires, unilés,

inverses.
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Les autres consisteronl en identités du type de celles que nous avons données
au § 3.

Multigroupe. — Un sysléme a une opéralion sera dit un multigroupe si I'opéra-
tion ainsi que des deux inverses sonl parfaites, c’est-a-dire si quels que soient a et
b il existe au moins un élément ¢ lel que ab > ¢, un élémenl d tel que ad > b
el un élément [ tel que fa > b. ‘

Si de plus le systéme est semi-associatif, associatif, normal, résoluble, le multi-
groupe sera dit semi-associatif, associatif, normal, résoluble.

Un multigroupe ne contient pas loujours d’unité (méme d’un seul coté). Mais dés
qu'il contient une unité (4 gauche par exemple), chaque élément posséde au moins
un inverse a droile el un inverse a gauche.

On peul également définic des multigroupes « gauche dans lesquels on suppose

seulemenl que I'opération direcle el son inverse & gauche sont parfailes.

Multigroupe inversable. — Dresher-Ore appellenl multigroupe inversable (*) un
multigroupe conleénanl une unité au moins d'un coté et tel que a.b—=c —>~d.c==b
a=-c.b.

@ et b 6tant des inverses de a el b (d’un.colé quelconque pour le moment).

Comme cas particulier des multigroupes inversables on peul ciler les multigron-
pes résolubles admellanl une unité a droite el une unité & gauche.

En effet de a.b = c.e on tire

a=c.xr e=1rb.

Hypergroupe. Hypergroupe inversable. — Un hypergroupe est un multigroupe
associatif qui posséde une unité scalaire bilatére et un inverse unique de chaque
.cHté. Nous reviendrons ultérieurement sur I'étude des conditions minima pour
qu'un multigroupe soit un hypergroupe.

Pour les hypergroupes, les condition d’inversabilité, de normalité, de résolubilité
coincident comme nous le montrerons ultérienrement. Les hypergroupes ainsi défi-
nis seront dits hypergroupes inversables.

6. — Multigroupes et Groupes.

La notion de multigroupe a visiblement pour but d’étendre au cas multiforme
les propriétés des groupes. On sait en effel qu'un systéme associalif qui posséde une
.opération uniforme parfaite et lelle que les deux opérations inverses soient parfaites
esl un groupe. »

1. Dans le cas associatif. Nous étendons cette définition au cas général.
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Autrement dit un multigroupe associalif 4 mulliplication uniforme est un groupe.

On montre d’abord qu’il existe un élément e tel que ea = a. Pour cet élément
on a e(ab) = ab c’est donc une unité scalaire & gauche. 11 y a aussi une unité sca-
laire 4 droite donc une seule unité. Tout élément a un inverse bilatére. On vérifie
bien tous les axiomes du groupe.

Remarquons encore que dans un multigroupe & multiplication uniforme la nor-
malité se réduit a Passociativité. )

M. Marty a démontré de méme qu’un multigroupe associalif oii la division & gau--

che est uniforme est un groupe (*).

1. Voir Marty (I).




CHAPITRE 1I

Exemples de systémes multiformes.

1) MULTIGROUPES QUOTIENTS DANS UN GROUPE.

Soit un groupe G. Les classes suivant un sous-groupe invariant g forment un
groupe qui est dit groupe quotient de G par g el qui se note G/g.

C’est en cherchant A étendre celte construction aux sous-groupes non invariants
que l'on rencontre les premiers exemples de systémes multiformes (*).

Considérons les classes & gauche ag, elles sont disjointes. On peul les organiser
en multigroupe de la maniére suivante : -

Soit A = ag B =bg.
Les éléments ag bg remplissent un certain nombre de classes C; on pose
A.B=C(,.

Considérons plus généralement deux sous-groupes ¢, g, el les ensembles de la
forme g, ag,; ils sont deux & deux disjoints. :

Nous les nommerons classes mixles (*) suivant ¢, et g, et on peut définir de
méme le produit de deux tels ensembles A =g, ag, B =y, bg,.

A.B = ensemble.des complexes ¢, ag, g, bg,.

Un cas particulier trés important est celui oui g, et g, sontle méme sous-groupe.

On a alors affaire aux calégories suivant un sous-groupe. Le cas des classes 4 gau-
che esl un autre cas particulier, celui ot on prend g, réduit a I'élément unité.

On vérifie sans peine que le systéme des classes mixtes est un multigroupe asso-
ciatif, résoluble, normal. Il posséde une unité qui est la classe mixte de ’¢lément
unité du groupe.

11 est possible de déterminer les inverses relatifs a cette unité. Ils sont tous bila-
téres. Le multigroupe des classes & gauche posséde nne unité qui est de plus scalaire
A droite et qui est la seule unité.

- Le systéme des catégories est un groupe inversable.

1. Cette définition est celle de Van der Waerden (Moderne Algebra Springer, Berlin
1930, t. [, p. 26). D’autres auteurs appellent ces mémes classes classes a droite. '
2. La définition est due & Wall.

FacuLré pES ScIENCES, 4°™¢ sér., T. III. 23
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Il) AuTRES MULTIGROUPES ATTACHES A UN GROUPE.

Hypergroupe des classes de conjugués. — Soil un groupe G el un groupe d’opé-
raleurs de ce groupe T'. On appelle conjugué d’un élément a de G son transformé
par I'une quelconque des transformations de 7T .

Les conjugués d'un méme élément forment une classe. Les classes ainsi définies
sont disjointes puisque T est uu groupe. '

On peut organiser ces classes en hypergroupe de la maniére suivante (Marly, 1).

Les produits d’un élément quelconque de la classe A par un élément quelconque
de la classe B parcourent un certain nombre de classes qui constiluent les diverses
déterminations du produit A B. .

Kn particulier on peut considérer le groupe des automorphismes inlernes: on
obtient alors les classes de conjugués au sens ordinaire.

Dans tous les cas le systéme obtenn est un hypergroupe inversable.

Dans le cas des classes de coujugués au sens ordinaire, il est de plus commutatif.

III) CrLASSES SUGLVANT UN IDEAL GAUCHE.

Les classes suivant un idéal bilatére forment un anneau. De méme que nous avons
¢tendu les propriétés des sous-groupes invarianls aux sous-groupes non invariants.
.Nous allons élendre aux idéaux gauches les définitions relatives aux idéaux bilatéres.

Soit ¢ unidéal gauche ix ¢ i quel que soil 7.

La classe de I'élément a est I'ensemble des a + (.

Les classes sont disjointés.‘

Nous définirons le produil des deux cldsses' A B comme élant I'ensemble des
classes contenant des produits d’un élément de A par un élément de B. Nous
n’avons plus ici comme pour les classes suivant un groupe la propriété que les pro-
duils d’éléments de A B remplissent un certain nombre de classes.

L’opération ainsi définie posséde les propriélés suivantes :
1° (A B)C > A(B C) semi-associalivité.

Normalité.

FFA+BC=AC+BC.

#AB+ACOY>ABH+C).

5 I exisle un élément O tel qu‘e 0\ = 0.
O+A=A+0=A.

Le systéme ainsi défini est intéressanl pour plusieurs raisons. D’abord il nous
montre un sysléme & deux opérations qui par rapport & I'une n’est nullement un

multigroupe. Ensuile il nous montre un systéme non associatif.
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'

1V) CoMpOSITION DES FONGTIONS:

Composition des polynomes a deux variables. (Voir Marly, 2.) — Les éléments du
systéme seront les polyndmes irréductibles & denx variables f(x, y) sur un corps
I, les deux variables étant prises dans un certain ordre. ‘

Soient deux polyndmes f(x,y) (premiére variable) ¢(z,?) (z premiére variable).

L’opération consistera a prendre le résultant de f(x, y), g(y, z). Nous obtien-
drons aussi un on plusieurs polynémes irréductibles h(x, z) (x premiére variable).
Nous noterons U'opération (f g). : ’

Nous excluons complétement les coastantes et les polyndmes qui dépendraient
seulement d’une variable. Il est clair que le résultant de f(x, y), g(y, z) ne contient"
aucun factenr dépendant d'une seule variable soit en effet p(x) un tel facteur

p(x) = O exprimerait que les deux équations f(x, y)= 0. g(y,2) =0 ont une
racine commune quel que soit z. g(y, z) = O aurait un facteur indépendant de z.

Nous n’aurons pas non plus a faire intervenir les constantes. I1 est clair de méme
que dans le cas expliqué plus haut que le résultant n’est pas identiquement nul. Il
ne se réduit pas non plus a une constante différente de O car pour z donné il y a
des valeurs de z telles que les deux équations aient des racines communes.

Nous désignerons par e le polyndme x —y et par f(x,y), le polyndbme
Sy, %). .

SeENfy,=e ef=f, Je=/.

Iy a donc une unité scalaire et un inverse hilatére pour tout élément.
Il 'y a associativité car pour le résultant

(Vo hy=(/@h).

Enfin tout élément a un inverse unique.
En effet f(x y) g(y, z) > e signifie que

=g (y;. z) divisible'par x — z,
=g (¥ £) = 0 ou g(y, x) = J(y, x) H(y, x),

g élant irréductible, H est une constante, ce qui démontre la propriété.

De plus ab=ba. .

Ces propriélés caractérisent comme nous le verrons plus tard un hypergroupe
inversable.

La composilon des fonctions analytiques (non uniformes naturellement) permel-
trait de définir un systéme analogue. ‘

Un autre exemple que nous nous contenferons de ciler est la composition des
polynomes & deux variables f(x, y) avec f(0, O) = O quand on prend seulement
ceux des facleurs ¢ du résnltant pour lesquels ¢(0, 0) = 0.




CHAPITRE 111

Etude des sous-systémes. Divisions en classes.

I) Sous-sYSTEME. SOUS-MULTIGROUPE. SOUS-SYSTEME FERME.

Nous appellerons sous-systéme d’un systéme S pourvu d’une ou plusieurs opéra-
tions un ensemble d’éléments de S qui avec deux élémenls a el b contient toutes
les déterminations des opérations appliquées & a et b.

Il est visible que la partie commune & un ensemble quelconque de sous-systémes
esl encore un sous-svstéme ou est vide.

1l en résulte que Uon peut définir une réunion d’un ensemble quelconque de sous-
systémes comme étanl la partie commune & tous les sous-systémes conlenant les
sous-systémes donnés.

Il existe au moins un tel sous-systéme a savoir S lui-méme et la partie commune
n’est certainement pas vide. '

Les sous-systémes forment donc une structure ().

Sous-multigroupe. — Un sous-multigroupe d’an multligroupe ou plus générale-
ment d'un systéme quelconque est un sous-systéme (quand on considére I'unique
opération produit) qui esl un multigroupe.

Toul sous-multigroupe d’un groupe est un sous-groupe. Un groupe cyclique d’or
dre infini posséde déja un.sous-systéme qui n’est pas un sous-groupe.

La méme prOp‘riété peut déja avoir lieu pour un multigroupe infini comme le

montre l'exemple :

e a b e, a formant un sous-systéme qui n’est pas
ele a b un sous-multigroupe.
aja a e, a,b
hlb e, a,b b

On peut également définir des sous-multigroupes a gauche (& droite) dans les-
quels on suppose seulement I'opération inverse a gauche (a droite) parfaite.

1. Pour la définition, voir par exemple Ore : Structures and group theory [ Duke Jour-
nal, 3, 1937, p. thg-174.
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On peut enfin définir des sous-systémes non plus suivant I'opéralion directe mais
suivant I'une ou l'autre des opérations inverses.

Alors que la partie commune 4 deux sous-groupes esl encore un sous-groupe, ici
nous ne pouvons plus affirmer que la partie commune 4 deux sous-multigroupes est
encore un sous-multigroupe. On pourrait avoir en effel a et 6 étant dans la partie
commune & S, el S, :

3

ar>b ay>b xcS xdS, yc<S

., vd:S,.

Sous-systéme fermé & gauche ('). — Un sous-systéme sera dit fermé & gauche pour
une opération s’il est un sous-systéne non seulement pour Uopération direcle mais
encore pour 'opération inverse & gauche.

Un sous-systéme fermé & droite et & gauche sera dit fermé. Un sous-systéme
fermé (A gauche) d’'un multigroupe est un sous-multigroupe (4 gauche). 11 contient
de plus toutes les unités & gauche et tous les inverses a gauche relatifs aux unités
qu’il contient. ’ .

D’aprés ce que nous avons démontré sur les sous-systémes, les sous-systémes
fermés & gauche qui sont des sous-systémes par rapport & L'opération directe et
Vopération inverse & gauche formenl une structure.

Si un systéme est associatif, normal, il esl clair que ses sous-systémes sout asso-
ciatifs, normaux. Par contre les propriétés de résolubilité, inversabilité ne s’éten-
dent qu’aux sous-systémes fermés.

I1) COMPLEXE UNITAIRE. — SOUS-SYSTEME UNITAIRE,

Nous nommerons complexe unilaire & gauche un ensemble d’éléments 1" lel que
I'a > a, quel que soil a.

Toute unité & gauche est un complexe unitaire & gauche.

Tout ensemble qui conlienl un complexe unitaire & gauche en est un. Le systéme
lui-méme s’il est un multigroupe a gauche est un complexe unitaire & gauche.

Nous nommerons sous-systéme unitaire, sous-multigroupe unitaire, etc., un
sous-systéme, un sous-multigroupe qui est en méme lemps complexe unitaire.

THEorREME. — Un sous-systéme fermé & gauche a toujours une partie commune
avec un complexe unitatre & gauche, et la partie commune est unitaire dans le sous-
systéme.

En effet, si a est dans le sous-systéme, les éléments  tels que xa > a y sont
aussi et I'ensemble des x relatifs aux divers a constitue bien un complexe unitaire
4 gauche.

1. Par rapport a Dresher Ore, nous avons interverti les mots droile et gauche.
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IIl. CLASSES SUIVANT UN SOUS-SYSTEME.

- Nous supposons maintenanl que le sytéme est associatif.

Nous nommerons classe d gbuche C, de a suivant un sous-systéme ¢ l’ensem-
ble des éléments a et ag, g parcourant le sous-systéme. Si le sous-systéme est uni-
taire a est lui-mémeé de la forme ag et réciproquement.

Les classes A gauche ainsi définies possedent la propriété suivante : Si C, > b,
C,> C,.

Nous considérons deux classes comme identliques si el seulement elles coinci-
dent en tant qu’ensembles. L’¢lément a sera dit élément généraleur de la classe C,.
Une classe peut avoir plusieurs éléments générateurs, mais tout élément n’est géné-
raleur dans toute classe le contenant, que si les classes sont disjointes.

On peut en particulier définir dans un systéme les classes suivant ce sysléme.

On peul énoncer ainsi la condition pour qu’'nn systéme soit un multigroupe, il
faul que les classes & droite el a gauche snivant ce systéme soient réduites a une
scule.

On définirait de méme les classes mixtes suivant deux sous-systémes.

Remarquons une petite différence avec la théorie des gronpes. Sauf si le systéme
posséde une unité scalaire, les classes & gauche ne sont pas un cas particulier des

classes mixtes.

Sous-systéme reversible & gauche. — Un cas particulier important qui a été
introduit et étudié par Dresher Ore est celui ou les classes sont des ensembles.
disjoints.

Un sous-systéme sera dit reversible & gauche () si les classes & gauche suivant ce
sous-systéme sont disjointes. o

Un sous-systéme reversible & droite el & ganche sera dil reversible.

Un sous-systéme reversible & gauche est fermé a gauche, car ag, = g, entraine
a = 92.(13'

Un sous-systéme reversible est fermé.

La partie commune & deux sous-syslémes reversibles n’est pas en général rever-
sible (pour une raison analogue i celle qui a élé donnée pour les sous-sysiemes).

Généralisant un théoréeme de Dresher Ore, on peut montrer que la réunion de
deux sous-systémes reversibles & gauche (qui n’est pas autre chose que leur produit
libre) est encore reversible & gauche.

En effet, soit xa,b,ab, ...=1y,a ¢ A, b ¢ B, ona, en vertn de la reversibilité
par rapport & A et B, x =1y ... b a' b d,.

Les systémes reversibles a ganche forment donc une structure.

1. Par rapport a Dresher Ore. nous avons interverti les mots droite el gauche.
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Les classes mixtes suivant deux sous-systémes reversibles I'un 4 droite (indice 1),
Taulre a gauche (indice 2), sont disjoiutes, car de m,.a.m, = m'.b.m* on tire
‘a ==m,.b.m,. Mais cette condition suffisante n’est nullement nécessaire. '

Un sous-systéme reversible 4 gauche est un complexe unitaire a droite, car

a=bm, b= am' entrainent a = am”.

IV) DIviSION EN CLASSES.

Nous dirons qu’une famille de sous-ensembles d’un ensemble E définit une divi-
sion en classes si a tout élémenl a de I'ensemble on sait faire correspondre un des
sous-ensembles que nous désignerons par C,(')(*). Les ensembles n’étant pas sup-
posés disjoints, un méme élément peut étre dans plusieurs classes. L’élément a sera
dit élément générateur de la classe C,. Une classe peul avoir plusieurs éléments
générateurs.

Un exemple de classes est fourni par les classes suivant un sous-sysléme; pour
les distinguer, nous.les nommerons classes modulaires.

Remarquons encore qu'une classe ne contient pas forcément son élément géné-

rateur.

Division en clusses particuliéres. — Classes réguliéres ¢ Nous nommerons division
en classes réguliéres une division en classes satisfaisant a la condition suivante
C, > b entraine C, > C,.

Les classes modulaires sont réguliéres car ay > / entraine bg = agg = ag. Les

classes mixtes le sont aussi.

Classes disjoinles (). — Une division en classes sera dite division en classes dis-
jointes si elle est réguliére et si de plus C, > & entraine C; > a. On en déduit
C,>a et C, > C,. Les classes sont alors des ensembles disjoints et réciproquement.

Les classes modulaires sont disjointes dans le cas réversible. Une division en

classes disjointes équivaut & une correspondance univoque mais non biunivoque.

Opérations sur les divisions en classes. — Divisions en classes consécutives : Une
division en classes C sera dite conséculive & une division C' si pour tout élément
ona C>C.

1. L’ensemble vide n’étant pas exclu, on peut supposer qu’a tout élément correspond
une classe : s’il ne lui en correspondait pas, nous lui donnons comme classe I'ensemble
vide.

2. Pour cerlaines parties de ce qui va suivre, il suffirait de supposer 'existence d’une
famille de sous-ensembles, sans qu’il soit nécessaire d’établir une correspondance avec les
dléments du sySteme. Nous signalerons au passage les cas ou cette hypothése est suffi-
sante,

3. Pour une ¢tude détaillée des divisions en classes disjointes voir Dubreuil et Dubreuil-
Jacotin. : ‘



174 J. KUNTZMANN.

Pour des divisions en classes réguliéres el conlenant leurs élémenls géné-
rateurs, on a la propriété : Si C' > C,C' peul s’obtenir de la maniére suivante : on
définit parmi les classes C une division en classes réguliéres el contenant leurs élé-
ments générateurs, soit G’ el on prend pour division C' la division obtenue en
prenant les éléments des classes qui composenl C"Ca' En effet on obtient bien ainsi

une division en classes réguliéres. D’antre part si ¢/, > b €', > C; donc C', est une
réunion de classes C, peut donc se définir comme une division en classes parmi
les C, division en classes qui contiennent leurs éléments génératenrs el sont régu-
liéres car si C'Ca > C, il contient b donc C'; donc C’Cb'

Partie commune el réunion. — On nommera partie commune, réunion de deux
divisions en classes C et C' les divisions en classes que I'on obtient en faisant cor-
respondre a chaque élément a respectivement les ensembles C, ~n C, C, v C',.

La partie commune conserve les propriétés d'étre réguliéres, disjointes.

Composition. — Nous nommerons composée de deux divisions en classes G et
C' la division C"(a) = C(C'(a)) v C'(a) v C(a) = CC'(a).

On peul caractériser les divisions réguliéres par la propriété G(C) = C.

Composition forte. — La composée de deux divisions réguliéres n’est pas en
général régulitre. On peut définir une nouvelle opération qui jouisse de cette pro-
priété. Nous nommerons composée forte de deux divisions en classes la division en
classes réunion des divisions €', C(C'), C'(C(C’)) , C(C’(C(C'))) , etc.

(Chacune de ces divisions est d’ailleurs contenue dans les snivantes). L'ensemble
ainsi obtenu contient aussi les C, C'(C), elc.

La composition forte est une opération commutative. Signalons également en
passant que la composition forte est une opération associative.

La composée forle de deux divisions en classes est toujours une division en
classes réguliéres. Sans en donner une démonstration compléte gui serait assez lon-
gue on peut dire que la composée forte doit contenir avec chaque élément sa classe
C et sa classe G'. La propriéte est alors intuitive.

Nous noterons la compuosition forte CoC'.

En particulier CoC est la plus petite division en classes réguliéres qui admette
C comme consécutive,

C’est ce que nous nommerons I'enveloppe réguliére de la division en classes (') (*)-

1. On peut de méme attacher a toute division en classes une plus petite division en
classes disjointes & laquelle elle est consécutive. (Enveloppe disjointe.) On I'obtient en réu-
nissant de proche toutes classes ayant des éléments communs.

2. Signalons sans le démontrer en détail qu'a toute division en classes, on peut atla-
cher une plus grande division en classes réguliére qui lui soit consécutive (tout au moins
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Si C est une division réguliére CoC = C.

La composée forte de deux divisions en classes suivant deux sous-systémes est la
division en classes suivant leur réunion. Il suffit de I'écrire pour le voir.

La composée forte de deux divisions en classes disjointes est encore une division
en classes disjointes. En effet on a C,>b6 C,>a C,2b Cy>2a C(C)>b
entraine C'(C;) > a et ainsi de suite.

Condition de Dedekind. —- Soient trois divisioqs en classes A,B,C A > C A est
de plus supposé régulier et C est supposé satisfaire i la condition C, > & entraine
C, > a (Par suite les classes C sont disjointes si elles sont réguliéres). '

On a les deux relations :

CBnA=C(AnB) A n BC=(A n B)C.

Démontrons par exemple la premiére :

1 suffit de considérer les éléments de C(B)nA B,>b6 C;>¢ A, >c
entraine C,>b A,>b dou A,>b (AnB),2b CAnB),>c
C(A nB) > CB n A.

Quant 4 la seconde partie C(A » B) ¢ CB n A elle est évidente car A > C(A ~ B)
et CB > C(A ~ B).

Un contre exemple montre que 'on n’a pas de propriété analogue pour la compo-
sition forte.

Associabilité. — La composition ordinaire et la composition forte ayant chacune
des propriétés importantes, il n’est pas sans intérét d’étudier un cas ou elles sont
confondues. '

" Nous dirons que la division régulidre C est associable & C' si CC' > C'C. Cela
n’entraine pas en général que C’ est associable & C.

TatorkmE : Si C, C' et CC’ sont des divisions en classes disjointes et si C est
associable a C', C' est associablea C.

Eneffet C,>b6 Cy>c entraine C,>b C,>a ou CC,>a don
C'C,>c cestd-dire C,>d C,>¢c ou C'CcCC.

si le systéme est fini). Soit un élément a, on prendra tous les b tels que C, > a et on
définira la nouvelle classe de a comme étant la partie commune a toutes les C, et 3 C,.
En recommencant un nombre fini de fois, on arrivera aux classes désirées. Comme on a
enlevé chaque fois uniquement ces éléments qui ne pouvaient pas faire partie d’une classe
réguliére et consécutive & C, on a bien les plus grandes classes possibles.

FacuLtE DES SciENces, 4°™c sér., T. IIL. : 24
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Tuiorime. — Si C est associable & C' la composée forte de C el C' esl précisé-
ment CC'.

En effet G(C'(CCY) ¢ C(C(C'C)) ¢ CC, ele.

Signalons encore que I'on peul étendre & I'associabililé ainsi défiinie la plupart
des propriétés établies par M. Dubreuil. Par exemple si R esl associable & S et &
T il est associable & SoT et si S et T sont associables & R SoT est aussi asso-
ciable & R.

Une structure de divisions en classes réguliéres el associables deux A denx esl une
structure’ de Dedekind : cela résulte. de la condition de Dedekind et du fait que la
composée forte de deux divisions réguliéres esl la plus petite division réguliére qui
les contienie toutes deux.

Relations entre une classe et ses généraleurs. — Avec la définition que nous avons
donnée, un élément ne fait pas partie obligaloirement de sa classe. On peul modi-
fier une division de facon a obtenir des classes contenant leurs ¢léments génératleurs.
Si on pose C', = C, v a, on oblient bien le résultat désiré, mais des éléments qni
avaient méme classe auparavanl n’ont plus en général méme classe apres cette modi-
ficalion. On peut aussi adjoindre a une classe tous ses générateurs; mais si on avait

des classes réguliéres on n’aboutil pas en général & des classes réguliéres.

Noyau. — Nous nommerons noyaun d’une classe l'ensemble des généraleurs de
celte classe. Les noyaux définissenl une division en classes disjointes puisque chaque
élément posséde une seule classe. Tl y a de plus une correspondance biunivoque enlre
les classes et leurs noyaux. ,

Une division en classes réguliéres conlenant leurs élémentls générateurs admet
la division en noyaux comme counsécutive, peut donc s’ol.)lenir a partir des noyaux
par le procédé de la page 29 qui se présente ici avec la parlicularité suivante : chaque
classe de noyaux a un seul élément générateur.

On a encore la propriété suivante :

Pour une division en classes réguliéres, la partie commune & la division donunée
et & la division définie par les noyaux est la plus grande division en classes disjointes
consécutive a la division donnée. ' '

En effet les classes obtenues sont disjointes puisqu’un élément esl générateur
d’une seule classe. D’autre pact un élément b de D, pour convenir doil posséder la
propriété C, > a ou C, > C, c’est-a-dire étre un généraleur.

Il en résulte que 'on peut attacher & loute division en classes une plus grande

division en classes disjointes qui lui soit consécutive.

V) SYSTEMES ATTACHES A UNE DIVISION EN CLASSES.

Une division en classes permet de définir de diverses maniéres un systeme mul-

tiforme & partiv d’un systéeme déja connu.
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Soient deux classes C,, C,. Nous désignerons les noyanx correspondants par
N,, N,. On prend un élément o' dans C, (oudans N,) un élément &' dans Gy
(oh dans Np). Soit a'b' = ¢. On considére les classes C, > ¢ (oules C, tels que
N, 5> ¢) comme les délerminations du produit C, €y On oblient ainsi huit défini-
Lions possibles. Nous nommerons d’une maniére générale les correspondances ainsi
définies des Symorphies. ‘ ‘

Si les classes sont disjointes, loutes ces définitions coincident. Nous dirons que
la symorphie est stricte.

Une symorphie stricte est une correspondance univoque ¢ - a avec lescondi-
tions suivantes :

)

b = ¢ enlraine ab = c:

ab = ¢ entraine l'existence d'un a' —> a. d’un ¥’ - b, d'un ¢ —» ¢ avec a'b' = ¢'.
r

C’est exactement ce que M. Marly nomme une semi-isomorphie (Marly 4).
Les symorphies ont été définies au moyen de Popéralion directe. On voit sans
difficulté que les opérations inverses dans le systéme des C, se définissent égale-

ment par des symorphies & partir des opérations inverses dans le systéme donné.
En particulier une symorphie stricle est i la fois directe droite et ganche.

Type d'une symorphie. — En cas de besoin, nous distinguerons les diverses sortes
de symorphies par trois lettres (chacune de ceés lettres étant N ou C). La lettre C
venant premiére indiquera que le facteur de gauche dans V'opération décrit la classe
C. Laletire N i.la méme place indiquerait que le méme facteur parcourt la classe
N. La seconde lellre correspond de méme an factenr de droite et la troisiéme au
résultat.

L’ensemble de ces trois lettres constitue le type de la symorphie'.

Pour aucune symorphie, on ne peut démontrer qu’elle respecte les idenlités.

Les symorphies sont surtout intéressantes dans un cas particulier auquel va
étre consacré le chapitre snivant. Cependant nous les rencontrerons a nouveaun i
diverses occasions, en particulier an chapitre V.

1. La symorphie (CCC) se laisse définir pour une famille quelconque de ses ensem-
bles. La symorphie (NNN) ne fait pas intervenir les classes C : c’est la symorphie stricte la
plus générale.




CHAPITRE 1V

correspondances entre systémes multiformes.

1) IsomORPHIE.

Deux systémes définis sur deux ensembles & et & seront dits isomorphes si on
peut établir entre leurs éléments une correspondance biunivoque a — a' telle que
ab — a'b’ (et de méme pour les autres opérations).

L’isomorphie est évidemment réflexive transitive et symétrigue.

11) Semi-HoMOMORPHIE (*).

. On pourrait généraliser ce qui précéde en considérant comme en théorie des
groupes des correspondances univoques a — a'. La notion de division en classes
définie au chapitre précédent va nous permettre de traiter un cas plus général.

"Une symorphie directe d'un type quelconque sera une semi-homomorphie directe
si elle satisfait suivant les cas & I'une ou l'autre des conditions suivantes :

a) Si elle est d’'un type (..C) et si C; Cp = C. tout élément de C. est de la
forme a'd’ (a', b' étant suivant le type dans C, ou N4, C» ou Np).

~ b) Sielle est d'un type (..N) tout élément de C, est dans les mémes conditions
de la forme d'b'.

On définirait de méme des semi-homomorphies a droite et a gauche relatives &
chacune des opérations inverses (*).

11 est facile de voir que l'opération directe peut &tre une semi-homomorphie sans
que les opérations inverses en soient également.

Si les classes sont disjointes, la semi-homomorphie est dite stricte. Une semi-
homomorphie directe stricte est une correspondance univoque a — a satisfaisant
aux conditions suivantes :

a.b = c entraine &,5:2; .
a.b=c entraine que pour tout ¢’ — ¢ il existe un ¢ —>a elun b—>b

tels que a, b = ¢'(°).

. Voir Dresher-Ore. La semi-homomorphie est ce que les auteurs nomment strong-
homomorphlsmus .
2. Si les classes contiennent leurs noyaux, le nombre des types de semi-homomorphies
se réduit & quatre (XYC) et (XYN) étant confondus.
- 3. Ce que je nommais homomorphie I (Kuntzmann 2) est une semi-homomorphie
droite et gauche.
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Semi-homomorphie et classes réguliéres, disjointes . — Soit une semi-homo-
‘morphie de type (..N), les déterminations de C.C» forment une réunion d’enve-
-loppes régﬁliéres.

Pour les types (..C) les déterminations de C,Cs forment une réunion d’enve-
loppes disjointes. V o

En effet dans le premier cas, on doit avoir avec C, toutes les classes dont 1'é]¢-
‘ment générateur est dans C,, daus le deuxiéme cas toutes les classes qui ont avec
‘G, un élément commun. C’est bien de cette maniére que I'on obtient les enveloppes.

Semi-homomorphie et identités. — La semi-homomorphie directe de type (CCC)
ou (NNN), conserve I'associativité; il en est de méme de loutes les semi-homo-
morphies directes si les classes contieunent leurs noyaux. -

Faisons la démonstration pour le second cas.

(CaCb) Cc = CdC‘ == C'd'("-

En effet tout élément de la classe considérée est de la forme d'¢’ donc en parti-
culier les éléments générateurs, de méme Cg'o == Curpr s = Ca(CsCe).

Dans les mémes conditions la semi-homomorphie directe conserve la résolubilité.

Démontrons-le cette fois dans le premier cas. '

C,C, =C,C, entraine a'd'= c'd’
dot a=cj d=jb et C,=C,C,C,=C,Co.

Pour la normalité, il faut supposer que la semi-homomorphie est de plus droite
et gauche.

Classes modulaires et semi-homomorphie. — Nous ne passerons pas en revue tous
les types possibles de symorphie.

Occupons-nous des classes 4 gauche. —

Considérons le type (CCN). 1l définit une semi-homomorphie directe dés que
1es classes contiennent leurs générateurs, c’est-a-dire dés que le systéme est unitaire
& droite. ' '

En effet de agbg' = ¢ on tire agbg" = ¢', ¢’ pouvant étre non seulement un
élément du noyau mais encore un élément quelconque de la classe. Le type (CNC)
-définit de méme une semi-homomorphie droite. ‘

On répéterait tout ce qui précéde a propos des classes mixles ou des catégories.

Un cas important est celui o les classes sont disjointes. Les diverses sortes de
:symorphie sont alors confondues. Par suite la semi-homomorphie est & la fois directe
et droite.

Systéme quolient & gauche suivant un sous-systéme. — Nous nommerons ainsi le
systéme défini par la semi-homomorphie du type (CCN) engendrée par les classes
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a gauche suivant un sous-systéme. Il est associatif, lorsque ce sous-systéme est uni-
taire a droite.

! . G
Nous emploierons la notation —.

Nous reviendrons au chapitre suivant sur I’étude des unités du systéme quotient.

" Un sous-systéme G du systéme donné tel que Gg ¢ G donne par la semi-homo-

morphie un sous-systtme du systéme quotient (La condition esi Loujo;n's remplie
si G > g).

La proposition est évidente. Etudions la 1'écipr0q"e. Considérons tous les élé-
ments u dont les classes sont dans un sous-systéme S du systéme quotlient. S pro-
vienl par semi-homomorphie d'un sous-systéme du sysiéme donné et seulement si
avec toute classe S contient ces sous-classes. Cette condition est certainement rem-
plie si 8* =S car alors toute classe C figure dans au moins un produit.et ses sous-
clssses y figurent également. Elle est également remplie si les classes sont dis-
jointes.

UT) HoMoMORPHIE.

Une division en classes sera dite définir une homomorphie direcle si on a entre
les classes une opération satisfaisant a la condition : Cs Cp = Cup.

L’opération ainsi définie est manifestement une symorphie du type (NNN).

On définirait de méme une homomorphie droite et une homomorphie gauche au
moyen de deux opérationsvinverses. ’

Une homomorphie directe est une semi-homomorphie droile el gauche (mais pas
en général directe).

Homomorphie el uniformité. — L’homomorphie conserve visiblement la propriété
pour une opération d’étre nniforme, parfaite, réversible a droite et & gauche.

llom(;morphie el idenlités. — L’homomorphie respecte les identités réguliéres au
sens du chapitre I ot ne figurent que des opérations par rapport auxquelles il y a
homomorphie.

On démontre en effet par recurrence que C (R(a, b.. ‘)) = R(Cq4, Cp.)-

Un cas Lrés important pour la suite est celui ol les classes sont réguliéres et ou
homomorphie satisfait de plus a la condition Co> Cy Cp > Co  entraine
Cuws > Carpr.

Une telle homomorphie sera dite forle. Remarquons que la condition donnée:
conlient la condition d’homomorphie ordinaire,

Homomorphies particuliéres. — On peut donner facilemenl une condition sufli-
sante pour que les classes modulaires définissent nne homomorphie. Considérons

les classes & gauche ag el supposons ¢ unilaire & droite de maniére que les classes.
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a gauche contiennent leur noyau. Le sous-systéme ¢ sera dil semi-iuvariant & gau-

che si ag > ga pour tout a(*). ' ) ;
Les classes suivanl un sous-systéme invarvianl a gauche définissent une homo-

morphie directe ¢l droite forle car si a', ¥’ sont deux nouveaux généraleui‘s

a=agy b =0y dab' =agby c abyg.

Remarquons que le systéme ainsi défini ne coincide pas avec le systéme quotient.
Pour le retrouver, il faudrait adjoindre & chaque produit comme nouvelles détermi-

nations toutes les sous-classes des classes qui y figurent déja.

IV) THEOREME D 1SOMORPHIE.

Soit une homomorphie dfrecle (pour fixer les idées) et d'un type T qui fait
passer d'un sysléme S a un syvsiéme S' et une seconde homomorphie directe du
méme type T qui fait passer de S’ & S"(*). La correspondance entre S et S" est
aussi une symorphie directe du méme type.

~Démontrons-le pour le type (CCC). A une classe de S correspond uue classe de
S" donc une classe de S". Désignons par G les classes SS8' par C' les classes §'S’
par C" les classes SS'.

c".C" = C", équivaut &  C'¢C'¢p = C'ee donc A Cut Cpr = Cor
avec C'ca > Cur, elc. donc & a'd"=<¢" si C,>a", elc. or a" ¢ (C,.
Inversement on montre que a"b"=¢" eatraine C",C" = C';.

Remarquons en passant qus si les classes S§' et les classes S'S" contiennent
leurs éléments générateurs ou sont disjointes, il en est de méme des classes SS".

THEOREME DE TRANSITIVITE.

Si lés correspondances S —> 8 et §' —» 8" sont
des symorphies strictes, des semi-homomorphies d’'un méme Lypé, des homomor-
phies, des homomorphies forles, il en est de méme de S — S".

Démontre-le par exemple pour I'homomorphie : on a en gardant les nolations
précédentes  CoCp = Cus I'ca I'chy = I'cuco =Tcar  ce qui est bien la défi-
nition d’'une homomorphie: '

On pourrait multiplier les théorémes du méme genre. Cilons seulement le sui-
vant relatif aux semi-homomorphies modulaires.

Si § — §' est une semi-homomorphie modulaire suivant un sous-systéme g et
§' — 8" une semi-homomorphie suivant un sous-systéme provenant d’un sous-
systtme G 8 — §" est une semi-homomorphie suivant le sous-systéme gG.
Ona Gg ¢ G.

1. Cette notion est due & M. Krasner (Krasner I).
2. On a vu au chapitre Il que pour des classes réguliéres contenant leurs éléments
générateurs cela équivalait a S§" > §'. '
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Premier théoréme d’isomorphie ou théoréme de régressivité. — Si 8 — §' et.
S — 8" sont des symorphies directes du méme type, des semi-homomo'rphies direc-
tes du méme type, des homomorphies, des homomorphies fortes il en est de méme
de §' — §". (On suppose bien entendu que §" a été défini comme une division en
classes dans S').

La proposition est & peu prés évidente pour la symorphie. Remarquons que si
les denx symorphies données sont strictes il en est de méme de la troisiéme.

Faisons la démonstration dans le cas de la semi-homomorphie (CCC). Pour
tout ¢" ona a'b"=c¢" aclcc b cler a"cCqy, etc.c CyCp =Cy
Car € T'cq, ete. -

Ce qui démontre la propriété.

La démonstration est analogue dans les autres cas, )

Contentons-nous également de signaler le théoréme suivant : Si S — §' et
S — S” sont des semi-homomorphies modulaires il en est de méme de S' —» §".

Deuxiéme théoréme d'isomorphie. — Soit une division en classses régulitres R
et un ensemble J. On peut établir une correspondance biunivoque entre les classes.
R ayant leur élément générateur dans J et les classes R n J. En effet deux classes
dont un élément générateur est dans J et qui ont méme intersection avec J coinci--
dentcar C. > b, Cp O a.

Supposons maintenant que les classes R définissent une homomorphie forte et
que J soit un systéme.

Alors 1) R(J) est un sous-systéme.

2) Les R nJ définissent une homomorphie forte dans J.

On désigne par R(J) l'ensemble des éléments contenus dans les classes ayant
léurs éléments générateurs dans J.

Soient deux éléments o et b de R(J), ils sont dans des classes Cc, Ca ¢ et d
dansJ CcCy=0Cea cd ¢ J Ca ¢ Ca ¢ R(J). Ce qui démontre la premiére partie.

Posons R nJ =S S,S, = Su est bien une homomorphie forte, car les S cor-
respondent d’'une maniére biunivoque aux R. Le systéme'des S est donc isomorphe
au systéme des R ayant un élément générateur dans J.

Application au théoréme de Jordan Holder Schreier(')(*), — Le théoréme de
Jordan Holder Schreier et ses généralisations ont fait 'objet de nombreuses études ;
nous nous contenterons de démontrer la propriété gni en constitue la base :

Soit un systéme S deux sous-systémes invariants du méme coté

S'S" et SAS =T 8§ ouvS=R.

1. Voir par exemple van der Waerden Moderne Afgebra (Springer Berlin, 1930), t. I,.
p. 135.
2. Yoir Dresher-Ore.
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11 faut montrer que R est ausssi un sous-systéme invariant du méme c6té. Cela a

bien lieu car : as's” ¢ s'as”" ¢ §'s"a.
Q!
Il faut ensuite montrer que §=7F Or le deuxiéme théoréme d’isomorphie
s’applique pourvu que S§" en tant gue classe soit stricte ce qui signifie que S" est
un sous-multigroupe. Le second théoréme sous sa forme habituelle s’applique donc

aux multigroupes.

V) PROPRIETES DE STRUCTURE DES HOMOMORPHIES FORTES.
Soient deux homomorphies fortes S' et 8’ S'v§" =R §n§ =T.

1) R est aussi une homomorphie forte.
En effet les-homomorphies fortes sont définies par la condition

Codu CphDouo Cap > Cuv

On en déduit immédiatement C'(Cqp) > C'(Cuw), elc.
D’ot Rup 5 Ruw.

2) Le systéme des S’ définit une homomorphie forte dans le systéme des T. Le
systéme des R définit une homomorphie forte dans le syst¢éme des S". 7

En effet il faut démontrer que C'(Tq) > C'(T,) C'(Ty) > C'(Ty) entraine
C'(Taw) > C'(Tw) or C'(T)=C', ce qui démontre la premidre partie. )

La seconde partie résulte du théoréme de régressivilté, sans nouvelle démons-
tration. .

Les deux correspondances T — C' C'—> R qui sont des correspondances
uniformes appliquent ’homomorphie T — C' sur 'homomorphie C" — R pourvu
que “C" soit associable & C'. On a effet alors C’(C") > R on démontrerait toujours
de la méme maniére que la correspondance respecte les homomorphies (*).

Il manque pour pouvoir énoncer un équivalent exact du théoréme de Jordan
Holder de pouvoir remplacer cette homomorphie par une isomorphie. '

Pour terminer remarquons que les homomorphies définies par des sous-systémes
invariants d’un certain cOté sont associables deux a deux, si bien que le théoréme
que nous venons de démontrer est une généralisation de celui qui avait été donné
d’abord.

Cela résulte immédiatement du fait que ¢,g, > ¢,9, entraine que la réunion de
ces deux sous-systémes est ¢,g,. )

On en déduit que les sons-systémes invariants d’un coté formant une structure
de Dedekind (*).

1. Comparer avec Dubreil et Dubreil-Jacotin.
2. Voir chapitre III, page 175.
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< CHAPITRE V

Eléments et systémes particuliers.

Dans ce chapitre nous allons montrer commeunt les théories qui précédent per-
metlent de présenter sous un jour nouveau les résultats relatifs aux unités, inverses

et & leurs généralisalions.

I) ELEMENTS ET GOMPLEXES IDEMPOTENTS.

Nous nommerons ainsi un élément, un complexe tels que ¢ =¢ G*=G.
Un cowplexe idempotent est donc un sous-systeme tel que lout élément soit déter-
mination d’un produit. D’autre part les puissances d’'une unité engendrent un
complexe idempotent. Nous ne reviendrons pas sur les propriétés élémentaives des
unités telles qu’on les trouve exposées par exemple dans Dresher-Ore. Les considé-

"rations qui suivent sont des applications des chapitres ITl et V.

»

Considérons les classes définies de la maniére suivante : C, ensemble des élé-
menls ag ¢ ¢ G. Si le complexe est idempotent, les classes sont réguliéres
(aG)G =.aG (c’est une condition suffisante mais non nécessaire). Les classes défi-
nissent une semi-homomorphie directe du type (CCN) : en effet si

cag,bg,=c¢ ag.bg, = cg

quel que soit ¢ pour ¢,g, convenable.

Considérons le systéme quotient a gauche : il posséde un complexe unitaire
droite car (aG)G = aG et ce complexe est presque scalaire en ce sens que C,Cs
est formé seulement de C, et de ses sous-classes.

Le complexe est une unité si G est un multigroupe (ou si on a un élément idem-
potent).

On aurait des propriétés analogues pour le systéme des catégories. La seule
différence est que le commplexe est unité des deux cotés et non plus d'un seul.

Les résultals se simplifient si on suppose les classes disjointes. Ceci revient a
dire que le multigroupe est réversible. Le systéme des classes & gauche a-alors une
unité scalaire a droite et le systéme des catégories une unité scalaire.

Symorphie. Semi-homomorphie idempotente, unitaire. — Soil un systéme possédant

. un élément idempotent, une unité. Nous nommerons symorphie, semi-homomorphie
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idempotente une symorphie, une semi-homomorphie dans lesquelles I'élément idem-
potent, I'unité constitue une classe a lui tout seul. Le nouveau systéme obtenn est
alors également un systéme possédant un élément idempotent, une unité. On a le
théoréme :

Toute symorphie, semi-homomorphie donnant un systéme unitaire, peut se
décomposer en une symorphie, semi-homomorphie des classes suivie d’une symor-
phie, semi-homomorphie idempotente.

La seule partie & démontrer est que la seconde correspondance ont une symor-
phie, semi-homomorphie. Or cela résulte du théoréme de régressivité.

Nous n’avons pas parlé d’homomorphie unilaire.

Nous verrons au chapitre VI que dans un hypergroupe I'identité est la seule
homomorphie unitaire.

Unités et homomorphie. — Proposons-nous d’étudier les homomorphies fortes
qui donnent un systéme ayant un élément idempotent. Désignons cet élément par e
et la classe qu’il représente par C,.

On a CeCe = C, de plus une sous-classe de C, multipliée par une autre sous-
classe ne donne que des sous-classes donc C, est un sous-systéme.

Si on suppose de plus que e est une unilé scalaire, on a pour la méme raison
en désignant par £ I'ensemble des élémentsde C, C, > aE C, > Ea Ca > EdL.

On peut donner la condition nécessaire et suffisante pour que ces différentes
sortes de classes définissent des homomorphies. Dans le dernier cas. par exemple
c'est que aEb ¢ EabE.

On peut également caractériser les homomorphies ainsi obtenues : Considérons
par exemple 'homomorphie définie par un systéme invariant & droite. L’homomor-
phie est aussi une homomorphie & gauche : en effet Ea Eb = Eab.

Inversement une homomorphie possédant une unité scalaire et qui soit a la fois

directe et gauche est engendrée par les classes snivant iin sous-systéme invariant &

droite car de C,, C,=C, on tire ua==5b b étant un élément quelconque de

C, et u un élément convenable de C,.

a
On caractérise de méme les homomorphies définies par les sous-systémes inva-
riants des deux cdtés comme- des homomorphies 4 la fois direcles, droiles et

gauches.

II) ETUDE DE LA NOTION D'INVERSE.

Soit un systeme associatif possédant un élément ou un complexe privilégié que
nous désignerons par e, G sans avoir besoin de supposer pour le moment du moins
que c’est une unité (méme d’un seul coté).

Dans tout ce qui suit nous nommerons inverse & gauche pour cet élément ou ce

complexe et nous désignerons par u un élément tel que uu > e, wun G,
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Nous nommerons de méme inverse & droite el nous désignerons par a un élé-
ment tel que uu >e uwun G.
Nous allons mainlenant supposer que tout élément posséde au moins un inverse

a droite et un inverse & gauche pour le complexe considéré. Cette condition n’est
pas suflisante pour que le systéme soit un multigroupe comme le monire I’exemple :

e a b
ele b b T =eab e est un complexe par rapporl auquel
‘ tout élémenl a un inverse. '
alb T T
blb T T

Par contre la condition devient suffisante si on suppose le complexe unitaire :

TuéorkMeE — La condition nécessaire et suffisante pour qu'un systéme associatif
soit un multigroupe est qu’il contienne un complexe unitaire & droite C et un a
gauche C' el que tout élément posséde un inverse & gauche pour le complexe uni-
taire & gauche et un inverse & droite pour le complexe a4 droite de maniére que
aA>C Aa>C A ensemble des inverses a gauche de a A ensemble des
inverses & droite de a.

La condition est visiblement nécessaire. Si elle est remplie on a :

(aa)b = b = a(ab).

Les opérations inverses sont donc bien parfaites.

Ou peut donner également une condition pour que lout sous-systéme soit un
sous-mdltigroupe. Appelons élément régulier un élément tel que le sous-systéme
qu’il engendre contienne un complexe unilaire & droite et un complexe unitaire
gauche. Un sous-systéme dont tous les éléments sont réguliers est un sous-multi-
groupe. En effet le sous-sysiéme contient avec tout élément a un élément a tel que
aa=u bu=5b dou b(Za) =b= (bZ)a.

En particulier si tous les éléments sont réguliers le systéme est un multigroupe.
Cette condition n’est nullement nécessaire. Mais elle définit un type de multi-
groupes : les multigroupes réguliers, Dans un multigroupe régulier tous les sous-
systémes sont des sous-multigroupes unitaires. Réciproquement - cette condition
suffit & les caractériser.

On peul enfin donner une condition pour qu’un sous-systéme soil fermé :

Pour qu’un sous-systéme soit fermé il faut et il suffit qu’il contienne un com-
plexe et avec un élément tous ses inverses relatifs & ce complexe. En effet on déduit

de ax > b blax)nC (ba)x nC dou ba==x donc x est dans le sous-
systéme el par suite o aussi. La condition est visiblement nécessaire.
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On peut interpréter de la maniére suivante la condition pour qu'un sous-systéme
soit fermé d’un certain coté : il faut et il suffit que dans le systéme des classes,
suivant ce sous-systéme, le sous-systéme soit une classe quii est son seul inverse par
rapport a elle-méme.

I1I) INVERSES ET SEMI-HOMOMORPHIE.

De ab > ¢ on déduit en introduisant les inverses par rapporl & un certain com-
X

plexe C abc ~n G puis bc 5> a le point indiquant qu’il s’agit d’un inverse donné
et 1I'x qu’il s’agit d’'un inverse convenable.

Cette condition pourrait s’interpréter comme I'analogue d’'une semi-homomorphie
droite du type (NCC). Ce n’est effectivement une semi-homomorphie que si ab > ¢

entraine ab > ¢ car alors abc ~ C équivaut & ab > c.
On peut remarquer que cette condition est en particulier remplie si toul élément
posséde un inverse unique a droite et & gauche. '
Appliquons plusieurs fois la relation précédemment obtenue. On oblient & la

== X

i X1
Xy

troisiéme fois ab > ¢. On peut interpréter ceci comme une sur-opération de I'opé-
ration donnée dans un systéme ot les inverses sont bilatéres. (On nomme sur=
opération d'une opération ab une opération a,b telle que a,b > ab).

Conditions d’inversabilité. — Nous avons déja rencontré cette condition au chapi-
tre I; nous allons la préciser en méme temps que nous I'étendrons au cas général.
Nous supposerons que ab > ¢ entraine ac>b (Inversabilité a droite).

On en déduit en vertu de I'égalité écrite plus haut : ba>c.

On peut interpréter cette condition au moyen de la semi-homomorphie. On
réunit dans une méme classe les éléments qui ont un inverse commun soit du méme

coté soit de cotés différents. Les classes ainsi définies sont disjointes et définissent
X X
o

une semi-homomorphie directe carsi ab>c¢ ab >c.

Un complexe par rapport auquel il y a inversabilité & droite n’est pas quelconque.
Adjoignons 4 un tel complexe des éléments de maniére a le transformer en complexe
contenant avec tout élément ses inverses a droite et & gauche par rapport & lui-méme.
On obtient un sous-sysléme réversible & droite.

En effet de wa = b on tire a = ub, les classes & droite sont donc disjointes. On
-a de plus uw.u=7v entraine uv > u donc le complexe contient v.

Il en résulte que le nouveau complexe est unitaire & gauche. 11 est de plus fermé.

" Le systéme quotient & gauche est inversable car de aub==c on tire ac = ub.
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Si le systéme est inversable a droile el & gauche, le systéme quotient posséde
une unité scalaire el esl inversable a droile et a gauche, C’est un hypergroupe inver-
sable.

L'ine des propriétés que nous venons de donner se laisse généraliser de la
maniére suivante :

Tout sous-systéme fermé et contenant C est réversible, a droite.

En effet de ua =0 onlire u.b =a et le systtme quotient est inversable, car

a'l' =¢' entraine a'.c'=1¥".

IV) PERMUTATIONS MULTIFORMES.

Nous nommerons permutation multiforme et nous représenterons par la nota-
tion

P :’ f“ z” ; A, = (a, a, a,...), eic.
« N Ay
une correspondance entre un élément d’un systéme et un sous-ensemble de ce méme
systeme. Cette définition est due a Dresher Ore. On voit que cette définition n’est
pas autre chose que celle des classes les plus générales. Nous garderons néanmoins
le terme de permutation dans ce qui va suivre car il fait plus image.

On peul définir le produit de denx permutations comme la succession de ces
deux opérations. C’est une opération autre que celles qui ont été définies A propos
des classes. On peut définir également la réunion de deux permutations comme la
_permutation qui donne comme résultat la réunion de ce que donnaient les denx per-
mutations.

Représentation réguliére d'un systéme. — Sans développer complétement ure
théorie analogue a celle de la représention des groupes par des permutations, on
peut cependant généraliser 1a notion de représentation réguliére. Considérons les
permutations

{ b, b, b, ...

3

“ 1 ab ab ab, ... \
On voit immédiatement que P, P, = P,, c¢ parcourant les déterminalions de ab.
On obtient ainsi ce que I'on nomme la premiére représentation réguliére du systéme.

Les permutations peuvent conduire a des propriétés imporlantes des systémes.
Signalons par exemple la suivante. Si de la permutation allachée 4 un élément a
on peut extraire une permutation uniforme conlenant un élément arbitraire b (mais.
pas forcément une permutation unique contenant tous les éléments) a est régulier

-et réciproquement.
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o

En effet si a est régulier (a, a® .. a") contient un complexe unilaire, donc
a"u > u on peut donc choisir les déterminatiqns de u, au, a’u de maniére 4 ce
que une expression des éléments ainsi obtenus soit u.

Réciproquement, si on peut trouver une permutation partant de lout élément el
si n désigne le nombre maximum d’éléments permutés par ces permutalions
{a, a®, ..., a") est bien un complexe unitaire car a"« > u pour tout u.

Cherchons maintenant comment la donnée de la représentation réguliére (*) déter-
mine le systéme dont on est parti. La détermination est évidemment parfaite si on
se donne les permutations et la maniére dont elles correspondent aux éléments.

Dans le cas ou le systéme posséde une unité scalaire, on peut décrire celle cor-
- respondance sans utiliser cc}mplétement la composition de chaque permulation.

Considérons les classes suivantes C, sera I'ensemble des permutations telles que
T'unité ait @ parmi ses transformés. Ces classes sont réguliéres. Lé‘noyau d’une telle
classe est formé du seul élément P,. On obtient le systéme & partir de la division

n classes en appliquant la symorphie directe du type (NNC). En effet ceci revient
a prendre les classes telle que ¢ donne une des déterminations de ab.

‘Ce théoréme présente un certain intérét puisqu’il donne une maniére d’oblenir
un systéme assujetti a la seule condition d’avoir une unité scalaire.

Pour illustrer ce qui précéde ndus allons encore démontrer la propriété” sui-
vante :

Une division en classes dans un systéme normal (donc en particulier uniforme)
définit par symorphie du type (CCC) un systéme qui n’est_pas quelconque. Soient
A, B, C, D quatre classes quelconques A.B, C.D deux déterminations des pro-
duits AB et CD on peut trouver une détermination B.C du produit BC de maniére
que (A.B)C ~ A(B.C) soit non vide (B.C)D n B(C.D) soit non vide. En effet A.B
est une classe qui contient un certain élément a.b A >a B>b. De méme C.c
est une classe conlenant un cerlain élément c.d prenons pour B.C une classe
contenant I'élément bc tel que (a.b)c ~a(b.c) non vide (b.c)d n b(c.d) non
vide. Cela est possible en vertu du théoréme démontré page 10.

On a bien les conditions écrites plus haut car les deux produits contiennent les
classes contenant I'élément a.b.c pour la premiére, b.c.d pour la seconde.

1. Un ensemble quelconque de permutations ne se laisse pas transformer d’une
maniére unique en ensemble provenant d'un systtme multiforme comme. cela a lieu pour
les groupes, car le produit de deux permutations pourra en général &tre décomposé de
plusieurs maniéres en une somme de permutations.




CHAPITRE Vi

Hypergroupe, hypergroupe inversable.

I) ETUDE DE LA NOTION D'HYPERGROUPE.

Nous avions caractérisé la notion d’hypergroupe par Uexistence d’'une unité uni-
sue et d’'un inverse unique de chaque coté.

Nous allons voir que ces conditions se laissent réduire pour les systémes finis.

1) Soit un multigroupe fini et un complexe par rapport auquel tout élément a un
inverse unique d'un coté.

Tout élément a aussi un inverse unique de 'autre coté. Car dans un systéme fini
une correspondance univoque ne conserve le nombre d’éléments que si elle est bi-
univoque. Il en résulte que le complexe se compose d’un seul élément (toujours en
supposant le systéme fini).

En effet en désignant ce complexe par E on a aa > K. Soil u un élément de
E (at_z); > E donc au>a ou puisque toul élément est inverse & gauche au > a
en particulier u'u > u' ‘ceci contredil I'unicité de l'inverse si @' == u.

De plus u est unité car @ est unité et une unité coincide loujours avec son
inverse donc au > a. Enfin cette unité est unique car si v était une autre unité
uv > u ce qui contredit I'unicité de 'inverse.

Tout complexe unitaire contient celte unité car Ca > a entraine Ce > e d'on
Coa.

Enfin 'unité est scalaire carsi ea > b eab >e ab>e ce qui contredit 1'uni-
cité de l'inverse. ‘

_Un exemple simple montre que ceci n’entraine nullement que l'inverse est bila-
tére. )

Nous n'examinerons pas le cas des systémes infinis.

11) Sous-HYPERGROUPES.

On nomme sous-hypergroupe d’un hypergroupe un sous-multigroupe qui
contient I'unité. 1l est clair que ceci entraine que le sous-multigroupe est un hyper-
groupe,

L’exemple donné page 23 montre qu'un sous-systéme d'un hypergronpe peul étre
un hypergroupe sans étre un sous-hypergroupe.
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Par contre un sous-multigroupe unitaire est tonjours un sous-hypergroupe, car
.

LR

tout complexe unitaire contient I'unité.

Théorédme. — Un sous-hypergronpe est un sous-systéme fermé.
Cela résulte du théoréme de la page 53 puisque tont élément a un seul inverse. -
Ktudions maintenant la correspondance a - a,. Nous deslanemns ainsi l'inverse
a gauche de a. Nous poserons de plus (a,), = a,, elc.
Ona ab, = c,(') la correspondance a —> «, est donc une isomorphie du Sys-.
téme sur lui-méme ou pour employer les mémes termes qu’en théorie des groupes .
une automorphie. Les automorphies forment un groupe. Il peut bien entendu y

avoir d’autres automorphies que celles qui viennent d’8tre signalées.

IIT) HYPERGROUPE INVERSABLE. ' T

Dans un hypergroupe inversable fout inverse est bilatére car de aa = e on tire
ae —=a d'o a=a. ‘

Le systéme ainsi obtenu est exactement ce que nous avions appelé‘ antérieurement
hypergroupe inversable.

Nous I’étudierons en délail dans la section V. ’ (

1V) ETUDE DES CONDITIONS DE RESOLUBILITE ET DE NORMALITE.

Résolubilité. — Dés qu’un systéme résoluble contient un complexe unitaire &
droite et un i gauche c’est un multigroupe. En effet on a alorsrab =cd entr;'iine
a=cj.

De plus toul sous-multigroupe fermé est réversible car de ag = b on tire
ag'="b9" a=0bj ¢'=jg'"

Théoréme. — Par rapport & un complexe unitaire bilatére un élément d’un sys-

téme résoluble posséde un inverse bilatére. )
Eneffet u.b=bu' entraine b.b=u bb=u'. )
Etudions en particulier les systémes ou il y a un inverse unique d’un cété. Si un

tel systéme est résoluble il y a un seul inverse qui est bilatére. On retrouve ainsi

encore une fois la notion d’hypergroupe inversable. - -

Nous n’étudierons pas le cas de la résolubilité de seconde espéce.

Normalité. — Soit un sous-systtme d’'un systéme normal, et deux éléments
inverses par rapport A ce sous-systéme : aa = u. '
Tout élément au' (u' dans le sous-systéme) est aussi inverse de a. En eﬂ‘et

a (a u) (a a) u' = u" ce qui démontre la propriété.

1. En vertu du résultat démontré page 54.

FacuLTé pEs ScieNces, 4™ sér., T. Il 26
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Qu Lrouvera au paragraphe suivant une étude de la condition de normalité dans
le cas de I’hypergroupe inversable.
V) CARACTERISATION AXIOMATIQUE DE L'HYPERGROUPE INVERSABLE.

A cause de son importance nous donnerons de ’hypergroupe inyersable une défi-
nition axiomatique tout a fait indépendante de ce qui précéde.
~ Un systéme qui satisfait aux conditions suivantes :

a) L’opération est normale;
b) 1l y a une unité scalaire e;
¢) Tout élément a au moins un inverse 4 gauche

est un hypergroupe inversable.

1l est inutile de supposer 'opération parfaite, cela résulte des hypothéses car
de I'existence de eb on déduit celle de (Za)b donc celle de ub.

Tount élément a un inverse unique car aa >e aa > e entraine Z{r((;a) = (EE)Ia
=exa=a=me:azz.

Il y a associativité car (a.(b.c)) = a((b.c).z). Prenons (b.c)c tel qu'il soit
précisément égal & b. Ou en déduil (a(b.c))E =ab a.(b c)=(a.b) c.

L’hypergroupe ainsi défini esl résoluble car : a.b = c.d entraine d = E.(a.b)'
= (E‘.a).b a= c(E.a). 11 est par suite inversable a.x = 6 équivaut & » = a.b.
Enfin Vinverse de a.b est b.a. .

On démontre facilement la réci,proque.'

Application : un hypergroupe commutatif et dans lequel chaque élément esl son

propre inverse est inversable car précisément I'inverse de ab est ba.

Sous-hypergroupes d'un hypergroupe inversable. — L’exemple de la page 23 montre
qu’un sous-systéme n’est pas toujours un sous-multigroupe. Par contre un sous-
multigroupe unitaire est toujours un sous-hypergroupe normal. ‘Cela résulte immé-
diatement de la propriété pour les hypergroupes (page 61). Les sous-hypergroupes
étant inversables, sont réversibles.

VI) HOMOMORPHIE DIRECTE DANS LES HYPERGROUPES ET LES GROUPES.

Com mengons par la remarque évidente suivante : tous les homomorphes directs
d’un syétéme possédant une unité, un élément idempotent une unité scalaire posse-
dent de méme une unité, un élément idempotent, une unité scalaire.

Cherchons & quelle condition I'homomorphe peut étre un hypergroupe.

On a le théoréme suivant : il faut que les classes soient disjointes pour que
I’homomorphe soit un hypergroupe. En effet, soit une classe C et un e sous-classe
C' et soit C' linverse de C' d'un certain coté CE' doit contenic C'C' donc C'
aurait deux inverses C et C' tous les deux du méme coté.
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Réciproquement : Si des classes disjointes définissent une homomorphie directe
dans un hypergroupe, le systéme homomorphe est aussi un hypergroupe.
En effet si C,C, > C, cela veut dire qu’a tout élément de C, on peut associer

un élément de C, tel que ab > u u étanl un élément de C,; on en lire abuue

bi—a b=au'. Or C, contient avec un élémenl &' tous les b'u; il y a donc au
plus une classe inverse d’une classe donnée d'un certain c6té. Le systéme quotient
est donc bien un hypergroupe. On voit de plus le résultat fondamental suivant :

Les seuls homomorphes directs stricts d’un hypergroupe sont ses hypergroupes
guotients.

Nous n’étudierons pas en détail les homomorphies non strictes. Contentons-nous
du théoréme suivant :

Dans un hypergroupe ou tout inverse est bilatere, il n’y a pas de sous-systéme
invariant d’un seul coté.

Eneffetde au>b b > ua on tire a cbu a c ub.

Soit maintenant un hypergroupe inversable. On a de plus la propriété tous les
homomorphes stricts sont des hypergroupes inversables, car ’homomorphie stricte
respecte la condition de normalité.

11 se présente dans ce cas d’autres simplifications. Toute homomorphie stricte
est a la fois directe droite et gauche, En effet les opérations directes et inverses ne
sont pas distinctes car de ab =c¢ on tire ac = b et réciproquement. Or I'’homo-
morphie respecte la correspondance a —- a donc toute homomorphie est & la-fois
directe droite et gauche.

Donnons encore pour terminer un exemple d’homomorphie non stricle dans un
groupe : soit de groupe cyclique d’ordre infini a” et le sous-systéme a’, a®, a*; les
classes suivent ce sous-systéme définissent un systéme qui est isomorphe au groupe
cyclique d’ordre infini.
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