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SUR LES SINGULARITES

DES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE

Par M. J. XANTHAKIS

Dans deux Mémoires précédents('), j’ai étudié des équations différentielles du

type :

d
w“—y:ay+9cf(x)+xap(w)y, o= 2;
dx
dy w=o2,3
p.__: Y M
x e ay + xf(x) kx'y, y—1. 3
dy .
2L = ay + af(x) + ky', b=1,3;

en cherchant les conditions suffisantes pour que les intégrales des équations précé-
dentes soient holomorphes au voisinage de zéro, et s’annulent pour & = o.

Ainsi, j'ai trouvé pour les équations ci-dessus, qu’il suffit que le coefficient «
soit 1) racine commune de deux ou plusieurs fonctions complétement définies, et 2)
que le méme coefficient soit un point régulier de deux ou plusieurs fonctions aussi
completement définies. Le nombre de ces fonctions croit avec p.

Nous allons chercher a présent les conditions suffisantes pour que les intégrales
des équations (*) :

d
0 P(x)—%:ay—{—xf(x), a0

(*) Contribution d la théorie des singularités des équations différentielles du premier ordre.
These, Athénes.
Sur la théorie des anomalies des équations différentielles du premier ordre. Praktika de
I’Académie d’Athénes, 5, 1930, p. 53.
(*) Dans le cas ou a =1, k = 2, b = o, on a I'équation :
dy

2t = oy + xf(x)

qui a été étudiée par Briot et Bouquet (Journal de I'Ecole Polytechnique, cahier XXX VI, 1856).
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P(x) = x(az* + b), k=1,23,...
soient holomorphes au voisinage de zéro et s’annulent pour x =o.
Supposons d’abord que k = 1, et soit
f@)y=c,+cx+cx’+ ... +c,a"+ ...

le développement en série de Taylor de la fonction f(x) laquelle est supposée holo-
morphe au voisinage du point & — o. Si

(2) Y=92+¢x+ ... +9,2" + ...

est la série qui satisfait formellement a1’équation (1), on trouve facilement en appli-
quant la méthode des coefficients indéterminés, gue

n
n—i
a Q) I
_ n—1 } n—1
In = (_ l) nm <— ]) m, ¢, a=—r
n
n=i

ot
" Al
7 @ @ o© o
m= 1 [o= 2]~ [o=2] o= 2] [+—2]
n=r1x
D’ol, on a, en posant |m,| =M,,
‘a n—1 1
®) 9.0 < g XM lewcl = -

Considérons maintenant la série :
()

n

0] YoM e |
n=1i

qui a, comme rapport d'un terme au précédent,

CA

M |cal __l o«
|e

n
M,_, e n

n—1 n—1 l n—1 l

et, étant douné qu’a partir d’une certaine valeur de n on a

M <L, L = constante

[€ani]
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il résulte que,

.l
. Ay d L' = constante

k_i

a partir d’une certaine valeur de n. Donc, la série (4) converge absolument et
représente une fonction F(x) holomorphe dans un cercle de rayon R =+o.
Mais on sait que le rayon du cercle de convergence de la fonction :

nl A n
Fo)= Y Myl | @
n=1
est la limite supérieure de la suite :
T I : I
Mlel" JyMe)|’ VM|
3

D’autre part(*)

M, = H [b—%]<[|b| + [

Donc :

1 1

I
. > * "y
|\/Llncnl Ibl + Ial I\/Cnl

pour toutes les valeurs entiéres et positives de n. Ainsi on conclut que :

T 1

R>——.—
Tl A=

ol h est le plus petit nombre entier et positif qui satisfait & I'inégalité

r> Ve,

n=—r1,2,3.....

Si nous supposons maintenant que :

I I 1

— e —
la| = h 6] + |2

(") On suppose que |b] > |a] .

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIV. 2h
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, T I . . , . . .
c'est-a-dire que m represente un point régulier de la fonction F(x), et si nous
1 . - I
appelons F, m la somme de n premiers termes de la série (4) pour x = ﬁ-,
a

nous aurons, en vertu de (3),

Ialn—l ( l > lal"—[ I
Js S () < e ()
ol < S B\ ) <=

pour toutes les valeurs entiéres et positives de n.

D’ou, on a

® Vo <t W

n—rit,a,3,

Ial

Donc, on conclut que la série (2) qui satisfait formellement & I'équation (1) (k=1),
converge absolument dans un cercle de rayon r, 2= o.
De la relation (5) on conclut aussi que :

6] — ||
|a

IIV

parce que la limite supérieure de la suite :
I

L Ial ‘\/ Iall \/%T(l%ljl

est égale a I'unité, d’aprés I’hypothése que la fonction F(x) est holomorphe pour
I
~lal”
De ce qui précede, il résulte que :

I. « Siles coefficients a, b, «, salisfont aux inégalités
6] > |«
|la| >[16] + |«[]. A

Uéquation différentielle (1) admet une intégrale holomorphe dans un cercle ayant
un rayon
6] — |=|

qui s’annule pour x =o0. »
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1a. Soit k = 2, c'est-a-dire

P(x) = x(ax® + b)

les coefficients ¢;(i =1, 2, 3...) sont donnés par les formules suivantes :

n

n—1

; a O\ 1
n—1 n—1
Gon = (— I) . Z‘ (— I) Moy 3Cons+ —77>
2n.m,, ; a
=1

n

a

Ganrs = (— 1) Grr M

noo.
I
2 (_ I)" my, ,Cy, - .a—n’

n=o

Si nous posons |m,,| =M,,, ona

an’

n
. Ia|n—| 1
|gml S E Msn—i . lcm—il . W’

anM,,
. n=i1
(6) )
|aln I
<— M ¢, | —=.
|gnn—4| ] (2n + I) M’" 2 Zn—‘ll an Ialn
n=o0o
Considérouns maintenant les séries
o0 (==}
(7) 2 Msn—a Iczn[ wn’ Z Msn Icm—Hl 1}"
n=i n=o

dont les rapports sont respectivement :

M’ﬂ—i . lCiH—FlI w e b x . |62n| w,

Msn——a |cm—s| M —1 Icen—sl

Msn Ictﬂ+4| w f— lb — & . |C!N+l| x

M!ﬂ—! ‘C!n—l‘ 2n Icin—l |
et, étant donné que

|2l _
<L L = constante
lcm—al
et, par conséquent :
!"QNI < L! lc!ll-+-1| < L!
, ’

le (A

Qll—ﬁl

195
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on a

'b_ 4 l. ||(..‘z"| <L“ ;b_i

2N —1 cen——el 21

lcﬁll—.‘-li
. I('_ < L’

en—1 I

a partir d’'une certaine valeur de n. On en conclut que les séries (7) sont ébsolu-
ment convergentes dans deux cercles y,, y, ayant des rayons différents de zéro, et
représentent respectivement deux fonctions F(x) et F' (x) holomorphes dans ces
cercles, Appelons R, et R, les rayons des cercles Y. ety,. R, et R, sont respective-
ment les limites supérieures des suites :

1 1

—_—

I
Moed ™yl T W el

1 1

—

1
Mel Wl T Wae )

Mais .
Moo= [T | 0= 52 | <ol + e
M= | = —— | <tel + .
Donc :
I > I 1
N T Ve
o [

I
|\"/1\'1qu P‘ZII+I >

Ceci pour toutes les valeurs entiéres et positives de n.
Si A est le plus petit nombre entier et positif qui satisfait & la relation :

Ibl + Iml ' Iv(j‘lu"il '

h>‘\n/;-”l, n=ru,213, ...

on a:
n+—l—
n

Ve, | < n, Vo <h B

[N

pour toutes les valeurs entiéres et positives de n. En combinant ces inégalités avec
celles de (8) on a )

T 1 T I
P L — R
EO (41 T

ENUERE
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. I . 1 £ r Y4
Supposons maintenant que le nombre —— satisfasse a l'inégalité :

la|
I 1 1

— <<
lal = A 6] 4 |2

c’est-a-dire, que —lél— représente un point régulier des fonctions F(x) et F'(x).
Appelons Fn(-l—;]—) F’(I i> la somme des n premiers termes des séries (7)

our ¥ = L. Aprés les inégalités (6) nous aurons :
p p

lal
e /1 lal"™™ L
19l = —00 F‘K—IEI—>< (6] — [«f)" 'F<| 1>7

|al” ( 1 > a]” <
an+4 -—<— l‘n < n+1 'F
9ueed < Gy, "\ Tal ) S T — ol

F

lmkl\/tbl |a|

1o Ve )

Ainsi, on conclut que la série

(9)

o
- \' n
y - L guw
n=i

qui satisfait formellement & I'équation (1) [k = a] converge absolument dans un
cercle de rayon r, == 0.
Des relations (g) il résulte que :

r, >

2 =

|b x
a

d’aprés Uhypothése que les fonctions F(x) et F'(2x) sont holomorphes pour & = L

|al

Donc, on a :
II. « Si les coefficients a, b, « satisfont aux inégalités

6] > |«]
lal > [[b] + =] 4
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Uéquation différentielle (1) [k = 2] admet une intégrale hotomorphe dans un cercle

\/E_W

ayant un rayon

re2

qui s’annule pour x = o ».

1b. Soit maintenant, k = 3. Dans ce cas les coefficients g;(i =1, 2, ...) sont
donnés par les formules suivantes :

n—i

n
n— a Al _ 1
Jsn—s = (_ ]) ' (311 _ 2>M : Z (— l)" l’"an»scsn’s e
n—i

3n—2

n
a"—-—l 3 I
— n— - 9
Janms = (—1) 'm . }_, (=) "”3,1_.‘3"—,'(17_—.,
B n=u
n
all—l | I
— yR— n— N
I = (_ 1) ' 3n m,, : Z (_ I)L ' My sCopy F .

n=i1

En appliquant la méthode précédente, on arrive au résultat suivant :

1I1. « Siles coefficients a, b, a salisfont aux inégalités :

6] > [
lal > [16] + =[] ~*

Uéquation différentielle (1) [k = 3] admel une intégrale holomorphe dans un cercle

\3/1771_1«—1

ayant un rayon

T2

qui s’annule pour x = o ».

1c. Dans le cas général o

P(x) = xz(ax* + b)
on est conduit & conclure en se basant sur ce qui précéde que :

« Si les coefficients a, b, « satisfont aux inégalités :

16> 121
Jal > (18] + [x[]
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Uéquation (1) admet une intégrale holomorphe dans un cercle ayant un rayon

qui s’annule pour x = o0 ». 1l est entendu que h est toujours le plus petit nombre

=

“entier et positif qui satisfait a I'inégalité

h>l\/c_n|) n=l,2,3,....

2. Nous allons examiner maintenant I'équation :

v d
) P(2) 2= = ay + af(@) + kay

P(x) = x(ax + b),
et ou «, k sont des constantes. Si

(2) Yy=g9x+g2+ ... +g,2"+ ...

est la série qui satisfait formellement & I'équation (1), on trouve que :

n
n—i4

_ a 90— \' M, C I
g" - n * m n—1  f—1
n qn_, a
n=1x

ou les ¢;(i=1,12,3, ...) sont les coefficients du développement en série de Taylor
de la fonction f(x), qui est supposée holomorphe au voisinage du point & = o, et

n
Ik
q, = H [E—' I:l,
n=i
n
m, = H l:b—-—%].
n=i

En posant :

Iqul - Qn’ l’"ul = Mn
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on a

l I n--1

) M I
3 . Q"—‘ \ n—1

¢, - .
n (Qn..I [ ILI |a|ll—£
Nous allons montrer que la série (2') converge absolument dans un cercle ayant
un rayon différent de zéro, quand les coefficients a, b, « et k satisfont certaines
conditions. Pour cela, considérons la série : '

M
" e + Y = e, | &

qui converge absolument dans un cercle y ayant un rayon R == 0. En effet, le rap-
port de la série (4') est :
| o
b— =
Mll QH‘I IClll o | n 'CIII m
M, Q, "] ’ '

n—i1 ~n /t‘ 1 ‘ |( n—1 |

|

na

‘et d’aprés 'hypothése que la fonction f(x) est holomorphe dans le voisinage de zéro,
on voit que :
%

b ——
Il N |(‘HI

5 e
] T

<L, L=ct*

na

A partir d’'une certaine valeur de n.

Soit donc F(x) la fonction que représente la série (4'), et qui, par conséquent,
est holomorphe dans le cercle .

Considérons la suite :

y

T 1 I
Mooy M, \"/M,,C '
Q‘ I (\)‘Z : Q" "

dont la limite supérieure est le rayon R du cercle y.

Si nous supposons que |b] > || et |a| >|k| nous voyons que :

ML <118l + o1
P10l 5 =0

I
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Donc :
k

a I

SR

I —

pour toutes les valeurs entiéres et posilives de n. Ainsi, on conclut que :

] —

o] + [of " A

R

v

ol h est le plus petit nombre entier et positif qui satisfait & 'inégalité :

h>l\n/c_nl, n—=r1,23,....
Soit maintenant que :
I
l e
o lal
lal = A {b] + |«
ou
|a| >[16] + |1k + |k|
. ! , . , . .
c’est-a-dire que le nombre —- représente un point régulier de la fonction F(x).

|al

Si nous appelons ‘F"<T;—|> la somme de n premiers termes de la série (4') pour

X = ﬁ, nous aurons en vertu de I'inégalité (3')
9. < 14 Qo ]<|a1"—* il F< Ly
ETRT, o e
D’ou

) Vo <G \\/l e ()|

Donc, la série (2') qui satisfait formellement & 1’équation (1') converge absolu-
ment dans un cercle ayant un rayon r == o. De l'inégalité (5') il résulte que le
rayon r est :

L el 1]
Ial Ta| + k| -

Fac. des Sc., 3° série, t. XXIV. 26
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Ainsi on a le résultat suivant :

« Si les coefficients a, b, «, k satisfont aux inégalités :
k <1 b
a < 2
lal — [k[ >[la] + |6]] A

"équation différentielle (1') admet une intégrale holomorphe dans un cercle ayant
un rayon
6] — ||

,
la] 4 [k

v

qui s’annule pour x = o ».



