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DE LA

PROPAGATION DES ONDES

SUR LES

SURFACES ELASTIQUES

Par M. Louis ROY.

INTRODUCTION

Dans deux publications récentes ('), nous avons développé la théorie de la surface
élastique, considérée géométriquement du point de vue de MM. E. et F. Cosserat,
d’aprés la méthode énergétique appliquée avec tant de succés par Duhem aux fluides
et aux corps élastiques a trois dimensions. Suivant une distinction analogue a celle
que nous avions déja faite dans nos recherches antérieures sur la ligne élastique (*),
nous avons é1é conduits i considérer tout d’abord la surface & sixz paramélres, en
chaque point de laquelle I'orientation du triédre mobile est laissée arbitraire; puis
la surface & trois paramélres, en chaque point de laquelle la connaissance de la sur-
face moyenne détermine complétement 1’orientation de ce triédre. Nous nous propo-
sons, dans ce qui suit, d’étudier les lois de la propagation des ondes, au sens d’Hu-
goniot, sur de telles surfaces.

Comme cette étude utilise nécessairement un certain nombre des résultats
antérieurement obtenus, nous avons cru bon de les rappeler dans un chapitre préli-
minaire, qui a I'avantage de fixer en méme iemps les principales notations. Vient
ensuite 1’étude des ondes au point de vue cinématique, dans laquelle nous retrouvons,

(*) L. Rov, Sur les équations générales des surfaces élastiques (Journal de mathématiques
pures et appliquées, t. VIII, 1929, p. 93 & 114); Sur les équations générales des surfaces élas-
liques & trois paramétres (Journal de I'Ecole Polytechnique, 2¢ série, cahier n° 27, 1929,
p. 159 a 203).

(*) L. Rov, Sur les équations générales des lignes élasliques et la propagalion des ondes
(Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 3¢ série, t. XVIII, 1926, p. 117 & 195).
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comme il était & prévoir, plusieurs formules que.nous avions autrefois rencontrées
dans la propagation des ondes sur les membranes flexibles (*).-

L’étroite analogie, quc nous avions déja constatée entre les équations de la sur-
face el de la ligne & six parameétres, se poursuil dans la théorie de la propagation
des ondes. Mais une notable complication surgit dans le cas de la surface, du fait
qu’il existe sur une surface une infinité de sens de propagation possibles, tandis
que, sur une ligne, ce sens est celui de la ligne elle-méme. Les équations relalives &
la surface se compliquent donc de la présence des cosinus directeurs de la normale
a I'image de l'onde, dans le plan des coordonnées curvilignes d’un point de cette
surface. -

Les équations de propagation sur la surface & six paramétres, obtenues en suppo-
sant indépendantes les composantes du déplacement et de la rotation virtuels du
triédre mobile, ne peuvenl pas étre appliquées sans précautions a la surface A trois
paramétres, pour laquelle ces six composantes sont liées par trois relations. Il est
donc indispensable de reprendre I'établissement de l’équation fondamentale des
ondes de choc pour cette seconde classe de surfaces. Mais on se heurte alors a une
difficulté, qui n’existait pas pour la ligne élastique et qui tient & ce que les conditions
aux limites n’ont pas la méme forme que pour la surface & six paramétres; cette
circonstance nécessite, avec un changement de méthode, des calculs plus compliqués.

Le cas d’une surface de contexture symétrique ou isotrope nous conduit a des
résultats particulidrement intéressants : parmi les vilesses de propagation possibles
que nous obtenons, se retrouvent celles que mettent en évidence les équaiions des
mouvements tangentiels el transversaux des plaques planes; nous reconnaissons
ainsi que ces formules anciennes restent valables pour des surfaces de forme quel-
conque.

Enfin. les conclusions trés générales auxquelles nous ahoutissons sont les sui-
vantes :

Aucune onde n'est susceptible de se propager sur une surface élastique affectée de
viscosilé;

Les lois de propagation établies pour les ondes de choc restent valables pour les
ondes d'accéléralion et les ondes d'ordre supérieur.

On voit que ces propositions sont identiques a celles que nous avons antérieure-
ment énoncées au sujet des lignes élastiques. Comme elles s’appliquent également
aux corps élastiques a trois dimensions, en se limilant toutefois aux déformations
infiniment petites que nous avons seules envisagées, on voit qu’elles constituent, au
point de vue de la propagalion des ondes, la propriété la plus générale commune a
tous les milieux élastiques. quel que soil le nombre de leurs dimensions.

("1 L. Roy, Sur la propagalion des ondes dans les membranes flexibles (Journal de mathé-
matiques pures et appliquées, 6° Série, t. VIII, 1912, p. 229 & 329).



DE LA PROPAGATION DES ONDES SUR LES SURFACES }:ZLASTIQUES. 187

Le présent Mémoire a été résumé en cinq Notes publiées dans les Comptes rendus
de I’ Académie des Sciences :

L’équation fondamentale des ondes de choc sur les surfaces élastiques, séance du
27 janvier 1930; ‘

La propagation des ondes sur les surfaces élastiques & six paramélres, séance du
10 février 1930;

La propagation des ondes sur les surfaces élastiques & lrois paramétres, séance du
11 juin 1930;

La propagation des ondes sur les surfaces élastiques isotropes a trois pafamétres,
séance du 23 juin 1930; }

La loi adiabatique dynamique relative aux surfaces élastiques, séance du 7 juil-

let 1930.




CHAPITRE 1

Généraliteés.

1. Surface élastique a six paramétres. — En un point M d’une surface S,
élevons deux demi-normales égales et opposées MN, et MN,, dont la longueur
totale e = N,N, soit trés petite par rapport & ses dimensions transversales et A ses
rayons de courbure principéux en chacun de ses points. Lorsque M décrit S, la
longueur e restant constante ou variant avec continuité, le segment N,N, décrit un
certain volume. On appelle surface élastique le corps élastique occupant, dans son
¢tat primitif, le volume ainsi défini. La surface élastique est donc limitée par ses
deux faces S,, S, lieux des points N,, N, et par un bord engendré par le segment
N,N,, qhand le point M décrit le contour de la surface moyenne S. La longueur e
est I'épaisseur de la surface élastique au point M; lorsque cette épaisseur est con-
stante, les deux faces S,; S, sont paralléles & la surface moyenne.

La configuration géométrique de la surface élastique, i U'instant ¢, est regardée
comme suffisamment déterminée par la connaissance d’'une suite continue de
triedres trirectangles Muvw, dont le lieu des sommets, & I'instant considéré, est la
surface S et dont les axes sont définis de la maniére suivante : 'un des plans de
coordonnées, uMv par exemple, est langent en M & un feuillet matériel arbitrai-
rement choisi passant par ce point el 'un des deux axes, Mu par exemple, est tan-
gent en M & I'une des fibres de ce feuillet. L’orientation par rapport & S de chaque
triédre Muvw ou, pour abréger, de chaque triédre (M) étant arbitraire, la configu-
ration géométrique de la surface ¢lastique, & U'instant ¢, se lrouve complétement
définie analytiquement par les coordonnées «, y, z de M relatives & un triédre fixe
trirectangle Oxyz et trois autres paramétres 0, ¢, ¥, au moyen desquels s’expri-
ment les cosinus directeurs des axes Mu, Mv, Mw par rapport aux axes fixes. Ces
six parametres x.y, z; 0, 9, ¥ doivent étre regardés comme des fonctions conti-
nues du temps ¢ et de deux variables géométriques. On peut prendre pour celles-ci

N N
les arcs PM=s, P M =s, de coordonnées curvilignes tracés sur S dans son élat

' ~ —~~
actuel; mais il est plus avantageux de prendre les arcs pm =, p,m = o,, auxquels

se réduisent les précédents, considérés comme des fibres matérielles, dans 1'état
primitif de S. Chaque point matériel M(x, vy, z) de S est ainsi caractérisé, i tout
instant, par un méme systéme de valeurs de o, »,. Comme élat primitif, nous
conviendrons de prendre 1'étal naturel, c’est-a-dire I'état d’équilibre que prend la

surface élastique, quand elle n’est soumise & aucune force extérieure et quand tous
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ses points sont portés & une méme température absolue T,. Enfin, nous pouvons
toujours supposer que le réseau (o, ©,) choisi sur I'état primitif est orthogonal.
eyl vovid ’ »
Cela posé, aux éléments linéaires MM =ds, MM, =ds,, tracés sur l'état actuel,

correspondent sur 1'état primitif les éléments mm =do, —ﬂ—l;" =dw, etl'on a
(1) ds = \/Edo, ds, = \VE, do,,

en posanl

AN NANIT AN IZIAY e \*
e=(5) + () + () =15 (=)

conformément & la notation abrégée dont nous avons fait un constant usage dans

) E =

b

nos publications antérieures sur la ligne et la surface élastiques. Soient d’autre part

dr

dw do,

F= : H =\/EE, —F"

les deux autres fonctions bien connues. Les déformations ¢lastiques au sein de cha-
que trongon étant toujours trés petites, les fonctions E,E,, égales 4 'unité dans
I’état primitif, en différent trés peu dans 1’état actuel; de méme la fonction F, nulle
dans I'état primitif, est trés petite dans I'état déformé. Il en résulte que la fonction H
se réduit & \/ ﬁ: aux termes du second ordre prés.

Tragons dans un plan deux axes de coordonnées rectangulaires Ow, Ow,. A cha-
que point matériel M de S correspond, dans ce plan, un point fixe m de coordon-
nées o, o,. Donc, & la surface moyenne S de contour C correspond, dans le
plan ©Ow,, une aire fixe A de contour ¢ et I’on trouve pour les cosinus direc-
teurs a, b, ¢ de la demi-normale extérieure i la courbe C, menée en un point M
de cette courbe dans le plan tangenten M & S, ’

d , 2z
(3) kH(a, b, ¢) = _(”“’\L_).

2(x, ¥,
(E,a — Fb) + —(’”DLZ)(—Fa + Eb),
w

1

a,b désignant les cosinus directeurs de la demi-normale extérieure au contour ¢
menée dans le plan ©Ow, au poinl (v, w,) homologue de M et
dL

(3) I::Ez-j_—\/E,a’—zFab+Eb’

le rapport de deux éléments linéaires homologues dL, dl de C el de ¢ aux mémes
points. -

Enfin, & I'élément superficiel dodw, de la surface moyenne primitive correspond
I'élément Hdwde, de la surface moyenne actuelle. Ces deux éléments étant consti-
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tués par les mémes points matériels, les deux trongons qui leur correspondent,
découpés dans la surface élastique perpendiculaircment suivant leurs contours, ont
la méme masse. De 14, I'équalion de continuité

O
-0

0’

p et p, désignant les densités superficielles de la surface élastique au point M dans
son état actuel et dans son état primitif.

2. Les douze fonctions caractéristiques de la déformation. — Soient «, §, y;

%, B,s 1 %, 8,, 7, les cosinus directeurs des axes Mu, Mv, Mw du triédre (M) au
point M(x, y, z) et & 'instant ¢. Les cosinus directeurs des axes du triédre (M) au

N D Q
. . . .. & dy V4 n .
point infiniment voisin M’(:c + 5o do,y+ s=do, 2 + ——dm) et au méme in-
A AIO) A0

stant ¢ sont

da dv

(S L <

o+ do, 84+—do, ..., v,+ L dew.
dw dw dw

On sait qu’on passe de (M) & (M') par une translation et une rotation infiniment

petites, dont nous désignerons par (3, 4, {)do et (p,q, r)do les composantes sui-
vant les axes mobiles Muvw, soit

[ dx | dx . X
= |a 0= |a,— = |z :
|- dow |’ l) ‘ Do’ s do
da, . da
p: @ = xl ’
dw dw
) q
da, da
q DU) z(\(l) ’
da da,
\ r=|a, = —|a
dw o)

d
Soitdeméme (M',) letriédre mobileau point M, <w +;_‘Tdm‘ Y +D—}idw‘ , 2 +;f. dw‘>
(,l)I (1)‘ (1)‘

el au méme instant {; on passe de (M) & (M',) par la translation (&,,v,, {)do, et
par la rotation (p,, q,, r,)dv, définies par les formules analogues a (5)

. x| dx 3 QX
c, = |a n, = —_—l o, = |, 5
o Do)|l7 T o, b o, ’
da, da,
P, = |2, 3 - “4\_ ’
. ! «(.-)’ «l!)‘
(6)
da, da
g, — |a == — |, )
, 4, Yo, Yo
: dn da,
[\ r,.—=la = — |2
! )
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On reconnail alors que la déformation de la surface élastique dans son état actuel
par rapport & son état primitif est caractérisée par les douze fonctions

= : . “ v . " .
‘ =T 2o L~ Moo =T =0 P—D, q9—4q,, r—rg;

-

(7 }: v . N e . .
Ui 7 =0 i 7 e 5 T w00 Pi— P 49— 40 T,— Ty

de 0, v,; ¢, I'indice zéro se rapportant & 1'état primitif.

Cela posé, imprimons a la surface élastique un déplacement virtuel et soient 5u,
8v, 3w les composantes suivant Muvw du déplacement virtuel de M; 3wy, 3wy, 3wy
les composantes suivant les mémes axes de la rotation virtuelle de (M). 1l en résulte

pour &, 7.5 p,q,r; &7, ..., r, les variations virtuelles
[ 5. dsu N < N
[ 03= — + qow —rov + nionw— lio,,
dw 3
N 50 N N .
61, = +rou—pow + oo, — oo,
dw T :
<. 8w « N . N
Se= — PO —goll + 50, — hwm,,
(O]
op = S + qoow—rom,,
W
ddw
N ¢ ] ~ ~
(8) 84 = — ~ 4+ réw, —piwu,
do
Dam,,y ~ ~
or — 3 pPow, —qow,;
[\ O}
sk dsu N N N . s
03, = ™ + g ow—rse+ 7 500— 00,
Da(v)" ~ -
3[)l = o + q,5 00 — rowm,,
' 1
3. Potentiel thermodynamique interne et. viscosité. — Le potentiel thermo-

dynamique interne de la surface élastique est

(9) ‘I’://f(f*fo, ="y oy Py— 10 T, 0, 0)dodoe,,

JS étant une fonction donnée des douze déformations (7). de la température absolue T,
de o, w, et l'intégration étant étendue & l'aire A, image de S dans le plan 0w0o,;
la variation virtuelle isothermique de @ est ainsi

(10) 8P = / [(f:BE +_/:3'r, + ... —f—/; 5]“) dodo,.
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Le travail virtuel de viscosité est d’autre part
(11) 3‘(5v=—ff(f? 33 + G 3 + J3L + D3p + A3q + Rar
+g,35‘+g137}‘+ R +g{‘3)")dmdw“

F, L}, ..., R, étant les actions de viscosité, fonctions des quinze paramétres dont
dépend déja la fonction f et des douze dérivées

g8 2 L0
Y Y Y

D’aprés I’hypothése de Lord Rayleigh, ces aclions dérivent d’une fonction dissi-
pative P, forme quadratique définie positive de ces dérivées, telle qu'on ait

D))

D(E,'q, ...,I',)

(12) F,G, . R) =

Si maintenant on pose

Ru=— (/i +F), Ro=—(S+C), Ru=—(f; +#),
(3) {C=—(S+2), C=—(/'+2), Cu=—(/ 4R);

p

g{,uz_(fE.Jrg,), ................ , G,wz—(f’rﬁéﬁ.),
il vient, d’aprés (10) et (11),

aigv_arq)_—.ff(g{uzg SR 4 4 Cudr
+§im8§,+ :R“,E'r“—l— o+ (D,,war‘)d(udml,

ce que nous écrirons pour abréger
am s \ sm s
(14) 80, — P = ff }_4 [R, 82+ Copldode,,

le signe 2 indiquant une somme de deux groupes de termes, le second se déduisant

du premier qui est écrit par I'adjonction de I'indice 1.

(*) Pour abréger, nous représenterons trés souvent de cette fagon les dérivées par rapport
LI S
at”’

au temps, soit E=
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4. Equations du mouvement. — On obtient les équations du mouvement, d’aprés
les principes de I'Energétique, en écrivant qu'on a dans toute modification virtuelle
(15) 3G, + 3 + 30, — 3. D = o,

80, désignant le travail virtuel des forces extérieures et 3J celui des forces d’inertie.

Soient alors

(%e ) (y'e ) Se 5 ‘gge 3 d"{)e ) T(oe) dw d(v)’

les composantes suivant les axes Muvw de la force et du couple extérieurs appliqués

au trongon edS;
@, Yoo Zs 4, A, Fo) do doo,

les composantes analogues relatives aux forces d’inertie ;
(%’ q,v os’/’: yw“ﬂ %)dl

les’composantes de la force et du couple extérieurs appllques a un élément de bord
edL de la surface, suivant les axes Muvw issus d’un point M de C appartenant a cet

élément. On a

(16) az;e+ajzfy%aa+gamuldz
+f/l(%e+%i)alt+(§ge—}—ifi)awuldwdw‘.

En transportant les expressions (16) et (14) dans I'égalité (15) et en y remplacant
les variations 3%, 34, ..., 3r, par leurs valeurs (8), on reconnait, aprés des inté-
grations par parties, qu’on doit avoir :

L. En chaque point de la surface élastique, les six équations indéfinies

/

(I ra, ) =,

3 (B2 4 e, — ) =, + 9,

dRw ~
Z( :’R +p9{v —~q£Ru> =2, + 2Z;

(17)
Z( Da@,, + qCw — rC, + 1 Ruw — (5’%) = £+ 4,
2@

35

a _
(5 pe = g0+ R R, = T+ o

N a(c)

4 @, — pCut IR, — w> — b, + db,,

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXII. 25
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I1. En chaque point de son contour, les six conditions aux limites

B +aR, + bR =o; $4+aC, +bCw =o,
(18) ‘1{] +aR, + bR =o; Jdb+al, +bCw = o,
$+35"uw+b93,w=0; %+a€zu+benw=0-

La force d’inertie a pour composantes

([9) : (LI”L:—;Co‘y‘Tl’ O”zz_ico]li‘i‘? c’:":—‘golaz‘%’:l

&2

et le couple d’inertie

4, =—AP+FQ +ER+Q( EP+DQ—CR)

—R( FP—BQ + DR),

(a0) A, = FP—BQ + DR + R(— AP 4 FQ + ER)
— P( EP +DQ—CR),

96,= EP+DQ—CR+4 P( FP—BQ+ DR)

— Q(— AP + FQ + ER),

A,B, ..., F)dod m,v désignant les moments et produits d’inertie du trongon relatifs
aux axes Muvw('), soit

(21) (A, B, C; D,E,F):_P"_i-(m’-f-/z’, n+ ¢, P+ m*, mn, nl, lm),
P

l, m, n désignant les cosinus directeurs d’une demi-normale & S par rapport aux
axes mobiles Muvw, et

[P = lczzga'zl = — ia‘&’l,
(22) Q=l»2|=—lual,
| \R:|11.1‘:_|aa.il

les composantes suivanl les mémes axes de la rotation instantanée du trongon, c'est
& dire du triedre (M).

5. Relation supplémentaire. — La quantité de chaleur dégagée, dans une modi-
fication réelle élémentaire, par une portion arbitraire de la surface élastique est

(23) dQ = dlf /l:% (f_::é +J/’:vv‘ 4o +,/.ZI. 1") —cT + 31;5'2-] dodo,,

() Il n’y a évidemment aucune confusion a craindre entre les produits d’inertie E, F
et les fonctions déja désignées ainsi dés le n° 1.
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la quantité

‘ C:—Ef.':z

désignant la capacité calorifique de la surface élastique rapportée & I'unité de surface
primitive et E 1’équivalent mécanique de la chaleur.

Soit, d’autre part, 7" le flux de chaleur en un point du contour de la portion de

surface élastique considérée et relatif & la demi-normale extérieure & 1’élément de
bord edL correspondant; on a aussi, en supposant la surface athermane et dénuée

de sources de chaleur,

(24) . 4lQ=dt[ ——/FudLJr/lc(T-Te) ds},

I élant le double du coefficient de conductibilité extérieure(*) que, pour simplifier,
nous supposons le méme pour les deux faces et T, la température absolue extérieure.
En égalant les expressions (23) et (24), on en déduit, en tenant compte de la petitesse

des déformations élastiques, I'équation indéfinie de la température

T )R, F.,
(25) ( 3 _ ——

— k(T —T),)

dw dw,

.
23

T " g/ D-rl | " 3’14 28))
+ E <f-r5_ﬁ +‘/T'4_Dt— + ... +f”‘7> + E
—;—(Fw, F.,) désignant les composantes du flux de chaleur suivant chaque ligne du

réseau; ce sont des fonclions lindaires et homogénes des dérivées dont les

¢
v, w,)
coefficients, fonctions de o, o,, T, sont les cocflicients de conductibilité calorifique

de la surface au point considéré.

6. Surface élastique a trois paramétres. — Dans le cas de la surface élastique
A trois paramétres, le feuillet matériel tangent en M & I'un des plans de coordonnées
du triédre mobile (M) est I'é1ément de la surface moyenne S en ce point. L'un des
axes de ce tritdre, Mu par exemple, est donc pris tangent & I'un des éléments de
fibre de S, A ds par exemple; le plan uMv est ainsi le plan tangent en M & cette
surface dont la normale est alors I'axe Mw . La seule connaissance de S entrainant
maintenant celle de chaque triédre, la surface élastique ne dépend plus que des trois
paramétres x, y, z, coordonnées de M fonctions de o, w,, ¢.

(") 11 n’y a évidemment ici aucune confusion a craindre entre ce coefficient et le rapport
défini par la formule (3).
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Ainsi, Ma coincide avec la tangente i la ligne s du réseau et Mv fait avec la
tangente a la ligne s, un angle, nul dans 'état primitif, égal au glissement g de S
en M dans 'état actuel, en ce sens que 'angle du réseau dans cet état est Z——g.

Soient alors

D:M:\/E_[, D:M:\/E_[
d()) ! d(l) '

1

les dilatations en M des lignes s, s, du réseau; les Lrois premiéres formules (5) et (6)
donnent

(26) =142, (m, ) =o0; '*:u:g: 7)4:‘_"‘)47 L=o;
d’ott
(27) 3-—-5_0:3, (ﬂ“no’:‘—;o)ZO; E-4_—5-10:9’ 7]‘,_.7“0:_-3

puisque les déformations sont nulles dans 1'état primitif. Les formules de Kirchhoff,

qui sont & la base du calcul du potentiel thermodynamique interne, exigent en outre
qu’on ait

(28) (r,r)=o,
d’ou
(29) . ("_]‘o' ry — "Ao) = 0.

Dix des égalités (8) deviennent alors, d’apreés (26) et (28),

/ - 38 N
' 80 = — +qi3w,
dw
R 23 . R
8g = +q‘ow+(l +b|)oww,
do,
8V
(30) 80, = S —PpSwW —gowu,
h(J.)l
- 8w, . 3w, R
61): +q°‘”w’ . Bpl = +q|0ww,
dw ; dw,
’\ S0 — déw, 3 . 8w, ..
| ee= dw —poeuw, 00 = do, PO
[ 3w
— —p3w—(1 4+ DBy =o0,
dw
d3w
G1)) S +pd3v—qdu + (1 +d)dw,=o0,
Jdw
A3 w

+piv—qiu+giw,—(14+2)30w, =o0.

)
[\ICH
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D’aprés (27) et (29) les douze fonctions (7) caractéristiques de la déformation se
réduisent & sept, de sorte que le potentiel thermodynamique interne (g) devient

(32) d>=ff.f(«‘,p—pa,q—q.,; G2 P =P & — 0 Ty 0, 0)dodo,

et le travail virtuel de viscosité (11)

S}

(33) 3T, = _f / [gaa + 3,59 + G0, + Y (@5p + 928(1)] dodo,.
L’égalité (14) s’écrit ainsi
2B, — b= [ f [R50+ Ropg+ i+ D@ +€50) | doda,

avec, d’apreés (13).

Ro=—(f+)  Ru=—(f+3) R=—(/+G);
(36) Co=— (/) +8), € =—(f,+2),
Cua=—(f, +8),  Co=—(/, +2).

I

11 résulte en outre du choix des axes que les composantes o, 90,, 70, sont nulles.
Si alors on pose

(35) ¢ =9+aC,+bC,, M =db+aC +bC,;
" ?C, 6,
L= g+4 -2
(36) M, - v‘{moe + U‘.‘b, - B\_gz - Egi,
dw dw,

N = Z (qeu _pey)’
I’équation fondamentale (15) de I’Energétique s’écrit

(37) S (@l + 3o, + Mo, dl
+ [ [ R32+ R+ Rudd + (@ + B)u+ Lo, dodu, = o

et, en tenant compte des égalités (30) et (31), on reconnait qu’on doit avoir :
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I. En chaque point de la surface élastique, les six équations indéfinies

%e+%i——2( 2R, +q‘Rw>—o,
o DB o) o

' “e+‘;+2<—d-+q3u pth>=0

“‘(l+ )J{xw-——o, M'+(l+(\)£ﬁw+gﬁﬁnu=0y
_(l+\)iﬁ +<I+ )‘Rlu gng:O’

(38)

ou Ry, Ruw, Riw sont des inconnues auxiliaires;

II. En chaque point de son contour, les sept conditions aux limites

‘/ t}S + a:Ru + btﬁ‘(u - q:ﬁ:u_ q‘SRVIw - O,

2bR!
Y +aR, + bR, +pR, +p, R, — =0
3 2(ak!, — bR,
(9) :?,:+afﬁw+b5{.w-—ptR;+ ( lDl )zo;
R=o, Rl +bR,
=0 +)R =0, W+0+IR, +9R], =

ou J{’ J{’ 5{’ sont trois autres inconnues auxiliaires.

Bemarquons que dans le calcul de ¥, b, d’aprés les formules (20), on doit falre,
d’apres (21),

(ho) A=B=%2%  (C,D,E,F)=o,

puisquon aici (I, m)=o, n=1.
Enfin, lorsque les faces du triédre mobile (M) sont des plans de symétrie de
contexture, le potentiel thermodynamique interne par unité d’aire a pour expression

(41 S= <b3+£\ +-‘?€—\=+Jaa +—Jia' tg>

+ '2% (#(g —q,"—23(q—¢,) (P, — ) + K(p,—Pp,)

+ Lo (p —py— 4, + 4, )]
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b, B, ..., fo,, étant les coefficients d’élasticité de la surface, fonctions de o, o,, T;
de sorte que les égalités (34) nous donnent, dans le cas d’une substance dénuée de
viscosité,

R, =—e(L+H2+2), R, =—ed,y, R,=—eB+IN+R,);

o e e
([‘2) (/u - 12 ”rbes(p—po_(h +qm)’ Gr‘—‘—‘:[%(q_qo)_:j(pn _pw)]’

et . .
em:__[—J(q—qo>+3i(pa_pm)]’ c'u':_eu‘

12

Dans le cas d'une substance isotrope, on a

20y N . A+ 2 A
3 JO — t(? = ’ — N = Y y J = )
@9 b=f=—0 K==yl -

tR‘%s =,

v

X, p étant les deux coefficients d’élasticité de Lamé, v le troisiéme coefficient d’élas-
ticité qu'introduisent les variations de température.



CHAPITRE 11

Les ondes au point de vue cinématique.

7. Préliminaires. — Supposons qu’une onde persistante, c’est-a-dire une ligne de
discontinuité pour certains éléments du mouvement, se propage sur une surface
élastique et soit, a I'instant ¢, C cette onde supposée tracée sur la surface moyenne S.
Elle partage cette surface en deux régions 1 et 2. Soit alors, au méme instant ¢,
C' le lieu des points de S, qui seront atteints par I'onde & Uinstant ultérieur ¢ + dt.
Supposons que la courbe C' soit située dans la région 2; on dira que 'onde se pro-
page de la région 1 vers la région 2, ou encore que le mouvement 1 se propage dans
le mouvement 2. Dans ces conditions, la demi-normale MN menée & I'onde C au
point M dansle plan tangenten M & la région 3 el vers cette région coupe la courbe C'
en un point M,. Soit dN, = ﬁ’g la valeur algébrique du segment MM', comptée
positivement suivant cette demi-normale; la quantité positive

(44) 0, = —~

~ sappelle la vitesse de propagation de I'onde se propageant de la région 1 vers la région 2.

Supposons au contraire la courbe C' située dans la région 1; on dira que l'onde
se propage de la région 2 vers la région 1, ou encore que le mouvement 2 se propage
dans le mouvement 1. Dans ces conditions, la courbe C' rencontre en un point M',
le prolongement de la demi-normale menée eu M & I'onde C dans le plan tangent
en M & la région 1 et vers I'extérieur de cette région. Soit dN, = W', la valeur
algébrique du segment MM', comptée positivement suivant cette demi-normale; la

—

quantité négative

0, =L

! dt
sappelle la vitesse de propagation de I'onde se propageant de la région 2 vers la région 1.
Cela posé, nous savons qu'a la surface S a I'instant ¢ correspond, dans le plan
©Ouw,, une aire fixe ., image de S. A I'onde C correspond donc dans ce plan son
image ¢, séparative des régions 1 et 2 correspondant & celles de S. En m, image
de M, menons la demi-normale mn & ¢ dirigée vers la région 2 et soit dn = mm'
la valeur algébrique du segment mm' intercepté par ¢ et ¢/, image de C', sur cette
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demi-normale ou son prolongement, suivant que I'onde se propage de la région 1
vers la région 2 ou inversement. La quantité

. dn

(45) U=,

qui a le signe de U, ou de U, suivanl le sens de la propagation, s’appelle la vitesse
de propagation de I'image de l'onde.

Nous conviendrons d‘affecter de I'indice 1 ou de I'indice 2 toute quantité relative

aux régions 1 ou 2, et nous désignerons par la caractéristique &' la variation brusque

qu’éprouve toute quantilé discontinue A A la traversée de 'onde, en passant de la

région 1 A la région 2, soit

A=A,—A,.

8. Ondes de choc sur la surface a six parameétres. — Considérons tout d’abord
une onde de choc, c'est-a-dire une onde du premier ordre par rapport aux para-
métres &, y, 25 «, B, v; «,, 8,, 7,5 %, B, v, fixant la configuration de la surface

élastique & chaque instant. Chacun d’eux restant continu a la traversée de I'onde,

on a par exemple

N

(46) g'x=o0
le long de I'image ¢ de l'onde & 'instant ¢, c’est-a-dire

oL dx
(47) 3 —dw + 3 >

Dw Jw

do,=o,
1

pour toutes les valeurs de dw, dw, lelles que
ado 4+ bdo, = o,

a, b étant les cosinus directeurs de la demi-normale mn A la courbe ¢. On en conclut
qu’il existe une quantité A telle qu’on ait

~1 N ~1 N

o )
. dw dw
(48 i = —t =
(48) a b

Ecrivons maintenant que 1'égalité (47) a lieu, non seulement au point m(w, w,)
a linstant ¢, mais au point m'(o + do, o, + dw,) a linstant ¢ + df; il vient

dx . dx
¥ —dw+ 3 —do, +3 —dl =o,
Qw 2 ! o

dw, [

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXII. ) 26
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pour

dw = adn, do, = bdn,

c’est-a-dire

, X e N
(a8—+b6’ ‘ )%4-3' T —o:

Qo do, a#

d’ou, d’aprés (45) et (48).

En définitive, une onde de choc se propageant sur une surface élastique a six
parameétres est caractérisée par douze quantités

telles qu’on ait

G M@y zia, B,y
dw, v, )

o

(49) = (a,b, —0) (0, g, v; @, b, ..., 0).

Les néuf quantités a, b, ..., ¢, relatives aux cosinus directeurs se réduisent
d’ailleurs & trois paramétres indépendants, car les six relations entre les cosinus

L — L} —
=1, ldl=1, ..., luad=0

dérivées par rapport & o ou & w, et écrites de part et d’autre de 'onde donnent,
d’aprés (49).
Iaal =0, Ialail =0, iasazl =0;

(50)
|oza.| + |a’a| =0, Iauagl + lazail =0, Ifl,(ll + |1as| =0.

Les relations (50) sont identiques a celles que nous avons antérieurement obtenues
pour la ligne élastique(*); les trois premiéres expriment que chaque vecteur dis-
continuité (a, b, ¢), (a,, b,, ¢,), (a,, b,. ¢,) est normal & chacun des axes Mu, Mv,
Mw du triédre mobile qui lui correspond.

(") L. Roy, Sur les équalions générales des lignes élastiques el la propayation des ondes,
p. 159, formules (g1). .
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D’aprés les égalités (5), (6) et (49), I'onde considérée sera en général d’ordre zéro

par rapport & £, 1, ..., R et nous aurons
o' 3'E, ' &' 3¢ 8'¢
LA — )\ , —_ 1 — |a by , LA <4 = |a )\ .
a b Iy‘ I a b I 4/\, a b ! 2 I’
¥'p  ®'p, ' 3'P
__a_. == b - Iasa4| = ]a‘a,l _ OD y
(51) N N/ '
_.i—_—.o_qizlaa!:__ !a,a[_——ﬂ,
a b : v
3'r a'r aa | wa ¥R
= = |xdad|=—|(adal = — .
\ a b ! ! Rl
Inversement, les égalités (50) et (51) permettent d’exprimer les douze quantités
A, m,v; a, b, ..., c,, enfonction des six discontinuités 3'(%, 4, ..., r) ou ¥(§,,
M,» ---, T,), ce qui donne par un calcul facile

ad, o v) = (, B, 78S + (%, 8,, 7)1 + (2, B,, 1,) ¥'C;
a(a, b, ¢)=1(a,, 8,,v,)8r —(a,8,,v,) 3¢,
a(a, b,,¢)={(s,,8,v)8p—(x, &, v)3r,
a(a,, b,,¢)=(x, 8, v)3'q— (%, 8,,7)8p,

(52)

égalités ou l'on péut remplacer aux premiers membres a par b et, aux seconds,
S,m,...,rpar &, ..., 1. '

De méme, I'onde considérée est en général d’ordre zéro par rapport 4 E, F,E,, H, p;
mais le produit pH reste continu a la traversée de I'onde, d’aprés 1'équation de conti-
nuité (4).

Enfin, la formule (47) et les deux autres analogues expriment la continuité, i la
traversée de 1'onde, des composantes d’'un élément dL paralléle & 'onde; il en est
donc de méme du rapport k& d’aprés (3), les cosinus directeurs a, b étant alors ceux
de la demi-normale 4 ’onde.

9. Vitesses de propagation. — Cherchons la relatlon entre la vitesse de propaga-
tion de l'onde et celle de son image dans le plan ©Ow,; nous allons voir qu’elle
dépend du sens de propagation. ‘ ,

Supposons tout d’abord que I'onde se propage de la région 1 vers la région 2

et soient
Sflo,0,)=0
I'équation de son image ¢ dans le plan wOw,,

(53) dw = adn, dw, = bdn
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les composantes du segment mm’ envisagé au n° 7. Le point m'(o + do. o, + do))
se trouvant sur I'image ¢’ de 'onde & l'instant ¢ 4 df, on a -

Sflo+do, o, +do, t+dt)=o0,

c’est-a-dire

2 2 d
(54) \f do + \f do, + —\i—fdt =o0; -

N0} ‘,().).

d’ott. d’aprés (45) et (53),

2 2 2
- (55) <ao—{:-+bb£>°1+-£:o

Soient d’autre part a,. b,, ¢, les cosinus directeurs de la demi-normale menée
ad l'onde C au point M dans le plan tangent en M & la région 2 et vers cette région;

x + dx, y + dy, z+ dz les coordonnées du point M' d’intersection de la courbe C’
avec cette demi-normale; on a

X X
a,dN,=< ) dw—%—( > dwl,
Qo dw, /,

d’ou, d’aprés (44).

= () 2+ () %

o +do, o, +do, étant les coordonnées de I'image de M'. Cette image n’étant pas
le point m’, parce que la demi-normale MN 4 l'onde G n’a pas pour image la demi-
normale mn A I'image ¢ de cette onde, les accroissements do, do, n'ont plus la
méme signification que dans les formules (53) et (54). Mais comme I'image de M

est également située sur ¢'. ces accroissemenls satisfonl encore a la relation (54).
Or, on a

a b 1 2
YTV Y LY ¥
dw do, bw dw, M

d’aprés (55), de sorte que 1’égalité (54) s’écrit encore

(57 P=—a— +b—=.
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Cette formule montre que les nouveaux accroissements do, do, peuvent étre
substitués aux anciens dans le calcul de ¢ et cette circonstance tient & ce que I'image
de MN fait un angle infiniment petit avec mn . '

Cela posé, I'égalité (56) et les deux autres analogues nous donnenl

O N [ o
o8 %fW%G:l “&Eﬂ,

et comme, d'une maniére générale, les cosinus directeurs a, b, ¢ d’'une demi-nor-

d(l)
dt

do,
di

male MN & une courbe C, tracée sur la surface moyenne S et menée en un point M
de cette courbe dans le plan tangent en M & S, sonl donnés par les formules (2),
a, b désignant les cosinus directeurs de la demi-normale 4 I'image ¢ de C au point
homologue de M et dans le sens correspondant'a MN, il vient dans le cas actuel

<;\x\) N4 >
a al| —
\dw /, *\ o, /,

L’égalité (58) devient ainsi d’aprés (57)
(59) | k0, — H,.

k =H,a, k —=H,b.

Lorsque la propagation de 1'onde s’effectue en sens contraire, on trouve de méme

(60) kO, = H7,

Y

en mettant Q' & la place de U. ces deux vitesses étant de signes contraires. Si donc
on a

Y+V=o,

les égalités (bg) et (60) multipliées respectivement par g, et p,. puis ajoutées membre
a4 membre nous donnent, puisque le produit ¢H est continu,

pnol'i + t’;z(lz =o0.

Cette relation a été obtenue pour la premiére fois par Riemann(*) dans la propa-
gation des ondes planes en Hydrodynamique; elle a été étendue plus tard par M. Jou-
guet(*) au cas des ondes de choc quelconques dans les fluides. Comme nous avons
antérieurement reconnu qu’elle s’applique également au fil flexible, 4 la membrane
flexible et & la ligne élastique(’), nous voyons qu’'elle s’étend & la propagation des
ondes de choc sur toutes les catégories de corps minces.

(*) RiemanNs WERKE, p. 145.

(*) E. Joveuer, Sur la propagation des discontinuités dans les fluides (Comptes rendus,
t. 132, 18 mars 1gor).

() L. RoY, Recherches sur la dynamique du fil flexible (Annales scientifiques de I'Ecole
Normale supérieure, 3¢ série, t. a9, 1912, p. 384). — Sar la propagation des ondes dans les

membranes flexibles, p. 276. — Sur les équations générales des lignes élastiques et la propaga-
tion des ondes, p. 156.
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10. Ondes d’accélération et d'ordre supérieur sur la surface a six paramétres. —
Supposons maintenant 'onde du second ordre par rapport & =, y, z; «, 8, ..., v,
(onde d’accélération); nous aurons par exemple

e
6 . y————— =0
(61) ¢ Mw, v, )

le long de ¢ a l'instant ¢, c’est-a-dire

2 2
. X . Yz
( Y —do + 3 dw, = o,
\ dw dwdw,
N ) o
- (¢ (Y .
(62) by T do 43 e dw’ = o,
~ ? Lm’t(!) Jdwy
X X
o' de + 3 < d(uI = o,
\ Mdw Mdw

pour toutes les valeurs de dow, do, telles que

ado + bdo)‘ =o0.

On conclut des deux premiéres (62) qu’il existe une quantité x telle quon ait

P

doPdu !

!

(63)

Y

= a’b}, (p+q=2).

Ecrivons maintenant que les égalités (61) ont lieu également au point m'(o + do,
o, +do,) de ¢' a Tinstant ¢ 4 dt; il vient

i i P

3 — —do + ¥ do, + ¢ dt=o,
dw 0dw, dw
M i i

3! do + 83— do, + 3’ dt=o0

dw, dw ) dw; ! dw, ’
O’ Y P

3 o) 3 ——do 2! dt=o0

e SOt e, f Tt T ’

pour

dw = adn, dw,=bdn.

Les deux premiéres donnent d’aprés (63)

N
. S
3 ———— — —(a,b /\CD

N @b)
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et la troisiéme (62) est ainsi satisfaite; la derniére donne -

Px ‘
Vo =21

En résumé, une onde du second ordre par rapport & x,y,z; «, 8, ..., v, est
caractérisée par douze quantités X, u, v; a, b. ..., c,, telles qu'on ait
L x, Y,z 4,8, .0y,
8’ @y, 2 @Bty =a’bi(— V) (A, 1, v;a,b,...,c)

QP wlq iH

pour p+4+q+r=a=2.
Plus généralement, on reconnail qu'une onde d’'ordre n par rapportd x, vy, z;
a, B, ..., v, est caractérisée par douze quantités x, ux,v; a, b, ...,¢,, telles
qu’on ait
M,y 2 a, By sy y,)
Qufdw T

(64) 3

=a’b(— V) (\, wv;a,b,...,¢c)

pour p + g + r=n et les six relations entre les cosinus directeurs dérivées n fois
par rapport 4 », »,, ou ¢ conduisent encore aux égalités (50).

D’autre part, 'onde est en général d’ordre n — 1 par rapport & £, v, ..., r;
P,Q,R; o, H, E, F, E,, desorte que les égalités (5) et (6)dérivées n— 1 fois nous
donnent d’aprés (64)

5 an—i E 3”—15
i 1 N 1
/ 1
i QP T Yol do 10t
dw” dw, " d w Jo, ¢
" 1 = 5 ! = aPb?(— V)" |a}|,
8' b" —1 f‘ - aﬂ—l 'f“
)
doPdw 12" dufdwm at"
a ! = b - :—.apbq(-—%)rla‘)\l,
an—-l.: L\n—‘ :
! < ! d
3 QP dw 0" 5 Q0P dw qlbt"
P i S U
(65) \n—l N1 bﬂ—l P
NG ¢ p NU ¢ pi ’
dwPdw 1" Q0P dw L YoPdon )t
S LA D ot (0 e,
a b P .
n—i n—1 n—
Rl B oY) L ¥Q
doPdw 1" QoPdow ot” doPdo ot"
S DL 2ol bt g,
a b P
y e 5 2t r, 5 »—R
doP o ol dwPdw " bwpbw‘qc\lr

a - b - Y = a’b"(—V)"|«,a],
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pour p+q +r=n—1("). On en déduit, d’aprés (50), les égalités

Dn—l E , D"—i'l] - bn—l w

n NG = ~ D)
AN = ad —— a G x
Do)u—a + 1 bo)n-—l + e awn—l ’
(66) ..................................... .
. Yt p . D?I—iq
a a= @, 0 T L] N
(0] [AXO}

analogues aux égalités (52). Enfin, par suite de la contlinuité de H, la vitesse de
propagation de I'onde a pour valeur, d’apres (5g) et (60),

H ~
7{-%.

Comme d’ailleurs H el k différent trés peu de l'unilé, par suite de la petitesse
des déformations élastiques au sein de chaque troncon, on voit que cette vitesse
différe trés peu de la vitesse de propagation U de 'image de I'onde.

11. Ondes sur la surface a trois paramétres. — Nous allons rechercher ce que
deviennent les formules générales (51) et (65), du fait des égalités (26) et (28) qui
caractérisent la surface a trois paramétres.

Tout d’abord, quel que soit I'ordre de la discontinnité, les deuxiéme et troisiéme
groupes (51) et (65) montrent qu'on a, d’aprés (26),

ei =0, o) =o.

Le vecteur (%, w,v) est donc dirigé suivant Mu, de sorte que, A étant sa valeur
algébrique suivant cel axe, on a

(67) (hy e, v) = (@, 8,7)\.

D’aulre part, le dernier groupe (51) et (65) montre qu'on a, d’apres (28),

|a,a] =o.

11 résulte alors des premiére, deuxiéme et quatriéeme formules (50) que les vec-
teurs (a, b, ¢) et (a,, b,, ¢,) sont dirigés suivant Mw; de sorle que A et A, étant

leurs valeurs algébriques suivant cel axe, on a
(68) (('l,b,C):(dg,.Ba,‘(>A, (al’bl’cl):(19"185’\1,2>Al'

2

(*) 1 0’y a évidemment aucune confusion possible entre ces nombres p, q, r et les
composantes de la rotation par unité de longueur désignées par les mémes lettres.
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Les deux derniéres (50) s'écrivent ainsi

(69) l’laa[ =—13, Iaiagl :_‘31;
jointes & la troisiéme (50), elles donnent
(70) (a,,b,,c,):—(a.{i,-()A—-(a‘,{S‘,y,)A’.

Le vecteur (a,, b,, ¢,) a donc pour valeur \/A’ + A}; il est contenu dans le plan
uMv et ses projections sur Mz et Mv sont respectivement — A et —A,.

En définitive, une onde se propageant sur une surface élastique a trois paramétres
est caractérisée par trois vecteurs indépendants, I'un A dirigé suivant Mu, les deux
autres A, A, dirigés suivant Mw et par un quatriéme veeteur \/A' + A contenu
dans le plan uMv et complétement déterminé par les deux précédents. Nous dirons
que les discontinuités A, \/A’ + A} sont tangentielles et que les deﬁx autres A, A,
sont normales. Les égalités (5r1) relatives aux ondes de choc se réduisent ainsi a

s'd ¢'g )
el = ‘\, '\"\ fred
" b s 0;
3'p B'p, 3'P
— = \ = — —
(71) a b . T
e Y9y _F¥Q
a b P©

et les égalités (65) relatives aux ondes d’accélération et d’ordre supérieur &

o D'ﬂ—l b o D”—lg
doPdow )t dofdw 1" .
' a ‘ b = a’b (— ) A,
. b?l—l 3‘ .
RJUSIOR T ’
(72) o b"—‘p - Dn—ap‘ - Lyl—l P
" 0 —— .
Qo do, 1" doPdw T _ Qoo T —  aPb(—O) A
a b o P o v
) S —_—
\ doPdw " ool Qoo Nt PBI(— ) A
: = — = — a’b?(— )
\ a . P

Soient enfin a', &', ¢' les cosinus directeurs de la tangente & ’onde; on a

dx
= de

2
a'dl = de = <£ do +
do

o
dw,

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXII. 27
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dL désignant I'élément linéaire de I'onde auquel correspond. dans le plan 00o,,
I'élément d! de composantes

dw = bdl, do, = —adl,
d’ou

dx dx
—a

ka'=Db .
dw do,

Mais on a, en négligeant les déformations élastiques, c’est-a-dire des termes du
premier ordre de petitesse,

Ak dx
I{,‘ =1, N =, 3 = a‘ N
o dw,
de sorte qu’il vient, & ce degré d’approximation;

(73) (@0, ¢y =b(a, 8, y) —a(x, B, 1)
On en déduit, d’aprés (70),

(73" |a'a,| = —bA + aq,.



CHAPITRE 1II

Propagation des ondes de choc sur la surface élastique
a six parameétres.

12. Equation fondamentale. — Considérons, dans le plan ©Ow,, aux instants ¢
et { + dt, dt étant supposé positif, les images ¢ et ¢' de I'onde que nous supposons
se propager de la région 1 vers la région 2 (fig. 1). Désignons par ¢,, ¢, deux quan-
lités finies positives et considérons les deux courbes c,, c,, tracées respectivement
dans les régions 1 et 2, de part et d’antre de la bande
limitée par ¢, ¢' aux distances ¢,d¢ et ¢,dl de ¢ et
de ¢'. Nous allons appliquer 1’équation fondamen-
tale de 'Energétique

(15) 36, + 80 +36, —3:® =o,

& la portion de surface élastique ayant pour image
la bande a,a,b,b,a, limitée par les courbes c,, ¢
et par deux autres courbes a,a,, b,b, menées nor--
malement aux précédentes en deux points arb i’
traires a et b de ¢c. La distance de ¢ et ¢' éta n,
mm' = dn = 9d!, on voit que la lérgeur de la

bande considérée est de l'ordre de df, tandis que

a

'sa longueur ab est arbitraire.
Le travail virtuel des forces extiriearcs 3§ Fig. 1.

comprend, non seulement celui des forces et cou-

ples appliqués & chaque élément de la portion de surface considérée, mais aussi
- celui des forces et couples de liaisons appliqués le long de son contour, correspon-
dant aux actions exercées le long de ce contour par le reste de la surface. Les cour-
bes ¢,, ¢, n’élant pas atteintes par 'onde pendant le temps d¢, les équations générales
du mouvement, établies dans I'hypothése de la continuité, sont applicables le long
de ces deux courbes & I'instant ¢, en particulier les conditions aux limites (18). Il
résulte alors de celles-ci que la force et le couple de liaisons appliqués & un élé-
ment dL des courbes C,, C, ayant pour images c,, ¢, ont pour composantes suivant
les axes locaux Muvw

—(aSRn'}-bem, ag{,,'l"bg{w) ag{w‘*‘bg{xw)dl.
—(@C, +bl,, al, +bl,, aCw + bCw)dl,
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a,b étant les cosinus directeurs de la demi-normale en un point des courbes c,. ¢’
menée vers I'extérieur de la bande considérée.
Nous avons ainsi, en désignant par

(%{)’ ) (y ’ Sy (Iy tl‘l\ y ('nr‘,) dl

les composantes suivant les mémes axes de la force et du couple de liaisons appli-
qués & un élément dL des portions de contour ayant pour images a,a, et b b,

NN Bﬁe=/f|%931t+ﬂfeBo)uldwdm,

+ f] You + Tro,| dl
A ay+ by by

— /18R, £ bR 3w+ @, + O, 30, d,
Cy + ¢y

la premiére intégrale étant étendue & I'aire (a,a,b,b,a,). Or, celte aire et les portions
de contour a,a,, b,b, étant de I'ordre de df, les deux premiéres intégrales sont de
Pordre de (3u, 8v. ..., 30y)dl, donc négligeables par rapport & d’autres termes de
(18) que nous serons ainsi conduits & conserver seuls. D’autre part, la demi-normale
extérieure aux courbes c, ou c, différant infiniment peu de la demi-normale mn &

la courbe ¢ dans le sens indiqué ou dans son prolongement, la derniére intégrale se
réduit sensiblement &

_f @8R, + b3'R,,)3u + (a3'C, + b¥'C,,)3w,| dl,

I'intégrale étant étendue & la portion ab de la courbe ¢, car les fonctions Ry, Ru,

.+, Ciw sont discontinues & la traversée de I'onde, puisqu’elles dépendent des quan-

tités discontinues Z, v, .... L'expression (74) devient donc finalement
(75) 50, = __/ |(as"R, +b3'R,,)3u+ (as'C, + b3'C,,) 3o, | dl.

D’autre part, la variation isothermique du potentiel thermodynamique inlerne 3,%
est donnée par I'égalité (10); mais comme, d’aprés (8), les variations 3%, 37, ..., 3r,
sont de l'ordre de 3u, 3v, ..., Swy et que le domaine d’intégration est ici de 'ordre
de dt, cetle expression est de 'ordre de (3u, 3v, ..., 3wy)dt, donc négligeable.

Il en est encore de méme de la partie de 3J + 30, relative aux bandes comprises
entre G et C, C' et C,, non atteintes par I'onde pendant le temps d¢, mais non de

celle qui est relative & la bande comprise entre C et C', balayée par I'onde pendant
le temps dt.
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Soient, en effet, Vel V' les vitesses d'un méme point matériel M aux instants ¢
et {4 dt, (P',Q",R") la rotation instantanée du triédre (M) & l'instant ¢ 4+ df; on
peut écrire d’une maniére générale

V,.—V, . P'—P

== L T

dt dt

de sorte qu'on a pour un point quelconque de la bande comprise entre C et C'

(76) R e AL L S p__ 3P

dt dt o

ce qui revient & dire que les accélérations des points immédialement en avant du
front de I'onde sont infinies si la discontinuité est effectivement du premier ordre.
Cela posé, on a d’une maniére générale et d’aprés (16) '

Bj:f/]%‘.8u+§£,6m“[dwdw‘,

ol les composantes %;, (’IJ,-, - Te; sont données par les formules (19) et (20). Nous
avons donc, d’aprés (76), pour la bande (GC') et en prenant didn — dlVdt comme
élément d’aire dans le plan wOw,, dl étant I'élément linéaire de la courbe c,

aj=dt/;%,au+g,amu|w
= f[poqaa'éc[ 3u+ [a,3'x] 30 + |a,3'%| 3w)
+ [(A¥P —F¥Q — E3'R)30,|] Vdl,

car les termes dc {;, Jb;. To; indépendants des dérivées P, Q, R fournissent un
contingent de I'ordre de (3wu, 5wy, 3wy)df, donc négligeable; I'intégrale curviligne
est étendue & la portion ab de la courbe ¢. Comme on a d’ailleurs, d’aprés (49) et (51),

*

FFel= =V =—0F,.; wp=—gL

(77) 3 =——f|p°3'§3u + (Ap—Fs'g —E3'r) s, %dl.

L’expression de 3G, pour la portion (CC') est, d’aprés (11) et en prenant le méme
élément d’aire diUdt,

(78) 36, =—di_[ 3] |35% + @0p| vl
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elle est de l'ordre de &%, 3q, ..., car les actions de viscosité &, (;, o R, qui
doivent étre calculées sur le bord de la région 2, sont des fonctions linéaires et

homogénes des dérivées Z, 7, ... qui onl ici pour valeurs, d’aprés (76),

!

d

N LA
0 . or,
7 , M

de’ : dt’

(<24

oS

S¥¥e

’

~

de sorte que les produits (F, (3, ..., R,)dt sont finis. En y remplacant les varia-

tions 8%, 37, ..., 3r, par leurs valeurs (8), il vient
- X dsu . R R o~
(79) 00, = — dlf Z 9( s T W —riv+rdes— g'oo)v)
R}
+ i’( \w" +q3(uw—l‘3wv> Qdl,
d o 2

Iindice 2 signifiant que la quantité entre traits, qui contient les quantités disconti-
. X 1o kot e 00
nues ¢, 4, ..., serapporle a larégion 2. Remplacons-y enfin les dérivées —, v
() ae
1
en un point de la courbe ¢ par leurs valeurs

(79) So=ag by

2 D .
en fonction des dérivées —\%, 3 suivant la normale (a, b) et la tangente (b, —a)
[N ¢

a cette courbe; I'égalité (15) s’écrit alors, d’aprés (75), (77) et (79),

(80) / I(po% ' +ad’R, + bB’sz) su

+ I:% (A¥p—TFd'q—E3'r)+ad'C, + b&'@m:l Sw,

Jdu _ , ddu

+) @ +bF) S+ (bF —aF) o
S o\ 0w, S S, oo,
+(aﬁ+b§l,)T+(bﬁl—‘ai,) 3

+ W [F(gsw —r2v + 130w — (3 o)

, +;€(q3ww—-r5wv)]s Vdt| dl=o.

/2

C’est I'équation fondamentale des ondes de choc, que nous allons appliquer suc-
cessivement aux cas ou la surface élastique est affectée et dénuée de viscosité.
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13. Surfdce affectée de viscosité. — L’équation (80) doit &tre satisfaite quelles
que soient les fonctions s(u, v, ..., 0y) le long de la portion arbitraire @b de la
courbe ¢, & laquelle s’étend I'intégration. Considérons tout d’abord I'équation plus
simple -

. b . deu- ddu .
(51) . ./: ( an + R M )dl_o

a vérifier dans les mémes conditions el oit P, Q, R désignent des fonctions quel-

conques; en intégrant par parties, elle s’écrit

(Rbu),,«l—/ [(P-—-— QDS—” dl=o

et, comme elle doit étre vérifiée quelles que soient la fonction 3u et les limites a
et b, il faut qu’on ail :

R, =o, R, =o, P——=0,  Q=o.

Les deux premiéres exigent que R soit nul tout le long de ¢, puisque les points

. °R . . .
a et b sont arbitraires; d’ou ‘Tl——_— o et, par suite, P =o0. En définitive, 1'éga-
[4

lité (81) exige qu’on ait
(P, Q, R)y=o0.

Il en résulte que, dans l’égalité (80), les coeflicients de toutes les variations et de
leurs dérivées doivent étre nuls; en particulier, qu’on doit avoir

(aF +b%F, bF—aF,; ...; a2+b%,, bT—af; ...)Vdt=o.

Si donc la vitesse de propagation U n’est pas nulle, ces douze équations consi-
dérées deux a deux montrent qu’on doit avoir

(f},lg,%,ff,f),ﬂ{: 9,,@,,%,,9‘,9,,51,)61!:0.
On a ainsi douze équations linéaires et homogénes en
Bdl = —%'%, wdl=—3%7, ..., rdt=—3r,

dont le déterminant n’est pas nul, puisque la fonction dissipative est une forme qua-

dratique définie positive; cela exige que toutes les discontinuités soient nulles et par
suite, d’aprés (52), qu’on ait

(X,;L,v; a,b, ..., ¢)=o.
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De 1a le résultat suivant :

Une surface élastique a six paramétres, affectée de viscosité, ne peul élre le slége
d’aucune onde de choc qui se propage.

14. Surface dénuée de viscosité. — Dans cette hypothése, les actions de visco-
sité sont nulles et 1'égalité (80) se réduit & ses deux premiéres lignes. Comme elle
doit étre vérifiée quelles que soient les fonctions 3(u,v. ..., ww) en chaque point de
I'onde, cela exige qu’on ait

Lt 4l + bR, = o,

1& 4+ ad'R, + bR, =o,

‘L §+a\'( w+ba'§le:0§
(82) -
—a'-( A¥p —Fi'g—E37r) +a3' €, +bd'¢,, =

3(—Fop—}-Bo qg—Dé'r)+ad'é, + b3'¢,, = o,

1‘1 &_(_Eﬁ'p DB'q—l—C r)+a (,w+b° @uu—o

avec, d’aprés (13),

\g{":—fi’ ‘LRv:__fnv iRw—:-——f:,
(83) ’6“ :—f;’ Gv :_f;’ @w :‘—f:,
miu:'—f;’y .......... N Clw:—f:“_

Comme les douze déformations (7) sont supposées lrés petites, il en est de méme de
leurs variations &'(&, v, ..., r,) & la traversée de 'onde; de sorte que, si nous sup-
posons la variation correspondante 3'T de la température absolue également trés
petite, nous pouvons calculer les variations 3'(Ru, Re, ..., Crw) par une simple dif-
férentiation des formules (83), soit

(M=l s s ),

(84) PP
~r ! ™ Ui ' ”
w=— (/) FEHSL B0t S S BT,
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égalités 01 les dérivées partielles peuvent étre indifféremment évaluées dans les
régions 1 ou 2 sur le bord de I'onde, pui'sque les discontinuités sont trés petites.‘
Nous avons alors deux cas  distinguer suivant que la surface élastique est bonne ou
mauvaise conductrice de la chaleur.

15. Surface bonne conductrice de la chaleur. — Tout d’abord, si ’on suppose
la température discontinue a la traversée de ’onde et si I’on tient compte de ce qu’en
chaque point de la bande CC' balayée par I'onde pendant le temps d¢, on a

5% Ly G
T T @ A

ST

Iexpression (23) de la quantité de chaleur dégagée pendant le temps di par une por-
tion de la surface donne, pour la portion de la bande CC' considérée,

T, » . ", "o, o
(85) . dQ = — dt/[—f(fﬁo ;+f”o n+ ... +f"’o r.)——co T]GDdl.

Mais cette quantité de chaleur est également donnée par I'expression (24) appliquée
4 la méme portion et, en la comparant 4 la précédente, on voit que la quantité entre
crochets de cette expression (24) doit avoir une valeur finie. Il faut donc qu’il en
soit ainsi de F, tout le long du contour, en particulier le long de la courbe c; et
comme cette quantité est une fonction linéaire et homogéne des dérivées e ey’
Mo, o,

il faut, pour que ces dérivées soient finies, que la température reste continue 4 la
traversée de ’onde, c’est-a-dire qu’on ait 3'T = o.

Les expressions (84), ainsi débarrassées de leurs derniers termes en 3'T, nous
donnent alors '

— @R+ bR = (afp +bS ) 0T+ (af;, +BS )V +

-+ (afy, +bs )3

Ery

Si Yon y remplace 3'(E,,n,, ..., r,) par leurs valeurs tirées de (51), en fonction
de 3'(E,m, ..., r), il vient

—a@¥R, + b¥'R,,) = (a'f}, + 2abs}, +b'fi) %
+ [a!f;lﬂ + ab(f;"h +f:|')> + bgf:lm] 6,7‘ + te

+ [aff;’r + ab(f:r. +f:,r> + b,f:.h] 3r.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXII. : 28
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On est ainsi conduit & poser, pour abréger.
L K " .
(86) ‘P"l‘ - a-fuv + ab (/uv + fu u) + b"/'u v,’

d’ou il résulte que ®u = ®y, et nous obtenons ainsi en définitive

(87) ...............................................
? a(adCu bV Cw) =B FE4+ D Tt D,

Substituons alors ces expressions dans les égalités (82); celles-ci deviennent

(b, — 5,035 + ‘b:v B + P, 3'r=o,

e ~r P
b Z’l s + (I»'p'.') 1 + ‘I)p_:u <

(88) . + (‘Dpj — AT"Q) '3’[) + (‘bpq + F(T‘:) B'q -+ ((I)m~ + E(’(") 3r = o,

D 3i4d 34D B
B} qr, qs

b 3EHD, 3+ D5

+ (‘1) rp + E()‘:’g) ?),p + <(I)rq + DGC,) a'q + ((b,J - C()D!) 8". == 0.

G 3P, = W)3+ @ BT +®

B3+ B3+ (b — TV + B 3+ b Y+ D Fr =0,

+ (B, + FU)'p + (g, — BL) 3 + (b, +DT)3'r =o,

Pour que les discontinuités ne soient pas toutes nulles, il faut et il suffit que le

déterminant de ces six équations linéaires et homogénes le soit, ¢’est-a-dire qu’on ait

P, — o, T* ®., P, L *., P,
(bv,i (bv.’ — =zt (bv.'l q)np (I)nq ‘bn"
o b, b, D, o, o,
(89) 55 o0 5 94 -9 sr
. ® b, & —AT O 4+ FU b+ ET
ps P pP- p P9 pr
P L b Pt FO* ¢, —BY Co DC*
q)r: ‘I),-v (l),-r (I);-p + E(r‘z ‘b,_q + DGF, (l’rz - CGC’

équation du sixieme degré en 9*, qui détermine six vitesses possibles de propaga-
tion, & supposer toutefois qu’elles soient toutes réelles. L'une de ces vitesses étant
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choisie, les équations (88) se réduisent a cinq distinctes, d’ou I'on déduit un résultat

de la forme
(90) 3'E @y 3'r
90 . = =...= ,
Dl DQ DG
les D; étant des fonctions connues, ce qui détermine 3'(%, 7, ..., r) en fonction
d’un paramétre arbitraire. On déduit ensuite A, w,v; a, b, ..., ¢, desformules (52).

Le probléme est ainsi entiérement résolu, en ce sens que tous les éléments du mou-
vemenl 2, en chaque point de l'onde, se déduisent de ceux du mouvement 1, an
méme point, & I'aide d’un paramétre arbitraire auquel.chaque discontinuité est pro-

portionnelle.

16. Surface mauvaise conductrice de la chaleur. — Dans cette hypothése el en
supposant la vitesse de propagation U différente de zéro, la premiére expression (85)
de dQ, relative A la portion de bande (CC') considérée, est de I'ordre de dt, tandis

n

que la seconde (24) est de I'ordre de df*, le flux de chaleur étant nul en chaque

point du contour par suite de la nullité des coefficients de conductibilité résultant
de notre hypothése. L’expression (85) de dQ est donc nulle, de sorte que la propa-
gation s’effectue suivant la loi adiabatique; il vient ainsi -
N 'l‘ " ) M N M "Vi
(91) 5 rz?f(fﬂo;f/”o‘n«p... +/,.31,)
11 résulte alors des égalités (83) que la quantité ad'Ru + bd'R.u, par exemple,

comprend les termes figurant déja dans la premiére égalité (87) et, en outre, la
quantité

—(af, + B/, ¥T

En y remplagant 3'T par sa valeur (91) et en y exprimant comme précédemment
3'(§,, m,> ..., r,) en fonction de 8'(§, n, ..., r) & laide des formules (51), cette
expression devient

T
cEa

(a5 4070 ) [(afs 4070, )35+ (af, 411 ) o+
A (o + bf:rl) a'r],

soit encore, plus simplement,

T
cEa

(Y AE W R 4 W I,
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en posant pour abréger

" "
| g
(92) ‘u—afw‘*—bj'ru,'
Nous avons donc maintenant, a la place des expressions (87), les suivantes

T T
—a@¥'R, + bI'R,,) = (‘ tCE “”i> 3% + (fin, + ?E‘F)l&) 3 +

(93) ..................................................
—a(ad'Cw + ba’c‘w):(fb +—1—‘V \r\a'éqt(q) +l-lr ur>a'q+
! cE "% o ¢E T
T
‘ « — e B
\ Jr(I)"”Lcl') If) "

! T ,) < T _>~,
(L R o PUSFIN R (L R L
| < 5 + E ¢ 5, 0% )3'5 + o ¢cE @ = |

R L e L
‘94) ¢ [ T >M
— Uy v =o,
+\ 77‘+ CE v, r or 0

(D cr)r=o

On en déduit comme précédemment 1'équation aux vitesses de propagation

T 2 N2 .
(I,‘*"E‘E\lj‘c—roqv‘ ....... (l)r-i———-i':—lpq’r
(95) ........................................ — 0.
T vy @ Loy cU
(brz—l—CE ’r ’E ....... ",-'l'-—cE‘ .

On voit, par la comparaison de (87) & (93), que les équations (94) et (95) ne diffe-
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rent des précédentes (88) ct (89) qu’en ce que chaque fonction @, telle que ®:,, s’y
trouve remplacée par
T
D, — V¥ .
i + cE &

Le déterminant (89) étant symétrique du fait que les deux indices des fonctions &
sont permutables, il en est de méme du déterminant (95). Une vitesse de propagation
étant calculée, la détermination des discontinuités correspondantes s’effectue comme
précédemment & l'aide des égalités (go) et (52). Remarquons enfin que le cas précé-
demment traité de la surface élastique bonne conductrice de la chaleur se déduit du
cas actuel en faisant infinie la capacité calorifique c.

17. Loi adiabatique dynamique. — L’égalité (91) constitue la relation supplémen-
taire dans la propagation adiabatique des ondes de choc sur les surfaces élastiques.
Nous I'avons obtenue en annulant la quantité de chaleur dégagée pendant le temps dt
par une portion arbitraire de la bande infiniment étroite balayée par I'onde pendant
le méme temps, cette quantité de chaleur ayant été calculée & I'aide du principe de
Carnot. Si nous la calculons, au contraire, & 'aide du principe d’équivalence, nous
aboutirons & une forme nouvelle nécessairement équivalente a la précédente (91), qui
correspondra a ce qu’on appelle en Hydrodynamique la loi adiabatique dynamique.
Nous allons établir cette loi pour les surfaces élastiques dénuées de viscosité, puis-
que, s’il y a viscosité, nous savons qu’aucune onde de choc n’est susceptible de se
propager.

Le principe d’équivalence appliqué & la portion de surface déja considérée au
n° 12 s’écrit

(96) d@,,:EdQ+d/(m+w>dm,

ou db, est le (ravail élémentaire des forces extérieures, qui comprend celui de la
force et du couple de liaison appliqués le long du contour de la portion considérée;
WU et W désignent les énergies interne et cinétique par unité de masse et d la varia-
tion éprouvée pendant le temps d¢ par l'intégrale étendue A tous les éléments de
masse dm de la portion de surface considérée. Si nous désignons par

(97) U = |az], V = |o,x|, W = |o,x|

les composantes de la vitesse de M suivant les axes mobiles Muvw, nous avons,

d’aprés (74), :

4G, =dt [ [ 10U+ 40 dodo,+ar [ U + 50 @
~ ~ a, a2+b1 b:

— dl/ (@R, +bR,)U + (aC, + bé,,) Pl dl,
¢+
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expression qui se réduit a
4%, = — dt/ 5 |aR, + biR,,) U + (ac, + be,,) Pl dl,

Uintégrale étant étendue & la portion ab de la courbe ¢, les autres termes étant de
Vordre de dt*. On a d’autre part pour la bande (CC')

d@ + W) = — 3 (U + W), dm = ¢ Cdldl,

d f W+ W dm = —dt [ 3 +0) 5,0l

les parties relatives aux bandes (C,C) et (C'C,) étant de I'ordre de df*. L’égalité (96)
devient ainsi

EdQ = dtf [?0(1:6,((11’ + (IU’) - ?)' I(a 5Ru, + b‘LR’lu) U + (a (a’u + belu) PI] dl’

quantité de I'ordre de dt. Or, dans I'hypothése actuclle que les coefficients de con-
ductibilité calorifique de la surface sont nuls, nous avons vu que la seconde expres-

sion de dQ donnée par (24) est de 'ordre de df*; on en conclut qu’on doit avoir en
chaque point de ’onde

(98) 2 V3 + W) —3"|(@R, + DR, U + (¢, +bC,,)P| =o.

Cela posé, le double de la force vive du troncon edS de la surface élastique par
rapport & des axes de directions fixes issus de son centre de gravité M étant

(AP* + BQ* + CR* — 2DQR — 2 ERP — 2 FPQ) dw do,

et la masse de ce trongon étant o, dw dw,, on a, d’aprés le théoréme de Konig,

2W =

U + L (AP'—2DOR)| .
P |

Vo

Si donc on tient compte de ce que, U et V désignant deux quantités discontinues
4 la traversée de I'onde, on a d’'une maniére générale

(99) ( FU=(,+U)aU,
[23'(UV) = (V, + V)¥'U + (U, + U) 3V,

il vient

28 = |<U. + U0+ = AR, + P)'P—D[(R, + R)¥Q+(Q, + Q) ¥R]} |,
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ou encore

2908'% = |P0(Ui + Uz) 3'U + [A(Pa + Ps)— F(Q4 + Qg)_E(Rg + Rs)] SIPI .
On a d’autre part, d’aprés la deuxiéme (gg),

(100) 2¢'[(aR, +bR,)U+(aC, +bC,,)P| =
(@R, + bR, -+ @R, + bR, 13'U
+@c, +bC,) + @€, +bC,) ]3P

+ U, +U)@3R, +bIR,,) + (P, + P,) (a3’ C, + b3'C,,)| .

Mais on a, d’aprés (97). (49) et (51),

. "E | 8!
VU= |23z = —Vlar| = — V2%,  gp—=—_qlP
a a
d’ou
q CD M PNAA N
(101) 2p,3W = — —5,(U, + U) ¥ 3+ [A(P,+ P) — F(Q, + Q) — E(R, + R)] ¥p|

et, en remplacant en outre dans (100) les expressions a3' Ry + bd' Ry, ad'Cy + b3'Cog
par leurs valeurs tirées des égalités (82),

(102) 28 [ (@R, +bR,)U+ (a€, +bC,,)P| =
T
- a

+1@C, +bC,) + @€, +bE,)]¥p]

(@R, +bR,,), + (R, + bR,

B U, + U ¥ + (B, + P) (A3p— Folg — B3

Substituons alors les expressions (101) et (102) dans I'égalité (98) et tenons compte
de I'identité
(P, +P)(A3'p —F3'q — Ed'r)| =
[[AP, +P,)—F(Q, + Q) —E(R, + R)]3'p|,

il vient
(103) 205U + (@R, +bR,) + (R, +DR,)] 7S

+ [(a @Il + be”l)‘ + (a (q?l + bcolll),] 8’I)I =o.

C’est la premiére forme de la loi adiabatique dynamique; nous allons obtenir la

seconde en remplacant, dans (103). 3'(%, v, ..., r) par leurs valeurs tirées des
égalités (82).
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Nous avons tout d’abord, d’apreés les trois premiéres (82) et la premiére (g9),

"2

(104) Fu%— [(aR, + bsﬁ,,‘)‘ + (@R, + be,”)’] 8’ = —z¢'(aR, + bR,

D’autre part, la résolution des trois derniéres équations (8a) par rapport a 3'(p, ¢, r)
donne un résultat de la forme

QT ¥p=A¥(al,+bC,) — F5@E, +bC,) — 63 (aCu + bCru),
Vg = — 336, +1C,) + BHGE, + bE,) — DHaCy + bC,
i“;aw- = — §3(aC, + bC,) — D3 (@C, + bC,) + €3'(aCu + bCun),
en posant
Ab=D' —BC, AR=FE —CA, AC= F* —AB:

A9 = AD + EF, A§ =BE + FD, A% = CF 4+ DE

et A désignant le déterminant des inconnues; on en déduit, d’aprés (99),

i

(l05) TI[(aeu—i_h@lu)’+(aeu+bem)5] a'I)I =

|be'(al, + bC,,) — 293 (aC, + bC,,)(aCw + bCiw)| -
Les expressions {(104) et (105) transforment ainsi 1'égalité (103) en la suivante

(106) 25 0HU— 5 |@, + bR+ L, +E,)

- 2;?-(3(01 + b@“,)(aew + belw) = 0.

e

C’est la deuxiéme forme de la loi adiabatique dynamique que nous voulions
obtenir. Les égalités (103) et (106) sont & rapprocher des deux égalités analogues
que nous avons antérieurement établies pour la ligne élastique(*).

(*) L. Rov, Sur les équations générales des lignes élastiques el la propagation des ondes,
p. 164, formules (117) et (118).



CHAPITRE 1V -

Propagation des ondes d’accélération et d’ordre supérieur
sur la surface élastique a six parameétres.

18. Ondes du premier ordre par rapport aux cosinus directeurs et d’ordre
supérieur par rapport aux coordonnées. — Si nous supposons I'onde du premier
ordre par rapport aux cosinus direcleurs «, 8, ...,v, dua tritdre (M) et d’ordre
supérieur & un par rapport aux coordonnées x,y,z de M, le vecteur (A, u,v) est
nul, d’aprés (49), et il en est de méme de 8'(, 4, {), d’aprés (51). Nous devons donc
effacer, dans les équations fondamentales (80) et (82) el toutes celles qui en sont la
conséquence, les termes en 3'(%, v, §).

Tout d’abord, s’il y a viscosité, il résulte encore des considérations ‘développées
au n° 13 qu'aucune onde de la catégorie envisagée n’est susceptible de se propager
sur la surface élastique.

Si la surface est dénuée de viscosilé et bonue conductrice de la chaleur, les équa-
tions (88), dans chacune desquelles les trois premiers termes ont disparu, consti-
tuent un systéme de six équations linéaires. el homogénes en 3'(p, ¢,r), dont la

seule solution est

3'(p,q, r)=o,

a moins que les coefficients ®;p, dty, ..., ;- des trois premiéres équations ne soient
nuls. Dans ces conditions, il existe des ondes dont les vitesses de propagation s’ob-
tiennent en annulant le déterminant des trois derniéres équations, c’est-A-dire le
déterminant formé des trois derniers éléments des trois derniéres lignes et colonnes
du déterminant (89). Ces ondes rentrent d’ailleurs dans la catégorie étudiée au n° 15,
puisque le déterminant (89) est alors le produit du précédent et d’un autre détermi-
nant du troisiéme ordre relatif aux termes en 3'(%, 4, {) des équalions (88).

Si la surface est mauvaise conductrice de la chaleur, les équations (94) conduisent
4 des conclusions analogues.

19. Ondes d’accélération avec viscosité. — Supposons maintenant I'onde du
second ordre par rapport & x,y,z; «, 8, ...,v,; d'aprés les égalités (5), (6) et (22),
elle est alors du premier ordre par rapport & %, v, ...,r; P,Q, R et nous avons les

formules (65) avec n = 2. Supposons que I'onde soit également du premier ordre
par rapport & T. Les équations indéfinies (17) ne s’appliquent pas encore, les déri-

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXII. 29
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vées d(Ra, Ros - - +» Caw)

dw, w,)
fonctions Rau, Ro. ..., Cuw ¥ sont discontinues par V'intermédiaire des actions de
viscosité. ‘Appliquouns donc encore 1'équation fondamentale de I'Energétique (15) a
la méme pbrtion que pour les ondes de choc, ayant pour image la bande (a,a,b,b,a,).
Nous avons la méme partie principale (75) pour G, et comme, d’aprés (14) et (16),
les autres termes de I'équation (15) sont de lordre de (3u, %v, ..., 3ww) dt, donc
négligeables, cette équation se réduit a

n’ayant pas de sens sur l'onde, puisque, d’apreés (13), les

/ l(as'R, + b3'R,,)du+ (ad'C, + b3 () 3o, | dl=0.

Cette égalité, devant étre vérifiée quels que soient le déplacement et la rotation
virtuels en chaque point de I'onde, exige que chaque parenthése soit nulle, par suite
qu’on ait

{(107) ad'F +b3F, =o. aa'(?‘,—{—b‘&'@{:.o, e, AR+ DR, =o,

puisque, d’aprés (13), la discontinuité des fonctions Rur Rus -+ . Cow Dest due qu'a
la présence des actions de viscosité.

Les égalités (107) doivent étre vérifiées quelle que soit I'orientation de 'onde; en
particulier, pour a=1, b=o, elles se réduisent &

(3. G, %, 2,2 R)=o

et comme alors, d’aprés (65), les discontinuilés 8'(%1, ;*“, e ;“) sont nulles, elles
deviennent, d’aprés (12), ’

.................................

Remarquons que les dérivées secondes de la fonction dissipative 9 par rapport
4 E,v, ... sont indépendantes de ces derniéres dérivées, puisque cette fonction en
est une forme quadratique.

Or, le déterminant de ces six équations linéaires et homogénes est positif, car il
se déduit du discriminant de la forme quadratique définie positive %9 en y suppri-
mant les six derniéres lignes et les six derniéres colonnes; il faut donc qu’on ait

Y0, ) =0
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et par suite, d’aprés (65), (66) et en supposant U différent de zéro,

(hy,u,v; a, b, ..., c)=o0.

De 14 le résultat suivant :

Une surface élastique & six paramélres affectée de viscosité ne peul étre le sidge
d'aucune onde d'accélération qui se propage.

20. Ondes d’accélération sans viscosité. — Les composantes Ru, Ry, . .., Ciw

élant maintenant continues a la traversée de I'onde, puisqu’elles se réduisent ici aux
*

expressions (83), nous pouvons appliquer les équations indéfinies (17) qui, écrites
de part et d’autre de I'onde et retranchées membre & membre, nous donnent

'

; \ G
3 2Ry n g R 5,
Qo dw,
(108) Lo
~7 C\ew ~1 (\(elw INT.
) =) ﬂ;i,
D(z) 0(-)

les autres termes restant continus a la traversée de 1'onde, en particulier la force et
le couple extérieurs par unité d’aire (%e,QJe, -+» 16,). Or nous avons d’aprés (83)

\(R " 02 " )7] : n ar " T
= u:_<._~, —+ /8 SRy ARy Y
dw Jeod dw '/“' dw + +'/l""’ do /e do /)’
(109) < 2R - A ar 2T
Sl;it_:__ " 3’ » 1’ o S0 M 5'—’— Voo
Yo, <f:,£ Yo, +/:,.5 Yo, + +Jen Yo, fz,r o, )’
et, d'aprés (19), (20), (64) et (65),
. o . qQ:? ., 0E
= 208] = — U Jad| = — g 7=
i
(1ro) § 77T
. . . 12 n
39, =— AP+ F3'Q 4 E¥R = 2 < vo L ik
a

Cela posé, tout comme dans le cas des ondes de choc, nous avons encore deux
cas & distinguer. ‘

R
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L. La surface est bonne conductrice de la chaleur. — Tout d’abord, I'onde étant

supposée du premier ordre par rapport 4 la température, il existe, d’aprés (49), une
quantité © telle qu’on ait

T
MNw, w,, )

(111) 3 =(a,b,—PV)~=.

Mais pour calculer les variations de ces dérivées, nous ne pouvons pas encore
employer I'équation indéfinie (25), établie en supposant la continuité des dérivées

premiéres. On a toutefois, d’aprés (23) et (24) et en tenant compte de ce que la vis-
cosité est ici nulle

(112) /:/L%(ﬂ§+ﬂﬁ+n”+fhay—ﬁ]mm%::
-/EﬂL+/ﬁa—um&

les intégrales doubles s’étendant & une portion quelconque de la surface et I'intégrale
curviligne & son contour. Si nous prenons pour cellé-ci la bande de largeur df com-
prenant 1’onde et déja considérée (n* 12 et 19), les deux intégrales de surface sont
de I'ordre de dt, de sorte que 1'égalité (112) devient

/ﬁma:m

I'intégrale curviligne étant maintenant prise suivant 'onde. La longueur du chemin
d’intégration étant arbitraire, on a donc

NU

d’aprés (111), puisque le flux de chaleur 7” est une fonction linéaire et homogéne

‘s 2T . N .
des dérivées T——-——; la discontinuité est donc au moins du second ordre par rap-
o, o,

port a la température.
Dans ces conditions, les équations (108) deviennent, d’aprés (109), (110) et (86),

0k hRY r
NN r 91 N
((DE’_P“UU)B Bu)+q)5'~8———bu)+H'+¢E"°—L\w_o’
28 ! 2y o O
1 YS NG 3
‘13"25 S + (Dr _D 4+ .. +((br’ C])) Y =o0
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Nous retrouvons ainsi les mémes équations (88) que pour lesondes de choc, sauf
que 'ordre des discontinuités s’y trouve simplement élevé d’une unité. Le calcul
s’achéve donc comme au n° 15 : les vitesses de propagation restent données par

. . . s NS
I’équation (89); on en déduit ensuite les discontinuités 8’\—‘, ... par des formules
dw

analogues 4 (90), aprés quoi, A, u,v; a, b, ..., c, sont donnés par les égalités (66).

1. La surface est mauvaise conductrice de la chaleur. — Dans cette hypothése,
les composantes —(I:-(Fw, F.,) du flux de chaleur en chaque point de la surface sont

nulles, du fait de la nullité des coefficients de conductibilité, de sorte que 1’équation
indéfinie de la température (25) est applicable. Elle nous donne, dans notre hypo-
thése de viscosité nulle,
~7 .‘ ’]“ U ,;‘ " ! N » ’ N N
3'T =E fTES:_+f”5n+ —{—f”‘ol“),

c’est-d-dire, en supposant U différent de zéro,

GOT T /o 0% AL o,
(113) OM)_Z-E-OTEO S St s-—>.

Les équations (108) deviennent alors, d’aprés (109), (110), (113) et (92),

T dE T I
N | | N ) & —— [ 1
(q)? + cE ¢ P"OL > 5 dw + <(I)5*A + cE WEW"> 5 dw +

T , 0% T o O
<¢r2+a-3-l1rrurs)a a_£+<q) + W’n)o——k

ry E r bm
+<(1>,+—T~\1r2_0013'>a'i:o.
r cE )

Nous retrouvons ainsi les mémes équations (94) que pour les ondes de choc, sauf
que l'ordre des discontinuités s’y trouve simplement élevé d’une unité. Le calcul
s’achéve donc comme au n° 16 : les vitesses de propagation sont encore données par
I'équation (95) avec les mémes conclusions.

21. Ondes d’ordre supérieur. — Supposons enfin I'onde du troisiéme ordre par
rapporta x,y,z; «, 8, ..., y,; elleest alors du second ordre par rapporta &, v, ...,r;
P, Q, R. Supposons-la également du second ordre par rapport 4 T. Les équations



230 L. ROY.

indéfinies (17) et (25) sont maintenant applicables; les premiéres nous donnent, en
supposant la surface affectée de viscosité,

N 2 NG Con
g2 M o 52 20
dw dw, dw dw,
cesdérivées étant discontinues par'intermédiaire des actions de viscosité ;7,(;, LR,

_de sorte que les équations précédentes s’écrivent encore, en appliquant les égalités
(65) pour n = 2 i ces actions elles-mémes,

5 0F SR QR
[Lps oy © o © o

a¥—> + b3 - =o0,...,85 — + b3d' L —o.
dw dw dw dew

Ce sont les équations (107) dans lesquelles I'ordre des discontinuités est simplement
élevé d’une unilé; si donc U est différent de zéro, toutes les discontinuités doivent
étre nulles. Aucune onde du troisi¢éme ordre n’est donc susceptible de se propager
sur une surface élastique A six paramétres affectée de viscosité. ‘

Si maintenant on suppose la surface dénuée de viscosité, les équations indéfinies
‘(17) dérivées par rapport a » nous donnent

Ne 2 (D%
~1 ¢ :Ru ar D yﬂ'lu 5!’ D(l'/)i

b
do* dw, dw dw

d’ott nous déduirions par les raisonnements déjd faits les mémes conclusions qu’au
n° 20. Les discontinuités d’un ordre quelconque supérieur a trois fourniraient exac-
tement les mémes résultats; en définitive :

Les résultats énoncés pour les ondes de choc se propageant sur une surface élasti-
que a six paramétres, restent valables pour les ondes d’ordre supérieur au premier.




CHAPITRE V

Propagation des ondes sur la surface élastique
a trois parameétres.

a2a2. Equation fondamentale des ondes de choc. — Pour établir 1'équation fon-
damentale des ondes de choc relative & la surface & trois paramétres, nous ne pou-
vouns plus, comme au n° 12, appliquer I'équation fondamentale de I'Energétique (15)
a la seule portion de surface constituée par une bande de largeur infiniment petite
et de longueur arbitraire comprenant I'onde. Cela tient & ce que les conditions aux
limites (39) ne permettent plus de déterminer complétement et aisément la force et
le couple de liaisons par unité de longueur dus au reste de la surface. Nous allons
lever cette difficulté, en appliquant I'équation fondamentale (15) & une portion de
surface arbitraire comprenant 'onde & I'instant 7.

Désignons par (a) la région (a,a,b,b,a,) con-
sidérée précédemment (n° 12). Joignons les
points a,,b,; a,, b, par deux arcs de courbe
arbitraires ¢, tracés respectivement dans les
régions 1 et 2 et limitant ainsi, avec les, arcs
primififs ¢,, ¢,, deux domaines finis des régions
1 et 2, dont nous désignerons par (b) l'ensem-
ble (fig. 2); soit enfin ¢, l'ensemble des arcs
a,a,, b,b,. Nous allons appliquer 'équation fon-
damentale de I'Energétique a la portion (A) + (B)
de la surface élastique limitée par la courbe
Ci + G, & laquelle cotrrespond, dans le plan
00w,, laire (a) + (b) limitée par la courbe

¢, + ¢;. Nous devons donc avoir pour tout dépla-
Fie. 2. cement virtuel

(114) (BT, + 3] +36,— %), =o.

Calculons d’abord la partie du premier membre relative a la portion (a).
Comme pour la surface a six paramétres, les termes 3G, et 3,® sont négligeables
comme étant de l'ordre de (3u, 3v, ...)dt; de méme les termes de 3J + 3G, rela-

tifs aux bandes (c,c) et (¢'c,). La partie cherchée se réduit donc au terme 3J + 3G,
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étendu & la bande (cc) balayée par I'onde pendant le temps dt. Comme d’ailleurs
on a ici, d’aprés (26),

87

SV
o2
-~

) &' (., ) =o,

il vient, d’apreés (28), (40) et (77),

ajz_fpo[a'aau +%(a'ps<ﬂu+a'(,so,,.)]ig—dl

et, d’aprés (33) et (78),

-

8‘(5:—(1[ [Jaa+mg+ 30 +Z(£€op+%q)] Vdt,

Iindice 2 indiquant que la quantité entre crochets doit étre calculée dans la région 2
le long de la courbe c¢. Dans cette expression, les actions de viscosité &, JF,, ...
sont des fonctions linéaires et homogénes des dérivées Ag ... qui ont ici pour
valeur, d’aprés (46),

I1 vient ainsi
. ( & cD
(115) (8{(‘;6—}—3.]+3f;v—8v,(l>)(a'):—/2&[‘“0!1—5——(6[)0(0 + 8'qlw,) | —

+[J«ob+lyog+ 3 fap+:)a(/)] dl%"l'fdl,

le chemin d’intégration ¢ étant explicitement indiqué pour éviter toute confusion
dans ce qui suit.

Nous avons d’autre part d’aprés 1'égalité (37), dont le premier membre est celui
de 'équation fondamentale de I’Energétique,

(116) (B‘Ge-%-Bj + 30, — &), =

/ (163 u] + €30, + Ab'3w,) dl + / [(aC, +bC,,) 3o, + (A€, + bC,,) 3w, dl
¢ L SN
b

+ // [R30+R,.59 + R0, + (X, +X)su+ L'éw,|ldodw,,
()
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%, ‘y %; 4, Jb, o désignant les composantes suivant les axes mobiles de la force et
du couple de liaison par unité de longueur que le reste de la surface exerce le long
du contour C, de la région (B); pour plus de clarté, nous avons décomposé en deux
parties I'intégrale curviligne de (37), puisque, le long de la courbe C, 4 C,, les for-
ces et couples %, Gg, %; 4, b ne sont pas 4 envisager, du fait que nous appliquons
I'équation fondamentale (15) & la portion (A) + (B). L’expression de la seconde
intégrale curviligne résulte des égalités (35).

Si nous remarquons alors que cette seconde intégrale étendue & la portion ¢, + ¢,
du contour de (b) a pour expression

— [ (@e, 4 b5 C) 0, + (8 + DC 0] dl

I'égalité (114) devient, d’aprés (115) et (116),

— U T avsa 4 & s ]l
/cizn ¢'ddu + - (e'piw, + ¢'qow,) "
+ [%a +F,39 + G2, + Y (5p + SZBq)] Qat
+ (@3'€, + b¥'C,,) 3w, + (a3'C, + b¥'C,,) bw, g dl
5] + Lo, + Wso)
c
b

[ 1R+ By + Rud, + @, + )30+ Lo, ) dodo, =o.

dans laquelle les variations 32, 3¢, 32,; 3p, 3¢;3p,, 8q‘ doivent étre remplacées par
leurs valeurs (30).
L’égalité ainsi obtenue ne doit pas étre vérifiée quelles que soient les composantes

" (117) su, 3v, tw; Sw,, w,, Sww

du déplacement et de la rotation virtuels, mais seulement pour toutes leurs valeurs
vérifiant les égalités (31). D’aprés les principes du calcul des variations, il doit donc
exister : )

En chaque point de la région (&) trois fonctions Ry, Ruw, Riw;

En chaque point du contour ¢, trois fonctions R's, R'w, R'1w;

En chaque point de I'image ¢ de I'onde trois fonctions (;, 36, ¥0,, telles qu'on
ait, quelles que soient les six variations (117),

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXII. 30
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(118) —[<90[6'38u+—?—2—(3'p§wu+3'q3wl,) %T

28
+g@<—a£+q3w> —-(1-{-(\)80).,,]

3w

+pdv—gqdu+ (1 4+2) Sm(,:l

Sw— gSmw>

+ g 3u 5
A -5:’- ow+(l+ ) (nw:l-}-(;
RBw N N N ”
+ 46, [W— +p,dv—gq,3u+ géw, — (1 42, SmuJ
do,
+Z & dBw,, 5 9 ddw, - ] d
—_—D(» +q ww) + Yo ——poww> gzoD t

+ (a3'€, + b¥'C,,) 3w, + (a3 e,,+ba'e”,)aw,,> dl

J3
+f§ Bu| + Lo, + Mo, + R, [\—:}—p3‘w~(l +2) aww]
cb‘ Jdw

Q3w - . .
[Y
dw v

+ R'w
+ R'ww Do +p3v—gq3u+ gdo,—(1 +9 )Sm]gdl
+ff®3|<%.,+%,>au+now,,|
+ R, (D——i—q w +g{ [——pow~(1 +D)8ww:|

8w
+g{w|: 22 4 pav—qiu+ (1 + a)aw,,]

1

hk 03
+.6Rm[-a—'(;-t-+ q,3w + (1 + ) 3wuw |+ R,, (—;—m—v—p,‘éw—gSmw>

ddw
dw

v —q,3u+ g3w, — (1 42 )8(»] dodw, =o.

+ Ruw

Appliql;ons alors aux dérivées par rapportd o et o, figurant dans les intégrales
curvilignes les formules (79), dans lesquelles la demi-normale n(a, b) est extérieure
a la région (b); en tenant compte du sens correspondant de la tangente I(b, — a)
(fig. 2), nous avons, dans la deuxiéme intégrale curviligne prise le long de c;,

2 bgvv

fbg{' Mdl (b&'v8v)2'+(b5i',,ﬁv)32—f d,
%
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soit encore

[ )b !
/bgi',, —fl” dl = (ba'gi’,,av)b—-(bs'm'vav) — Ko sval
a

¢ ol
b

et I'on a de méme

28
f(b%w—a%'.w) L= [ Ry — a3 R ],
daR\w—DbRW
(DT R — a5 R 3] +f R n 2R 3.
L‘b ¢
3
Transformons enfin par intégrations par parties les termes en R, b . figu-
w

rant dans I'intégrale double et 1'égalité (1 18) s’écrit en définitive

(r10) -f<<0—33+35'5i + b3 %,u>8u

+@¥ R, +b3'R,,) 3 + (a¥ Ruw + b3 Ruw) dw

2 utl
+ (poe—%a'p +a¥e, + ba'é’.u)

12

I2 a

+ (Poih 8'(] + ad (av + ba'ew) 8w

ddu

5 _ ddu
+( (aF + bﬂ,)—m—-+(bﬂ7 afﬁ)—

+ Fq3w—Glp3w + (1 + ) 3wu]
+ H[p3v—qdu+ (1 4+ ) 3w,]
+ F,[q.3w + (1 +3,) 30u] — G, (p, 3w + g3ury)
—}-JG[p‘Bv——q 8u+g8m —(1 +b)8w]

+(~'vl +bi) “+(b.,t

aa%

¢

2)

+ Z (g — 9p) 3w g Tdt) dl

+ [ D¥R, 30 + (@ R'aw— b3 R) 3w,
— [—b¥R,30 + (a3 R — bI'R') 3w],

+/%(%+aéﬂ,"+bﬂ{,,,—qﬂ{’w—q,.‘ﬁ’m)5u
)
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bR
(Y + R+ DRy PR+ p R — A ) 30

+ [2’5 + ﬂgiw + bgﬂxw —Pgi'l, \(agﬂ’l"‘ _bg)l'w):l

+ g{lv ‘ + (a(R w_bq{'lw) ‘ ow

de

I +o.)sﬂ',w]awu+mb'+(n+a)ﬂi'w+g;ﬂ',wjam — (DR o
e > O/ Dﬁ" G -
+ /;) %e+%,—Z(T+qﬁw>]ou
+ y +Cg+)‘< )]av
+| Z + 2_‘ < i +qR, pgil):l sw

+ [L'— '(l + (‘) QR"U] awu + [MY + ([ + ‘\) g{w + gmlw] BO)h

+IN = (1 + )R, + (1 + 0) R, —9R,] wagdw do,=o.

Telle est 'équation fondamentale des ondes de choc pour la surface élastique

a trois parameétres; nous allons I'appliquer successivement aux cas ol la surface est
affectée et dénuée de viscosité.

23. Surface affectée de viscosité. — L’équation (119) devant &tre vérifiée quelles
que soient les fonctions (117), cela exige que leurs coefficients soient nuls et aussi
ceux de leurs dérivées normales et tangentielles, ainsi que nous I'avons vu au n° 13,

puisque les points a et b considérés sur la courbe ¢ sont arbitraires. On doit donc
avoir :

I. En chaque point de la région (b), les six équations indéfinies (38);

II. En chaque point de la portion de contour c,, les sept conditions aux limi-
tes (39);

1II. Aux points a et b, ou le contour ¢, coupe I'image de ’onde, les deux condi-
tions

8'%’,)':(),' ad R — bR = o0;
IV. En chaque point de ’'onde, les dix égalités

(ag + bJ,, bF—ad,; ...; a2 +b2,, b2 —aQ)Vdl =o,
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qui, en supposant la vitesse de propagation 0 différente de zéro et ainsi que nous
I'avons vu au n° 13, entrainent les conditions

(120) F, G, %,%,2; F, G, 3, %, 2)d=o;
et en outre
{121) ad'R, + b¥'R,, = o, ad'Rw + b3 R,y = o;
()"32
90T3,b+38,9}{1t+b8'm’1u:o’ -
{122) po-—;a’p+aa’@u +b¥E, =o,
12 a
Wt Uy ave, +be, —o.
12 a

Les conclusions I et Il étaient & prévoir, puisque la région (B) et la portion de
contour Cs ne sont pas atteintes par I'onde entre les instants ¢ et ¢ 4+ df. On voit
d’autre part que les égalités (121) et (122) coincident avec les égalités correspon-
dantes (82) relatives & la surface & six paramétres, dans lesquelles on tient compte
des formules (26), (28) et (40), les fonctions Ry, Rw, Riw introduites par la méthode
des variations jouant alors le rdle d’inconnues auxiliaires.

Cela posé, les égalités (120), dont nous détachons celles qui annulent les trois
fonctions (;, #6, ¥6, introduites par la méthode des variations, constituent un sys-
téme de sept équations linéaires et homogénes en

YAt = —3, gdt=—3'g, ..., g,dt = —73q,

dont le déterminant n’est pas nul, puisque c’est le discriminant de la fonction dissi-
pative; cela exige que toutes ces discontinuités soient nulles et par suite qu’on ait,
d’aprés (71),

(A,A,A)=o0.
De 14, en tenant compte de la conclusion du n° 13, le résultat général suivant :

Une surface élastique affectée de viscosité ne peut éire le siege d’aucune onde de
choc qui se propage. ‘

34. Surface dénuée de viscosité et bonne conductrice de la chaleur. — Dans
cette hypothése, les équations (130) se réduisent aux trois relatives aux fonctions
auxiliaires (, 46, #6,; les équations (r21) déterminent les variations des fonctions
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auxiliaires R, Rw, Ruw; les trois autres (122) vont nous fournir la solution dw
probléme.

_ La surface étant supposée bonne conductrice de la chaleur, le raisonnement fait.
au n° 15 pour la surface 4 six paramétres subsiste; la variation 3'T de la tempé-
rature & la traversée de ’onde est donc encore nulle et les expressions (87) devien-
nent, d’aprés (26) et (28),

—a@i'R, +b¥R,)=2,30+ 2 _d'p+ P g,
(123) ‘

..............................................

NG NG — N N N
—a(ad'C, +b¥C,)= ENURE d)qpop + (l)q,o q,

les fonctions @ restant définies par I'égalité (86), mais ot nous devons, d’aprés (26),.
remplacer respectivement :

T TRER-FN FRe
(124) %par = K

3,0,05 g,9,,0,
de telle sorte qu’on a ici
o Y " b U b’ "
iz—asz+2af(‘y+ fg”
e U " n s "
¢Ep_af0p+ab(fbp. +fyp>+bfyp.‘ e
Les équations (122) deviennent ainsi
(P, —, V) 3'0 + rbipap + q’eqalfl =o,
N — ie- ] NU NU —_—
(124") CDPEOD—*_(%" T2 >0p+(bmoq_—0,

ei
~1 ~1 —_ "2 ) Y — .
lI)qua—{—(quop-l—(d)q, p"_]g(L)MI o;

de 13 'équation du troisiéme degré aux vitesses de propagation

P — )2 « h
P, — 0 Pes Py (
) P —¢ K Q* d
g P Ty, 7 2 =o,
2
e .
i) i) $ — 2
gt ap VAR

qui correspond a I’équation (89).



DE LA PROPAGATION DES ONDES SUR LES SURFACES ELASTIQUES. 239

35. Surface dénuée de viscosité et mauvaise conductrice de la chaleur. — Nous
-avons alors, comme cas particulier de 1'égalité (91) et d’aprés (71),

1] T " ! i N " N4 U ’
(135) 0= [+ 10+ N e+ £43a) |,

de sorte que les formules (93) deviennent

NU r 2 ! T ~7
—a(as'R, +bb£R.u)—<(I> o W > 5 \+<q> +——E‘I"E‘l»"p>op
+ ((bw +T.;‘Fs“’q>3"1’
(I26) § v
—a@¥'C, +ba'e,,,>=<q> +—w )a'w+(c1>qp+ p)s'p

+<“’q2+ﬁ“%)”’

_la fonction W, restant définie par (92), avec la méme correspondance (124) que pour
les fonctions ®uy, c’est-3-dire qu’on a

v, _afb-i—bf

Les équations (122) deviennent ainsi

(<I>q5+clwqwi> Yo+ ...+ <¢,+lqﬂ-—poiw> g =o;

q cE ¢ 12

T . T
........................................... =0

T . T ., e .,

(ch+ﬁ'w ‘*I‘E (I)qz—}-ziwq_pol—z-oo

26. Cas d'une substance présentant trois plans de symétrie de contexture. —
1l nous suffit de considérer le cas d’une substance mauvaise conductrice de la cha-
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leur, puisque celui d’une substance bonne conductrice s’en déduit en faisant infinie
la capacité calorifique ¢, ainsi que nous l'avons remarqué au n° 16.

Cela posé, au lieu de calculer les fonctions @y, et ¥, figurant dans les équations
(127) en partant de leurs définitions (86), (9a) et du polentiel thermodynamique
interne (41), il est plus simple de partir des expressions (42) de Ru, Ruu, ..., Cuo
et d’appliquer les équations initiales (122). Nous avons ainsi, en tenant compte de
ce que 3", = o,

B,tﬁgu = e°%668,g’
e 7 ~1 !
(128) V0, =——d@p—2q)=—73C,,
e, = =5 (= IV + Kp),
s ea by j3'
36 == (3639 — I¥p).

\

On a d’autre part, d’aprés (41),
" dufl‘)
fT(\ = e dT b

les autres dérivées secondes figurant dans I'expression (125) de 3'T étant de I'ordre-:
de grandeur des déformations, donc négligeables; on a par suite

db s
dT

VT =

Les expressions (126) deviennent ainsi, d’aprés (128), (71) et en posant

I db
u‘% -_ -d—y'f' ’

T . . . o1
—a(ad R, +b¥R,)=c¢e [a*(\-f—E—» A"+ J()) +b A)“] 89,

(13g) {—a(@d'C, +b3'C,) = = (@', + bH) ¥'p—ab( by, + I ¥'q),

3

—a(ad'C, + b C,) = —[—ab(dy, + N ¥p + (2" H + b*,) 8'q];
( v i 12
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d’otl, en substituant dans les équations (122),

/ .
cE ‘
( <a’¢Cl)ss + ba:ﬁ - \00002) B'P —ab (Jl)“ + J) a,q =0,
— ab(b,, + 9)3'p + (@K + ', —, V) 3'g = o,

(130)

¢, désignant alors la densité cubique et ¢ la capacité calorifique par unité de volume.
On voit que I'une des vitesses de propagation s’obtient en annulant le coefficient de
3'3; les deux autres sont alors données par une équation du second degré.

27. Gas d’'une substance isotrope. — Dans le cas d'une substance isotrope, les
formules (43) nous donnent

'b/:__\ 2w V’, a’,%ce-&-bzﬁ:y-!—bg{%,
A+ 2w
Ay, + I =26, a '+ b, = + %8,
en posant
,dy ¢ — 3h+2p
=T BT

On voit que ce dernier coefficient d’élasticité est peu différent du module de
Young; les équations (130) deviennent alors

H+ae[8+_’l:_<‘2‘u"l ):I_ooccggall):o’
cE\h+2u !

(131) (y.+b’8——pﬂ)’)3’p—ab88’q::o,
\ —abf&'p + (n +2°6 —p, V) 3'g = o.

L’équation aux vitesses de propagation est ainsi, tous calculs faits,

3 { T apy
(132) (u.~1—-a U+CE 7+ ap

) ] - P"ODQ Z (IJ' +&— Po(Uz) (P‘“—_ PocD’> = 0.

Nous avons donc trois cas a distinguer.

T 2wy’ \? )
2 il by - L J— . L . .
. p+a [8 + °F ()\ s 2@) :I 0,V o} a vilesse de propagation est alors

. T apy’ \*
(133) Q= +\/__ u+a[g+ A+M>J§.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIIL. 31
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D’aprés la premiére (131), 3’2 est arbitraire; les deux aulres donnent
3 (p,g)=o0, dou (A,A =0)

d’aprés (71). 11 résulte alors de (68) et (70) que les cosinus directeurs restent conti-
nus. L’onde est ainsi caractérisée par le seul vecteur A dirigé suivant Mu et qui
peut faire avec l'onde un angle quelconque; la discontinuité n’est donc relative
qu’aux coordonnées sans porter sur les cosinus.

Remarquons que, pour a = 1, c’est-d-dire lorsque le vecteur A est normal &
I'onde, la vitesse de propagation (133) coincide avec celle que nous avons autrefois
obtenue, par des considérations toutes différentes, dans le mouvement tangentiel
des plaques planes (*).

I p+E—¢,T =o0. Lavitesse de propagation est alors

(134) 01)—_:—_0:\/(*+tv’:i\/é_"ii)‘i.
o %o l\+2{L .

La premiére (131) exige que 3’9 soit nul et, par suite, le vecteur A; les deux

autres donnent ensuite, d’apres (71),
a), —ba=o0, dou |da|=0

d’aprés (73'). Cette derniére égalité exprime que le vecteur (a,, b,, ¢,) est normal &
I'onde, c’est-a-dire représente une discontinuité longitudinale. Contrairement au cas
précédent, la discontinuité n’est donc relative qu’aux cosinus sans porter sur les
coordonnées. ‘

Remarquons que la vitesse de propagation (134) est celle qui se trouve mise en
évidence sur 'équation du mouvement transversal d’'une plaque plane et qui résulte
du terme relatif & I'inertie de rotation, négligé par beaucoup d’auteurs(’).

MI. p—p 0" =o. La vitesse de propagation est alors
(135) Y=+ \/ %

La premiére (131) exige encore que 3’0 soit nul et, par suite, le vecteur A; les
deux autres donnent ensuite, d’aprés (71),

aA 4+ bA, =o.

(*) L. Roy, Recherches sur les propriétés thermomécaniques des corps solides (Journal de
Mathématiques pures et appliquées, 6° série, t. V1. 1910, p. 244, formule (24)).

() L. Roy, Sur les équations générales des surfaces élastiques & trois paramélres, p. 202,
troisieme équation (92).
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Les formules (70) s’écrivent ainsi

b(a,, b,,¢c) = —A(bz—az,bl—as, by—ay),

d’oti 'on tire, d’aprés (73),

a, b, c,

ar br_cy'

Le vecteur (a,, b,, c,) est donc tangent A I'onde, c'est-a-dire représente une dis-
continuité transversale. Comme dans le cas précédent, la discontinuité n’est encore
relative qu’aux cosinus sans porter sur les coordonnées.

Remarquons enfin que la vitesse de propagation (135) est celle des ondes trans-
versales dans les milieux élastiques isotropes i trois dimensions.

28. Loi adiabatique dynamique. — II résulte des formules (26), (28) et (122) que
les égalités (103) et (106) exprimant les deux formes de la loi adiabatique dynamique

deviennent ici

25,3 U + —{ [(@R, +DR,,) + @R, +DR,,)]
+ [(a eu + b(a/]u)‘ + (a eu + bcl")ﬂ] a,p
+[@c, +b¢,) +@C, +bE,) 8¢} =0,

' 12 3 > o
2 F’: P8 U — @ ; (ag{u + bgﬂm)z + ?‘ [(a(k’u + belzz)! + (acr + bcw)g] S = 0.

Il est alors facile de les appliquer aux trois cas de propagation que nous venons
d’étudier pour une substance isotrope. Dans le premier, il ne subsiste dans chaque
accolade que les termes en Ru, R.a; dans les deux autres au contraire, ce sont ces

termes qui disparaissent.

29. Ondes du premier ordre par rapport aux cosinus directeurs et d’ordre supé-
rieur par rapport aux coordonnées. — L’onde étant du premier ordre par rapport.
aux cosinus directeurs et d’ordre supérieur par rapport aux coordonnées, les raison-
nements faits pour parvenir 4 1'équation (1 19) subsistent, sauf que 3'd est nul. Nous
avons donc encore les équations (120), (121), (r22). Or, §'il y a viscosité, sept des
équations (120) sont linéaires et homogénes en 8'(p, ¢, p,, q,), de sorte qu’il faut
encore que ces discontinuités soient nulles. Une telle onde ne peut donc se propager
sur une surface affectée de viscosité.

§'il n’y a pas viscosité, les équations (122) jointes aux formules (126), dans les-
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quelles on efface les termes en 3’2, constituent un systéme de trois équations
linéaires et homogénes en 3'(p, q). Cela exige que 3'(p, ¢) soient nuls, sauf si ces
trois équations se réduisent & deux. Dans le premier cas, qui est celui d’une sub-
stance de contexture quelconque, nous retrouvons la méme impossibilité de telles
ondes que dans la théorie de la ligne élastique('); mais dans le second, ces ondes
deviennent possibles. Or, ce second cas est précisément celui d’une substance de
contexture symétrique ou isotrope, puisque la premiére (122), qui coincide alors
avec la premiére (130) ou (131), est indépendante de 3'(p, ¢) et se trouve identique-
ment vérifiée du fait que 3'2 est nul. On retombe ainsi sur les deux derniéres équa-
tions (130) ou (131), qui nous redonnent les cas de propagation II et II[ du n° 27.

3o, Ondes d’accélération et d'ordre supérieur avec viscosité. — Considérons
maintenant le cas d’'une onde du second ordre par rapport & x,y, z; «, 8, ..., y,,
c’est-d-dire du premier ordre par rapporta 2, ¢, p, ¢, p,, q,, d’aprés les formules (72),
et a la températur absolue T. Les fonctions Ry, Ry, ..., Cw restent discontinues
4 la traversée de 'onde par l'intermédiaire des actions de viscosité. L’équation (119)
établie dans cette hypothése subsiste donc, mais en y effagant tous les termes o
figurent les discontinuités d’ordre zéro, c’est-a-direen 2'(?, p, ¢). Les équations (121)
et (122) se réduisent ainsi aux suivantes

(136) ad'R, +b¥'R,, =o,...,a3'C, + b3'C,, = o,

qui doivent étre vérifiées quelle que soit 'orientation de 'onde; en particulier, pour
a=1, b =o0, elles exigent qu’on ait

et, par des considérations analogues a celles que nous avons développées au n° 19,
on en conclut, en supposant U différent de zéro, que les discontinuités sont toutes
nulles. Comme ces résultats s’étendent aisément aux ondes d’ordre supérieur, ainsi
que nous l'avons vu au n° 21 pour la surface & six paramétres, nous arrivons a la
proposition générale suivante :

Une surface élastique affectée de viscosité ne peut étre le siége d’aucune onde qui se
propage.

(*) L. Roy, Sur les équations générales des lignes élastiques el la propagation des ondes,
p. 191. Dans cette étude, nous avions négligé d’envisager le second cas, qui nous aurait
conduit & des conclusions analogues & celles du présent paragraphe.
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31. Ondes d'accélération et d’ordre supérieur sans viscosité. — En supposant
encore 'onde du second ordre, les fonctions Ru, R, Riv; Cus Crus Cv, Civ sont
continues & la traversée de I'onde et, d’aprés (136), il en est de méme des trois fonc-
tions auxiliaires Ry, Rw, Ruw. Les premiére, quatriéme et cinquiéme équations
indéfinies (38) nous donnent alors, d’aprés (36),

1 bo
B,%i =6'( (Ru +—Dg{m>’

dw dow,
A€ 2C
K K ’«"(’- :'\V u __m
(137) vy, = (S = )

2C d
3, = & == —“’).
: ° Ub‘ < dw + dw,

Les deuxiéme et troisiéme (38) feraient connaitre

Il

R, 8,(3% m.w)

dw dw,

quant a la sixiéme, tous ses termes sont, d’aprés la troisiéme (36), continus i la

traversée de l'onde. Or, les équations (137) font précisément partie des équations
générales (108), qui nous ont antérieurement conduits aux mémes lois de propaga-
tion que pour les ondes de choc. Elles nous redonnent donc les équations (124')
ou (127), dans lesquelles 3'(2, p, ¢) sont simplement rempla(\jés par

\
o2, 2, )

Yo’ do’ do

et, comme cas particuliers, les équations (130) et (131) dans les cas de symétrie de

" contexture et 'isdtropie. Il est d’ailleurs facile de reconnaitre que ces conclusions
subsistent pour des ondes d’un ordre quelconque supérieur au second. Comme il en
était déja ainsi pour la surface & six paramétres, nous pouvons énoncer la proposi-
tion générale suivante : .

€

Les ondes d’accélération et d’ordre supérieur se propagent sur les surfaces élas-
liques suivant les mémes lois que les ondes de choc.




TABLE DU MEMOIRE

INTRODUCTION ............oiiuuees, P
CuariTre I. — Généralités.
1. Surface élastique & six parametres............ ... ... ... ... ... . ..
2. Les douze fonctions caractéristiques de la déformation..................... ...
3. Potentiel thermodynamique interne et viscosité. ............. ................
4. Equations du mouvement. ......... ... ... .. i
5. Relation supplémentaire .............. .. .. ... ... ... . . . .
6. Surface élastique a trois parameétres .., ....... ... ... .. ... ... i

-
- O © o<1

-

12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.
20.
21,

CuariTrE II. — Les ondes au point de vue cinématique.

Préliminaires .. ... ... . ... i
Ondes de choc sur la surface a six paramétres.
Vitesses de propagation......... ... ... ... i
Ondes d’accélération et d’ordre supérieur sur la surface a six parametres
Ondes sur la surface a trois paramétres

Cuapitre III. — Propagation des ondes de choc sur la surface élastique
a six parameétres.

Equation fondamentale ............ ... ... ... .. . i
Surface affectée de viscosité ... ... ... ... ... . ...
Surface dénuée de viscosité.. ... ... ... ... .. . .

CuariTRe 1V. — Propagation des ondes d’accélération et d'ordre supérieur

sur la surface élastique a six parameétres.

Ondes du premier ordre par rapport aux cosinus directeurs et d’ordre supérieur

par rapport aux CoOrdONNEGES. .. .. ... ...\t
Ondes d’accélération avec viscosité .. ... ... ... ... . . . i
Ondes d’accélération sans viscosité. ... .:.. ... ... ... ... .. .. ... el
Ondes A’ordre SUPETICUT . .. . ... it e e ettt e i

188
190-
191
193.
194
195

200-
201
203
206
208

211
215
216
217
219.

221



23,
a3.
af.
25.
26.
7.
28.

29.

3o.
3r.

TABLE DU MEMOIRE. 247

Cuaritre V. — Propagation des ondes sur la surface élastique a six paramétres.

Equation fondamentale des ondesdechoc.................................... 231
Surface affectée de viscosité .. ... ... ... .. . ... e 236
Surface dénuée de viscosité et bonne conductrice de la chaleur................. 237
Surface dénuée de viscosité et mauvaise conductrice de la chaleur.............. 239
Cas d’une substance présentant trois plans de symétrie de contexture........... 239
Cas d’une substance isotrope........... ... ... ... .. .. i 2b1
Loi adiabatique dynamique ......... ... ... .. ... 243
Ondes du premier ordre par rapport aux cosinus directeurs et d’ordre supérieur

par rapport aux coordonnées. . ... ......... ..t ... 243
Ondes d’accélération et d’ordre supérieur avec viscosité........................ 24
Ondes d’accélération et d’ordre supérieur sans viscosité........................ 245




