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SUR LA RECHERCHE

DES

FONCTIONS PERMUTABLES DE PREMIERE ESPECE‘

Par A. LUSIS (Riga).

§ 1. — Sur le symbole F=* dans la théorie de la composition de premiére espéce.

Dans la suite, les fonctions envisagées, des deux variables x et y, seront sup-
posées continues dans un domaine

(D) a<r Ly <o,

Le probléme fondamental de la détermination des fonctions permutables de pre-
miére espéce avec une fonction donnée, est lié¢ avec la résolution des équations inté-
grales de VoLTERRA de premiére espéce

(1) @by ds =y,

(2) S @9 By ds = i, ),

ou les fonctions données sont F(x,y) et W(x,y) et la fonction inconnue @ (x, y).
Ces équations s’écrivent par la notation de la composition de premiére espéce(*)
sous la forme

¥
b =W(x,y),

Tk
[
e

(1)

(2) F=W(z,y).

Six

() Jai déja indiqué quelques-uns de ces résullats dans une Note des Rend. Lincei,
1° sem. 1930, pp. 166-169.
(*) VoLrerra-PERES. Legons sur la composition et les fonctions permutables. Paris, 1924.



172 A. LUSIS.

Elles sont dites adjointes I'une de lautre(") et peuvent étre résolues par les formules

3) O(x,y) = g (composition A gauche)
et
) POz, v) = I o (composition a droite)

kS r . sg
avec le méme symbole F™ de I'inversion de la composition défini par la condition

E *
R = F° — To

(5) FI— =

s

Nous allons obtenir I'expression de I dans le cas ot la fonction donnée F(x,y)
est d’ordre entier positif n et du type canonique, c’est-a-dire ot F(x, y) est supposée
dérivable jusqu’a Uordre n en vérifiant les conditions suivantes :

(b"F(a:,y) Y =k
2ty >y=,z— KIC:O,I,Q,‘..,IL—Q,R>’

a‘"—‘F> . ( Rl O > ey (XTFN .
( Dy"—‘ y=x - L\yn“2 D:L‘ y=x o \ DOL‘"—’ /y:x *—‘ ’

Remarquons que 1'on peut représenter, dans ce cas, la fonction F(x,y) sous'une
quelconque des deux formes

(6)

©) Fo,y)=1"(1"+F),
7) F(z.y) = (1 + F,)1"

avec la puissance entiére de composition de I'unité

éiu . (y — m)n_‘
T (n—1)!
et les fonctions
V n D"F b"F
8) F(z,y) =(—1) Y Fz('%’y)_—a—yf—b_'

B

En généralisant la notion d’'ordre d’une fonction dans la théorie de la compo-
sition, M. Piris(®) distingue entre les ordres réguliers (différents de zéro ou d'un

® Loc; cit., pp. 105-109.
(%) J. Piris. Rend. Lincei, 1° sem. 1917, pp. 45 et 105.
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entier négatif) et les ordres singuliers (zéro ou un entier négatif). Dans le cas d'une

k

fonction d’ordre singulier il faut introduire les symboles et 1 avec k entier

positif et avec les régles de composition suivantes :

L * % * -
I"l—h:l I-Ikz ]o
et
k
*_, % ' P
S 1 F = (—1)* o (composition & gauche)
C
(9) N
I* ¢ oy 3 .
it = v (composition a droite),
\ ¢

\

si F(a;, y) est une fonction d’ordre n>1Fk.
Des expressions (7) et (7)) on a, pour une fonction F(x,y) d’ordre n entier positif

et du type canonique, par définition,
L3

* w . WF
I 1’F:I°+(——I)n-m,
(10) o
* (&
F[dnzlo"{——n.
oy

Si F(x, y) est une fonction d’ordre n entier positif, le symbole F~* d’inversion
de la composition peut étre regardé comme une fonction d’ordre singulier (— 7).
L’expression générale de telles fonctions d’aprés M. PErEs(*) est

(11) F =a,@) 1" +a,@) 17" + ... +a,@1° +f,(%7)
ou
(1r) F = 0,(0) U 4+ 6,0 17" 4 o+ b, + (@, y)

avec les fonctions f,(x,y) et f,(a,y) d’ordre positif et les autres termes, représen-
tant le produit et non la composition des fonctions

a,(x), a,(x), ..., a,(x), b,(y), b)), ..., b,(¥)
par
*—H *0
I, ... 1

Il sera commode d’employer dans les calculs de composition I’expression (rr)

ou (11'), suivant le cas de la composition & gauche ou a droite, avec le symbole Ft.

(*) Loc. cit., p. 106.
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Nous allons déterminer les fonctions a,(x), ..., a,(x), b,(y), .., b,(¥), f,(x, )
et f,(x,y), en supposant la fonction donnée F(a,y) dérivable jusqu’a ’ordre an.

Pour trouver, par exemple, a (x), a,(x), ..., a,(x) et [, (x,y) substituons l’ex-
pression (11) dans la relation

I*‘e‘—'if‘ :9;0.

I1 vient, d’apreés les régles (g) et (10),

n ll——

" "F
a,(@) 1 + (— 1) 4, () s TN (@) == = T T () F(z,y)+ /i F =1

*
En comparant dans les deux membres les termes en 1°, on obtient a (x) =1
et la relation

b"F R G ¥ x
(12) (_ ) n +(——l> (l(.L) 71———1 + +a (‘T)l‘(x y)+./ F_"O

pour déterminer a,(x), a,(x), ..., a,(x) et f,(x,v).

Posons ici y = a. D’aprés les conditions (6) il vient ¢,(x) =o.

Pour déterminer a,(x) dérivons tous les membres de (12) par rapport & y et
posons y = x. Nous obtenons, en vertu des conditions (6), I'expression

N4 I"F
a,(.’lf) - (“I) Dm"t\y>y-‘~w.

En continuant de la méme facon, on peut exprimer a,(x), ..., a,(x) par emploi
des dérivées partielles de la fonction F(t,y) jusqu’al’'ordre (2n— 1) oil'ona y=zx.

L’équation (12) par rapport i V'inconnue f,(x,y) est une équation intégrale de
VorrerrA de premiére espéce. En dérivant n fois les membres de cette équation par
rapport & y on obtient I'équation intégrale de VoLTERRA de deuxiéme espéce

(13) [,y + 8, =H, ()

avec la fonction

et

n—t D,N l? s \Q"—'! 14‘ \Il F
(14) H(x,y)=(—1) W+( 1" a (v'”)-;—z:‘,\—yr‘l”‘ —a,(T) 5w

La solution de l'équation (13) est

(15) i@y =m0 +F) =H —0F +HFF—.
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la série obtenue étant absolument et uniformément convergente dans le domaine (D).
De la méme fagon, par la substitution de I'expression (11) dans la relation

ﬁf“—i = To
on obtient b (y) = 1 et I'équation
, (,”F \n—iF ) 5
([2) —‘T a(y) n—y b +b"(y)['(w,y)+l‘f2:0,
a9y D
pour déterminer les fonctions b,(y), ..., b,(y) et Ju(@,y). En posant ici y =x on a

b,(y) = o. Par la dérivation par rapport & @ on exprime b,(y), ..., b,(y) 4 l'aide des
dérivées partielles de la fonction F(zx,y) jusqu’a l'ordre (2n—1) ol I'on a y=uwx.
La fonction f, (x, y) satisfait & I'équation

(13" Su@,y) + F, /o = H,(x, y)

avec la fonction

N ‘"l*\
Fl(x’y):(— ) D.’I:n

et

, I{ . st = O‘EILF b D!"—!F b nF
(1) (o0 = (=0 g+ 00 g+ O |-

-

On exprime, par (13'), la fonction

X K

(15) Sy =+ F) A, =H,—F A, + FF i —

par une série absolument et uniformément convergente dans le domaine (D).
Donc, I'expression générale du symbole F—* est bien déterminée.
Nous allons examiner le cas particulier ot

a,(x) =b,(x) =o (t=1,2,3,...,n).

Il est facile de démontrer que la condition nécessaire et suffisante, dans ce cas,
est la suivante :

(b"F) Y ’,:i-{-j:k :
WY )ymw /f:o,1,2,...,(n—z),n,(n-i—r),...,(m——x):l

6
(I ) N d 0 B ot MR
(‘S‘D,n—_.*)y:t = ... =(=1) < e )y:x =1;
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c’est-a-dire que la fonction donnée F(x,y) peut étre mise sous la forme

(y— o
(17) F(x,y)=m—

+ @y —x) o)
ou o(x,y) est une fonction continue, dérivable jusqu’a l'ordre 2n.

Dans ce cas les fonctions f,(«,y) et f,(x, y), par lesquelles on exprime le sym=~
bole F—*, sont égales. En effet, d’aprés les expressions (14) et (14') les fonctions
H,(x,y) et H,(x,y) sont identiques & la fonction

s b?ltF
(18) H(z,y) = (—1) _L‘W

Sous les conditions (16) on peut exprimer les fonctions

, LF
F (z,y) =(—1) o
et
3'F
Fe(x’ y) - Dy”
par
F,(x,y) = — " et F,(x,y)=—1"I.

Donc, A cause des expressions (15) et (15') les fonctions f,(x,y) et f,(x, y) sont
identiques & la fonction

* K

(19) fla,y) =H + HU"H + B HeH + .,

la série obtenue étant absolument et uniformément convergente dans le domaine (D).
Remarquons que la méme fonction (1g) est la solulion unique de deux équations
intégrales de VoLTERRA de premiére espéce

x n \MF
(20) JF+ (o =o,
, xx  MF
(20") F.-,‘*-jy—n“:(’

ou la fonction donnée F(x,y) satisfait aux conditions (16).
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Ces conditions sont réalisées pour toute fonction F (%, y) du premier ordre (n = r)
et du type canonique. L’expression du symbole i'f‘“, due 4 M. Péris(*) est un cas
particulier de la forme générale

(21) : F =

ou F(x,y) satisfait aux conditions (16) et o0 f(x,y) est définie par (19). .

§ 2. — Sur la réduction du probléme de détermination des Sonctions permutables
avec une fonction donnée.

D’aprés une méthode de M. VoLTERRA pour déterminer les fonctions & (z, y) per-
mutables avec une fonction donnée F(zx, y) conformément 4 la relation

(22) Fo=4¢
on introduit la fonction inconnue auxiliaire U(x, y) telle que

(23) ‘ ¥V(x, y) = Fd=dF.

Pour éliminer ®(zx, y) entre ces deux relations il suffit de résoudre deux équa-
lions intégrales adjointes (1) et (2) ou (1) et (2) par les formules (3) et (4). Le résultat
de I'élimination est

(24) @'ﬁ_'—l’:&_’\i}:o,

Si F(x,y) est une fonction d’ordre n entier positif et du type canonique (6) et
7
si ®(x,y) est continue d’ordre positif, la fonction W(x,y) sera d’ordre supérieur
a n. Donc, la relation (24) s’écrit :

Dll lp‘ , et (\N‘lf ‘b”—ﬂ\pﬁ s al‘—"p’
@ e | W e e

o D) — @) Ve, y) = f b —

en prenant pour F—* les expressions obtenues (11) et (11') et en effectuant les opé-
rations symboliques d’aprés les régles (9). |

(*) VoLTerra-PEREs. Lecons sur la composition, etc., pp. 4o et 106.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXII. 23
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Si nous faisons ’hypothése plus restrictive (16) sur la fonction F(x,y), nous
obtenons I'équation plus simple

(\Il ll:- ‘ /7 l { %

(26) TVT + (___ |)u—1 __‘__”_ ‘ {i{?.j:'

=

Il faut résoudre ces équations intégro-différentielles (25) et (26) en W(x,y), jointes
aux conditions aux limites

/3w litj=k
2 [ == . .
(7) \bx’éy’)a'—x © k=o0,1,2,...,n— |>

En appelant /(x, y) le second membre
(]. W Ijz) ou (j{l — ‘i/)

on peut remplacer les équalions intégro-différentielles (25) ou (26) par des équations
intégrales, si I'on peut résoudre le probléme de Cauchy pour les équations différen-
tielles (25) et (26) avec le second membre [(x,y) et les conditions aux limites (27).
Telle réduction serait possible parce que [(x,y) contient seulement sous le signe
d’intégration la fonction W(x,y), mais non ses dérivées partielles.

Par le procédé employé par MM. VoLrerra et PErEs(') on serait ramené a une
nouvelle équation intégro-différentielle. M. Périis a montré les difficultés qu’on ren-
contre dans la résolution du probléme de Cauchy pour les équations différentielles
du type considéré, si I'ordre de la fonction donnée est n>>2. Il a étudié¢ compléte-
ment le cas des fonctions analytiques.

Remarquons que W(xz,y) est une fonction d’ordre supérieur a n permutable
avec F(x,y), car d’aprés (23)

#

Tk
1“'-

F K 2
Fu = ¢

En faisant les hypothéses convenables sur les fonctions ®(x,y) permutables
avec F(x,y), on tire directement de la relation (22) cette autre relation

s
dF — w—i ‘p =o,

de sorte que les fonctions ®(x,y) satisfont aux mémes équations intégro-différen-
tielles (25) et (26) ou W(x,y) est remplacée par ®(x, y).

Donc, les équations (25) ou (26) caractérisent les fonctions permutables avec la
fonction donnée F(x,y) d’ordre n(*).

)

(*) Loc. cit., p. 46 et PEris. Sur les fonctions permutables, Theses, Journal de Math., 1915,
pp. 41 et 48.

(*) Pour la fonction du premierordre, voir Vouterra-PERES. Legons sur la composition, etc., .
p- 74
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Examinons.le cas d’une fonction F(x,y) du premier ordre et du type canonique.

Dans ce cas

F =17 4 ()

avec la fonction f(x,y) définie par (1g) ot n = 1. L’équation intégro-différentielle
caractéristique des fonctions permutables ®(x, y)

K N

dy o

= fb—df

admet (') la solution

b= 0@ 0E i

avec la fonction arbitraire (y — x) du cycle fermé et la fonction O (&; x, y) définie
dans un domaine tel que

aLeLy<h et oLEiLy—x.
Pour arriver 4 la forme classique, due & M. VoLTERRA, des fonctions permutables

(38) by =r—n+ [ 2@ PEn N,

il suffit d’intégrer par parties le second membre en posant

. dQO(%; x,y)

Yy—x . . :
== [ e@dz e ey =—22Ck

et en remarquant que A(0) =o0 et Oy —x;x,y)=1.

Nous allons exposer, pour le probléme fondamental, dans le cas général d’une
fonction d’ordre n entier positif une autre méthode, en généralisant celle de
M. Péres(*) pour la fonction du premier ordre.

D’aprés cette méthode, on cherche & représenter les fonctions permutables ®(x, y)
avec la fonction donnée F (x,y) par les transformations 9(7) qui conservent la
composition (transformations de M. PErks). ‘

La forme générale de telles transformations est

(29) o) =0"+9)a(+ 1)

(*) Loc. cit., p. ht.
(®) Loc. cil., chapitre 1v.
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avec la fonction A (x,y) d’un groupe des fonctions permutables(*) et avec les fonc-
tions ¢(x,y) et Y(x,y) qui satisfont a la relation

(30) (r+e) (e + ) = (e + D) (r+5) =1

Pour mettre Q()\) sous la forme d'une transformation de M. VoLTERRA (28), il
suffit(®) de prendre X (x, y) du groupe du cycle fermé

Mz, ¥) ="y —x)

et d’adopter le noyau de transformation

y—5
BN bGeD=s@y—D+w+in+ [ @i+ ds

Pour résoudre le probléme de la détermination des fonctions permutables avec
la fonction donnée F(x,y) d’ordre n entier positif et du Lype canonique, proposons-
nous de choisir ¢ (x, y) et b(x,y) de fagon que

(32) Fa,p=0(") ="+ (" +1)

ou de déterminer le noyau de transformation ®(%;x, y) sous la condition

,, y—x)' E .
(33) F(r,y) = ( 3)‘ + f D (5@, y) d
Nous allons examiner le cas ou F(x, y) satisfait aux conditions (16).

Sous ces conditions les équations intégrales (20) et (20') ont la méme solution
S(a, y) donnée par la série (1g). Donc, on a

"F 2 5
F,(x, v)_(—l)" - =—JF
et
NG O ¥
F,(x, Y) == % - =—F/.

Par la substitution de ces expressions dans les formules (7) et (7') il vient

*

Fo,y)=1"—1"fF et F(x,y)=1"—Ff1"

(*) Voir la généralisation, due & M. Piris, Quelques compléments sur les transformations
qui conservent la composition, Rend. Lincei, 1924.
(*) Vorrerra-PERES. Legons sur la composition, etc., p. 6o.
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d’ou

(34) Fle,y) = (" + /)1
et

(34" | F(w, y) =1"(1 + Fi"),

avec l'expression commune

(35) Flz,y) = 1"+ 1"f1" + "J 1" F1" + ...,

la série étant absolument et uniformément convergente dans le domaine (D).
En introduisant I'expression (34) I’équation (32) s’écrit

N * *” mn £ A we *

v i =1+ )
en tenant compte de la relation (30) entre ¢ et . L’équation obtenue est équivalente
a léquation intégro-différentielle

Yo o
(= =+

D(E" -

n
¢
Qy"

(36)

qu’il faut résoudre en 9 (x, y). De la méme fagon, par emploi de I'expression (34'),
on trouve l'équation intégro-différentielle analogue
'Dn 4’ %

1 ‘\"4' n—i 3
(36") '33;74‘(—") Trz—f—'..f

pour déterminer la fonction ¢ (x, y).

Les équations (36) et (36") généralisent celles que M. Piris a établies pour la
fonction du premier ordre(*). Elles ont une forme plus simple que celle de 1’équa-
tion (26). Si I'on a résolu, par exemple, I'’équation (36) on peut former directement

Y@y =—9(® 1+ —o" + ...

et le noyau de transformation ®(%;x,y) au moyen de l'expression (31). Donc, la
fonction F(x,y) sous les conditions (16) peut étre représentée par (32) ou (33) avec
les fonctions ¢ (x,y), ¢ (x,y) et ®(&;x, y) connues.

Pour que la fonction

B, y) =Q (%)

(*) Loc. cit., pp. 72 et 75.
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soit permutable avec
F(x.y) =Q (T")
il est nécessaire ‘et suffisant que
@37 W= 1"
Cette condition entraine(*)
k() = Wy — ).
Dongc, en prenant une fonction quelconque A(y —x), on construit les fonctions

D(x,y) = Q(ﬁ) permutables avec F (x, y). Ces fonctions forment un groupe, parce

que les A(y — x) appartiennent au groupe du cycle fermé et que les transformations
de M. Pgrts sont isomorphes.

On peut aussi utiliser I’expression (32) pour résoudre I’équation intégrale binome

X
(38) G,y = F(z,y) (n entier positif)

par rapport & 'inconnue G(x,y). On nomme

S

G(w, y) = F

la puissance fractionnaire de composition de F(zx,y). Parce que F(x,y) est une

4
fonction d’ordre n, représentée par (32), la fonction G(x, y) = F" est du premier
ordre. Par emploi des propriétés des transformations Q qui conservent la compo-
sition on peut exprimer G(x,y) par

(39) , Glo,y) = 1" = :0(1)
ou
(40) Gy =<1+ [T pEenas)

(*) Voir ma Note : Sur les fonclions permutables et I’équation intégrale de VOLTERRA.
Acta Universitatis Latviensis, t. XVII, 1927.
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avec ¢ qui représente la racine nitme de I'unité (<" ='1) et avec le noyau de trans-
formation ®(£; x, y) ayant Uexpression indiquée. Aux diverses déterminations de

correspondent n solutions distinctes de I'équation (38) ou du symbole'f‘e "

M. VorTeERrA(') a posé la question suivante : Les fonctions permutables avec une
I

fouction donnée F(x,y), sont-elles aussi permutables avec F™ 10 est évident,
d’aprés I'expression (39) ou (40), que dans le cas d’une fonction F(x, y) qui satisfait
aux conditions (16), la réponse est affirmative.

(*) VovrteRra. Sur les fonctions permutables. Bull. de la Soc. Math. de France, t. LII, 1924.




