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SUR LES INTEGRALES COMPLETES DES EQUATIONS LINEAIRES

ET DES

»

SYSTEMES I’EQUATIONS LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE
D’UNE FONCTION INCONNUE

Par M. G. PFEIFFER (Kiew).

INTRODUCTION

Dans les encyclopédies mathématiques(') on ne trouve pas d’indications sur les
recherches faites dans le domaine des intégrales complétes des équations linéaires
et des systémes d’équations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre d’une
fonction inconnue. La plupart des auteurs des meilleurs cours d’intégration d’équa-
tions aux dérivées partiellés du premier ordre d’une fonction inconnue ne font
aucune mention sur les intégrales complétes des équations linéaires et des systémes
d’équations linéaires. Seulement dans des exemples, chez quelques-uns des auteurs,
par exemple : M. Goursat(*), M. Forsyth(*), on peut rencontrer les intégrales com-
plétes des équations linéaires. »

Dans « Une méthode spéciale d’'intégration... »(*), indiquée par nous, les inté-

() « Encyklopédie der mathematischen Wissenschaften... », « Encyclopédie des Sciences
mathématiques... ». S

(*) E. Goursart. « Legcons sur I'intégration des équations aux dérivées partielles du pre-
mier ordre ». Paris, 1891, p. 229.

(*) A. ForsytH. « Theory of differential equations ». Vol. V, Cambridge, 1906, pp. 174-175.

(*) G. PrerFFER. « Une méthode spéciale d’intégration des équations aux dérivées par-
tielles du premier ordre ». Compt. rend., T. 176, 1923, p. 62a.

« Sur une méthode spéciale d’intégration des équations et des systemes d’équations non
linéaires aux dérivées partielles du premier ordre ». Bull. de 'Académie des Sciences de
I'Ukraine, T. I, F. I, pp. 41-5g, 1923.

« Méthode spéciale d'inlégration des systémes d’équations linéaires aux dérivées par-
tielles du premier ordre ». Bull. de I'Acad. des Sciences de I'Ukraine, T. II, F. I, pp. 56-76,
1926.

« La méthode spéciale d’intégration des systémes Jacobiens généralisés d’équations
linéaires aux dérivées partielles du premier ordre de plusieurs fonctions inconnues ». Bull.
de I’Acad. des Sciences de I'Ukraine, T. III, F. I, pp. 7-20, 1928.
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grales complétes des équations linéaires et des systémes d’équations linéaires aux
dérivées partielles du premier ordre jouent un réle tout a fait capital. Il est clair de
14, qu’il était nécessaire d’effectuer dans ce domaine une série de recherches. Dans
le mémoire actuel nous voulons exposer quelques résultats de nos investigations,
en annotant les renseignements historiques suivants.

Lagrange (°) parle de I'intégrale compléte :

z=a+ b(x + my)
de I'équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre :

2z 0z

o dy

= 0.

Natani(®) finit par conclure, que les équations linéaires n’ont pas d'intégrales
complétes(’).

Graindorge(*), 4 ce qu’il parait, s’en tient au méme jugement. Des mots ci-apres (*)
découle, que Lagrange a donné la définition de I'intégrale compléte seulement pour
I’équation non linéaire.

§ 1. — Sur les intégrales complétes des équations linéaires aux dérivées partielles
du premier ordre.

Dans nos recherches(*°) nous affirmons, que I'équation linéaire aux dérivées par-
tielles du premier ordre :

xll)l+x2p2+"'+Xll])l/:Z’ (')

(*) LaGRANGE. « Sur les intégrales particulieres des équations différentieiles ». Nouv.
Mém. de I’Acad. royale des Sciences et Belles-Lettres de Berlin. 1774. OEuvres, Paris, 1869,
T. 1V, p. 63.

(°) Natani. « Die hohere Analysis ». Berlin, 1866, pp. 330-341.

(*) Ibid., p. 338 : so muss man sagen : « dass die linearen Differenzialgleichungen kein
volistandiges, wohl aber ein allgemeines Integral haben ».

(*) GRAINDORGE. « Mémoire sur l'intégration des équations aux dérivées partielles des
deux premiers ordres ». Mém. de la Soc. roy. des Sciences de Li¢ge, 1873, S. 2, T. V.

(*) Ibid., § 6, p. 3 : « Lagrange a nommé intégrale compléte d'une équation primordiale
non linéaire a n variables indépendantes, une équation entre les variables indépendantes,
la fonction z de ces variables, qui satisfait & I'équation proposée et renferme n constantes
distinctes »...

(19 Les travaux, cités sous l'indice (*), et le travail, non encore publié :

G. PrEwrFER. « Sur les équations et les systémes d’équations aux dérivées partielles du
premier ordre, possédant les intégrales de S. Lie ».
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dont I'intégrale générale est :
P2y, 900 -0 9) =0, (2)
q’i = "?i(xa ’ a’.a’ ct 'Tn’ Z)’

@ = fonction arbitraire des arguments,
posséde 'intégrale compléte la plus simple
(ll?l + a‘z ?2 + e (l"_‘ ?11—4 + f{’n + (l” =0, (3)

ou a,,a, ..., a,, sont des constantes arbitraires, et, généralement, I'intégrale com-
pléte :
Qo,, 9,0 ... 9, 0,0, ...a)=o0, - (h)
ol Q est une fonction, construite de telle maniére, que l'intégrale (4) soit précisé-
ment compléte,
Dans quelles circonstances la relation (4) est-elle une intégrale compléte de
I'équation (1)?
La relation :
Viz,x,z,...,x

1 Ly n,a‘,a,,...,a"):o, (5)

dont la différentiation par rapport aux variables z,,%,, ..., x, donne :

vV V- )V oV vV oV
* dx, + )z p=0 Vi dx; + oz pi=o0,...V, dx, 2z p,=o, (6)

est une intégrale compléte, quand un des déterminants d’ordre n de la matrice :

2V oV oV
’ ’ DY

da, = Qa, da,

oV, YV, 2V,

I I

da, = da, da,

AV, YV, 2V, M

da,” da,” T Qa,

(\Vll bVIl BV‘”
) ’

da, "~ da, da,

n'est pas nul en tenant compte des égalités (5), (6)(*).

(**) A. ForsyrH. « Theory of differential equations ». Vol. V, Cambridge, 1906, pp. 165,
178-179. ‘
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En différentiant I'intégrale (4) par rapporta x,, x,, ...,

tions (8) :

G. PFEIFFER.

nous aurons les équa-

n?

n
0 __2 0Q  dy, 0Q  de 20Q  doy,_, 20Q dy,
T A g, de, dy, dux, dg,, dx, dg, dx,
=1
n 2
Q :2 2Q dy, :DQ do, + 0Q do,_,  3Q do, o
* do, dx, do, dux, do, , dx, do, dx, ’
i=1
n
Y 0Q  dy, 00 do, 20Q  dy,_ 20Q dy
Q,._, o 1 —_ 1] + . + T n—1 - T n [ o ,
,‘-J a:?l (I‘Ln—a D%’i dmn—x (\:‘Dn—c dxn--n bcp” {lJJ"_
=1
_ 2Q dy, 0Q  dy, + 2Q) tl:‘zn_l+3£2 do, o
" do; dw g, dw, 89, dx, g, dax, ’
=1
do, 2y, + o9,
de, Qx, 2z Pe>
Lk=1,9,...n.
Puisque les dérivées
2Q - 2Q 2Q 2Q
b ) ty ’
A3, 9, 0, 0%,

ne sont pas nulles, leur élimination entre les équations (8) améne a I'’équation linéaire

aux dérivées partielles du premier ordre (1) :

do, dg,
de, ' dwx, ’
do dy,
de, ' dx,’
dy, dg,
d‘Tn—ﬂ ’ Cl.’l?”_' ’
dy, dg,
de dx,

La relation (g) a lieu d’aprés (8) : elle

(l :?Il—l (l?"

dax, dex,
d?n—l (l “?"

dx, dx,

.............. =o0. (9)
Aoy g,
’

(1.’)3"_‘ (l‘rn—l
d(?n— d CFN

dx dx,

est la suite des relations (8).
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Pour résoudre la question, si I'intégrale (4) est compléte, il est nécessaire d’éva-
luer les délerminants d’ordre n de la matrice :

2Q 2Q 2Q
da,’ 2a,_,’ a,
n n N n
2 10 B dy, y 3Q do, A\ ’Q do,
i bc?i‘\at dwl, H ‘Fiban-—i d(L“ ' LJ ')(Pi(\an dwl
=1 =1 =1
n ) n n
I
2 A’ dy, Z 3*Q do, VY YQ dy, (10)
dg0a, dw,” T A deda, | dux,’ “~ d9.0a, du,
=1 =1 =1
n n . n
Z 3*Q dg, y ’Q do, Z 120 do,
~ doda, dx,’ l—‘ d9,0a,_, dx,’ : d¢,0a, dx .
=1 =1 =1

et d’éclaircir les conditions, sous lesquelles un au moins d’eux n’est pas nul d’aprés
les égalités (4), (8), qu'il concerne.
Soit le déterminant :

_D(Q,,Q,,...,Q) (11)
"—‘D(a,)a,v ~-"an) ’

A

On calcule facilement que :

3*Q Q rQ cha d:Pz . dc?u
d0a,’ d9,0a,” T dg,da, dz,’ dx,’ " dax,
3*Q *Q *Q do, do, dy,
A°: a?lbai D:P ‘\al ’ o DCP aal * da;‘i ’ dwﬁ y o dw! . (12)
1Q *Q 30 do, dg, dg,
do,0a,’ dgda,’ d9,a, dx,’ dx,’ dx,

Ainsi A, est nul d’aprés les égalités (8).
Les déterminants :

A D@Q,Q,..Q ,.Q ., ..,Q)
‘ D(a,,a,....,a, ’

(13)
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sont tels que :

Aj =(—1)

G. PFEIFFER.
2Q 2Q 2Q
= .
da, da,_, da,
n n n
2 Q) dy, 2 @) do, Z Q) do,
~ dg0a, dax, ’ “~deda,  dx, T~ doa, dax,
=1 =1 =1
n N n . n
2 ’Q dy, Z *Q dy, \ 3Q doy,
d9,0a, dx,_,’ dg,0a, , du,_, ~ dg0a, dx;_, | (14)
=1 i=1 i=1
n n n
Sw 2Q  doy,; \ Q) dy, \ 3Q dy, '
~2g0a, dxg,,’ ~doa,, dr,.,’ = dga, dr;,
=1 =1 =1
n n n
N *Q  dy, Z Q) do, o °Q  dy,
,AJ a?i“aa dwn ’ . I a:zaarb——l dxn ’ ‘_J ‘\{‘szan dmu
=1 =1 =1
Q) 3*Q 3*Q
—1, © o 0
’ ’ ’ ’ dg,da d9,%a, ’ do,da,
Q) *Q 3Q
o, —I1 o ) , . ————
’ ’ ’ T 29,00 do,da, dg,0a,
*Q Q) *Q
o, o, — 1, 0,
D r"/—i Dul (.\ Yll‘_l D ((1 a <?7l—| baﬂ
3*Q *Q 3*Q
0,  eeeiinn o, —1, ,
a?]lbal Dc??l/a(la DCPHVDaH
2Q 2Q 2Q
0,  eee... o, 0, Y o Y
dg, Aoy _d3, o o
de, ’ de, = dx,’ ’
ds, A9,y _d3, o
e , , s e
dac]._, dx;_, dacj_,
dg, do,, _d3, o
e , s e
da; ., da, ., dx;,
dg, do,, A9, o o
dx, de, ' dz, ’ ’
(j=r1,2, n).

(19)
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#

. , . Q . ;
Multiplions la kitme colonne du déterminant (15) par s—- et ajoutons & elle les
Pk

éléments d’autres (n — 1) des n premiéres colonnes, multipliées par :

2Q 2Q 2Q 2Q (16)
. , y e — . 1
‘\?1 de-—l bq’k—u . ‘\"Pn
En utilisant les relations :
Q =0, ... Q =0, Q =0, ... Q =o, (17)
concernant le déterminant (15), nous trouverons :
s, Aoiy A9 dg,
de, > " dwx, ’ dx,’ dx,
dg, Aoe . A9, do,
_ - Yy e T, T Ty e T
A (—o* | de,_, de, " dxz, | dx;_,
T o 1o ;
20 d‘h d‘i’/ﬂ dc?k—ba d('fn
REp dr, .’ de,.,’ dx,.,’ da, .,
d?n 'lok~| d?lm 1 d‘.pn
(la:h ’ dwn ’ dxll ’ (lxll
2Q 20 )
)
09, T 2, 2%,
3Q Q Q) )
d9,0a, ’ dg, da, ’ do,da, da,
X e , (18)
2°Q Q) 2Q Q
’ * LY )
D ?l ba"" 1 a (?2 Daﬂ—! a ?ll ban—l D aﬂ—l
*Q *Q *Q) 2Q
» 3 e )
D?l aan a?ibaﬂ b?llbait Daﬂ

Les premiers déterminants de I'expression (18) n’étant pas nuls, il est clair, que
le résultat de nos investigations conduit & la conclusion :

A) « La relation :

Q(?‘,?,,...,?n,éh,(lz,...,(l,,):O (19)
Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIIL. 20
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conslitue une intégrale compléte de I'équation linéaire aux dérivées partielles du pre-
mier ordre :

Xp,+Xp,+...+Xp, =1, (20)

dont U'intégrale générale est :

(I)(:P!7:P!’ "":t"n):‘o’ ) (Ql)
quand le déterminant :
20 20 2Q |
N ) " y N y o i
Y, Y P, !
i
1Q 1Q 1Q AL
)3, 0q, do0a, d9,0a, 1 Qa,
................................... (22)
RQ *Q 1Q Q!
2 A !
(‘tflaa"—l Dclblaa"‘_I b?naa 1 a(1”—1 '
2*Q Q) 10 2Q
, ’
29, 0a, dg,a, 09,2a, da,

n’est pas nul d'apreés la relation (19).
Puisque le déterminant (22) est symétrique par rapport aux quantités :

Gis Par veer P et a.,a

in 1

Qs

ey * v

-

on peut les transposer dans la relation (1g) ».

Nous croyons qu’il n’est pas superflu d’indiquer la liaison qui existe entre les
intégrales complétes des équations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre
d’une fonction inconnue et les transformations de contact avec une seule relation
entre les variables. La liaison est renfermée dans ce que la relation, entre les varia-
bles, qui définit une transformation de contact, satisfait & la méme condition A),
que l'intégrale compléte d’une équation linéaire (**).

De 14 plusieurs théses.

(*2) 8. Lik. « Geometrie der Beriihrungstransformationen ». B. I, Leipzig, 1896. pp. 51-55.
« Theorie der Transformationsgruppen ». Absch. 1I, Leipzig, 18go, pp. 6-10, 146-151, 153-156,
166-171.
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Premiére thése.

« Si la relation (19) est une intégrale compléte de I'équation (20), c’est-a-dire,

satisfait A la condition A), les relations :

£).(ya’y1’"'ylt’y,47y,27"'y'n)=07 (23)
. 0Q
_qi+A3;i_—~o’ (24)
.20
(]i+/\b—y'i'-—0.
l=1,2,...n,

aprés élimination du paramétre %, donnent la transformation de contact :

=Y 0 Ve o Yl - )
y'h O Yurd q (25)
q/?:Qk(yg’.vz’"'yn’qi""qn)’

k=1,2,...n.»

Deuxiéme thése.

« Si la relation (19) est une intégrale compléte de I'équation (20), c’est-a-dire
satisfait & la condition A), les relations : :

Qe o, ... 2,_,,z,x,...2,_,,2)=0, (26)

20 (27)

Q'

L
pi_ hYe) ’

207

i=1,2,...(n—1),
représentent une transformation générale de contact :

’—'—- 0e o N
= Z(Z, Ly ooy xn—-:’pn . "pn—x)’,

x"_xi(z7 xi’ "‘7mn—1’pl’ ""pn—1)7 (28)

i

. -
pi=Pz,x, ..., ,.p, Py

t=1,2,...(n—1).
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Les fonctions Z, X;, P; sont liées avec les fonctions Y,, Q, par les identités :

Z(Z, Ly oo e Ly 5Py - 'pn—a)E Yn(xﬂ R L ) ])’

XI(Z, Lyy oo Ly s Pyy - pu,—|) = Yi(wa’ R R Rl R ) l)’ (29)
’ Q(x,y ...y T, =Py e — Py 1)
Pi(z’xl’ ce wn—i’pi’ "'pn—i)E _—()' : — * — ’
\1l(xl’ R I LR I)

i=1,2,...(n—1).»

Troisiéme thése.

« Si les relations (23), (26) sont les équations directrices(**) des transformations
de contact avec une relation entre les variables, autrement dit, si ces relations satis-
font i la condition A), les connexions :

Q(2,, 9y oo Py @, Ay, ... Q) =0 (30)

et

Qa,, 4y, oo Uy D)y By o e 8) =0 (31)
sont les intégrales complétes de 1'équation linéaire (20) ».
Exemple premier. — La plus simple intégrale compléte de I’équation (20) :
Q=ao0, +a,3,+ ... +a,_,9,_,+3,+a,=o, (32)

pour laquelle le déterminant (22) est (—1)"*", donne la transformation homogéne
de contact : '

n—1
{q,; 1
y'i:_(i" y’n:_yn_—_——quyi‘
(/n n o,
=1
) (33)
q,; ==Y 4= —4,,
i=1,2,...(n—1)
et la transformation générale de conlact :
n—i
. \'
'=—z+ >_‘p,x,,,
i=1
x'i = —Dn (54>

pi:—x“

i=1,2,...(n—1).

(**) D’apres Plucker.
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Exemple deuxiéme. — Vu que I'équation :

Q=@ —af + (= + (= =R =0 (35)

conduit & la transformation de contact :

Z":Zi——R——; ;L"::.’L‘iR——P.__, y":yi_i‘_-———q—————( )7 (36)
Vi+p +q Vit+p+¢ Vitp+¢

avec une relation entre les variables : ', y', 2/, x,y, z, I'égalité :

(:?1 - 04)2 + ({‘g - a,)z + (?3 - a:c)2 - B!v (37)

qui se comporte comme les égalités (30), (31), donne l'intégrale compléte de 1’équa-
tion linéaire :

2 13

de,” dx,’ dx,

1 1

dsg, dy do

dg, dg, dg, ' |
de,” dx,” dz, (38)
do do, dg,

i1

: de,’ dx,’ dx,

3

En effet, en résolvant, dans le systéme d’équations :

(C?l - aa)ﬁ + (:Pz - a’)e + ("?3 - aa)z - R.’

dy do, do,
(‘Pl_aa) dl“ + (fa_a¢> dw' + (CPS——(ls) dx‘ =0,

dy, ds, dg, (39)
((Pi_ai)—(z;:_}_(*'e_az) dm‘z"’—(“.’s‘as) dacg_ﬁo’

4y, dz, dy,
(*FA - (1‘) 73: + (‘.’e - “2) dms + (‘."« a, dw3 — Y

les trois premiéres par rapportd : v, —a,, v, —a,, v,—a,, ona

i1

o e, —a, g —, R (40)
- - - —_—
= S L Valrar+a

(*) E. Goursat. « Lecous sur I'intégration des équations aux dérivées partielles du pre-
mier ordre ». Paris, 1891, p. 263.
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ot
N dy, do, do, dg,
' de, dz, dz, dx,’
= by, dg, dg, dy, |
A= dz, dz, dx, dx,’ (41)
A = Y90 dg,  dy, dy,
7 dx, de, dz, dx,’

substituons leurs expressions & la quatriéme, nous obtiendrons I'équation (38).
D’aprés la deuxiéme thése, on voit facilement que la condition A) améne encore
a la thése suivante.

Quatriéme thése.
« Si la relation (19) :
Q(2,, §gr -+ - $0s ),y ... A,)=0 (42)
est une intégrale compléte del’équation linéai‘re (20), c’est que, de méme, 'égalité (26):

Qx,,x,, ... x

n—

n5LX,. . x,_,Z)=o0 (43)

est 'équation directrice de la transformation générale de contact (27).
Les relations :

Qx,, 2, ... x,_,, 5, d,,d,,...d,_,,)=o0 ’ (44)

et
Qa,, a,, ... a,_,,c,x',x,, ...x,,2)=o0, (45)

ou
a,,d,, . ..ad,_,c ‘ (46)

et
‘a,, Ay, oo W, C 47

sont des constantes arbitraires, ne peuvent pas étre des inlégrales d’équations aux
dérivées partielles du premier ordre(**) ».
On peut aussi construire la thése réciproque.

(*s) S. Lie. « Theorie der Transformationsgruppen ». Absch. I1, Leipzig, 18go, pp. 166-171.
E. Goursar. « Legons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier
ordre ». Paris, 1891, p. 260.
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Aux formes particuliéres de 1’équation (4) :

6(?«’?2’ M qfn—l’auav e an) _—:Pn =o, ([‘8)

8(?1“?:’ "':Pn' aﬂai""an——t)_anz() ‘ ([‘9)
la condition A) dégénére en les conditions suivantes B), C).

B) « La relation :

(s

T

Cor - - ".‘u—ﬂai’as' st an)—ﬂ:’n =0 . (50)

représente une intégrale compléte de I’équation (20), si le déterminant :

o6 6 a0 26
ba« , a?«baa " ‘\ci‘:‘\aa T "\:f‘n——lbaa
6 226 0 0
A, =, dg,0a, do0a,’ T 39, ,0a, (51)
0 &0 %6 >0
y ’ i
‘\a” b?l ball D?Q ball ‘\ ?”‘—l & a”
n’est pas nul. Donc
D( 26 26 26
’ L ——
N g, J
5= P % frsl d=0.n (53)
/ D(a,, a,, a,, ... a,)
C) « La relation :
s(q’i’c?z"":?u’an’as’ "'an—i)_an:O (53)

représente une intégrale compléte de I'équation (20), si le déterminant :

33 23 dE
2o, Ty 29,
3 %3 "8
, yoe :
A, = 92a, 2g,0a, 09, 0a, (54)
8 %8 %8
’ b
D?l “an'ﬂ ‘\c?zban—l ‘\?n‘\an—l
n’est pas nul. Donc
02 d¢ A
D a ¢ 8 ¢
: “da, " da, T da
A, = t 2 - —=F=0.» (55)



160 G. PFEIFFER.

Cinquiéme thése.

« Etant donnée I'intégrale compléte :

2=D(T, ... XLy o Ly 2y Ay, e L), (56)
D((I)’ (]‘U . ‘bk—t’ ‘l)kfu‘ c ‘I)n) I 4
D(«,, o, ... %,) ==0 ®7)

d’une équation non linéaire aux dérivées partielles du premier ordre contenant la
fonction z:

./‘('El’xl’ xu’:’pﬂ ...])"):O, (58)
quand :
D(b,, d,, ... D) _
1 e == 5
D(o,, o,, ... «, == (%9)

et ne contenant pas la fonction z :

f(wl’xz’ ""xn’px’ ...pn)IO, (60)
quand :
D((bl’ ‘I)z’ q)n) _
D(a,, %, ... %) = (61)

si 'on substitue dans la relation (56) a la place de :

BLyy oo Ly Ly Lppys v Ly Zy Ty Gy oo Xy (62)
les expressions :
Gy o Gy G o s Oy gy e @, () (63)
ou les expressions :
Wy oo Wy oty o, W oy 2y e 9, () (64)
on obtient les intégrales complétes :
DPlo, g 3 oo 9y Wy e A) — 9, =0, (65)
Dla, ... q_,d, ayy oo A9, e 9,) — A, =0 (66)

de I’équation linéaire (20).

(**) d est unc constante fixe, en général, arbitraire.
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Exemple troisidme. — La relation :
2= (= +a)(x + 8), (67)

D&, ®) __ . D@D __
DB =% Dwp O

est une intégrale compléte de I’équation non linéaire aux dérivées partielles du pre-
mier ordre :

pqg =2z, (68)
contenant la fonction z :
D((I) _
D(az —l

de ce fait les relations

g =m(y, +a@) ¢, =n(yp, +b)

) 6
m=4d-+2b n=d+a (69)
et les relations :
b=(@+¢)d+3), b=(d+9s)(a+s) (70)
sont les intégrales complétes de I’équation linéaire :
do,  ds,
dr ' dx (71)
== 0. I
de, dy, 7
dy ’ “dy
Exemple quatriéme, — La relation :
z=2\(@ +a) (" + ) (72)

D(b,d) D(bd)
D) > Dmp O

est une intégrale compléte de I’équation non linéaire aux dérivées partielles du pre-
mier ordre :
pq=lwy, (73)
ne contenant pas la fonction z :
D(&,, D) _
D (a B) ’ ,
Fac. des Sc., 3° série, t. XXII. 21
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de ce fait les relations :
n=mVeita, s =nVeit+h
m=a & +b, =3/ +a

et les relations :
r=(@+9)(@+9) r={+9)@+9)
r= i | r= v
4 : 4
sont les intégrales complétes de I’équation (71).
Pour la forme particuliére de I'équation (4) :
m(cpl’ Pas oo Pu—y Qyy Byy v - an—;) —%,—a,=0

la condition A) est analogue.
D) « La relation :
U')(:Pl’ Par ot Pumir Ay Ay - - an-i) —¢—q,=0

1

représente une intégrale compléte de 1’équation (20), si le déterminant :

o* P’ w
dg,0a, ’ d9,_,da,
B, = i
iw h
d¢,00,_,’ de,_,0a,_,

n’est pas nul :

dw dw dw dw
D2, .. D(==, ... 5
A — 4P, ¢y . aa, oa,_,

P D(a’a L n~—1) - D(QPU st "Pn——i)

J=0.»

S

(78)

(7%)

(76)

(17

(78)

(79)

De la découlent la sixiéme et la septidme théses. La sixiéme est la conséquence

de la cinquié¢me.

Sixiéme thése.

« Etant donnée 'intégrale compléte (56) de I'équation (60) sous la forme :

Z2=0(@,, Xy o Ty Xy gy o %y ) + Oy,

DO, .. O ysOpuyr .- 0,)
D(aﬂ as’ s an—a)

F= o,

(80)

81)
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alors, en substituant dans la relation (80) & la place de :
Ty o Ty Ly Tpyy vos Ly Ty 0y ovn %y &y (82)
les expressions : !
Gpr e G b G L9, A, A, —a, (83)
ou les expressions :
R R R R R S N (84)
nous obtiendrons les intégrales complétes : |
09,5 vor 9 4y $4y o Y @y ... Q) - 9,— A, =0, (85)
0(a,, ...a_,,d,a,, ... a,_,, 9, .. -.‘Pn-.) —9,—a,=o0 (86)

de I’équation linéaire (20) ».

Septiéme thése.

« Etant donnée une intégrale compléte :

= (I) (xl [ xll-—l » gy ene <xu—a) (87)
D, ..., )
D((Z‘ Yot all—l) :!: ° (88)
d’une équation non linéaire aux dérivées partielles du premier ordre :
-/.(‘7’.4' fee xn—a’z’pa’pn—t):O’ (89)
les relatioﬂs :
(I)({?l’ et ?lt-—-l ’ a| L (lll—l) - ?n - an =0, (90)
(I)(ai’ s an»l’ ?l’ M ?u—ﬂ) - ?n - au —0 (9])
sont les intégrales complétes de 1’équation linéaire (20) ».
Exemple cinquiéme. — La relation
i+ '
T= T + o2, + o0,x, + 2, (92)
D(o,,0,) - D(,,6,) o D(6,.6,)
D(x,,0,) 7 7’ =% DPla.x)

D(a,, a,) D(e,, «,) o
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est une intégrale (80) de I'équation non linéaire aux dérivées partielles du premier

ordre :
Py =p, +p;- ‘ (93)
Les relations :
a’ + a: a® 4+ a?
0 =—— Fagtl antag—n=m 5=—""Tt4ao tn (94)
! ’ 2 2 1
l=ua,d—a, m._—:.aa—i—(h:l_a2 n=uad—a,
et les relations :
a:;:—gq_zi_i_az?l + d?z—q."s’
o1 + 95
a, = — d +“.%+a;%*‘?w (95)
4= — d:* +dy + A=

sont les intégrales complétes de I'équation (38).

Exemple sixziéme. — En disposant de l'intégrale compléte :

z=(x+a)(y+8 (96)
D(d,, D, _
———-==0
DB
de ’équation non linéaire :

A deux variables indépendantes, il est facile de construire I'intégrale compléte :
(?l + ai) (?2 + as) — ¢ —a;=0 (98)

de I'équation linéaire (38) & trois variables indépendantes.

§ 2. — Sur les intégrales complétes des systémes complets d’équations linéaires
aux dérivées partielles du premier ordre.

Posons, que le systéme :

X:pa +X;p2+ M +X:zpn=ZA’
X:pl +X2P=+ M +X?zpn,=zz’

X;pl + X;p% + tee + Xfan = Z.\'

(99)
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est un systéme complet d’équations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre,
I'intégrale générale de celui-ci étant
(I)<,“P1’ ?27 tee f{)m) =0, (100)
¢ = ':Pt(wu '1"2’ cet mn’ Z),
® — une fonction arbitraire des arguments,

m=n-—s+41.

Nous affirmons qu’il admet I'intégrale compléte la plus simple :

al c?l + aﬂ:PQ + AR aﬂl—*i??ﬂ"‘l + ?”l + am = o’ (Io-l)
@

ou a,a,,...a, sont des constantes arbitraires, et, généralement parlant, I'intégrale

compléte :
Q(:PH ?27"‘T?}l’al’as’"'am):()' (102)
Dans quelles circonstances la relation (102) représente-t-elle une intégrale com-

pléte du systéme (99)?

La relation :
Viz, 2, %, ...2%,,0a,,0a, ...a,) =0, (103)

dont la différentiation par rapport aux variables «,, «,, ... «, donne les égalités :

V.V VW
pa':o’ e Vu: Dwn +_D—Z-pn:0’ ('O[l)

V‘ = _
dx, oz

est une intégrale compléte, quand un des déterminants d’ordre m de la matrice :

v v v
’ ’ ..
da, da, da,
oV, 2y, oV,
da, da, da,,
. . i (103)
NATEERAS 2V,
) )
2a, da, da,,
2V, Vv, AV, |
da da, da,,

n’est pas nul d’aprés ces égalités (103), (104).
En différentiant l'intégrale (1oa) par rapport & w,,x,,... £,, nous aurons les

13 n

équations :
m m
2Q dy, 0Q do,
Q,—- :\_;DT.CTE_O’.“Q"—ZD'N%——O‘ (106)

i=1 i=1
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"~ Puisque les dérivées
Q2 2Q 2Q 2Q

’

0%, 9, T 29,7 9,

ne sont pas nulles, alors, en les éliminant de m des égalités (106), par exemple, des
égalités :
Qgi———o, ng:o, ngzo, (107)

nous arriverons i une équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre :

dg, dg, A9, dg,,
dey * dey 7T deg dx g
de,  *dy, A3, 44,
dey ~ dxg dry ' dxg
2 2 2 2
...................................... =o. (108)
dg, do, d9,._, dg,
dey ~ dzg } ’ dry ' drxg ~
dg, dy, 49, dg,
deg ' drg deg ' dxg

La relation (108) a lieu vu les égalités (107) : elle est la suite des relations (107).
Pour résoudre la question, si I'intégrale (102) est compléte, il est nécessaire d’éva-
luer les déterminants d’ordre m de la matrice :

2Q 2Q
ba,’ Dam
m m
2 »Q  dy, ’Qdy,
doda, dx,’ T “~ddgda, dx
—r Yit ™ 1 oy TiCTm N (109)
m :
Z ’Q dy Z ’Q dy,
dgda, dx “~dg0a, dx,
i=1 =1

D(a,, a,, ... a,)

‘ Q) *Q | _ds, dom

’ N ’ >
dg,da, dg,,a, dacg‘ ddcg‘

== B (110)
*Q Q) dg, 49,
b )

] dg,da, 3¢, 0, dacgm dacgm

sont nuls d’aprés les égalités (107).
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Les déterminants :

D(Q’le, U Qg l’Qg}'—H’ ng)
D(a,, a,, ... a,
J=T1,2,...m,
de par les relations :
Qg‘ =o0, ... Qg__l =o, ng+,’ ng =o,
sont tels que
D(Q,Q,, ... Q ,Q Q
( ' g( gj—| gj+( gm)
D(a,, a,, ... a,
soit égal &
d(P, dq}k—l chlei d?m
deg ’ dx,, dey ’ dxg
i | 9% Ao,y 49, 49
£:%%%__ dacgj_l ir%_. mx%_l dx%_’
—a—— dCP‘ chk—l d?lH—l d(Pm
cPk ’ ’ )
dacgj+l ¢Z%+‘ ¢x%+l in%+’
dc?l d:‘Pk—l chk—l dq)m
dey ’ deg ' drxy dxg
2Q 3Q 2Q o
9 29, 00
Q "Q ’*Q 2Q
dp,da, dg,da, d¢,,0a, da,
X . .
*Q *Q 1Q 3Q
D?l aam 1 ’ a QPQ baﬂl—l ’ a CPNI Dam—l ’ Da”l-|
?Q ¢ 1Q 1Q 2Q
de,da, = d3,a, de, 00, a,,
k=1, a, m

De 14 la conclusion.

167
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E) « La relation :

£)(:F'l’ f‘?s’ s S an as’ st am) :":0 (II[‘)

est une intégrale compléte d’'un systéme complet d’équations linéaires aux dérivées
partielles du premier ordre :

X:pl + X;pz + cee X:pu :'Zi b4

...........................

Xop, +Xip,+ ... Xop, =12, (115)

$=n—m-+1,

dont I'intégrale générale est :

Do, 9,0 ... 9,) =0, (116)
au cas ou le déterminant :
20 2Q 2Q
T o —97',, , O
*Q P @) *Q) 2Q
do,2a, dg,da, ’ dg,0a, ~ Qda, ;
........................................... (117)
3Q Q) *Q) 2Q
29,0a,,_, " 39,09, de,a, ., da,_,
’Q Q) 3Q 20
dg,0a, T dg0a, T T dg,0a, da,,

n’est pas nul d’aprés la relation (114).
Puisque le déterminant (117) est symétrique par rapport aux °

Pys 99y --+ 9, etaux a,a,, ...a

m?

on peut les transposer dans la relation (114) ».

Exemple septime. — L’égalité (37) :
(:P| - al)‘ + (?s - a’)‘z + (?a - aa)’ =R . (I l8)

satisfait aux conditions A), E).
Si o,,9,, 9, sont des fonctions indépendantes des arguments «,, x,, x,, 2 :

:Pizq)i(wi’wz’wa’ Z), (119)
I’égalité (118) est une intégrale compléte de I'équation linéaire (38).

'
5
\
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Si l'on regarde g, 3,, 5, comme fonctions d'un plus grand nombre d’arguments,

‘
par exemple : x,,x,,x,,x,,2:
[P :?i(;I,'“ XLyy Xy, XLy, Z),

3

alors I'égalité (118) est une intégrale compléte d’un

.

linéaires :
de, dy, dy, de,  dg,  dy,
de,’ dx,’ dx, de,” dz,’ dx,
dg, dy, de, | _ dg, dg, de, |_
dz,’ dz,’ dx, |’ dz,” dx,’ dz, |
dy, do, dy, de, dg, dg,
de,” dwx,’ dax, dz,’ dwx,’ dx,
Réellement, en résolvant dans le systéme d’équations :
(g, — @) + (9, — ) + (3, — ¢, = R,
dg, dg, de, _
(T‘l_al):l—l;; + (‘Ps_‘az) dw‘ + (‘Pa-as) d.’l‘ =0,
(w——a)d?‘+(;o —a __"‘Z’__*_(,{, a ;?—3:0
K} 1 d-'l?i e 2 da’,‘2 3 3 d‘w2 4
do do do
5 — L (o, — 18 g, — 5 =
(Al al) dxs ' (?2 (li) d:r’:‘x + (A 3 {tS dm‘* 0’
dy, do, 9,
(?.—a.)zz + (-Ps—(‘ﬁﬁj + (%‘“’la)d—z‘ =o,
les trois premiéres équations par rapport aux : v, — a,, ¢, —a,, o, —a, :
?c—an___t‘?e*as__?a_az_ R
a, A, A, VAT £ A2 4 a2

et en substituant leurs expressions dans la quatriéme et la cinqui¢me, nous
les équations (121).

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXII.

(120)

systéme complet des équations

(121)

(122)

(123)

aurons
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