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SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS FONCTIONNELLES

PAR

M. D. V. JONESCO

Eléve de I'Ecole Normale Supérieure.

INTRODUCTION

Considérons 1'équation aux dérivées partielles du second ordre & caractéristiques
réelles
%z oz oz
—az+b +c—+f,
dx dy Qe dy

(1)

ou a, b, c, f sont des fonctions continues dans le rectangle R construit sur les seg-
ments OA et OB portés sur les axes Ox et Oy.

Une intégrale de I'équation (1) est dite réguliére dans le rectangle R, lorsqu’elle
est continue dans R ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre.

Darboux(*) et ensuite M. Picard (*) ont démontré I'existence d’une intégrale régu-
liere de I’équation (1) se réduisant & une fonction connue ¢ (x) le long du segment OA
et & une autre fonction 4 (y) le long du segment OB (On suppose (o) = ¢ (0)).

M. Picard(®) a démontré I'existence d’une intégrale réguliére de I'équation (1)
satisfaisant aux conditions de Cauchy, relativement a un arc de courbe 1J situé
entiérement dans le rectangle R et qui n’est rencontré qu’en un point par une
paralléle & 'axe Ox ou a I'axe Oy.

) G. DarBoux. Théorie des surfaces, lome II, chapitre 1v, 1889. Darboux supposait les
données analytiques.

(%) E. Picarp. Journal de Mathématiques pures el appliquées, 18go et Note I du tome 1V
des lecons sur la théorie des surfaces de G. Darboux, 1896.

(*) E. Picaro. Journal de Mathématiques pures el appliquées, 18go.
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M. Picard(*) a démontré encore I'existence d’une intégrale réguliére de 1'équa--
tion (1) qui prend des valeurs données le long d’un segment OA de caractéristique .
et le long d'un arc de courbe OI issue du point O.

Dans plusieurs Mémoires des Annales de la Facullé de Toulouse, M. Goursat(®).
s’est occupé de 'équation (1) et a démontré Pexistence d’une ihtégrale réguliére pre-
nant des valeurs données le long des deux arcs de courbes issues d'un point O et
qui se trouvent dans I'angle formé par les caractéristiques du point O. ‘

On désigne ces problémes par : le probléme de Darboux-Picard, de Cauchy, de-
M: Picard et de M. Goursat.

Dans ce travail je m'occupe de I'équation fonctionnelle
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0, (2,¥), ..., m,(a, y) étant des fonctions continues. de x et de y.

En faisant des hypothéses convenables — qu’on verra dans la suite de ce travail —
sur la position des points M, et M, par rapport au point M(x, y), j’ai pu démontrer
Yexistence d’une solution réguliére de I'équation (2) satisfaisant aux conditions de
Darboux-Picard, de Cauchy, de M. Picard et de M. Goursat.

Enfin j’ai remarqué que les mémes problémes s’étendent 4 des équations intégro--
différentielles de la forme

(3) _ f —/f f\(acy s, 1) 2(s. £) + B(, v st)%:—

ry

, [\ .
4+ C(x,y; 8. ) —\7—1 dsdt + f(x, y),

qu’on peut regarder comme généralisant I'équation (2). D,, est un domaine que
nous faisons correspondre & tout point (x, y), d'une facon convenable.
Ce travail est divisé en cinq chapitres. Dans les quatre premiers j’étudie les pro-

(") E. Picarp. Note I du tome [V des lecons sur la théorie des surfaces de G. Darboux,
1896.

*) E. (:ounsﬂ 9¢ séric, tome V, p. 405-436; tome VI, p. 117-144; 3¢ série, tome I, p. 129~
143.
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blémes de Darboux-Picard, de Cauchy, de M. Picard et de M. Goursat relativement
a I'équation (2) et dans le dernier je démontre le probléme de M. Goursat pour
I’équation (3).

Jemploie pour la démonstration des théorémes d'existence de la solution de
I'équation (2) et (3), la méthode des approximations successives que M. E. Picard
a magisiralement exposé dans divers Mémoires déja cités et dans ses cours i la
Sorbonne.

J’ai été soutenu au cours de ce travail par les bons conseils de mon Maitre
M. E. Goursat. En terminant, qu’il me soit permis de lui témoigner ma profonde
gratitude et lui présenter mes plus vifs remerciments.

Je tiens aussi & remercier M. E. Vessiot, pour le bienveillant accueil qu’il m’a
réservé i I’Ecole Normale Supérieure, et pour I'intérét avec lequel il a suivi et guidé
mes études dans cette Ecole.

Enfin j’adresse mes remerciments les plus sincéres & MM. Goursat et. Hadamard
qui ont bien voulu me présenter deux notes a I’Académie des Sciences(') concernant’
ce travail.

(*) Comples rendus de U’Académie des Sciences, 184, 1927, pp. 505, 665.

Fac. des_Sc., 3¢ série, t. XIX. , (3



CHAPITRE PREMIER

Le probléme de Darboux-Picard.

[4] Considérons la surface z = z(x, y), et au point M'(x, y, z) de cette surface,
faisons correspondre les points M', et M', de coordonnées

( ) \ xgz(')i(ny)’ .\'1:7".(37* .Y)Y z‘:Z({}G‘, y])
1

xa - (')Q(J;Y y)’ ya - 7:2('[7’ .Y)’ zvz - Z(xv yg)7

un de ces points pouvant étre le point M' lui-méme.

Nous désignons par M, M,, M, les points du plan (xoy) de coordonnées (x,y),
@, y,) (2,7,

Nous supposons qu’il existe deux nombres positifs % et p., tels que lorsque le
point M se trouve dans le rectangle R formé par les paralléles aux axes menées par
les points (3, ) et (—X, —p), les points M, et M, s’y trouvent aussi. Donc lorsque

ol < ety <p
on a aussi

[, (ac, ) el [w, (o, ¥] <k
Iz (@, ] et = (e Y| <<w.

(2)

En plus nous supposons que dans le rectangle R, les fonctions o (2, y), ..., 7,(x, ¥)
sont toutes continues.

[2] Cela étant, considérons I'équation fonctionnelle

e (),

) +a@n(
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ou l'on a posé
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et o ¢ est un paramétre. Nous supposons que les fonctions a,(x, y), ..., c.(x, ),
S(x,y) sont toutes continues dans le rectangle R.

Dans ces conditions nous allons montrer que 1’équation fonctionnelle (3) admet,
lorsque ¢ estsuffisamment pelit, une solution réguliére, unique, prenant des valeurs
données sur les segments 1I' et JJ', les points I, 1, J et J' ayant respectivement
pour coordonnées (—3, o), (3, 0), (0, —w), (0, un). Cette solution, lorsqu’elle existe,
est valable dans tout le rectangle R. '

Sans diminuer la généralité du probléme, nous pouvons suppbser que les valeurs

que la fonction z(x,y) est assujetlie & prendre sur les segments II' et JJ' sont
nulles.

[3] Nous allons démontrer cette proposition par la méthode des approximations
successives. Cherchons & satisfaire formellement 4 ’équation fonctionnelle (3) et aux
conditions initiales par la série

2, y) = 2,2, ¥) + 62,8 P A+ o A @) F

Les fonctions z,(x, y) sont déterminées de proche en proche par les équations
aux dérivées partielles

&\2

™~

%) == f(x,Y).

QX

~
<

«\EZI' . DZ,‘-. g Dzi—-l
6) rom = 4@ D) G u + b ) (52 ey (S5

QX dy dy

>4 0z,

+ a,(x, y) (2w + b,(x, y)< = ) ST ”( Sy

QL

>u,:‘(/i(£’y>

i=1,2...
el par les conditions initiales

(6) zi(0,y) = zi(x,0) =0

{=0,1,2,....

I1 s’agit maintenant de démontrer la convergence des séries

AN Y i 0% N 402,
(7) : aif £ ', "y

e
L)

L’intégrale de I’équation (4) qui correspond aux équations initiales (6) est

z,(x, y) = f f yf(s, ) dsdt,
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et ses dérivées partielles du premier ordre sont

. Y d 2z, v
x—“./; S, t)de, WZ./; S(s,v)ds.

Soit F un nombre supérieur & la valeur absolue de f(x,y) dans le rectangle R.
On aura

(%
™

(%4

\}4 oz
2o NI <Flal- [y, | <Flyl, S| <Flel
En tenant compte des inégalités (2) on a :
[Euy] < F o] |5, <Fhw
O O

Evaluons maintenant la valeur absolue de 9,(x,y). Pour cela désignons par
A
dans le rectangle R. On aura

.., G, des nombres supérieurs aux valeurs absolues de q,(x,y), ..., c,(x,y)

1 "

|9, (e, V)] <F[(A, +A)duw + (B, + B) . + (C, + C)) 3]
ou bien
lg, (e, Y| <<FJ,

en posant
J :(Al + Ag))\y‘ +(Ba + B,)gx—f—(C‘ +Cz)}\

Alors I'équation
"z

et les conditions initiales (6) donneront la fonction z,(x, y) et on aura

Al

dy

N

- 2,
s Dl <P el bl <,

< FJ ||

et ainsi de suite. En général on démontre que la fonction z,(x, y) et ses dérivées
partielles du premier ordre satisfont aux inégalités

|2, (2, I <FL" [2] ]y

2z, .
| <Kyl
oz, 2
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D’aprés les hypothéses faites, les fonctions

2z 2z

n n

(3]

a dy

sont toutes continues dans le rectangle R. Il résultera que les séries (7) sont uni-
formément convergentes dans le rectangle R lorsque le paramétre o satisfait a la
-condition

(8) el <r.

Nous avons ainsi démoutré que lorsque ¢ satisfait & I'inégalité (8), 'équation (3)
-admet une solution réguliére s’annulant sur les axes, valable dans tout le rectangle R.
On demontre aisément que la solution ainsi trouvée est unique.

[4] Voici un cas trés élendu, ou la solution de 1'équation (3) existe dans un
-domaine assez grand et qui dans ce domaine est une fonction entiére de o.
Supposons que lorsque

{9) —degd Ay

les points M, et M,, que nous faisons correspondre au point M par les formules (1),
se trouvent dans le rectangle formé par les paralléles aux axes menées par les points
(x,y) et (—x, —y). Donc dans le rectangle R’ défini par les inégalités (9), les fonc-
tions o (x,y), ..., m,(x, y) sont continues et satisfont aux inégalités

lo e, )] et o, (e, y)] <]

«(10)
|m ()] et x| <yl

Avec ces nouvelles hypothéses reprenons I'étude de la convergence des séries (7),
ol z,(x,y), ..., z,(x,¥), ... sont données par les équations aux dérivées partielles
(4) et (5) et par les conditions initiales (6).
" Comme plas haut, nous avons

2z,
Ny

l2, (e, ] << F |2] - [yl <Flyl,

2z,
oy

< x|,
-et d’aprés les inégalités (10) on aura

[z | <<F fo, |- |7, < F | . ]|

dz, dz, . (h=1.2)
(%), (S <

<Fly|,
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Il résultera alors que

Ig((x’ y)l < F[(Al + A~.>) [":i . !yl + (“1 + ”-:)

vy

+ (G +C)lxl].
Posons
A+ A=A, B, +B,=8B, C,+C,=C
\ = |¢|, Y = |yl
et remarquons que
: AL .
AXY 4+ BY + CX<<— (N + Y/ + (B + C) (N +Y)

ou encore
AXY + BY + cx<7'r[_:\<x +Y)+ B+ Cp,
de sorte que

¥ ,
l9.(e NI < AN+ V) + B+ C).

Alors I'équation
'z

4

dxdy

=g,(x,y).

et les conditions (6), nous donneront

£ Y
z.:—_:f f g,(s, 1) dsdt,

dz, v 2z, ~ ‘
—0—52_/0‘ g, (x, tydt, —D&-:/O g,(s,y)ds,

et on aura

2] < 21:\ fva[:\(s +0) + B+ CT dsdl

2 X f'[A(K+z)+B -]l
| <A S B M
d F X ) .
%<2A [ G V) + B G,

On voit que d’une facon générale
1 XM - 1 . . ‘
— A(s M dse —— AN ) B+ C]**™*
n![ '/) [\(s+t)+ls+(J(ls«lt<v(”+2)!:\,[t( +Y)+ B+ (]

(1) ) 2 /'[_s.(x+1) F B4 Cl i< [A(N+Y) + B + ¢

’
\

1
(4 1)tA

i f (NG5 +Y) + B 4+ C) ds < AR+ + B+
L. o

1
(n+ 1)!'A
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-de sorte que l'on a

kuyw<MAJMX+U+B+Q
Dzl ] ! v
| <FarAE+FV+BCr
oz,
S| SO +Y+ B+

Comme plus haut, & cause des inégalités (10) on aura aussi

~

[(Z )] < (AX+Y)+ B+ C]

4! A?

ba; ‘< SAN+HY]+A+CP C(h=1.2)

(%)
3

Evaluons maintenant la valeur absolue de g,(x,y). On aura

< V& + N+ B

mwm»<@%ﬂMX+w+B+mﬁB+C+[M\+n+B+m§

Si I'on pose
K=B+C+ [A(d+d)+B+ cl,
-on aura pour X d et YK,

B+c+[wx+n+k+q<

-de sorte que

KF [A(}\+Y)+B+C]

9. (@, NI <<= 3

Nous déduisons comme plus haut que I'intégrale de I'équation

°

'z,
W"‘ 74(€, ¥)

-qui s’annule sur les axes, satisfait a 'inégalité

KF (AX+))+B+C
|2, (e, NI < A+ >,+ etk

h7
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et 'on a aussi :

)z, KF [AX+Y)+B+C)
dx A® 4!

) _KFAX+Y)+B+C)
dy AT 4! :

Supposons que de proche en procie nous ayons démontré que

FK™ [AX4+Y)+B+C]"*

e, )| <

A (Il T 2)'
2, _FK AX+Y)+ B+
(12) o I <— e
“Zu—a < F Kn—z ‘ [\(V + Y) + B _J’_ C]" 1
dy A" (n+1)! .

Ces inégalités sont vraies lorsqu’on remplace l'indice n — 1 par 2, démontrons
qu’elles sont encore vraies si 'on remplace I'indice n — 1 par n.

En tenant compte des inégalités (10) les inégalités (12) sont encore vraies lorsque
dans le premier membre on remplace x par w,(x,y) et y par =,(x,y) (h=1. 2)..
Evaluons maintenant la valeur absolue de g,(x,y). On a :

FK** [AX + Y) + B+ C]"™ | v '

mais
B+c+ﬁ[;&(x+Y)+B+CJ<B+(3+[1[A(d+d')+13+01_—.1<
]

de sorte que

FK [A\(X + \) + B + C]Nil
A" (n+1)!

l9,.(x, )] <<

Maintenant, il résulte facilement, d’aprés les formules (11) que I'intégrale de-
I’équation

2
)z

" =¢,(x,y)
y Y

o d

N

qui s’annule sur les axes, salisfait bien-aux inégalités (12) ot 'on remplace I'indice:
n—1 par n.
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Les séries

N
(7) 4 E 9:1 Z,, E Pn 0z, , E ?11

~

‘)l

dy '

sont donc uniformément convergentes dans le rectangle R’ défini par les inégalités (),
parce que dans ce rectangle la série

e K™ [AX+Y)+B+C)
- G (n + 2)!

est convergente. En plus nous voyons que les séries (7) considérées comme fonctions
de o, sont des fonctions entiéres de ¢. On démontre par des raisonnements classi-
ques que la solution ainsi trouvée de I'équation (3) est unique.

[5] Nous allons trailer un exemple simple qui a été le point de départ de ce tra-
vail. Soit H le point de coordonnées (d,d'); K, L les projections de H sur Ox et
Oy respectivement. Les paralléles aux axes menées par le point P(u, v) rencontrent
OL et HK en J, J' et OK et LHen I, I'.

Par le point M(x, y) du rectangle OKHL, menons des paraliéles aux axes Ox
et Oy quirencontrent I et JJ' en M, et M, respectivement et considérons I'équa-
tion fonctionnelle

2
(8

(13) Sty = Pl N 2w, + 6@, 1) 2] + /@, 9)

ou a(zx,y), b(x,y), f(x,y) sontdes fonctions continues dans le rectangle OKHL.
Nous allons montrer que si 'équation (13) admet une solution réguliére, s'annulant
sur les axes, valable dans le rectangle OIPJ, cette solution se prolonge dans tout le
rectangle OKHL. ‘

Supposons d’abord que le point M(x, y), est dans le rectangle OIPJ. Alors en
procédant comme au n° 3, la solution de I’équation (13) existe si

(14) [¢] Cuv <<t

ot C= A+ B, AetB étantdesnombres supérieurs aux valeurs absolues de a(x, y)
b(x, y) dans le rectangle OKHL .

Supposons la condition (14) vérifiée. Alors I'équation (13) et les conditions ini-
tiales, donneront les valeurs de z le long des segments PI et PJ. Soient o(x) les
valeurs de z le long de PJ et 4(y) les valeurs de z le long de PI. Etudions main-
tenant I'équation (13), lorsque le point M se trouve dans le rectangle IKJ'P. En
posant

ea(@,y)zu, + (@, y) = by a(@, y) + /(@) = [, (2, ¥),
Fac. des Sc., 3¢ série, t. XIX. 7



1576) D. V. JONESCO.

cetle équalion devient

Mz

Sy — P@ ) B L@ ),
el il faut chercher la solution de celte équation qui s’annule le long du segment 1K
et qui se réduit & L(y) le long du segment IP. Il est facile de montrer qu’il existe
une solution correspondant & ces conditions et qu’elle est valable dans tout le rec-
tangle IKJ'P. Remarquons aussi que cette solution nous donne les valeurs g (x)
de z(x,y) le long du segment PJ'.

Dans le rectangle JPI'L il faut chercher la solution de I’équation

ooy pa(e, y)zu, + [,(x,y)

ou
fe(ma Y) = f(x, y) + f’b(wr y)‘(‘c)'

qui s’annule le long de JL et qui se réduit & ¢(x) le long du segment JP. On
~ démontre que cette solution existe dans tout le rectangle JPI'L et nous voyons
qu’elle nous donne les valeurs J,(y) de z le long de PI'.
Enfin lorsque (x,y) se trouve dans le rectangle PJ'HI' le second membre de
I’équation (13) est connu. On a I'équation

Yz

= f, (@, y)=q¢la(x, y) 4,(y) + b(x, y) ¢,(x)] + f(x, ¥),

g

dxdy

et il faut trouver la solution de cette équation qui prend les valeurs ¢, (x) et J,(y)

le long de PJ' et de PI'. On sait que cette solution est valable dans tout le rec-
tangle PJ'HI'.

Ainsi la proposition énoncée plus haut est démontrée.
Si 'on reprend les approximations successives du n° 3, on démontre que dans le

rectangle OIPJ, la solution de I'équation (13), qui s’annule sur les axes, peut étre
mise sous la forme

- xr Yy u y
z(ac,y):f /f(s,t)dsdl+p/ f Jo(x, y; 0 f(s, ) dsdl)
.—+—\c/. / EB(;r,y;s)j’(s,l')dsdl+9“/ / Cla,y;s, ) f(s, b)dsdt,

ou J(x, y;8), Bx,y;s), C(x,y;s,t) sont des séries entiéres en ¢ définies par les
formules

D,y ) = Be'Ai(e, v; 0)
Bx,y;8) =T Biw, y:9)

Clx,y;s,0) = 2c'Ci(w.y; 8, 0),
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les fonctions A;(x,y; 1), Bi(x, y:s), Ci(x,y;s,t) étant données par les formules de

récurrence
ra Yy
Ai(x,y; t):f f a(s, t)A_, (4, z: ) dsdr
o ¢

x y
Bi(ac,,y;s)zf f b(s,7)B,_,(s,v;8)dsdx
s o

xr Y
Ci(x,y;s8, )= [ ./0- sa(s, 7) [Bi(u, 75 8) + C_, (4, v: 8, )]
+ b, t)[Ni(s, ;) +C_, (5,058, )] {dadr.

i=1,2...),

avec :

x y
:’\o(w,y;t):[ .[ a(s,t)dsdr,

- y
Bo(x,y;s)=[ [ b(s,1)dsdr,

xr Y .
C,,(w,y;s,t):f’f [a(s, z) B, (4, 758) +b(s,7)A (5, v; )] dsdr.

Pour préciser, Jo(x,y;t) et B(x, y;s) sont des fouctions entiéres de p, tandis

que C(x,y; s, t) estune série de p convergente lorsque la condition (14) est vérifiée.

Il est intéressant de remarquer que la fonction b(x,y;?) est la solution de
I'équation

»U

dxdy

I

sa(x,y)Uu,y) + a(x, y)

qui s’annule sur les droites x = o0 et y =1, et que la fonction $B(x,y;s) est la
solution de I'équation
*U
QX dy

= ¢b(x, y) U(x, v) + b(x, )

qui s’annule sur les droites x = s et y = 0.
Quant & C(x, y; s, !) on remarque que c’est la solution de I'équation :

U

wdy ¢la(e, y) U(u, y) + b(x, y) U(x, v)]

+ a(e, y) B, ¥ 5) + b(@, ) b, v; )]

qui s’'annule sur les droites x = =s et y =1¢. Nous voyons (ue cetle équation est
identique a I’équation (13).
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[6] Traitons encore un exemple qui va nous servir dans la suite. Considérons un
arc de courbe Ol représenté par I'équation a = £(y), et & tout point M(x, y), faisons
correspondre le point N, intersection de la paralléle menée par M & Ox avec V'arc

[

de courbe OI. Envisageons I'équation fonctionnelle

5 Mz “A B( )z iz 7 F
(15) @y PL ot 3§>N+ (7\7>NJ +

ol A, B, G, F sont des constantes et proposons-nous de trouver la solution de cette

équation qui s’annule le long de Ox et de Oy.
La méthode d’approximations successives, appliquée comme il a été expliqué

au n° 3, donnera

Ch=r0 =P, () =nm=F. (F) =n0=Fu.

e

(g = ?,(_v)sz (A, () + By, (O + Co, (D] dsdt

‘\ X .
(52) =4m= [ 1aa0+ B0+ Cowa

o
A, oz 5
(). =00m= [, Bam+Bum+comids

&\Y

et ainsi de suite. N' et N” sont les projections de N sur Ox et Oy. En général

on démontre que

/ " Y
L= [ [ 80+ By 0+ Co, @) dsal

d ¥
“o= [ a0+ By, 0+ G, @)

= [ AL B )+ O, ()] ds

de sorte que la convergence des séries

\' \Y .« (\Z” N _« Dzu
(16) ¢z, ¢ , ¢ ==,
Yo Ly o dy

est entrainée, par la convergence des séries

(17) C  Yam, Nonem, o
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Or, si on applique la méthode des approximations successives au systéme d’équa-
rtions intégrales

) =5B0) f [A5(0) + B4 + Cow)ldt + Fys(y)
W8 Jam=¢ [ (Ae© + B0 + Cot) e 4 Fy
005) = eBO) A%+ BHD)+COW] + F6().

-on trouve précisément les séries (17).
La résolution de ce systéme, se raméne A la résolulion de I'équation de
M. Volterra

y
(r—p8MCIU@Y) =¢[B+ A!ﬂ(y)][ Uy dt + F[Ays(y) + By + CB(y)] -

© -en posant

U) =As(¥) + Bi(y) + Co(y).

Pour les valeurs de y salisfaisant a I'inégalité
(19) BO) <—
9 ’ R cC’

T'équation précédente a une solution continue unique. Il résulte alors, que pour les
mémes valeurs de y, le systéme (18) a aussi une solution unique, et par suite les
séries (17) sont convergentes.

Donc I'équation (15) a une solution réguliére s’annulant sur les axes, pour toutes
les valeurs de y satisfaisant & I'inégalité (19).




CHAPITRE II.

Le probléme de Cauchy.

[7] Considérons un arc de courbe qui n’est rencontré qu’en un point par une:
paralléle & I'axe Oz ou Oy. Etant donnée 1'équation

N
4

= F(x,
oy D
on sait que l'intégrale dont les dérivées partielles du premier ordre sont nulles le-

longde I'arc de courbe OI, et I'intégrale elle-méme est nulle au point O, est donnée
par la formule

“y)
(1) z(x,y) = f/ S(s, )dsdt = —/ Y ds yF(s, t)de,
MPQ z «($)

P et Q étant les intersections des paralléles menées par M & Oy et & Ox, avec I'arc
de courbe OI. L’équation de I'arc de courbe Ol est désignée par

y=ua(®) on x=25(y).

Les dérivées partielles du premier ordre de la fonction z(x, y) sont

() 2 fyF( 1) di /F( na, 2 “Fs, y)d /1‘( yd
—_— = X, = X, , —— = S, S = (S, S .
2 oL «(x) Py ) &\y ) J QM Y

Ay

[8] Cela étant rappelé, considérons la surface z = z(.x, y) etau point M'(x, y, 2).

de cette surface, faisons correspondre les points M', et M’, de coordonnées
:'Cl - m;(‘”’ .,")Y Y, = 7'-|("‘.¥ y)’ 4

D ,:3("7.»}',)5
3)

£y, = 0,(x,y), Y, ==,(r,y), z,=z(z,y,).

Les projections de ces points sur le plan oy sont désignées par M, M,, M,,
respecltivement. Nous supposons (ue lorsque le point M(x, y) se trouve dans le rec-
tangle R défini par les inégalités

0L e h, 0Ly =1ua(n),
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les points M, et M, sy trouvent aussi. Les fonctions o,(z, y), ..., =,(x, y) sontsup-

posées continues dans ce reclangle et salisfont donc aux inégalités

oluw(xr,y) et o/ (x,y)<hr
o w (x,y) et m(xy)lu.

(4)

Reprenons I’équation

(5 A2z . s ) R b i 2z . ) Dz)
®) away a,(x,y)zu, + b,(x,Y) <$ . + ¢, (x, Y, <b— .
d 3 ,
00 )2+ B3 D) <%> el y) ( a; )»-, ; +/(,7)
Y ‘\z . . . ’ .
ou Zu,, - ., (7&—> ont la signification donnée au n° 2, et ou a,(x, ¥) oo, 6 (X, Y),

f(x,y) sont des fonctions continues dans le rectangle R. Nous nous proposons de
montrer que lorsque ¢ est suffisaprment petit, 'équation (5) a une solution réguliére
.correspondant aux conditions de Cauchy relativement A I'arc de courbe OI. Sans
diminuer la généralité du probléme, nous pouvons supposer que la valeur de la
fonction z(x, y) au point O est nulle et que les valeurs de ses dérivées partielles du
premier ordre sont nulles également le long de I'arc Ol.

(9] Employons toujours la méthode des approximations successives pour démon-
trer ce théoréme. Cherchons & satisfaire formellement a I'équation (5) et aux condi-
tions initiales par le développement

2(2,y) = z,(@, y) +¢2,(@, ) + 2@ y) +

Les fonctions z;(x, y) sont données par les équations aux dérivées partielles

'z,
Yody =/f(xy)
dz; oz, 2z,
©® o =a ) En b (F5), Feen (55,
a4 b (B5) +an () =@y
! * T/, Y °

I=1,2, ...,

et doivent avoir leurs dérivées partielles du premier ordre nulles sur 'arc de courbe OI
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el s’annuler au point O. Nous remarquons que d’aprés les hypothéses faites, les.
fonctions

> zll Dzl’, \
“ Jy

sont toutes continues dans le rectangle R. Démontrons maintenant la convergence -
des séries

- )z Nz
— \‘ o A o V n Y2y
(/) 282, S 1 P > 4 _Dy .

~

D’aprés les formules (1) et (2)ona:

awn= [ [ i 0dsa
MPQ

Si on désigne par F un nombre supérieur a la valeur absolue de S(x, y) dans R,.
et si on remarque que lorsque le point M(x, y) est dans le rectangle R, le domaine-
MPQ est intérieur & R, on a : :
oz

)

,Zal < F)\}L,

N
¢

< Fu, li’<F7\.
! 0y

D'autre part, d’aprés les inégalités (4) on a aussi

[l < / S(s, ) dsdl] < Fiy
Mp®.Q)
%) OHdt - F h
N )Mh < P/,nihf(xh‘ )’ < * (h= 1'2)‘
DZ AR
! ) < S y)ds | <Fa.
‘y My My,

Maintenant il est facile d’évaluer la valeur absolue de g,(x,y). Ona:
l9.CeoE<F 38, 4+ ) 0w+ (B, + B+ (C+C)ri=TFJ

en posant

J=(5, +A) 0w+ (B, + B)u+(C, +C)x,
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A,...,C
¢,(x,y) dans le rectangle R. 1l résulte qu’on a les inégalités

, sont des nombres supérieurs aux valeurs absolues de a,(x,%), ...,

y

oz 4
|z,| <Flaw, L < Flu, LI < FIx
' dx ¢ dy )
et de proche en proche on démontre que
he l ‘\z " ‘\21 e n-
lzf <FI¥hw, |2 <FJ, \y’ < FJ"i.
[

Alors les séries (7) sont uniformément convergentes lorsque
el <.

En supposant cette condition vérifiée, on démontre que la fonction z(x, y) ainsi
trouvée est bien la solution de I'équation (5) et que cette solution est unique.

[10] Montrons maintenant qu’en faisant une autre hypothése sur la position des
points M, et M,, par rapport au point M, on obtient une solution réguliére de
I’équation (5), valable dans toute la région ou les fonctions a,(x,y), ..., c,(x,y),
f(x, y) sont continues et qui est une fonction entiére de ;.

Considérons un arc de courbe 1J qui n’est rencontré qu'en un point par une
paralléle & I'axe Ox ou A I'axe Oy et qui ne passe pas forcément par l'origine de
coordonnées. Nous désignons par R' le rectangle formé par les paralléles aux axes
menées par I et J. Pour la suite on peut supposer que le rectangle R’ se trouve du
cOté des x positifs et du coté des y positifs. Par le point M de coordonnées (x, y)
pris & lintérieur du rectangle R', menons des paralléles aux axes Ox et Oy qui
rencontrent I’arc de courbe 1J en Q et P.

Nous supposons qu’au ipoint M (i, y), nous faisons correspondre les points M,
et M, par les formules (3), ces points étant a I'intérieur du triangle curviligne MPQ.
Les fonctions ‘w,(x, y), ..., w,(x,y) sont supposées continues dans le rectangle R'.

Reprenons I'équation (5) et supposons que les fonctions «,(x,y), ..., c,(x,y),
JS(x,y) sont continues dans le rectangle R’. Nous allons démontrer I'existence d’'une
solution réguliére de I'équation (5) satisfaisant aux conditions de Cauchy relative-
ment & I’arc de courbe 1J, valable dans toul le rectangle R’. Comme précédemment
on supposera nulles les données le long de I'arc de courbe 1J.

En procédant comme au n° g, nous sommes conduits & ’étude de la convergence
des séries (7) avec ces nouvelles hypothéses. Nous allons faire la démonstration en
supposant d’abord que le point M se trouve au-dessus de I'arc de courbe 1J et ensuite
qu’il se trouve au-dessous de I'arc de courbe 1J.

Commencons donc par supposer que le point M est au-dessus de 1J.

Fac. des Sc., 3° série, t. XIX. 8
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[14] Soient P et Q les intersections de MP et MQ avec 13’ et JJ' respectivement.

Soient A,, ..., C,, F des nombres supérieurs aux valeurs absolues de a(x,y), ...,

¢,(x,y), f(x,y) dans le rectangle R'. Le domaine MPQ étant intérieur au domaine

MPJ'Q, ona d’aprés les formules (1) et (2)

|z, (e, )| <// [f(s, 0] rlsdl</ / _Fdsdt
MPQ </ uea'q

oz _ ‘
| < fmU(*L" L)) dt <'4I<dl

2z, - ‘ . ‘
wlo< ./Q‘.l-/‘sn”l"s <Alds.

Donc si nous prenons Vintégrale de I'équation

du,

drdy

qui s’annule le long de 1J' et J'J, on a

dz
tyo

: a,
lzo("‘v? y)[<uu’ ‘ N

’

dr

<o

DN’

D’autre part le triangle M,P,Q, étant intérieur au triangle MPQ on a aussi
< Dz°> < du, ( Dzo)
0/ wy o’ N

Evaluons maintenant la valeur absolue de ¢,(x, y) quifigure dans les formules (6)

et la valeur absolue de l'intégrale de I’équation

du,
oy

_—
~

(h=1,2).

l(zo)“hl < U,

»z

ow :g|(‘%"y)

qui s’annule le long de I'arc 1J, ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre

On aura
ou,

L€, +C,)

D
|g,(;c, y)l <(A| + Az) lto(-'la', y) + (B' + B’) dr by

\
U,

\u 4 B G
< Au, + o AT}’_,'

en posant
A=A, +14,, B =8, +B,, =0C, +C,.
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. Si nous considérons I'intégrale de ’équation

Yy,
i by y

qui s’annule le long des segments 1}’ et J'J, on démontre comme plus haut que

2,0, )| < 3z, < du, 2z, u,
z(x, v u,, — —t, —L .
R ' die Qe dy dy
En général, si nous considérons l'intégrale de I’'équation
’ t-]
*u,
¢ . n 1 u -1
— = Au,_, + B + (, o
t.T(y A Y
qui s’annule sur 1J' et J'J, on démontre que
\F4 du \V4 du
(824 S [8 [§
8 z (x u 2 —= —£ -t
) [ n( ’ y)l < n? L\L. dae ’ k\y ‘\y

Ces inégalités, combinées avec I’hypothése faite au n° 10 sur les points M, et M,
entrainent les inégalités suivantes

2z 2z, o
< Il,) <‘ n < ¢ )l’ (ll:],z)
N My Dy My, ‘\y

qui permettent d’évaluer la valeur absolue de g,  (x,y) et de z,_  (a,y) et ainsi de

du

"

e’

l(zu)‘“hl < ,,

suite,
Ainsi d’apreés les inégalités (8), I'étude de la convergence des séries (7) est ramenée

4 I’étude de la convergence des séries

- O o L
(9) Z‘ F“ u,, Z ;9" o , 2‘ 0 ! n
A dy

Or si nous considérons I'équation aux dérivées partielles

NI

+C—)+l<

Yu

D.’l,'(\y = ¢ <Au “+ B

N
on sait qu’elle admet une intégrale s’annulant sur les segments 1J’' et J'J et que la
méthode des approximations successives permet de trouver cette intégrale et ses
dérivées partielles du premier ordre sous forme de séries uniformément convérgentes
dans le rectangle R'. Ces séries sont les séries (9), de sorte que les séries (7) sont
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uniformément convergentes dans la partie du rectangle R’ située au-dessus de I'arc
de courbe 1J.

Une démonstration analogue permet de conclure la convergence uniforme des
séries (7) aussi lorsque le point M(zx, y) se trouve au-dessous de I'arc de courbe 1J .

L'existence d’une solution réguliére de 'équation (5), satisfaisant aux conditions
de Cauchy relativement a I'arc de courbe 1J, avec les hypothéses faites au n° 10, est
donc établie. Nous voyons que cette solution est valable dans tout le rectangle R', et
qu’elle est une fonction entiére de ¢ .

[42] Etudions encore un cas. Reprenons la courbe OI, représentée par I’équation

y=qa(x) ou x=28(y)

et par le point M(x, y) situé au-dessus de I'arc de courbe OI, menons une paralléle
a4 Oz qui rencontre cet arc en N. Soient N’ et N” les projections de N sur Ox et
sur Oy.

Nous supposons que les points M, et M, que nous faisons correspondre au point M
par les formules (3) se trouvent & lintérieur du triangle curviligne formé par
laxe Oy, le segment NN" et I'arc de courbe OI. Les fonctions o,(x,y), .., =,(, y)

sont supposées continues dans la région R” définie par les inégalités
(10) oLxrLd, (@) Ly <L d =ed).

Cela élant, démontrons que I'équation (5) admet, dans une certaine partie de R”,
une solution réguliére correspondant aux conditions de Cauchy relativement & I'arc
de courbe OI.

En employant la méthode du n° g il faut démontrer la convergence uniforme des
séries (7).

Désignons par A,, ..., C,, F des nombres supérieurs aux valeurs absolues des
fonctions a,(z,y), ..., c,(x,¥), f(xy) lorsque le point M(x,y) se trouve dans la
région R" définie par les inégalités (10) o ces fonctions sont supposées continues.

Remarquons qu’on a :

el < [ f s oidsa<e [ f  dsa=rFrsm =g

d N

\zo < _/.|f(:lc,l)|dl <Ff dt=Fy=1,(y)
i PM NN

oz,

< A:l]’f(s’y)l ds <F./u':|\-dS:F§(y):O"(y>'

<
ay
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D’autre part, d’aprés nos hypothéses on a aussi

ol < f ) lsotasn<E [ fasi= g,

~ ML PLQy
AN

)z g ‘
— (e, , O] ot I il =)
(2| L i <v [ ar=sw

a7\ | / . / ‘
0 < /.', ) [« l“ l.' — .
(Dy ) o,.u,,“/“ yolds < f ds = 0,(x)

Dans les formules (6), g,(x,y) estune fonction continue dans la région R” eton a

<ZAg(y) + Bl (v) + Co,(y)

lg,(x, ¥)
-avec

A=A +A,, B=0D8 +B,, C:C,—{—C,ﬂ.v

Ensuite on a

@< f f e olasa< [ f ha® + B30 + G0 dsat = 5,0

d

2 < [l old < f3n@ + 8L G0 a=1,0)
oz . .

o < flae vl < [ a0+ Buo +Cmld = 0,0,

Nous remarquons que
2 <z() L OD<%®, @) <) (h=1,3),
-et ceci nous permet d’évaluer la valeur absolue de ¢,(x, y) et de z,(x, y) et ainsi de

suite.
En général si 'on pose

o= f 85+ B0+ Co, (0] dsd
L = [ (\e® + B0 + G5, ()] e
0= [ [N er )+ B2, (0 + G5, ()] ds

-on démontre qu’on a :

- V. ‘\Zn ‘ , (\Z"
I“n(w? y)l<'fn(y)7 .§|<‘.bu(y)’ ’(‘—y- <0n(y)
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et qu’on a aussi

dz

/Az,,> l \ | )
zn o < ?n .,y N N B nA\ )\ .
Coul a0 |(52) |<tan [(52)

A

|

<0N(y) (Il: |y2)_.

de sorte que I'élude de la convergence des séries (7) est ramenée A I'étude de la
convergence des séries

I

A, APUN o
- Tln(y)’ L? !Ju(y)Y ‘\':.‘ 0/:(-),)
Or nous avons montré au n° 6, que ces séries sont convergenles pour

sm<zg o r<s(7g).

Ainsi les séries (7) sont uniformément convergentes pour tous les points de la
région R" ayant une ordonnée moindre que d',, d', étant le plus petit des nom-

, 1
bres d' et a(pC>'

Le théoréme est donc démonltré.

[43] Reprenons l’équation (5) et supposons que les points M, et M, que nous
faisons correspondre au point M par les formules (3) sont dans la partie du rec-
tangle, formé par les axes et les paralléles aux axes menées par le point M, situés du
méme c6té de I'arc de courbe OI que le point M(x, y). Alors d’aprés ce qui précéde:
il y a une solution réguliére de I'’équation (5) satisfaisant aux conditions de Cauchy
relativement & I'arc de courbe Ol, valable au-dessus et au-dessous de l'arc OI..
D’une fagon précise cette solution est valable pour tous les points situés au-dessus
de I'arc OI, ayant une ordonnée moindre que d', et pour tous les points situés au-
dessous de I'arc Ol ayant une abscisse moindre que d,, d, étanl le plus petit des ‘

1
" 6 — ).
nombres d et ;(OB)

Supposons que la courbe OI soit une droile. Les considéralions précédentes
s’appliquent en particulier & I'équation

>z \F

) N4 .
—¢| atw, )2t k) + b0 (5 e + ) (—y)ﬂ + /()

QLY

k- élanl un nombre moindre que 'unité.
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[14] Nous allons maintenant traiter un problérﬁe sur I'équation aux dérivées
partielles

2

o = [ty b+ o | @

dx dy
«qui est différent du probléme de Cauchy, mais qui s’y raméne.
11 s’agit de trouver une intégrale véguliére.de 'équation (11).qui-satisfasse sur un
arc de courbe 1J, qui n’est rencontré qu’en un point par une paralléle i I'axe Ox ou
4 I'axe Oy, aux relations ' '

<§i> =k, (x)2e + I, (x)
(13) -
( ‘~ )P = k(@) 20 + (),

P étant un point de I'arc IJ correspondant a l'abscisse x. En plus la fonction
inconnue prend une valeur % en un point P, de IJ. '

Nous procédons par approximations successives, en prenant pour premiére
approximation, lintégrale de I'équation '

L’Z

dxdy

(13) = f(r,y)
«qui satisfait aux conditions (12), et pour approximation d’ordre n + 1, l'intégrale
de I'équation

.
’z,

dx \y a(‘c y) Zu 1+ b(iE y) "—' -!—c(x y) n—a

-qui s’annule ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre le long de 1J. Nous
voyons que le seul point & traiter, est de trouver l'intégrale de I’équation (13) avec
les conditions (12). '

Si nous posons

z,[2, a(2)] = 3(x),

et nous prenons la dérivée par rapport & x des deux membres de cette idenlité,
nous voyons en tenant compte des formules (12) que ¢ (x) estla solution de I'équa-
tion différentielle

o (@) = [k, (x) + o (@) b, (2)] ¢ () + 1, (@) + 2'(x) (),

qui prend la valeur h pour x = .

- 0z, 0z, . . )
Ainsi z,, = el Sy étant connus le long de I'arc de courbe IJ le probléme est
[4v 9 3

ramené au probléme de Cauchy.
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CHAPITRE 111

Le probléme de M. Picard.

[45] Considérons un arc-de courbe Ol qui n’est rencontré qu’en un point par
une paralléle & 'axe Ox ou Oy, et I'équation

\2

A4

=[x, y).

dLdy

~ On sait que U'intégrale de cette équation qui s’annule le long de Ox et de l'arc
de courbe OI est donnée par la formule

(1) z(x, y):/-Aw“f(s,l)dsdl:.'/p:;‘/o‘yj"(s,t)(l.s'd[

N est l'intersection de I'arc de courbe OI avec la paralléle menée & Ox par M,
P et Q sont les projections de N et M sur Ox. On a désigné par x = 8(y), I'équa-
tion de 'arc de courbe OI, et on suppose que %(y) soit une fonction continue ayant
une dérivée B'(y) conlinue pour o<Zy<Zd'. Les dérivées parlielles du premier
ordre de la fonclion z(x,y) sont

== fnyﬂ*”’ Hdt = _[“J;(J:,t) dt

2z o, 1, 4 oFpy 7 g . o
v ———‘f S ) ds —5(y) / ST, Hdl = /JW}') ds —B'(y) /f[;’ﬂ)’% fjdt.
2y) <o . <A <N

N

[

[16] Considérons la surface z = z(.z, y) et au point M'(x, y, 2) de cette surface:
faisons correspondre les points M', et M', de coordonnées

&£ =w,(r,y) Yy, ==x,y) . oz, =2zx.,Y,)

(3)

ar, = oy (. ¥) y, = =L, v) 7, = zZ(r,, y,).

Soient M, M,, M, les projections de ces points sur le plan (xoy).
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Nous supposons que lorsque le point M(xz,y) se trouve dans le rectangle R
défini par les inégalités

oL L h=H(w B G AN

les fonctions  (x, ), ..., w,(x,y) sont continues et que les points M, et M, se
trouvent aussi dans le rectangle R.
Cela étant reprenons I’équation fonctionnelle

2\

Pz {
Dy )Ma

‘ )z .
=} ateya+h@n (55), +e@n

(4)

dxdy

ra@n(5), | /@,

9/

oz
+ az("(:’ y) M, + bz(‘”’ y) (-D_.%)

My

ou a,(x,y), ..., ¢(x y) f(x,y) sont des fonctions continues dans le rectangle R
et montrons que si o est suffisamment petil, cette équation admet une solution
réguliére prenant des valeurs données sur Ox et sur 'arc de courbe OI.

Nous pouvons supposer que les données le long de Ox et OI sont nulles.

Nous démontrons ce théoréme par la méthode des approximalions successives en
cherchant A satisfaire formellement & I’équation (4) et aux conditions initiales par

la série

2(x,y) =z, y) + oz, (@ )+ .+, (@ )+ .

Les fonctions z,(x,y), ..., z,(x,y) sont données par les équations aux dérivées

partielles
'z,
A dy = f(x,y)
"z, : azi——l bzi—:
Yy ‘"‘”(w’y)(a—J”'+'bxw’y)< Y >M,+’“<x’y)( dy )@
‘\Z‘__. Dzi—«
a6 G+ 0@ (52) been () =@y
(l = 1,2.. )

et par les conditions initiales

zi(0,y) = z[B(y) ¥ =o
(i=o,1,2...).

Nous allons démontrer les convergences des séries

‘ \1 n uﬁ' Y u&
(5) ‘_)p zn’ ZP Dac ’ }_‘AO by *

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XIX. 9
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D’aprés nos hypothéses les termes généraux de ces séries sont des fonctions
continues de x etde y.

Désignons par A,, ..., C,, F des nombres supérieurs aux valeurs absolues de
a,(x,y), ..., ¢,(x,y),f(x,y) dans le rectangle R et par & un nombre supérieur i la
valeur absolue de B'(y) lorsque y varie de o & u..

D’aprés-les formules (1) et (2) nous avons

|zn(:c,y)|<f-£w /s, 0] dsdl < Fou

2z, .
2w <./Q;‘|./(-70yt)]dl< Fu

N

(\i’D <.[Lf(87 y)!(ls_*_lﬁ/tj(,{i(y),t)ld[<l,‘()\+l‘_l}‘).

Le rectangle M,N,P,Q, étant & I'intérieur du rectangle R on a aussi

h<h
oz
‘\y My

Evaluons maintenant la valeur absolue de g¢,(x, y). On aura

2
[zl < Fy, l(%) <FO+kp) (h=1.3).
/My

lg,(e, NI <F (A, + A) 4+ (B, + B p 4 (C, + C) (L + kp) | = FJ
en posant |
J=QA, +A)m+ B, +B)p+(C, +C)0 + kyp).
On aura ensuite de la méme maniére

2z,
dx

Q
2,2, )] < FJo, TZ;I < FI(0 + kp)

<Fly,

et ainsi de suite. Donc si

leld <1,

les séries (5) sont uniformément convergentes et représentent bien la solution de
I’équation (4) ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre. Cette solution, si
elle existe, est valable dans tout le rectangle R.

[47] Si nous supposons que les points M, et M, que nous faisons correspondre
au point M(x, y) par les formules (3) se trouvent dans la partie du rectangle, formé
par les axes et les paralléles aux axes menées par le point M(x, y) du méme coié
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de OI que le point M(x,y), nous pouvons démontrer I'existence d’une solution
réguliére de I'équation (4) prenant des valeurs données le long de Ox et de Ol,
valable dans toute la région comprise entre Ol et Ox, ou les fonctions a, (x,y), ....
¢,(%,y), f(x,y) sont continues. Dans cette région la solution est une fonction entiére
de o. Nous montrerons ensuile que cette solulion se prolonge au-dessus de l'arc OI.
Nous pouvons supposer les données nulles le long de Ox et de OI.

Considérons la région R’ définie par les inégalités

oSed 0Ky K@),

«(x) élant l'inverse de la fonction® 8(y), et supposons que les fonctions «, (x, ¥) ..o,
¢,(x, y), f(x,y) sonl toutes continues dans R’ ainsi que la fonction §'(y). Reprenons
les séries (5) et montrons leur convergence uniforme dans R’. Nous désignons par
A,, ..., C,, F,K des nombres supérieurs aux valeurs absolues de «a,(x, y), ..., c,(x, y),
S(x,y), 8'(y) dans R’ et nous posons

A=A, +A, B=B+B, C=C +¢,.

Soit N’ la projection de M sur Oy. D’aprés les formules (1) et (2) nous avons :

~ 2 Yy
Izo(x,y)|<// |f(s, 0 dsdt<f/ l«‘dsdt:f_/ Fdsdl
MNPQ oQun’ o o

L\Z ~y

of / Rl

dr Jo
dz ‘ ~ Y
L) - / F(l.s‘—{—/f/ .
Dy o o .

qui s’annule le long de Ox et Oy. Nous aurons

u, oz,

dy

2z, u, au,

lz,(x, Y)| <u,, <

’

e Qe

L
dy o

D’autre part les points M, et M, étant a l'intérieur du rectangle OQMN' on a
aussi

@l < [ vasi
0QUN

a2 oy l Dz”) “fas+ i [ Fa
<Dm>m,,l<-/o. L I<t\yxnh <~[ @+ l./o‘ ‘

(h=1,2)
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c’est-a-dire

2z u, N4 du, u,
z u 2 —2 u ke h—1,2
Gl <u |(52) <52 |(52), + (h=1,2)

Maintenant nous.pouvons évaluer la valeur absolue de g,(x, y). On trouve

lg.(x, V)| < Au,(x,y) + (B + /c()) > 4 (J-—.)— = h,(x,y).

[1 est bon de remarquer que
R Y] (@ y) et h(r,y,)<h(ey)  (h=1.)

parce que dans la région R', 8(y)<lx et que x,<Tx, y,<y.
Alors si nous considérons I'intégrale de 1’équation
u, du, u
+C

o ‘y-——All +(B+/1 L‘.y

o

qui s’annule sur les axes Ox et Oy, et I'intégrale de I'équation

'z,
Qxdy

:gl(m’ y)’ \

qui s’annule le long de Ox et de OI, on a

oz Al N b
Z U [ aua ol
z(x,y u ! —L ! —_—t
2, Nl <w,, dx dx’ dy <Dy +‘M’
et on démontre qu’on a aussi
oz u oz du du
Cey <y “1 c8y L Lty S
|(Z|)Mh| < ul ’ N ) < Ny _\—' < S + k N . (h — 112)
O My, [/ Y /my, [\ Al 1

En général si 'on prend l'intégrale u,(x, y) de I'équation

du,
¢
\u_—l—(B+IxC) "’+C
‘\ \ Hn—1 y
qui s’annule sur les axes, on aura
2 <u, oz, u, ’ oz, ' u, I du,
' " dx dx dy | dy d
et
dz du oz u, ou
(424 (4 (8% < ¢
[z )l <<u < "> . < "> <L +/— h=1,a
Dl " N @’ dy dy ( )
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«de sorte que la convergence des séries (5) est ramenée & la convergence des séries

(6) 1 ’\Nu “‘ ’II bu" y ’" ‘\ll"
LV T ed T g v :

Or. si nous considérons 'éguation aux dérivées partielles

du

[1\u+(B +I;C)——— 4+ C— Y + F,

Tinlégrale qui s'annule sur les axes s'obtient par la méthode des approximations
successives et les séries formées par celte méthode sont précisément les séries (6).
On sait que ces séries sont convergentes dans la région R’ et nous déduisons que les
séries (5) le sont aussi. '

Le théoréme est donc démontré.

La solution précédente peut se prolonger au-dessus de I'arc de courbe OI. kEn
oz oz
— et

(49 Yy

courbe OI, et par suile nous avons & traiter, au-dessus de OI, un probléme de

effet les séries (5) nous donnent les valeurs de

en tout point de l'arc de

Cauchy. Ce probléme a été traité au n° r2.
Lorsque la courbe Ol est une droite, les considérations précédentes s’appliquent
en particulier a 'équation

D!
e Dy

[a(w Y 2o, k) + b, ) (4= = i + e y)( ]+f<w v)

-ou k est un nombre moindre que 'unité.

(48] Nous allons reprendre le probléme de M. Picard relativement a I’équation (4),
avec des nouvelles hypothéses sur la position des points M, et M, que nous faisons
correspondre au point M par les formules (3). ;

Soient N et N, les intersections de I'arc de courbe OI, avec les paralléles aux
axes Ox el Oy menées par M. Nous supposons maintenant que les points M, et M,
se trouvent a l'intérieur du triangle curviligne MNN, .

En procédant par des approximationé suiccessives comme au n° 16, la question se
raméne a I'étude de la convergence des séries (3). Nous supposerons que le point M
se trouve au-dessous de 'arc Ol dans la région R" définie par les inégalités

oS e d, 0Ky S a(®),

ot les fonctions a,(x,y), ..., ¢,(x,y), f(x,y), #(y) sont continues.
Soit S la projection de N, sur Oy. En posant.

$,() = / Fdsdt, () = Fdt, Oo(x)—_—-des,
o 0QN, s SN,

o,
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on aura

|
W<wm+bmm
et

I(Zo)«“h[ < "f‘o ('1:) 3

<0,(0) + Ry, (). (h=1,2)
En général si I'on pose

9, (@) = f [Q . [Av,  (s)+ (B~+ kCYY,_(s) + €O, (s)]dsdt,

@) = [ @)+ B RO, () + 0 (o),

6,(x) = f [Ao,_ (8) + (B + £kC) Yt (8) + GO, (5)] ds,

SN,

on aura

g

4
n

oy

[z oz
" L o(x). s
K o >‘~‘lh’ < ‘“(w) l< ‘\y >Mh

La démonstration se fait comme au n° 17.

2z
‘zn[ < "?u (‘1;>7 '#' < 'A'Jn(x)f
A )

< 01/(‘]‘9 + If.!Ju ‘1;)’

et

I(zn)"/zl < "?n (’1:) ’ < Ou ('I;) + ]’7 '!“u (”) * (h =1 ’2)"

11 résulte que la convergence des séries (5), est ramenée 3 la convergence des séries

Ve, @), Sp,(x),  2g0,(w).

Or, nous avons démontré au n° 6 que ces séries sont convergentes si

1

I
1(x)<————~9<8-+kc) ou x <8 [—*—Q(B—{—kC):l'

I1 résulte alors que les séries (5) sont uniformément convergentes pour tous les
points de la région R” ayant une abscisse inférieure d,, d, étant le plus petit des

T
A R
nombres d et "[p(B+kC)]

La solution de I’équation (4) ainsi trouvée se prolonge au-dessus de 'arc OI de

. . - - 2z 2z
la maniére suivante. Les séries (5) donneront les valeurs de 5o et 37 le long de
4 d
Iarc OI, et au-dessus de I'arc de courbe OI, nous avons A résoudre un probléme-

de Cauchy. Ce probléme a été traité-au n° 11.



CHAPITRE 1V .

Le probléme de M. Goursat.

[49] Gonsidérons deux droites Ol et OJ issues de I'origine et ayant pour équa-
tions
Yy=ox et x =Ry,
la premiére étant la plus approchée de Ox et la seconde la plus approchée de Oy,
Etant donnée I'équation aux dérivées partielles

h%

<

d dy =F@,),

M. Goursat(*) a montré que I'intégrale qui s’annule le long de OI et de OJ estdonnée

par la formule
e y
z(x,y) = / f F(s, ) dsdt 4+ 2 (x) + L(v),

ou ¢(x) et L(y) sont les solutions des équations fonctionnelles

x 0 3 Jx
() —o(x) = f / F(s, t)dsdt, Y(yx) —L(x) = / f F(s, t)ydsdt
bt o s} Tr

-avec

y=af<1.

Si dans une certaine région autour du point O la valeur absolue de f(x,y) est
moingdre que I, on a dans cette région

22" + (fy“)
- Y

)
2 ) < ¥y + 2L

oz . 200
(n) o <! <.v + l__{z>,

hE 4

J <l“<w + z‘y,>.

oy 1 —

(*) M. E. Goursar. Annales de la Facullé de Toulouse, 2° série, tome VI, p, 117.
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[20] Considérons la surface z = z(x, y) et au point M'(x, y, z) de cette surface-
faisons correspondre les points M', et M', de coordonnées

X, = (-)‘(.L‘, }’),

I

<
Il

‘::‘(J}, ¥ 2, (J"‘a ’ yq)’

$2:(0)2(£, y)’ yg:ﬂe('r’ y)’ z '(wi’ y&)'

1

(2)

I

2

Nous désignons par M, M,, M, les projections de ces points sur le plan (xoy).
o, (X, ¥) ..., =,(a,y) sonl des fonctions continues dans le rectangle R défini par-
les inégalités

oLx<h, o<y <u

Nous supposons que lorsque le point M (x, y) se trouve dans le rectangle R, les
points M, et M, s’y trouvent aussi.

Cela étant, reprenons I'équation fonctionnelle

) z | . oz . oz
B) g =] )+ bY) (v) reen (),

z N )
o+ bz (), e (5), |+

)
ou a,(x,y), ..., ¢, (x,y), f(x,y) sont des fonctions continues dans R.

Nous allons montrer que si ¢ est suffisamment petit, cette équation admet une -
solution réguliére prenant des valeurs données le long des droites OI et OJ. En
utilisant une remarque faite par M. Goursat('), nous pouvons supposer que les don- -
nées le long de OI et OJ sont nulles.

Nous démontrons ce théoréme par la méthode des approximations successives,
en cherchant & satisfaire formellement & I'équation (3) et aux conditions initiales .
par la série

z(e, )=z, (x,y) + ez (x,y)+ g, (x, )+ ...

Les fonctions z;(x, y) sont données par les équations

-
2

= flm,y).

QX dy

N

2

Yz ] bziwa o i
M)wwz%@wMJm+M&ﬁ<m> +m&w(y>“
. Ay i « My My

(&3

~

]

[0z, ) a7, \
+@mnme+unwv4ﬁ +q%w< )Mz%ww

dx dy
(i=1,2...)

(*) M. E. Goursar. Mémoire cité, p. 133.
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et les conditions iniliales
zi(x, rx) = Z;(fﬂy, y) =0
if=o0,1,2,...).

Nous allons maintenant démontrer la convergence uniforme des séries

. 5 Y, 02 0z
(5) \ Ouz"’ \ P” " s Z P’L’—‘l .
Désignons par A, ..., C,,F des nombres supérieurs aux valeurs absolues de

a,(Z,y), ..., ¢,(x,y), f(x,y) dans le rectangle R. D’aprés les formules (1) on a

: 2’ + By’
z,(x, y l<<w —‘——),
o I <F (@ + =
oz 22\ oz afly
Zl<—F Ll 2!
=< <y+ ; ‘> o <F (o + - ‘>

et tenant compte de 'hypothése faite sur les points M, et M, on a

* ¢ 2 \2 2
[AMES (w,,yh + m) < F()qx PR >

Ty
X ) I+Y X 1 Ap (h:l,Q)
‘Zo 204 ‘ZD 2 W
I(\w> <F(u+ r—v”>’ | I(ay >uh <F(n+ )

11—y
Nous pouvons maintenant évaluer la valeur absolue de g, (x, y).

En posant

ah’ + B
I+

J:(A,+A,)<)\y.+ >+(B,+B,)<pn+ 22) >+(C,+C,)<x +%>

1= Y
on a
g, (x, y)| < FJ.

Alors en continuant de la méme maniére on aura

x1+8y2
A
|z,(, )| <FI( 2wy + Ty
oz, ; 20 oz, . 28y )
o <lJ<y+l__Y,>, W<I*J<.%'+]__Y,

et
g, (e, y)| < FJ*

et ainsi de suile. Si
' el I <1
Fac. des Sc., 3¢ série, t. XIX. 10
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les séries (5) sont uniformément convergentes et 'équation (3) admet bien une solu-
tion réguliére s'annulant sur OI et OJ. Cette solulion, lorsqu’elle existe, est valable
dans tout le rectangle R.

[24] Dans certains cas la solution de I'équation (3) correspondant aux conditions
de M. Goursat est valable dans un domaine assez étendu. Supposons par exemple
les points M, et M, dans I'angle formé par les deux droites Y = aX et X = pY
et ayant les abscisses et les ordonnées moindres que « et y respectivement. D’autre
.part supposons que les fonctions connues qui figurent dans I'équation (3) sont toutes
continues dans la région R’ comprise entre les droites Y = a«X, X =8Y, X =d
et Y=d'. Alors I’équation (3) admet une solution réguliére s’annulant sur les
droites Y = aX et X = 8Y, valable dans toute la région R'.

Pour démontrer ce théoréme nous allons reprendre Uétude du probléme de
M. Goursat pour I'équation aux dérivées partielles

2

(6) = F(ax, y).

da dy

[22] Par le point M situé dans I'angle formé par OI et OJ menons deux lignes
brisées L et L'. Laligne L s’obtient en menant par M le parallele Mm, a Oy jus-
qu’a sa rencontre avec OI, puis la paralléle m,p, & Ox jusqu’a sa rencontre avec OJ
et ainsi de suite. La ligne L’ s’obtient de la méme fagon, en menant la paralléle Mn,
a Ox jusqu’d sa rencontre en n, avec OJ, ensuite la paralléle n g, & Oy et ainsi de
suite. M. Goursat(*) a montré que si 'on désigne par I et I’ les intégrales doubles

fff(s, t) dsdi, étendues respectivement aux portions du plan comprises, d’une

part entre Ox, la ligne L et I'ordonnée MP; et d’autre part entre Oy, la ligne L'
et la droite MQ, l'intégrale de I'équation (6) qui s’annule le long de OI et OJ est
donnée par

7 z(x, y):_>/0‘4l'[yf(s,t)dsdt—~I‘—I'.

Nous allons mettre cette formule sous une autre forme qui nous permettra de
dz dz
. . y . JdZ dz . ’
trouver des limites supérieurs pour z, - et 5 lorsque le point M(x, y) est dans
o oy

I'angle formé par les droites OI et OJ.

(') M. Goursar. Traité d’Analyse, tome 111, éd. 1923, p. 123.
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Soit N Vintersection de m,p, avec n,q, et considérons comme I'a fait aussi
M. Goursat(*) la relation évidente

Mz ‘ 3
dsdl :/f F(s, £) dsdt.
./‘-4:71,“/:4 st Ny Muy ( )

Le premier membre de cette relation a la valeur(®) zux + zx — 2z, — 2, el comme

Zn, €t z,, sont nulles, il résulte que nous avons

s Y
z(x, y) + z(By, ax) = f / F(s, t) dsdt.
wy Sax

Si dans cette formule nous changeons x en %y et y en ax nous avons :

by ar xr e
2(8Y, ) + z(xbx, az,(ﬁy):f f F(s, l)dsdl:x{ﬁf f F(t, xs) dsdt
. wsz gy 8y o

et si 'on retranche membre & membre ces égalités, on trouve

8) ' (e, y) — 2(yw, vy) = l(z, y)
en posant
y=af <1
ey = [ [ [F(s.t)—F (8t as)) dsdt.
© @n=f f 1Fe.0—1¥@a)

De I’équation (8) nous déduisons en dérivant par rapporta x et y etendésignant
les dérivées partielles de z du premier ordre par p et ¢, les équations

o

plyx, vy) = = U(x,y),

p(x,y)
(10) 2
q@,y)—1q(yx,vy) = = U(x,y).

Remarquons maintenant qu’a I'origine, les dérivées p et ¢ sont nulles. En effet
si nous prenons la dérivéede z al'origine dansladirection Ol et OJ, nous trouvons

p(0,0) +4q(0,0)==0,  Bp(0.0) + ¢(0,0) =0

et comme le déterminant 1 —+y de ce systéme, n’est pas nul, on déduit que

p(0,0) = ¢(0,0) = o.

(*) M. Goursar, Traité d’Analyse, tome ILI, pp. 115, 117, 120.
(*) M. Goursar, Trailé d’Analyse, tome I, p. 3og.
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Les équations (8) et (10) donnent les valeurs de z, P, ¢, sous la forme des séries

o0
(11) (e, y) = W', v'y),
. i=o
(o)
oz Y i ;
p= 2 S,
(12) i=o
[ee]
DZ \! i i
q:—‘—;:—JYI" v, v'y)
i=o

Si I'on suppose que pour x<<d et y<<d', la fonction F(x,y) reste en valeur
absolue moindre que F, les séries précédenles sont absolument et uniformément
convergentes. En effet en remarquant que le point M(x, y), étant situé dans I'angle
formé par les droites Y == aX et X =8Y, le rectangle Mn Nm, est intérieur au
rectangle OPMQ, et on a

[ {(z, y)| <F(1 + Yy,
'lv(wv y)|<F(I —‘1,2) Y,
(e, | <F(—y)a,

et comme y <1, la convergence des séries précédentes est évidente.
Il résulte aussi les inégalités

2 Lty
l2(, )] <F —;

‘ 1

(13)

[23] Supposons que la fonclion F(x, y) satisfait, lorsque x et y sont moindres
que d et d' respectivement, i I'inégalité '

[F(x, )| <<H(e+y)P

p ¢étant un entier positif, et évaluons la valeur absolue de la solution z(x,y) de
Péquation (6) qui s’annule sur O et OJ, et de ses dérivées partielles du premier
ordre. Remarquons d’abord que cette solution peut se mettre sous la forme

(14) 2@, v) = f f h(s, t) dsdt,
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ot h(x,y) est la solution de I'équation fonctionnelle

(5) o, y) + th(sy, 1) = B, ).
En effet posons

(16) G, y) = Fla, y) — yF(by, x)

et dans la formule (g) changeons x en y'x et y en v'y. On aura

i il vy
l(y'x, +'y) = / " G(s, t)dsdt

oty ate

et si dans celte intégrale on fait le changement de variables

1 Ai
s$=va, l =+'r,

on lrouve .

> y
l(\{i,’,(}, ‘l,; y) _ / f h;(S, t) dS d[
3y 2T

en posant

i

WG, y) = Gy z, 7' ).
D’autre part nous remarquons que la série
('7) N G(%Y>+h.(w:y)+h,(”,y)+

lorsqu’elle est convergente représente bien la solution de 1’équation fonctionnelle (15),
et d’aprés la formule (11) nous pouvons écrire

r Yy
z(x, y):f / h(s, t)dsdt.
gy Juz

I1 reste donc a prouver que la série (17) est uniformément convergente.
Remarquons que le point M(x,y) étant situé dans I'angle formé par les droites
Y=a«X et X=pY, ona

py<<xz et ax<y,

de sorte qu’en tenant compte de la valeur absolue de F(x,y) et de la formule (16)
ona:

|G(x, )| <<H(x + )"+ vH@ + y)'<H( + 7)) (@ +y)".



78 D. V. JONESCO.
I1 résulte que

G2, Y I <H(1 4 9) " (@ + y)

et par suile la série (17) est convergente parce que y<Z1. Nous remarquons qu’on:
a en plus

[h(;z,y)]<H—T(.zc+ ¥’

Evaluons maintenant la valeur absolue de z/x,y) lorsque le point M(x,y) est

dans I'angle formé par les droites OI et OJ. Le rectangle M., N, étant intérieur au
rectangle OPMQ, on a évidemment d’aprés la formule (14)

i Iz(a’»y)§<./o‘ /; |h(s, 1)] dsdt

et comme
* v 1 .
P 7 P2
-[ f ¢+ det<(p+l)(p+2) @ +7)
ona:
: . H 1+ T pra
(18) e <T@ty

En dérivant les deux membres de la formule (14) par rapport & x etd y ona

22 h " h(s, wa) ds
Dac_./ (oc,t)dt——a[ (s, za)ds,
i I h(sy, t)d
W_f h(s,y)ds—14 f Ly, t)dt,

et en remarquant qu’entre les droites Ol et OJ

i.’l;<.y et

sy<lwx,
ona )

oz

\—<H l+‘ / ()3+t)”/ll+:rl[ I+ /(s-{-y)”ds‘
A i

Al -

TZ. <H—i,,—f (s 4y ds + 51— f (x4 ) dl,
dy T—v
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Mais

Y . r . -1
(x4 y)

x4+ DPdl et / s+ v)Pds —_—

fo ( ) / (s +y)'ds< )

de sorte que

’

2 H o (a2 +7) o
(19) w|Sprn T T )
(19 ,

2l H (+B0+y) .

I P T R

[24] Cela posé, nous pouvons faire la démonstration du théoréme énoncé au
n° 21. Nous employons toujours la méthode des approximations successives et ainsi
la question est ramenée a I'étude de la convergence des séries (5). Nous supposons,
-comine nous avons dit dans le n° 21, que le point M(x,y) se trouve dans I'angle
formé par les deux droites Y —=aX et X=§Y et-queles points M, et M, se trouvent
aussi dans cet angle et ont les abcisses et les ordonnées moindres que x et y
respectivement.

Nous désignons par A,,...,C,, F des nombres supérieurs aux valeurs absolues
de a,(x,y), ..., c,(x, ¥), f(x. y), lorsque le point (x,y) se trouve dans la région R’
dont il a été question au n* 21.

D’aprés les formules (13) on a

1 + Y dz | . 4
l2o(, NI <F—7 2y, o <Fr. | <Fa
et ensuite
L+ T
[z | <F 7 2, Y, < F 5 XY,
]—“" l__q.,
oz,
<(\g.>“}<Fyll<b.y’ (Il:]‘yg)
7S My

< oz, >
D.v Mp

Nous pouvons maintenant évaluer la valeur absolue de g,(,y). On aura

< Fo,<Fx.

19, D] SF YO +A) Ty 4 (B, 4By + (€, + G

Iy

2(:c—|~y)’—!—(B,+B,+C,-i-C,)(JU-*—ZY)E-

<F |

A|—}—A2 I+
P T —

2
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Alors si I'on pose
( A‘ + A, 14+ {

2 I

F,=F

(d+d’)+|; +B,+C, +C,

on aura pour x<d et y< d'
Iga(wl y)| < Fl('x + y)’
Donc maintenant pour lintégrale de I’équation

¥z

d dy = 0.5),

qui s'annule le long de Ol et OJ, on va appliquer les inégalités (18) et (19). On
trouve :

1+ X +
o,y )| <F, L 3,y).,
4 i
2, <F('+Y)('+°‘)(w+)’)z’
dx ! 11— 2!
2 _p B0+ @y
dy ! 11— 2!

De ces inégalités nous déduisons aussi les inégalités suivanles

1ty (@+y)
I.(za)"h| <F Ya 3' 4
(_‘E’_) (l+a)(l+ 0 @+ Yy , (h =1,2)
M )y K, 11— 2! .
_%_) p OTBO+y) @+
<Dy My ‘ ]-—Y 9‘ ’

.

qui permettent d’évaluer la valeur absolue de g¢,(x,y). Ona:

+r (w+y)”
-

g, )| <Pl I A 4 A) @ 43+ (1 +2) (B 4B+ (1 +5)(C,+ 0

et si nous posons
K=(A, +A,(d+d)+ (0 +2)B,+B)+ (1 +8C +C,),

on a pour x<d et y<d

o L Ey @y
!!/a("c'y)|<]'a J [3 2‘ °
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Ensuite les inégalités (18) et (19) montrent que

£+ (x+y)'
(=) —v) 4l
G +a)(+7y) @+

|z, (x, )] <F,K

dz

| <SP O=n T
oz, o TFB+v) (x+y)
32 A L P yopes d

et ainsi de suite.
De proche en proche on démontre qu’en général on a

N

FH—1 (l + :/)" (m + y)u e
m < F'f\ (C+) ... 7' (n+2)!
L\z” Bl n—1 (] + 1) (] + Y)n (.Z' + y)”"“
T <|.K (l .‘,3) (I ___anfe_») (n+ I)‘
z n— (I -+ (5) (l + v)” (£ + y)”'“
— F K" Rl / ¢
9)’ < 1 (] .{3) . (l _ Yu—‘»_) (n + l)!

de sorte que les séries (5) sont absolumént et uniformément convergentes.
Ainsi le théoréome énoncé au n° 21 est démontré.
En particulier ces considérations s’appliquent & I’équation

2

o[ a2, ) 000 (55 Y+ o) (32 Y | + 00

\x\y

ou k est un nombre moindre que l'unité.

La solution trouvée par la méthode précédente est valable dans toute la région
comprise entre les droites Y =X et X =3Y, ou les fonclions a(x, y), b(zx, y),
c(x,y),f(x,y) sont continues. La méthode précédente donnera les valeurs de
iz
dx
au-dessus de OJ et au-dessous de Ol, en résolvant un probléme de Cauchy. Ce

d
et % le long de OI et de OJ, de sorte que cette solution peul se prolonger

probléme a été traité au n° 12.

[25] Reprenons les droites X =18Y, Y = zX et par le point M(x, y) compris
~ dans I'angle formé par ces droites menons une paralléled Oy qui rencontre la droite
X==8Y en N et la droite Y =2aX en N,.

Nous allons supposer que les points
M, et M, que nous faisons correspondie au point M(x,y) par les formules {2) sont
4 l'intérieur du triangle ON,N. Dans ces conditions nous allons démontrer de
nouveau l'existence d'une solution réguliére de I'équation (3) qui s’anunule sur les
droites Y =aX et X =8Y. -

Fac. des Sc., 3° série, t. XIX. I1



8a D. V. JONESCO.

En procédant comme au n° 20, la question est ramenée & I'étude de la convergence
des séries (5). Nous supposons que dans la région R” limitée par les droites Y = o X,
X =8Y et X =d, lesfonctions a,(x,y), ..., ¢,(x, ¥), f(x,y) sonttoutes continues.
Nous désignons par A, ..., C,, F les nombres supérieurs aux valeurs absolues de
a,(x,y), ..., ¢, (@, y), f(x,y) dans cetle région. Soient N' et N” les projections de N
sur Oy et Ox.

v

Considérons d’abord I'équation

2z
(&
[
= f(x, ).
X dy S )
, . 0z, 0z, ,
En procédant comme au n° 22, les fonctions z, S, sont données par les
dr Jdy

]

séries (11) et (12) et nous avons les inégalités (13), c’est-a-dire

t + ~ Nz V4
]" i cy [ l“ 0 /14“ .
O e L e R
Il résulte alors que :
S+ N A
l(zo)“hl < E [ — ."z wh.yh<l’ I __Yz T
2z, . . X
<Dx>u <Pn<Fg (h=12)
h
2z,
< Fx,Fx,
oY /oy

les coordonnées du point N étant o et —.

Nous pouvons maintenant évaluer la valeur absolue de g, (x,y) et nous avons :

0. <F|TEL 0+ 80 2 (B, 4+ B) 5+ (G40

T—y
Alors si nous posons

I

B

, d -
.[«z=[?|:1+\ (A, +A) 7 + (B +B) +c‘+c,J

11—y
on a pour x-d

(20) |g, (o, Y)| < F,er.
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D’aprés ce qu’on a vu dans le n° 23, la solution de I'équation

¥z,
M dy

:g](w’ y)’

- qui s’annule le long des droites Y = «X et X =8Y, est donnée par la formule

£ y
z,(o;,y)zr/s; ’/; h,(s, t)dsdt

h,(x, y) étant la fonction définie par la série

(a1) h(x,y) = N ¥, (', v'y)

o
avec

G;(w’ y) - ga(]‘.’ y)_ '/g.(ﬁy: 1'1:) *
En tenant compte de I'inégalité (20), la série précédente est convergente. En effet
G, (x, | <F,(x + v8y).

Mais dans I'angle formé par les droites Y =aX et X =8Y ona fy<lx, de
sorte que

G, (@, | <F,(1 +y)x.
On en déduit que

[v%G, (', v )| <F,(1 4+ v) v

et comme y<<1, la série (2) est convergente. On a en plus

b, D <P

Nous déduisons comme au n° 23 que

x
|z, (@, y)| <F, :_—t{{‘f /‘%sdsdt
<F,:—+la[/gwdt+1fl S(lsl
- o o _

hF

i
x
2 NI -
—\z—‘— <F,l+{,|/sds+f$/ “a:dt].
Jy I—v 1.0 o .
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Alors si I'on pose

(22)  9,(x) = k,f f Psdsdt, Y (%)= sz adl, 0 () = F,-/‘Hsds,
ona:
s (o y) =
|~‘(‘L’ y)l -~ 3 ‘T‘o('r>
1—v
& S B O T p
o . __Yzlaocv)4—zoogy”
N P4y
g <I_wﬂmm+p%@»v

On démontre de la méme maniére (u’on a aussi

+y
|(Z;)S|hl < : e tpo(x)
d
( ‘;> l< : i = [ (@) + 26,(0)] (h =1,3)

2N | Y
( dy ) < @+ @)

Ces inégalités permettent d’évaluer la valeur absolue de g,(x,y). Ona:

1956, M| <y (A, A 5 (8) £ (B, + B, 5 50, +. 0 4,(@)
)
4+ 1G, + C, + 2(B, + B)0,(x)}
ou bien

1967 0] <+

N

L[5, () + D, () + E6,()],

en posant
A = .’\‘ -+ ,\1
D =B, +B, +5C, +C,
E=C, + C, + 2(B, + B,).
Passons maintenant & I'équation

2 . .
~a

e =g (i, Y).
drdy AR
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La solution qui s’annule sur les droites Y =aX et X =8Y, est donnée par la

formule
PN
z,(x, y\:/ f h,(s, t)dsdt,
sy Jox
-otl
hy(z, )= X 176,z 1Y)
.avec :

G,(#,y) = ¢,(x, ¥) — 19, (BY, 2)-
Evaluons la valeur absolue de hA,(x, y). Remarquons d’abord que

g, (BY) <<z, BB <L (@), 0,(By)<]0,(x),
-de sorte que

+ .I,)'-'

16, 7)) < U [ ) 4+ DY, ) + B, ()]

et

(+Y)

IG (v, ¥ N < [A %, (v'2) + D, (v'x) + E,(v'@)).

Mais d’aprés les formules (22) on a :

g, (7)) = ¥, (1) < ¥ 9, (%)
b, (v ) = ¥, ()
0,(v, ) = ™0, ()

~de sorte que

(+()

G, (v, ¥ W < ¥" [A g, (ix) + D4, () + Eb, ()] .

(r 4 v)

h,(x, —
l 1(1/ y)'< (I __YJ)(I _YA)

[A5,(x) + D4, (@) + E0,(x)].
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Ensuite en posant
P
w@= [ [T A0 + Db + o) dsa

4@ = f 7 Ao + D) + o)
0@ = [ A, +D1,05) + B, ()] ds

on démontre comme plus haut que

o GRS
el < (=) (1 —+" #()

dz, (1 +vy)

e m;["!’c(w) + 104 (x)]

Dzz (l + Y)’ )

oy == O En@)
et que

o+ .
|9,(2, ¥ <GP0 =75 An®@ + D4,@) + Eo,(@)]

et ainsi de suite.
En général si I'on pose

@ = [ [ A 9)+ DY) + B (o)) dst

L@ = 7 e @+ Dy, @+ Eo, @)
0 = 185 + Dy, (5) + B, (0] ds,

on démontre que

a+9)

]Z,;(-l', y)l < (l __ Y:t) . (l . \{ll» ~~.!) "?u—; (Il:) == ?n—l(w)
9z, a+9" o L N T
Wl ST =y e @ e @)= (@)

‘ DZ” (l + Y)” ,
e . 0,_,(x) 4+ 84, ()] = 6,_ (@)
&\y (l —_— '(J) . (l —_ «[”—’) [ ""4(‘1) + g n—a( ):I n (13)
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de sorte que I'étude de la convergence des séries (5) est ramenée & I'étude de la
-convergence des séries

Ye'e, (@),  L"(x),  Sp0,(x).

Remarquons que y étant moindre que I'unité on a

(r+ v Y
(i ~f>...(:—~"“><<:—~f>

i

-de sorte que les séries précédentes sont nécessairement convergentes lorsque les séries

1+ " n \' 1+ ! 7: T+ " n ’
NS @, N(EEE) @, (L) da.

¥

de sont.

Or, on démontre comme au n° 6 que ces séries sont convergentes lorsque

Ainsi I'existence de la solution de I’équation (3) s’annulant sur les droites Y = «X

et X = BY est établie dans la région comprise entre ces droileset X = d,, d, étant

I—*{a 8

lus petit que d et —— —,
pilus p q T 1y oD




CHAPITRE V

Généralisations.

[26] Les problémes que nous avouns traités dans les chapilres precédents s’étendent
a des équations fonctionnelles de la forme

(1)

Yy 9>[a(¢y)~u. ’)(ﬂ.y)ﬁ >+c(»c v)< >]+/(xy)

\
- ou

2w = z[wi(®, y), mi(e, y)), <\;> :<§i>f;-:’ (i—;)‘li (;;>r~:€ (l-—l 2. .n):

en faisant sur les fonctions w;(x,y) et =;(x,y) des hypothéses analogues & celles
que nous avons fait précédemment.

On peut dans 1'équation (1) supposer méme n = oo, pourvu que les séries
Sa;(x,y), Ybi(a,y), Sei(x,y)

soient uniformément convergentes.
Les démonstrations que nous avons données dans les chapitres précédents
s’étendent d’elles-mémes pour I’équation fonctionnelle du type (1).

[27] Les problémes traités précédemment pour l'équation fonctionnelle (1),.
peuvent s'étendre aussi pour les équations intégro-différentielles de la forme

(2) Dazay - ,/.[

Y

N
[;\(w, yis, ) z(s, )+ Bx,y;s.0) ~\—z?
oz
+ C(x,y; s, t)\—;l dsdl + f(x, y)

quon peul regarder comme généralisant les équations (1). D, est un domaine-
qu’on fait correspondre & tout point (x, y).
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En effet partageons le domaine D, = en cellules s,,..., 5, et soit M; un point
bien déterminé & lintérieur de la itme cellule. Les coordonnées de ce point sont des

fonctions de x et de y

X; =—= (t)i(x, y), Y FZ ﬂi((l',y).

Cela étant nous pouvons remplacer I'intégrale double de I'équalion (2) par sa
valeur approchée

n

S‘gA(az s X, Yo ew, + B, ys g, i) -—> +C(ac’ 3 Ziy Yi) bz)
,_J( 7ya 12 )i M, yyv myz ( T . ’y> ly)t <"\7

i
[N

Gy

~s

M

-

et en posant
a(x,y) = Ax,y; %, ¥) o
bi(w’ y) == B((E, y; mir yvl) 1%
ci(z,y) = Cx, y; i, yi) 0

nous remplagons I*¢quation (2) par I'équation approchée

n

S e 2a bt (), + et (), s

i=1

qui est du type (1).

Alors, en faisant des hypothéses convenables sur la position du domaine D,,
par rapport au point (x,y), nous pouvons démontrer des théorémes d’existence
analogues aux théorémes traités dans les chapitres précedents.

(28] Par exemple supposons que le domaine D, est limité par les droites
Y =«X, X = Y dont il a été question au n° 19 et les droites X — x et Y = Y.
Démontrons alors I'existence d’une solution réguliére de I’équation (2) s’annulant
sur les droites Y = X, X = BY. Cette solution est valable dans toute la région R
limitée par les droites Y=aX, X=8Y, X=d, Y=4d' ot les fonctions A(x, y; s, 1),
B(x,y;s, 1), C(z,y;8, 0, f(zx, ) sont supposées continues.

Pour démontrer ce théoréme nous allons employer la méthode des approximations
successives. Cherchons 4 satisfaire 4 'équation intégro-différentielle (2) par le déve-
loppement ‘

2(x,y) = 2,(&, ) + o2,(x,y) + ...+ "z, (x )+ ...

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XIX. 12
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Les fonctions z;(x,y) sont données de proche en proche par les équations

Mz
oy =[x, y)
3z, :f [A(w,y;s,l)z (s, ) + B(x, y;5,0) 220y
&y by e T s
oz

+ CG(x, 55 8,0)

D‘;‘]ds dt = g;(x, y)
(i=1,2...)

et par les conditions initiales

zi(x, aw) = 2By, y) =0
(it=o,1,2...)

Démontrons maintenanl la convergence des séries

N
(3) Ld Pn Zn ’

V n bzn n bzn

dy

Soient A, B, C, F des nombres supérieurs a A (x,y; s,t), B(x,y; s,1), C(2,7;$,1),
f(x,y) dans la région R. Soient P et Q les projections de M sur ox et oy.

D’aprés les formules (13) du chapitre précédent, on a en tout point situé dans
I'angle formé par les droites Y = aX et X=28Y

I2.(@, )| < F——L @y,

1 —

2z,

)
< Fy, \ﬁ‘ < Faz.
X dy

Il résulte que

oz,
o

! \
A(w,y;s,t)zn+B(w,y;s,l)\is“rc(x,y-. s, 1)

<F<A ! +‘2st+Bz+Cs>

—_—

1 —

A
<F(s+t)[j '+¥, (s+t)+B+C].

Et en posant

F,=F[ﬁ Ul (d+d’)+B+C:|,.

2 1—¢

le premier membre de l'inégalité précédente est moindre que F (s + ).
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Le domaine D_, étant intérieur au rectangle OPMQ on a

z,y

lg.(, y>|<Ff f 65 ossa<r S

Maintenant pour avoir une limite supérieure pour I'intégrale de I'équation

Dz
1

Ty =g,(x,Y),

qui s’anonule sur Y = «X et X = §Y, nous appliguons les formules (18) et (19) du

chapitre précédent. Nous aurons

\

T+y (x+y)

Izl (x’ y)l < FI 1 — .{5 5 ‘
)| _p (90 +y @y 2| _p B0+ @+
Qx F, 1 — 4! ’ dy F, 1 —y 4! .

Evaluons maintenant la valeur absolue de ¢,(x,y). D’abord

oz 2z
IA(x,y;s,t)zl-i—B(ac,y;s, t)—\—s’+C(w,y;s.t)\—t'

14y (s+0
<F’l-—-*{° l[‘

- 2—( +H+B(14+a)+C(1+8)¢.

En posant
. A ,
J=B(+a)+Ca+H+5@+d)
on aura pour s<<d et t<ld'
A :
B(r +a)+ C(1 +,B)+—5—(s+t)<.l,

de sorte que

1+y (w+y)

Cdsdt<F 3 21X
T—y

19,
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Alors d’aprés les formules (18) et (19) du chapilre précédent on aura . .

(1 + 9y (x+y)°
(=)= 8!

|z, (2, )| <<F,J

2z, S )+ ) (@)
it 4 FJ

w| S (r=M0a—=y) 7!
2 C+H0+) @ty
ay Y=y —y) 7!

et on démontre que

+v e+
—="0—y) 9!

Iga(x’ y)l < F;J’

et ainsi de suite.
En général on démontre que

([ + Y)" (w + y)sn+3
(—¥)...(1—¥"" (Bn+ 2)!

Izn (m,ﬁ')! < FQJ"_I

az" n—1 (l + a) (I + _{)n (w -+ y)s7l+1 )
e <F|J (1“75) ...(I—st_ﬁ) (3fl+ I)!
2 yr— (I + B) (l + Y)n (.cv + y)3n+‘
_—n F h »

oy =5 (r—) .. (1 —+""™ (Bn+1)!

ce qui prouve que les séries (3) sont uniformément convergentes.
Ainsi le théoréme est démontré et il est facile de montrer que la solution donnée

par la méthode précédente est unique.




