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DE CERTAINES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

DU SECOND ORDRE

INTEGRABLES PAR LA METHODE DE DARBOUX

Par M. R. GOSSE.

e e =

[4] La premiére partie du présenl travail traite de la recherche des équations (E)
de la forme

(E)y=s+ fle,y,z,p.q, 1) ==0

qui admettenl un invariant du second ordre pour le systéme de caractéristiques
dont y est un invariant, et deux invariants du second ordre pour l'autre systéme(').
- Cette étude met naturellement en évidence quelques équations de la forme

(EY=s+flx,y.z,p,q) =0

qui se déduisent par des transformations simples des équations (E), qui sont de la
premiére classe, et qui ne sont pas comprises dans le tableau dressé par M. Goursat(*),
ot sont venues jusqu’ici s'insérer toutes les équations (E') de la premiére classe.

Conformément aux rvésultats que j’ai démontrés dans ma Thése("), ces équa-
tions (E') sont du premier degré par rapporl a l'une des variables p ou ¢. Lear
étude constitue la seconde partie de ce Mémoire(*).

(*) Les résultats en ont été publiés succipnctement dans mes deux Notes aux Comptes
Rendus de I’Académie des Sciences du 4 février et du 10 mars 1924.

(®) Voir Goursat, Annales de la Facullé des Sciences de Toulouse, »¢ série, t. I, 1899,
pp- 31-78. .

(*) R. Gossg, Theése de Doctorat, chez E. Privat, Toulouse, 1g21.

(*) Les résultats sont résumés dans ma Note aux Comptes Rendus de I'Académie des
" Sciences, mai 1924.

Fac. des Sec., 3¢ série, t. \VI. ‘ 29
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PREMIERE PARTIE

INTRODUCTION

[2] Uexpression u(ax, y.z,p, g, r, {) sera un invariant de I'équation

si les deux équations

s+ fla,y,z,p,9.1)=0

s+

f=o, u =

sont en involution quelle que soit la constante ¢ .

Les deux équations

doivent d’abord avoir une racine commune.

s

L of u u
m —-—m=0, —mM + — =0
ar o oM

. . t . 1A .
(3] Si on prend m = 7 en posant f' = ‘T{— on devra avoir
‘

(1)

et le systeme

N Cdf N
dx \dx .
donne

(2)

Nous poserons

(du

\ dxr

df
dx

uoo0u
L dfN
o \ay ) T
Yoy
ST dy) '
R = — / fudl‘.

du

o

)

o

N

i

u
T3

ds
oy

+(%>::o
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L’équation (1) montre que u est une fonction v de x,y,z,p,q et 6 ={ 4+ R et
on a & écrire que le systéme

. hG)
(3) T;—I::O.
) Al w v A
) i T\?“Lrap“f“w'i;'*"ae(‘,’“”b)—“’
ou v
d
4
Q= — —.
oq
R )R QR IR ,df) of Y2 o
b= tPw Yy ﬁ”(dw oy Tty TRy 7

admet une solution autre que y. Le systéme formé par I'équation (4) et les équa-

tions

i) y O v, N
() SE—JD—qWLD—Q(QOW‘*b)—O,
R AL )
(b) ‘"'_f":\a""’ﬁ(a”e"{‘b" :0,

ou les accents désignent les dérivations par rapport & r, doit donc admettre une
solution et une seule indépendante de r et différente de y. La combinaison de (4)

- \ o . ) Lo,
et (5) donne une équation (7) ou le coefficient de :\—~ est 1, celui de j}— étant encore

¥4

linéaire en 6. En supposant f” == o, c’est-a-dire en supposant que I’équation n’est

pas linéaire(*), on pourra alors résoudre les équations (4), (5), (6), (7) par rapport
oW W W

a4 —

, —. —, =— chacune de ces dérivées aura une expression de la forme
M dr P N .

w

(¢

—(af + B).

2 o

D’aprés un lemme de M. Goursat(*), le systéme admel une solution de la forme
M 4+ w. L’équation (4) donne alors :

dA AN dA A
®) e PPy Ty T g ta=o
N D d Al
.p. ((Ju . ‘<|J. q.k .
) Bw+pbz+’(\p +faq+b)\——0' :

(*) Voir, pour les équations linéaires, la fin de mon Mémoire, Annales de la Faculté de
Toulouse, 1923.

(®) Voir Goursar, loc, cit., p. 32.
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En posant :

) d
hom ==y, T, D.q} -& =+ 0
aq dq
on obtient, en intégrant la relation 8,
o 0 ) 2Q 2 d(
(10) j—Q Lt T N TRV = + KL r Q .
&g ' o oz p

11 faut en outre que l'équation (g). ot Von a remplacé » par sa valeur, admette
une solution indépendante de r.

[4] Si on considére la racine nulle_de Iégquation caractéristique, on esl amené
a discuter le systéme

du ( du r i/ da™  du S df \’t
=0 —f - —_— = e—_— —
R : \dy / \ dx ,-J S \dr

- Lo ou
w et [ Mant indépendants de 1, ona — =

o, Donc I'équation

q

. du u ou 7w o u u /df

Y = = +qt——~“f———‘*rka‘ ‘fp-‘—-—l*—l'———}—“(—- ——'/—1‘—":()
v o T p U N oz p N )

doil admettre deux solutions ne dépendant que de x, y, z, p, r.

On voit qu’on peut immédiatement lui adjoindre I'équation

du df f 7/ du u’ ) S df '
ZE‘I_U._.._-‘;I..LL.*__‘)_L<L _*_p‘ 4-['.1—)__-:_._....{_'}‘_‘);:”.
e dg p g\ 2z p . o dg Ndx

Nous appelletons S le sytéme

Y = o, /=0,
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? 4.

= 0.

Ftudes des équations ou
ardg

[B] La condition (10) montre que cette condition s’écril :

bQ Q- *Q) < g 0Q \) _____
\q Dp 0q A/ ¢ p
Q 0O >?
5" et Q ne peuvent étre nuls. Donc - (: == Q =o, et
‘ o g g

Q == qlx, y, 2) -+ m(@, y, 2, p).

~ On aalors

p / a;w AITIAN

ri( )

oh , . .
bl on fait le changement d’inconnue 7 = h(x,y.2) ot [ = 37 I'équation vient,
¢

aprés un changement de notations

s+ o, y, 5, p,r)=o0.

’

Pour cette équation Q = ¢ el 'on peut supposer -:—;— ==0: si ¢ ne contient
, )z

pas z, elle se raméne & deux équations du premier ordre.

Le systéme S donne alors
de > —
p ) - _( ar) =

La seconde de ces équations doit admettre deux solutions indépendantes de z;
le systéme

u du du (

—_—==0, —"‘““*"O

oz ’ dy Dp R

"(

u u ,('au Au\‘ du [ p)
— e 5} RS, P — —— —— _—
~ ) dy p N N p or Qd
du ,"Bu u u dw \
SN (R ey,
dp N3 p . NS

1 ’ I 3 : A
ou l'on a posé w = %-\—Z-, doit étre complet.
d
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Si w' =o0, ona

Q < dw 4 dw + D) )
—_ —tr =o,
i p oz p

d’otr

w = 2zY(y) + Lg(x,y, p), ¢ =g(x,y,p, "+ / eYeg(a,y, p)dz.

Si ' n’est pas nul, la seconde équation de L divisée par ' et dérivée par rap-

port & z donne
-

RS d dw N dw + dw )
——)=o0 — = r—, ,=—o.
oz Km' ’ w\w TP p

On en conclut que

o =Y+ L. g,y p,r) e=3(x,y,p, 1) + g(x,y, p, 1) /edez.
On a donc, suivant que Y est nul ou non, les deux seules formes

¥4

o="Zla(x,y,p,r)+ 8@, v,p,r) avec L= 3 ou. )
(¢

{6] La relation g donne, dans ce cas,

. . . O
(11) — 4 p=tr—=—f—=+b=o,
de oz op o
d’ott
!I‘D_y' —
\ aq

Un calcul facile montre qu’en lenant compte de la valeur de 4 (n° 3), on a

D{L ,<df.fp” \\ + ‘\ipl/ (d& > + % ‘\;’/ ‘\i‘c” fop” + / Di?”
g T \de /T \dr Tp w1 Ty
On a donc
O p. e "7
e .
/s oz o"7 + 8"
N " L\}L M
St «' =0, ona W: Y, Slon pose :
<

19

Do ‘\(’BP” ‘\:E‘c"
p dy TV

/ dYo" M [ dp ,
( — a€ g _— 5'{ J ! — ) 4 3
(12) Y@ vy p) "\ dx ) A &dz) !



EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE. 179

Si o' n’est pas nul,

Fu /A o
S 2, (2, Y, 20 p)
74+ =
a
U
et le rapport - a une valeur g(x, y,p) indépendante de r. )
o
Mais
b= g b

Si on remplace p. par celte valeur dans la relation 11, en remarquant que b esl
du premier degré en ¢, on en conclut que 3y, est une fonction de y seul en annu-

, ' 1 1
Jant le terme en ¢*. Or ap, ne peut prendre que les deux valeurs et — .
72449 1 +ge”
. , R aﬁ
Il faut donc dans ce cas que Z =¢€°, §' = o, % E
°q

Nous avons donc & étudier les trois Lypes d'équations :

I s+ ealx,y,p, )+ rp(x,y p)+ 8,y p)=o,
I s+ z(ar+a)+ by, p,r)=o,
s +é(a,r+ )+ 0, y,pry=o,

x, et «, étant des fonctions de x.y.p.

{7] Equations 1. — On a successivement
o NP . i L )
‘\—(f-_—_I S?—————(/—"‘(.,C,.V,L,_p’), :L‘—-'—-;q »——qa‘/+sr)‘.7

¢ étant donné par I'équation 12 comme dans le cas ou 2" = o. Cette relation montre
que y ne peut dépendre de z que par I'intermédiaire de e*. Mais la relation (11)

donne
Cody N d \
—ql ) RS b=
! Ndx ) T \dx CHSg ) b =o.
ot
NI J MR K l'»\ Y . y
b= BB RYY Y Y
0x dy U \day, dy 2 P

En annulant le coeflicient de ¢, on obtient

]
IV v A\

ro 4+ b= r<t o+ pb 4 T
p )z e
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Mais 6, el 5, ne contiennent pas &5 —= est par suile une fonction de y seul et ¥
- [
ne peut contenir z que linéairement. 11 estdonc indépendant de 2 et I'équation peut
s'écrive :

4 .
(;_1‘ (([ + v(x, v, p)) =cale,v,p,r).

Faisons lIa transformation de conlact

X =z, y,p. Y ==y, L=z 4+ Vi, y,p),
ou
M
@ o AE o - Al d g Q)
& dp p A p op oy dy Do
p
On peut imposer aux fonctions

¢ et ¢ la seconde condition

A\
MW d p , .
T2 ey, )
dy dy dg
p
La relation
Q=q+v

donne

d . d o o090 g o )
d’ott

u =3\
%(44—;)— <a

[u
SERS

g
+ ;l.) .
p
L’équation peut donc s’écrire

S=¢eZAX, Y, P, R)

car R estlié & r par la relation

o

? 2 b_( 2 \—
i“(&f*"i‘) ‘-‘v) ﬁ \/+r‘\p;~3~;’_§.
| Cep -

On peut donc, sans diminuer la généralité, prendre 8, =8 =o.
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Si, dans le syst¢me 2 on pose g == e'a(x, y,p, ), il donne :

du . du du (81

— = —tr—)— - x+ra ) =o.

dy o * <‘ ! bp\ Dp 2w TP \
Donc

d a') d bw> . .
e | e fd R - . ks ..._—Xll £, ,‘,
ay(u, o, Dy(a’ 0, % ¢(x,p, r)

/

et, en changeant de variable y, I’équation pent s’écrire

N

(13) s+ ea(x,p,r)=o.

La condition (11) s’écrit alors, en posant ¢ = — / *"dr

. \ N
e“‘(-dﬁ}+ic—+l'i;—+ﬁpc+x< +poc+r >+a; 0.
& [¢

On en déduit sans peine que ., = ¢*l(x, p) et on obtient la condition nécessaire
et suffisante pour qu'une équation 1 soit une équation E sous la forme :

y , R dt [ da du d
(14) 3;(6+l)+2p(¢+1)+’$(“+l).+7{?<1{5+p“+r‘({;)+°"‘§;—'°-

On peut vérifier directement par un calcul simple que I'équation (13) admet sous
cette unique condition d’une part, les invariants

y et t———e"‘/<oz”clr'~f—l<33z

et d’autre part, les invariants «, et u,, solutions distinctes de l’equatlon

bu+3u , 1> bul Da+ 4r )
—_ —_— P — -3 L =0,
ox p a N P

I est facile d'obtenir des exemples d’équations intégrables.

da
1° Supposons -:7 o. L’équation 14 donne par un calcul facile
<

' ~ dx da’
» " ¢ ¢
ax'+:z)&:rz/ 2"dr, z—‘—+ \ == /z'-—-dl'.
a

Fac. des Se.. 3¢ série. t. \VI. 23
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du da!
2% Elles admettent la

La premiére donne xa" = 2" et la seconde o' — = »'—.
dx dx

seule solution commune o = (x)e" et un changement de variable permet de prendre

Téquation sous la forme

s=¢e"" ou r4+z—-4%.s=o.

Les équations des caractéristiques du second ordre sonlt :
di
dz = pdx, dp=rdx, dq=sdx, qdx-+ds — =0

dy = o,
pour le systéme y et pour l'autre systéme
dx |
dz = pdx + qdy, dp = rdx + sdy;

dg = sdx + tdy. pdx +dr =o.

On apercoit immédiatement les combinaisons intégrables
Yy == constante, q* + §* — 2l = constante ;
. L0
Arc sin LA
u u

»

P+ — ) =,

d’oni

£ 40 :
»»»»»» = oS .

La forme de ces résultats invite 4 prendre p comme inconnue. On obtient immé-

diatement I'équation de Monge-Ampére

qui admet les deux invariants du premier ordre u et v définis par

€X v — 1
* p == COS§
u

u

et pour lautre systéme, v et I'invariant du troisiéme ordre

l \ 2 4 D r .
—— s + ¢+ q( )y — —> == constante
(q S 1 . Pue q : :
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comme on le vérifie sans peine. D’aprés la théorie générale(’) la transformation de
contact

—1)d,
=2+ (-0 Y=y /—L+/ \/p =

doit la ramener a la forme

s = flx,y,2.p,q)

et cette équation devra admettre une intégrale intermédiaire du premier ordre du
systéme « et pour le systéme y, un invariant du troisiéme ordre. Le calcul donne

1 (p—1) dp : q
—_— —_—, ): —
Zz / z Q p
pZ

<+ s) (qr s)<x+[>
r+z——)=(qr—g¢s)|{—=+—).
p 7)== gty

L’équation transformée s’obtient donc en éliminant p entre les deux relations

(o 4 () = L

| @

et

ps;xq L ‘ “/‘ (p—1)dp
. < :
p(X*—(p—1)?) p(V—p— 1)

©lw

Elle est de la forme S = QF(X, P). On peut I'écrire
s
83;-;-(96, p+qg=o

et on voit ainsi qu’elle admet l'intégrale intermédiaire

(-73,17) +z= X(.Z‘)

-6

Nous étudierons dans une autre partie de ce travail les équations d’une forme
plus générale.

2° On trouve facilement que I'hypothése x = 4(p) ¥(r) conduit & I'équation

n2
;.4,_’_."_‘_

s+(r+1e ot .

) )
Cette équation se rameéne a la précédente. Kn cffet, posons z 4+ — = 7.
2

(*) Voir Goursar, Legons sur les équalions aux dérivées partielles, t. T, p. 82.



S +

, d Cdy R~ R R, [d o 0 )
15) () a(gh) v gy b e () gk, 2

184

R. GOSSE.
L’équation vient
:—-Iu‘+£:- -+ —l-
) r
y+re =0.

Effectuons la transformation d’Ampére. On obtient U'équation

Zt
—_—

2
§— € e =0

gu’un changement de variables raméne & I'équation que nous venons d’étudier.

(8] Equation I1. — u est du premier degré en q. Si on pose

=gy
la relation (171) s’écrit

Ry dz p dr) Tz y "y

et on a d’abord

VTR (L GRVINNT ) ST o
TR ’a‘,.sﬂ”y*:;)'

a, et «, ne dépendent plus de z; on en conclut que

- - Y 99 . .
"’:—-‘g('l’hv'p)"“"‘a' Iav—g‘ 18—-(\_;+py"

Dans P'équation

R Y . o
.\+¢\r-37,+—.a.;« P\l>+§(.b,),p,;)_“0’

faisons la transformation de contact

N = g(x, Y, p), Y=y, 7=z 4 Y(x. ¥, p).
On a
Dfr A Ve )
ke + ..‘_); ’ S 4+ Ri — oA
p o dg XU , o S dy dy
== L — == A, Y, P g . §omm —
¥t DA LT
ap N p p
Il vient
do Vd o M Ty \ Ok 2\ i
=~ t{Z -y =R — +p — R} + 6@ v.P,R)y=0.
A Ty T "‘Mp( T Y e AT A TYARNCE )

— ()
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Si on prend

Y% [ ,)bcp
p <—5£—L'_+py' p

I'équation II ’écrit alors

s + z(Yp + h(x, y)) + B(x, y p,r)=o.

Posons
c=1, y=1Y, w(x, y) =X.
On a
L . b:,a) % ) <bcp >"’ U
=P = {8 _ - P ] _— .
P Pbm’ d </+R3y am_tpawby’ r=R 2 +pM;‘

b 'r)
Si Y est nul, on prendra % = h(x, y) et on aura la forme
e

(17) s+ 148 y,pr)=o0.
Si Y n’est pas nul, on peut au préalable le prendre égal a un par un changement
de la variable y. Si % est nul, on a alors ‘ ’

(18) s 4 pz+ B(@, v, p,r)=o0.

. d :
Si h = o, en prenant % = h, on obtient la forme
(¢

s+z(p+1)+ 8x,y,p,r)=0

qui se raméne A la précédente en posant z =7 — .

Pour I'équation 18, le systéme Z (n° B) s’écrit

wu wu u du /8 B
— B b —(B'r—B) — St T *):-_
w TPt ar<am+rap+p,, o
u + rbu .
P p ar
En prenant comme variables indépendanles z,y.p et w= -— on voit que les
. Lo p
coefficients de 1’équation

R , v (PR S| R A
T e e Ty T =0

ne doivent contenir p que par I'intermédiaire de « .
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Si I'on pose

by, p; ) = B(x, y,p, pw).

ona:
_DE__I_E M w
T p e’ » W pe
Donc :
b= ph(x,y, ») + l(x, y, p)
et

a<la,1\ N l)_
w\p )t (°5}7<$h5 -

On doit donc avoir 4 la fois

d /A1y A AN
bp(&"‘ﬁ)_‘)’ E(bp“?)“""

ce qui est impossible,

Pour I'équalion 18, le systéme E donne

u w U du /B Sk
- =o, ot = i r—)=o,
p Y v\ TP op )
On en conclut que
D/ \n?
B=h(xz,y, r+ Ux,y,p), - D

<
14 r—=o0
dop + A4

et I'équation s’écrit :

$+24+p(Y =) + B2, y, ) = o

ou, en prenant comme variables y et & — Y,

(19) S+ 2z—pr+bmyr)=o.
L’équation
u o U du /28 rx)
—_ _—— [ — = =0
dy Y r \ dx

a deux solutions distinctes indépendantes de 2z et p. Ce sont les deux invariants
cherchés.
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Pour qu’il y ait un invariant du second ordre du systéme qui. admet y-comme
invariant, il faut et il suffit que le nombre

p=qx + w2 2p)
vérifie la relation 11, ce qui donne

dy LE )_‘_;.
(W)“‘g(g_pm*"z)x’L(\_xJﬁB o T) Ty T

d ' :
(——-d*;‘> est donc du premier degré en z et on peut prendre

v, =Y +mz 4+ n.

On a alors

dm dn ‘ N B > 2
i z ' (I ¢ s — 9y f- x).
z(__d ) + (.__d ) -+ p(2Y 4 m) —+ —):L' —+- .j (————‘\ ———le fomd ——-‘)v + J(L(Z e é pl/')

2

La condition

am - dm :
: +r + apY = ax
o Op
donne
Y=o, m=ux"+Y,
et il reste
an ’ J /

an vy Ll (2N
D_ac—+r—bp+p(m +Y")_$c—(f‘8 dts+{$($wlw>_3;+fm(ﬁ~pw).

En dérivant par rapport & p, on voit que n doit étre de la forme

n=->b(x,y) —pa'+xY, +Y,)

et on a I'unique condition

d - /B _ B -
—b,_/B’“'f | ——re ) —r( —_——— =o0.’
v ‘ (x, v) B"=dr ‘ + 8 wa r.;c) ra®+xY, +Y,) o 2 =o
On ne diminue pas la généralité en dérivant par rapporta » et la condition néces-
saire et suffisante pour que U'équation (19) soit une équation (E) est que B soit une
solution de U'équation aux dérivées partielles :

VB (L Y B ¥E VB
3 (= 55) 5 ey R 4 ) =
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L’équatiou (19) admet alors-les deux invariants
voet b= f g+ gr 2 4 50) 4 b, ) — pl@ + g+ ).

Pour donner un exemple, cherchons si § peut étre le produit d’une fonction de
x seul par une fcnction de r seul. '
En posant § —= XR, oo obtient la relation

XR'(rz — X'R) + XX'R” + 30XR 4 2" = o.
On doit pre:ndre X=u" et
R’(2R—7r) —3R'—2R" = 1.
Si on pose aR —r =u, ona
uu" = (u' + 2) (@ + 3).

» 1 . -
Posons u' 4 2 = F; on obtient, en intégrant,

uz(oﬁ‘), I'+%—+26+f£6=o.

L’équation s’obtient en éliminant 6 entre cette derniére relation et

2 e 3
s+z——pm+-ﬁ—[r+( 4;')]:o,

I1 est facile de déterminer ses invariants :

1° Le systéme dy = o, dz = pdx, dp = rds, dg = sdx;
dt + ids(—;—— [) +(g—sx)dr=o0
2
qui définit les caractéristiques du second ordre du systéme y donne
x? 1
d(t + qx — sx®) +-9—ds<? + 1) —o0.

Or I'équation elle-méme montre que

ds = — G+ wdx—£<i—t>d0;
(] 2 \ 0
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donc
, x* 041 | . x* 0+ 1)° i
d(t 4+ qx — sx*) = — —%;— ;(6 + 1) xdx + T(ﬂ— 1)(———0——)d0$.
2 !

On vérifie sans peine que le second membre est une différentielle exacte et que le
second invariant du systéme y est

x (04 1)

f - l'_,—..g
+ g — 8§ 3 0

2° On peut aussi déterminer directement les deux invariants de I'autre systeme.
Il est plus simple de chercher les solutions de I'éguation

ou %,bu u /8 ,
¥ v\ x)=o

qui s'écrit en prenant 6 comme variable au lieu de r

du /1 —0 u
4 —_ xr—(0-4+-1)=o0.
y 2< 0 \‘L TR

~

Le systéme différentiel

_ abdx db
(1 —0)  x0+ 1)

admet évidemment l'intégrale premiére

-

L1+ 0)

0 o
On a alors :
0 0
dy = —, yE==u, + 2 —
\/U,'O \ ul
el
2l
U, ==y —
Y TR0 b)

Les expressions u, et u, sont les invariants cherchés.

[9] Equations 1II. — Un calcul identique a celui qu’on a fait pour les équations II
montre qu'on peut prendre

ALY \1\ ),

N QY AR N aa

% =0, 2,0 = — [ — 4 p—} 2. =¢e( a —_—

! 2 <b.‘r 13:/’- 2 p+D:D ’

Fac. des Sc., 3¢ série, 1. \VI. 24
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190
a etant une fonction de » etde y. Le changement d’inconnue 2, = 2 — Ya raméne
I’équation A la forme

s - pe‘ + BGe, v, p, 1) oo, v o= pe° + Y

AT
et le systéme Z s'écrit alors

du a0 W e A B du du
SV A S wntiin Sl €A HEEEIE- 3 B AR AR Bt — b P— = 0
dy dr p et p » o

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il admette deux solutions est que

o '
b=pol —. .V;\ = poh, i, ¥,
¥ Y.

L'identité 12 qui définit v donne alors :

: dﬁ(ﬂ”) M ’dh> \ WP
— e - \ . {j' { . i it . ’2(,: L ’,e; o 38:' g (6 B 2 )
r S\ ar b ( de) ! } o by Bped
d’on
N1 P 2" .
t -1 - ) ——— 3 == 0,
or P A (\p
c'est-a-dire
A N D“q,
) - 1)—— . -1 =0
A NP Y

ce qui est impossible. Aucune équation ITl n’est une équation k.
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Etude du cas général.

*f -

TR (h == 0), le systéme S du n° 3 s’écri

|40] Si nous posons /i =

du du u du Sou du du du [/ df
Wy URPTANIETE'A WY
) dy +qbz jc\p +fk)w+pbz +rbp> Dr(dac ©

. du u u 1 u 1 Jf du du 1 d /df
l=—+p—+r—~=F———— — ————<——— =o0
o oz . p  hda hd Xp ar h g

On en tire successivement
7 d (n du d (; bj’)bu w2 1) sdfy
= \5 ) - —_——_— | —— = = o0,
' dq \h/ 3 \h d/ dp ar )q Kh dg \dx

7 -2 (.'\ u @ (1 'af)au wm Y (12 /df )_
T3 \R) e T\ ) g \h Yy \EE) =

’

Les variables étant au nombre de 6, pour qu’il y aibdeux solutions, il faut d’abord
que Z, et Z, soient identiques. Nous distinguerons deux cas.

, . dh 3 f
[44] Premier cas : —a—q_ =o0, ona m‘{)—, =o.

La relation 10 (n° 3) donne alors

2Q
O/ » [
P —b? 3—'-9: + E}T 3(—}_ =o0.
g oq
On a donc deux cas A étudier
. N . da
1 _Sq_—a' Q=aq+ 0, gz}:o
L’équation s’écrit
d(agq + b)

e + ez, y, 2, p, ri=o.



192 R. GOSSE.

Faisons la transforination de contact

\ N =qG.y.2,pr. Y=y, 1

=HwyLp. [gdl=o.
T p M Q=12 (2 Y M2 )
L op p’ ap T ap \y )z p oy 2

Si j'impose anx deux fonctions arbitraires ¢ et L la seconde condition
’n> MW W Y g
Qi — | = —| — — L1
pr p \p iz p Az

ag + b = PQ + ux, v, z, p).

d(ag + b) do . dh
S D — (PS 4+ OR) = 4 25

da (P8 + QR) dx + dr
et I'équation s’écrira

PS + QR + F(X, Y, Z, P, Ry =o.

On peut donc, sans diminuer la généralité, prendre b =0, a =p
Mais si, dans I’équation

ps +qr+ oy, 5 p,r)y=o

nous faisons la transformation d’Ampére, elle s’écrit
— XS —Q + R;(—— P,Y.Z—PX, X, — %) =o.
Elle est de la forme
s+L 4. (@, y,e,po ) =0
x :

> f
et on a J
ardg

== 0. Nous avons ainsi ramené ce premier type d'équations a celles
que I'on a étudiées au chapitre précédent.

20Q a , ,
_—= . Q =a, +b.
TEREY, Q= atq+g)

Une transformation de contact du type T, ol I'on impose aux fonctions ¢ et ¢
la condition

d /0 W __aq,(aq, 29\
%(W_QSB___ b_,v"gbz

permet de ramener I'équation proposée & une équation de méme type ot ¢ est nul.
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On peut donc prendre
Q=a¥y.q+0b

et on doit avoir

AP d d
(tQ' Q}.—,O c.-a.-d. —?—:0

P \dp " g/

L'équation peut alors s’écrire, en modifiant ¢,

%(aﬁq) +ao(r,y,z,p,r)=o0.

On a, dans ce cas,

" d4a
S=q¢ + qdq (7;> =qp + Hqlg.

H ne dépendant plus de r.

L’équation Y s’écrit alors :

du u : , o du
dy iy '“E)—(‘l? + qH4q) + q¢ (&;)

—’:’:i 3‘](395) + qu<__\ +(g¢ + qH4 (¢ + HO +£q))$

Elle doit étre une identité en ¢; on a donc H =o.

B

11 reste le systéme

(20) u o ,ou n wu 04 pe) 4 wu re' — ) du (dp ,} o
_— =0, o} - —_— [ —_—(re — —_— | —_———0 = 0.
\, Y e L\Z( pe ap( v r dr v

N
Nous pouvons nous borner & I'étude du cas ou ;—9- n’est pas nul(*).
A4

La condition (11) (n° 6) donune, en posant s = f odr.

. ( du. . de o
(21) (%)*_‘P‘I—"'QQ({ )+v‘15+‘19( P)“‘IW
228 e, 2
— ==+ g =o0.
73z p

(*) Voir Goursat, Lecons sur lintégration des équalions aux dérivées partielles du second

ordre, t. 11, p. 173.
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En dérivant deux fois par rapport a r, on obtient

d dYgp”
Bl fo
g dy
\‘ " .
On en conclut que ‘%5 est une fouction de x,y, z, p qu'on peut prendre égale
(4

d
A — 4a; donc
dy

c=abx,y,z,p, ") +ar+a,

les @; ne dépendant que de x,y, z, p. On a alors

J

S da + u,

b=xq"—q

et en annulant le coefficient de g dans la relation 21, on a

: d (2 d da,  da
23 — | —Y2)——Ya(ar+a)+r—+-—2=o
(32) dx(by:€> dy (a,r+a) 4 dy oy
' ' ’- . , .0 ba,
Remarquons que ' = a8' + «, ne peut étre indépendant de y que si < et 3
ay Y

2

. da . , s
sont nuls. La relation 22 montre alors que ~ est nul aussiet ¢ ne dépendrait plus.
<y

de y. L’équation 20, divisée par ¢' et dérivée par rapport & y, donne alors, en

1
posant © = 7

) Mo w2y | d;) i
(23) —(—"*“—“—(wP)““‘:W)“’K<"€E -7 g——o-

d ) . v |
— o+ o =0
dy ay "oy !
Or
Lo 1 D<l\ Lo af' + a,
[O]) _— = . —_— = — 4 . I e et
dy oy \eY Ty gla 2,
Sy dy
donc :
¥ af' +a do af’ +a FXa  da
,L_‘;__'_—F__‘_+_‘_'__(L*—_;)__<‘{g" 2+—;—>—_—:o,
dy B,D_a da, dy <6,b_a ba,)“ QY dy
Sy Yy Ty oy
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(S
2 2
:—:/'D_C{ aa‘\((?_{{"ba‘%_ba‘\s
LUy oy /N7 dy, ov? )

En développant et simplifiant, on trouve §" = o par une dérivation par rapporl
A y. La relation doit se réduire & une identité et on tronve aisément que

a, = K,a+1{, a,=K,a+ (.
K; et I; étant des fonctions de x, z, p. En modifiant 3, tout revient a supposer que
. ) .
a, el a, ne dépendent plus de y. Si on pose u=-b—y-.§fa (u=E=o0), la relation (22)

montre que \iﬁfu ne dépend que de y. On peul par suite prendre ¢ =7v,Y" el en
y
modifiant 8, on a finalement
d
': Yl‘ﬁ R , " __(' s
= (¥, + o),
7 dg

v étant une fonction de &, z, p. En posant A = k(—j‘;> —¢*, Véquation 23 montre

" qu’on doit avoir

J A A dw\
W\ T )T

d’ou, par un calcul identique au précédent

N WU XA L,
¢ _‘_(‘\!\H——l): ” Y'Y
Jy dy -

Oron a

M)A ) di dv dv
.__.:\""‘»l —_—) — B——9Y — ‘
% <v<dm> o +v‘$dac 9y gv(SY>,

J \
— ue peut s'annuler avec nos hypothéses. On a donc

oy
d 9A O o
| v e
ce qui exige que :
o du i
! - ¢ Y —o0.
Y 7 avY s o

Ceci n’est possible que si Y est une constante. [l n’y a donc pas d’autres équa-
tions de la premiére classe du type étudié que celles ot f ne dépend pas de y.
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[42] RemarQue. — Cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour que

Q - Q 2Q
o 4= r—
/,_‘ + dX +pbz + p

ST ;‘Q

g

soit linéaire en ¢. On doit avoir
NS P\
Q| T
q

On retrouve pour Q les deux formes que nous venons d’étudier. Nous avons done

déterminé toules les équations (E) lindaires en ¢ .

<

: dh N .
[43] Deuxiéme cas : %?:i:o. On peut alors tirer \—I: de Z, (n° 10) et porter

dans Z, qui doit étre identiquement nul. On a donc

, oL sy ,/uf\.bf“n‘./)*““’

La premiére égalité donne, tous calculs faits

AR )

A0 gt T g gt

(2d)

<

I 9

h dq

(

Nous désignerons dorénavant par Q; des fonctions de x,y, z.p qui contiennent

¢ sans contenir r; nous pourrons alors sans crainte de confusion désigner aussi par

des accents les dérivées de ces fonctions par rapport & ¢. Nous poserons

i I 2Q 2Q QN .,
()':6;, Qz:<3‘;+pbz+r“p>-(\)i

La condition 25 vient en intégrant par rapport & r;

D( \!

A“,: - Qa : J; ’

& g
c’est-a-dire
(26) FQT QU = Qe QU + QD).

S=

Q+Q,.

2

Si Qf est nul, on a soit Q == ag + b, soit Q =al(qg+g) +b.

df
dx

)
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Dans I’équation

dQ

—dgc-+p(w,y,z,p,r)=o,

on peut en modifiant ; prendre b= o dans les deux cas et nous avons vu (n° 11)
qu’une transformation de contact de la forme T permet, dans le premier cas, de

. oh . Lo
prendre a = p; danslesecondcas, g =o. Si Q=pq, %ZI— = o0, ce qui estcontraire
<

4 notre hypothése. Il nous reste donc le seul type
da
f= <PQ+%QQQ> .a
qu’on peut écrire en changeant les notations,

. da
S=rcq+ qi”q%,

Alors

<%‘> :q<3;> +qi{q<%>_q<9+ﬁq%> (9 Ly +f£q)>-

Mais il est clair que la seconde des égalités 24 donnera, par le méme calcul qui

a donné 25,
(27) > <_‘f£) Yo (df> )
L 3 \de ) rdg* 3¢ \dw /) arag*
Or
c\f ' o, oa o da 1 i da 1
— =9+ qdg~, S ar S e
¢ p ardg p q rdg » T

dfN do s Pda ) d*a da \* da e da \?
(%) —‘/<(%> —¢ ‘fdx> +adq <<zw‘> ~(@) —2%) —attar ()
> rdf\_ 1 [(da da\*  da\ 2 (da\"
2= () () )3 (2w
NN daf _____l_@(dﬂa 2 da da)”(l-—_ﬁfq
Bq"<dﬂc>_ 7 | %> .>—2PE§"’2(EE 7 >

. PR . . da .
Il est manifeste que I'égalité 27 n’est possible que si T est nul, ce qui est

+
/N
IS8

SIS

contraire & nos hypothéses.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XVI. 25
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[44] Dans I'égalité 26, nous devons donc prendre

n
Q=g o Q=
1

On en tire successivement

2Q 2Q 2Q
1 " L\x +p¥ D—p- "
=u(x,y,z,p, r)Ql, — +r T (Q') (w,r +u,),

2Q N Q \ N Q .
d +1)— u1+$‘(alq+ba)’ —g;'—uz.i—ﬁ(asq—i—bz)?

u;, a;, b; étant des fonctions de x,y, z, p. En modifiant

¢, on peut prendre nuls u,
et u, et le systéme

0Q N Q Q
dx +p dz — L\(I (a1q+bl)’ E—— .Sq—(azq_‘_bz)

admet, comme nous I'avons fait remarquer plusieurs fois, une solution linéaire M +w®.
On a alors

op- n p
MA a4 NS w Py I
P, e =2 =2 2,
dx oz : p ' A DN

S

1

o/ o/
3|E

d’oti I'on tire
Q=¢(hg+p, )
En posant % =a, u=ag, on arrive i I'équation

d4a . .
Q +@+9 )——+(—5 o, ol Q==¢(alg+9g)y).

Une transformation de contact T permet de prendre g = o et on a finalement

¢ d4a . .
s+——Q+qdm =o, Q =9(ag,y).
On a donc
d4a
= ¢ —_— ( —:vL R ,
‘/‘ A(Ql +q dl' ) \)1 Qr (aq y)
f

0 (520)— (4 ) (-0 22)
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en posant

df dp dga® , d'Ya ( d4a )2
= — ) — ( 2 — .
dx Q‘((doc) ! dm) 2Qa¢ +q<dac dx

L’équation Y (n° 10) s'écrit alors
du du d4a Ma \ (
_3_37+q—b_z__ <Q+qd > <Q+(13p) dac>

du [ do dfa L " d*4a da\*
TS [Q'<<%)—‘ dac>_Q‘Q‘a‘° +q< dx* <d10/ =%

u .
u ne dépend pas de ¢. On a az (\r == o. 1l existe doncentre Q,, Q', et ¢ une rela-

tion de la forme

Q,Q,=KQ, + K,g + K,

et les nombres K; ne sont fonctions que de a, et de y.
Ecrivons alors 'équation donnée sous la forme

A9+ eQuag =0

et faisons la transformation de contact

Xz‘?(“"’z’p)‘ Y=y, Z=V{(@=z2p), [‘P:"!’]zov

o M ¥
y —w W

On peut imposer aux fonctions ¢ et ¢ la seconde condition

D@_a(&m}/ Ay M\

et on a alors

Q=uagq,
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et

dag) _ g (b_?

dx

d g
& +p¥+ra—\».

P/

En modifiant ¢, I'équation peut donc s’écrire :

S+e(@y5p1NQpY) =0 o QQ =YQ+Y,q+)Y,

et le systéme S (n° 4),

Ei—;—!—iﬁpg\;:o, ZE% —‘2\%?\'120
On doit d’abord aveir
%‘7(9’\'.) — :Z (s*Y,)

d
Si Y, =o0, ona £

e = O Si Y, 4= 0, on peut prendre Y, = 1. On a alors
¢

2 2

</
O
[V
O

|

=Y,
¥

Si on change z en z +/ Y,dy, on a une équation de méme forme ou —\i est

~

o/

p .

~

¥4
% WA % .
nul. Il reste Y,— =z 0. 8i Y, n’est pas nul -~ =o0. Mais on a
oz ® oz
X(Y(®w) — Y(X(u)) = o, c.-a.-d. Y(w) =o, o =o,
ce qui est impossible. Nous n’avons donc que deux cas & distinguer :
Qs d
1° Yl:O, il = 0, Y, =1, 2° Y,=0,' i-—o, Y‘:I
4 ? oy

[48] Premier cas. — En changeant de variable y et modifiant Qet ¢, on peut
prendre

O s+Qe@ y.pry=o0, QU=aQ+1, a=]".

Le systéme S s’écrit



(30)
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On voit immédiatement que la condition nécessaire et suffisante pour que ce sys-
téme ait deux solutions est que ¢ soit une solution commune aux deux équations :

. d s d bg) A o
(a8) (75 Dy ) + P(?m? w Ty
| e S
(29) yor TR =0

Je dis que ces conditions suffisent pour qu’il y ait un invariant du second ordre
du systéme y. En effet, 'équation
v ALY A ALY

TP +t$—pQ—+(a0+b)‘—:0

dx

s’écrit ici, en remarquant que I’équation 29 donne
)¢
6 = /o"dr = + —‘52—9- + (2, y, p),
{ { dy

v v v v , B dp % dc> .
+p\ gﬁ—pQE+a—e[~—°pQ+a9Q+Q<aa9 i » (% =o.

Maison a:

ds\  da dp , dp) <d Dﬁfp)
(dw>~% (dx>+9<dac T\ dy

et en tenant compte de 28, I'équation 3o s’écrit

W v w v v , . do L
SE-FP-D_Z— +"3; -PQ—b—q—+ se—<—‘OPQ +Q (a“?‘—%) +PQ°‘> =

On a successivement

AL v v . ,( ,  da , z
w ) ,
— Qg+ 0@ + Q@@ + i =o,

v , da M

——— _—.—0’
op op 20

d’ot finalement
w w LW dx LW da v 9

~— =0, bt N~ — <z N <~ == R )
0z o W w W W g w0 (“ Q’)
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Le syst¢éme admet la seule solution

0 . t ‘ 2 (
6+MQ—~—Q-+Q\1(90,%P)%./!3 dr \

Drailleurs, les deux invariants de 'autre systéme sont de la forme u(x,y,p,r)
et u(x,y,p,r). .
On est donc amené, pour intégrer I'équation I, A essayer la transformation p =Z.
On peut mettre I sous la forme q = flx, y, p, 1, §),
On a alors
¢ =flx,y,2,P,Q)
et la transformée est :

o o ) N4
< ] .
w TPz TR SDQ_Q'

C’est une équation de Monge-Ampére qui admet comme invariants, d'une part :

of N LY
dy +Q'D—Z~+bap +'136

yoet o(x,y,2, P,Q) +°P§°‘(x,3'vz)+y(x,y,Z,P)g

et, d’autre part :
u(x,y, 2, P), u,(x,y, 2, P).

On sait qu’on peut la ramener par une transformation de contact & une équation
de la forme

s=TF(z,y,2,p, 9)

qui admettra une intégrale intermédiaire du premier ordre pour le systéme X et un

invariant du second ordre pour le systéme Y. Il en résulte qu’'elle sera ou bien
linéaire ou bien d’une des formes indiquées par M. Goursat. L'intégrale générale est
facile & trouver dans les deux cas.

[16] Deuxi¢me cas. — Un calcul qui ne différe de celui du n° 15 que par le chan-
gement de y en z, donne, comme condilions nécessaires et suffisantes pour que
I'équation

s+ Q@ olx,z,p,r) =0,
soit une équation E,

Q%%:aQ—{—q, (a=o ou 1),

d 34 d %\ % dp
<?i£7?>+ 7.:;3:>—fap+““&"-
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[47] 11 est aisé d’obtenir dans les deux cas des équations intégrables de forme
simple. Dans le premier cas, on peut ajouter a celles que j’ai signalées dans ma Note
aux Gomptes Rendus déja citée, 'équation

F=q(t—e)

. . A .o
Dans le second cas, proposons-nous de déterminer les équations ou P est nul.

On doit avoir

En posant u = r + h(x, z), ¢ est une fonction de u et de x, vérifiant I'équation

dh Y. Qe

.
- 2 7 — O
z YN ’

~

h doit par suite 8tre linéaire en z: en changeant de variable x et en posant
z, = z + §(x), on peut prendre ~=2z. On trouve alors sans peine que o ne peut

contenir x et que a doit étre nul. En intégrant ’équation
b!ge‘o Dap

e s — O
AI7Th ’ Ju*

on parvient & I’équation :
s=\/q2+ 1sh.g,

ou ¢ est une fonction de r et de z définie par la relation
r+z=chy + thi.

Cette équation admet comme invariants
t

;/‘T_I_——\/‘I"F tchy
q [

y et

et les deux solutions du systéme

u s u u g\ 1 du /dp
YRR *+P—+("——)$"7v<%>~—°'

Si on pose w = r — % =r—ch.0 et u=uo(x,p,z, ), le systtme s’écrit

h) AT ) AL
_—= -_— O —pD— =
0z ’ o p dw

Les invariants sont les deux nombres « et 8 définis par les relations

p

p’-i;w’=a’, B = —ux - Arc sin
\/p’ + 0)’

qui s’écrivent
p=oasin (x + B), r—chb = x cos (x + 6).



DEUXIEME PARTIE

Les équations s = po(x,y, z,9) + o(x,¥,2,9) qui sont de la premiére classe.

[4] Nous avons rencontré, dans la premiére partie, une équation de cette forme
qui est de la premiére classe sans se ramener a aucun des types classés. Dans cette
deuxiéme partie, nous reprendrons d’abord rapidement ’exposé de résultats connus.
pour établir dans toute sa généralité un théoréme fondamental(') relalif aux équa-
tions s = flx,y, 2, p, q) qui admettent une involution d'ordre(*) n>>2. En con-
frontant les conditions nécessaires qu’il fournit, nous serons amenés i cette conclu-
sion remarquable que les équations étudides(°) ne peuvent admeltre d'involution d’ordre
supérieur o deux du systéme Y que si elles admeltent une intégrale intermédiaire du
premier ordre du systéme X . Enfin nous déterminerons toutes les équations s = f
ayant une intégrale intermédiaire du premier ordre qui sont de la premiére classe :
elles se réduisent & deux types que nous étudierons complétement.

Ces résultats complétent et terminent la recherche et la classification des équa-
tions s = f de la premiére classe(*). )

[2] Supposons donc qu’il existe pour chaque systéme de caractéristiques un inva-
riant d’ordre n > 2.

1° S'il existe une fonction «(x, y, z, p) 5= o telle que

o da da dat Aof
]4(1)57\7+(13;+f”5;+1(\1) e

o,

() Ce théoréme a été démontré par M. Goursat (Annales de la Facullé des Sciences de Tou-
louse, a° série, t. I, 1899, pp. 439-464) et par M. Gau (Thése de Doctorat, chez Gauthier--
Villars, 1911) avec quelques restrictions que nous levons.

(®) Pour n = 2, voir le premier chapitre de ma Thése (Privat, Toulouse, 1921).

(*) Nous nous bornerons au cas ou I'équation n’est pas a la fois linéaire en p et q. Pour
le cas réservé, I'étude a été complétement faite par M. Gau (Thése de Doclorat et Annales
de I'Université de Grenoble).

(*) Pour les notations, voir la These de M. Gau.
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J’ai démontré dans ma Thése (pp. 27-37) qu'il existe une fonction 8 telle que

J d A D
=L+ s (L p L f)+—’f—+b£ aﬁ

Nous appellerons ces conditions les conditions 1'. 1l est d’ailleurs manifeste que,
de méme sl existe un nombre x(x, y, z, ) 4= o vérifiant

du deda of
N —
1 1(“) == o + P~ dz f + a q =0,
il existe une fonction 5(x, v, z, ¢) telle que
v gy — 8 o8 o of \f LYY
P =gg+rys +/y <\y az ) az Ty T

2° Supposons que la premiére condition " ne soit pas vérifiée et que I'involution
d’ordre minimum soit d’'ordre n> 2.

Lemme. — Toute fonction u lelle que
Du u d”‘“‘f) of
(1) + ...+me <W +u Dp_o, m<n
est identiquement nulle.
Si u n’est pas nul, son logarithme v vérifie
D) ) w /d"f of
® v e () =

. C oy o o OV Lo
Par hypothése, m est supérieura 1. £n posant w = ;BT—- on a, en dérivant par

P
rapport & p, ,

dw dw w sd™f o
3 T ars —
®) w Tl T TS <da;""‘) »

m

En retranchant 3 de 2, on voit que w — v est un invariant d’ordre m. On doit
donc avoir

A - X
i_——_v :L('[X(x)’ e’ = .
Dpﬂl pﬂl + '#(w. y’ Z A p"l"i)

En portant dans (2), on voit qu’il existe une involution d’ordre m, ce qui est
contraire & ’hypothése.

Donc u est identiquement nul.

Fac. des Sc., 3¢ séric, t. XVI. ' 26
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Ceci posé, on a

O §ras iy +i<ﬂ>+<ﬂ>=(m+@> Y

dy 2z p, p,_, \dx" dx" p

Si on désigne par des accents les dérivées par rapport a p,_,,
bfbl ()"9' . a:PI \?l dll—2f> ne—1

_— - - e —\ = "\l - .
dy +a &z —’r—fbpl + + P, <dac”*' T =

D ’
Si ¢’ est d’ordre effectif m, en posant u = 2 == 0. on retrouve la relation (1)
m

si m>2. On doit avoir u = o ce qui est contradictoire. Il faut donc que m = 2.
La relation

X W X df _
5 & SIS O e [ —
dy T4 Az +fbpi + Dp2<da:> M, =o,

ou Mn:: est du premier degré en p, montre en dérivant deux fois que la dérivée
’

< est nulle en vertu du Lemme; ¢’ est du premier degré en p,.
¢

,En posant
¢'=(—n)a(x,y,2,p)p, + B, y. 2, p)

on trouve les conditions de M. Gau :

o du dx Y >f
C.(“)=W+Q‘Tz‘+fap +a.ap + =

8 o8 b df ) Df)
C,(n{j): &—}’-+Qg+f$+(ll—l)a<-é—w—+paz +‘fﬁ

0.

of S °f o LV
+ = ')<bpbac tp poz +fbpbq> +§ + —DTJ-W_

On peut écrire immédiatement celles qui s’en déduisent en permutant les réles
de a et de y. Nous les appellerons les conditions C.

REMARQUES. — 1° Sion a
da da da of
—_— — — + Ka— =0 K constant);
by+qbz +fap+ 3 ) ( )

en posant a = «%, on retrouve la condition I',.
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2° Sion a

o,

w hD) P (d’"—' f
+ .. P

yf
T+q\ ) 5
y ‘Z ‘p”l C

>+Kv
P

en posant v = u*, on retrouve la relation (1).

[3] La méthode qui donne les conditions C permet d’en obtenir de nouvelles.

On a en effet

¢ :p,H((n—- 1)ap, + .fﬁ) + 4@y, 5 Py)

et la relation 4 donne, en supprimant les termes en p,_,,

D d o a4 n—a
() —b-‘;—erq-a-i’—Jr +TPVT<73F['> +{(—n)ap,+84ip, M+

n—a of
+ pn—zMn__l + ... = "!’E’

les termes non écrits ne contenant plus que les dérivées d’ordre inférieur & n — 2.

Nous n’étudierons celte relation que dans les cas particuliers ol ce sera nécessaire




CHAPITRE PREMIER

Nous allons appliquer ce qui précéde a la recherche des équations
s :po(m?y’ Z, (I) + Lo(wv y; Z, (1)
qui sont dela premiére classe.

(4] Premier cas : Il n’existe aucune fonclion W(x,y. z, p) non nulle telle que :

N NN 2o of
—_ + q —_— N ——
dy oz op p

=o. \

On a alors les conditions C et il est clair que « est nul. Donc

0 D 26
Fip =0 (g rog )+ ree (o) =0

d 0
EARET

On en conclut que
B =npl(x,y,2)+ l(x,v,2).
2 0 o,

> +0E+le+q———-,—\y =o,
N

0 20 o /
(n——l)<33—6—+w >+—-+ —(—I—+n w+q——+ =

Un changement d’inconnue permet de prendre /, = o. On a alors

20 20 d Nj
(6) F(0) = — P +03q =o, (n—1)L+M -I—q—b—:«i— =o,

en posant

DO’ M=32+03w
q

d
L=‘\—-+m

Etudions dans ce cas la relation 5. En posant

u
0

— F()___‘i

Q
r— ) —
2 g’
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on obtient
M7 =(n—1)L+ M, M =—Ap—B
avec
nL bl (n—1)(n—14) L ) ol by
A== F(Zt+ - tag ) B= —————(\ﬁ ) FF =) (o + o

Supposons n>3. L'égalité 5 ot « = o, § ={, donne par deux dérivations par  «
rapporta p,_,

3‘{*" ¥ —— 4.+ il (dHf> + p” o =o.

bp n—e dw"‘s

Le lemme montre que " est nul. Soit m I'ordre affectif de J'.

a D\Pl b"PI dlll—if\ e g
+q\z +D_p-7;<d_:l}7':)+lw -{—I\ln_[—-—o.

Si m est plus grand que 1, le calcul fait au n° 2 nous améne & une contradic-
tion. Donc ¢’ est du premier ordre. La relation

o’ o Y —
WJrq,ygrfap+1g(n—1)L+M;_Ap+B

montre que }' est de la forme ap 4 b et donne la condition

n A a2
(n“‘?’)F<‘2'L+qu+W>:ae+qﬁ+i.

Si n =3, un calcul direct donne facilement
[}

l o da da
F(Lbog gy ) = a0t e+ 5

et ces deux relations peuvent se mettre sous la seule forme

! m am
¢ F<L—,— y +q?):o.

Nous allons montrer que les conditions 6 et 7 sont incompatibles.

ol

dydx

).



210 R. GOSSE.
. .y - v ‘o , . 0
[5] Puisque la premiére condition 1" n’est pas vérifiée, 0 n’est pas nul. Si 3
z

A . . 20 .
était nul, il en serait de méme de - etun changement d'inconnue nous raméne-

q

rait au cas ou 0 est nul. La premiére condition 6 peut donc s’écrire, en intégrant,
(8) =02+ g(x,y.0).

La condition 7 et la seconde condition 6 donnent alors

] dm om
(9) L+W+qbz = (®,,9).

(10) M+%(l—(n—l)m)+q—%(l—(n—1)m):——(n—1)q’.

Dérivons (g) par rapport & z et ¢; ajoutons; il vient, en tenant compte de 10

b‘m *m \
nL+(1 + _(z J)<G—+ 7 Dybz)
qui s’écrit
e +m)  Na4m) wfoom *m *m\
(r1) nYy+4gq 3z + Yy —(z—l-.(/)(GY%—qF W/” (q:l-—(n»-{-l)m),

Si on remplace dans cette condition g par sa valeur tirée de 8, elle doit se réduire
4 une identité en 6 et z. Si on dérive par rapport & z, on obtient

2

da Pa P ’*m ’m 3’m
H— 0 —_— — ! —_— —_.
(1) 057+ 02 +9) T+ gae =G+ (D FE + S+ 02+ 9) 3

Avant de discuter cette relation, remarquons quesi 0 estlinéaireen ¢, unchan-
" . . 0,
gement d’inconnue classique peut le rendre indépendant de ¢. Comme N n’est
(Y
pas nul, il en est de méme de ¢". De plus, on a

w = +(~+g) 'L(w y,O)———(OZ+q)———

“et, d’apres 8,

U] \g
S—P°+(Z+./)—+—D‘£
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Si on prend 6 comme inconnue, on est donc ramené i 1'équation qui s’obtient
en éliminant z entre
m

0 ' ym
=0z , —_— , Y, — — (0 —_—
q=06z+yg et e Y(x, y, 0) Yy 0z +¢9) 37

Si m ne coutient pas z, on est ramené a la forme s = f(x, y, ¢) que nous étu-
dierons en dernier lieu. Si m est du premier degré en z, on obtient une équation
bilinéaire. )

La relation 12 ne peut donc pas se réduire a une identité et g doit étre solution
d’une équation de la forme

(13) g'(a,g +a0+a)=0bg+5b0+0b,

les a; et b; ne contenant que x et y. En éliminant ¢' entre 12 et 13, on voit que ¢
est donné par une relation qu’on peut écrire :

Ag*+g(Bo +¢) + D6 + E6 + F=o0.

1l ne peut avoir que les deux formes

g=104+0 VB F B0+ 8, g=004) g

Le trindme doit étre premier avec sa dérivée et . n’est pas nul. Il suffit de rem-
placer g par ces valeurs dans 12 pour &tre conduit dans tous les cas & la condition
’m ’

a2’

Ce premier cas ne donne donc aucune équation intégrable.

= 0.

[6] Deuxiéme cas. — 11 y a une fonction Az, y, z, p) &= o, telle que

DWW Y

(14) 3};“*‘ 37 -‘;[7 P =o.
d
1° i:o. On a alors
op
R 2 PN
T Ty iy

et un changement d’inconnue donne 6 = o. L’équation s’écrit

s =f($, Y2 Q)
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. .9
Nous réserverons le cas ol —\—"i est nul. La seconde condition T donne

(4

4 = - X,(@)p, + pa(x, y 2) + b(x, y, 2).

T

\Y da da
() Moy =M gy g
- LN b b
o XNy +/ag) =+ by o

Associons d’abord a ces deux conditions les conditions

. dw . df

Dw+pb_z+ E'{“H'@'—O,

P o8 ] S f of

) [ D - —
w TP +f3q }L\(-‘\—;+q$>+—‘\;_~o.

En posant p = 3—;—(40, Y. q), la premiéré donne
&

et la seconde

R T
Si — 4— n’est pas nul, on peut prendre Y — 1 et
zF T oz

J est alors du premier degré en ¢. Sinon, [ vérifie la relation
N}
= = la(@,y) + bz, y)

et en posant ¢ = Z, I'équalion

da da
§— + — = I(x z
dq Y2 2)

se transforme en une équation bilinéaire.
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Nous n’avons donc plus qu’a examiner le cas ot

L\I «f (\zf_
Da, +f\q ‘(/ + 2q*

ﬁ+f +(m»l) (f+ —-j-‘>+( —1)(\7 ﬁ—>+i————0-

g \y Dq oz oz

(17)

Remarquons qu'en faisant au besoin un changement de la variable x, les condi-

tions 15 et 16 donnent toujours

o

Sy, z,q9) = [, (, y,q)+<1 (w.y'z)+ Yy

Wl

. C .y . \ ) y . T

Si 557 est nul, I'équalion correspondante se raméne & une équation bilinéaire
[\¥4 '

en posant ¢ = Z. Si non, la condition 17 donne

4 a I .
oq q+ hx,y)

N a(x, y)

Un changement d’inconnue donne —\—)7:0, a=——>= et la condition 18
donne
o8 —0 B N (a(m—l) +m>_
2z g Azt 7 q =
On en conclut que
b.l‘ _ hﬂ -
2z hF4

L’équation
W)
s :fa(x7 Ys q) + thZ—

sc rameéne encore a une équation bilinéaire en posant ¢ = Z.

~

R\ S .
2¢ Si 5o 0 est pas nul, la relation 14 donne

op
1 Jda da
= — — —_— () — —— ——,
p+alxy,z)’ [=Mpta—ag dy

Fac. des Sc., 3 série, {. XVI. 27
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Un changement d'inconnue raméne I'équation 4 la forme s — po(x, v, z, q). Nous

P - . —
allons étudier ces équations, en réservant le cas ou S5 est nul.
L

[7] S'il existe un nombre w(x,y, z,q) 4= o tel que

\] B} d d
e A by
W TP Ty T =
on sait que I'équation proposée peut s’écrire
d )
7'17 (“(}'y Z, lI) + l(ny Yy, z)) = -E'

Si on prend comme nouvelle inconnue oy, z, q) 4+ I, on est ramené & I'équation

~

<O
v

o S
Sﬁ(:c, y, P) + =Y(x,y,Z,P)

Z|

qu’on vient d’étudier au paragraphe précédent.
Nous n’avons donc qu’a discuter I'ensemble des conditions

Y I VR YAN ) ao>
_ ) (_ e 6—— —

(19) oy +a5; —X TPt }E“’(az + % o

. du du L Q0 %0
(20) " +P3;+P"W +P“W+Pa—q;—0

. S
qui nous donne, en posant o = o iﬁ (y, 4», 7R

u u

(20") 5+ 0 —\z- = uh(x,y,2z) + h(x,y,2),

o dy hiY oh b Al Al
(21) e +p—t\;-+f3q— + p(n — 1)<§+q§ +0h> +p<—+0———> =o0.

oz ]

La condilion 19 donne sans peine

) b
A Tty iy

hLi] da R
([—)\)<_+0—1> + a0+ g5 4+ S =o,



~
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a et b étant des fonctions'de «,y, z. Nous distinguerons deux cas dans la discus-
sion. D'abord, si X n’est pas nul, on peut poser, aprés un changement de notations

AW
(22) b=y T4 \Z+ (52, 9)

La deuxiéme relation peut disparaitre, si on prend X =1, a =o0.
Si au contraire, X —= o0, on a

9 0 da da
doy

(23)
et Pautre condition donne simplement X, = b =o.

] X == 0. Les conditions (20') et (22) donnent

) du b b \ ,
—_— —_ H — .
(24) Y q( —}-q( +‘(1/ un + h,
du /b o M 2,
(29) bq,(BwDy +q\zba‘ + X0, —u':‘;_i_).’l; ’

1° X' 3= 0. On a la relation
d(d /1 b d /1 b d /1 d /1 dh
6) —]—( ——— _1 = — = 4—| — — —_— =
(36) bq%bw(X’ bw8y>+qu<x’ bmbz) ubac(X' Ba:>+aac<.‘(’ dx

Si cette relation se réduit & une identité, on peut prendre 6 = X0,(y, z, q) et la

condition (21) conduit & une impossibilité.
Si non, on peut avoir pour u une des formes

u = ce", u=alq + c, u = cq“;

a et ¢ étant des fonctions de y et de z. La relation (24) permet alors de calculer 0;
en portant dans la relation 21, on est conduil chaque fois & une impossibilité.

2> X'=o0. On peut prendre X = 1. La relation (22) ne se réduit & une identilé

. Oh
que si — = o; mais alors (20') montre que U'équation proposée peut s’écrire, en
241
posant A — — ,
&z

d(ul + l‘) D
dr ~ (2,7, 2).
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En prenant ul + !, comme nouvelle inconnue, on est ramené au calcul du n° 7
et par conséquent & un cas déja discuté. La relation 25 donne alors

u=ce ou u=cq".
Dans le premier tas, on a facilement
0= clly, ) + Ly, )+ My, h=—1y,2)—\==o).

En portant dans la relation 21, on voit que [ doit étre nul, ce qui conduit 4 une
contradiction.

Dans le second cas, on est conduit, par un calcul analogue, 4 des impossibilités,
sauf si '

a(n—1)+1=0.
L’équatibn
E) s=pg (lq"" + 1, +p(x, Z)>
vérifie loutes les conditions nécessaires écriles.

[41] Etude de I'équation E. — 1l revient au méme d’étudier

s=pq (l(w, z)p:‘ + U (z, 2) + (s z)) .

Pour cette équation

n i -
=g YT —p<lp" +l‘>

et il faut revenir & I'étude de la relation (5).

, , . Ag NV — , . \
11 est donc d’abord nécessaire de calculer M * pour les équations ou
n—i

S= qﬂ(w, ¥.2,p)

Ona
M= g k(;i + A> L E) |
R S i
en posant
’ %0 %0 a0 Q0 AL
__ - 0) == ~— 46—
A dzdp 2zp BT F®) =t p
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-et on voit que

df Q0 Q0 0 R
( > qg" +\—+P"—+0§
[y

dx p
hL} , 0°0 AL *0 %0 AL
2. P3$+P,W+P,<$“+2w+ﬁpbpbz +39$>
W)z »*o ) 20
TPy, TP \, +0<6’+3 + p\z>
2 LM )

:q3p3$+ps (\p: —{—psu—{—v".

De méme
d'f 26 . ’
<F> ZP.Q$ +p, W, + qu
‘en posant
2*0 ./ 0 A’ 8 P ] u
w = pg\p +p|<\p3\w +p0pzbz + 31?4_(\_[)-)

u u hJJ NJJ
+p,<n0 + a +p—\—z—+—>

d'f 20 R
<W>ﬁp,q$ ML+ Pt

-ou les termes non écrits sont au plus du second ordre et ot

_ g
ot L]

on a alors

(d“f N U '(dM‘,)+6 2%
d{Es, _pcq‘\p p.M pl; dx P,ap, +}L + .o

On en conclut que

L.
n—a [ d (n+ 2)(n—5) ; ) AR
M —-(7{5;1\4*—‘—3—‘_4-("—5)‘11‘; +6qp3—b?-+f“

n—i

que nous écrirons

n—2

{ 0% (n—l)(n—z) )
3 “pt 2 By

n—r1
B étant une fonction du second ordre qu’il est facile de calculer. Cette expression ne

vaut que pour n—1>5. Pour n =06, la loi se continue, comme le montre un

«calcul direct. Elle est donc vraie pour n>>5,
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Supposons n>5. Ona n—2>3. Sion dérive la relation (5) par rapport
ad
P,

ap,_,, elle vient en posant ' —

) ’ dn,—:; . —2
s <_—i> M (=D ap, + 1)+ M =0

n—3
p,_, \dx

Soit m Tordre effectif de 4'. Le lemme établi au début de celte seconde partie

montre que m est au plus égal 4 3 et que ' est une fonction lindaire de D, -
V= (=) —2)p M.y, 2P, p) + 1(x,y, 2, p, p,).

En remplacant )’ par cette expression dans 27, on voit que . % doit &tre du pre-
mier ordre d’aprés le lemme. 11 est donc égal & «. Il reste la condition

n hD) df\ — — cd n—a |
' < f)i_}_uual\a%]—}— Mn——xg(n_‘l)ap’—*_y -{-QB:OL

W
(28) _._+q bz p dx p, ® 2

oy

Mais I'expression w = (n — 1) ap, + v vérifie la relation

2ot et e df> Yo
dy +4 oz +J—07 <dx p, + w“

On en conclut qu’il existe une fonction iz, y, z, p.p,) telle que

d by hDA . &
(29) D;\ q_\? f——A (df> [: +(n—-1)‘(n—~2)a|:dxj; + nqoF() 4+ 2¢(n—1) B =o0.
L’application du lemme montre encore que X est une fonction du second degré
en p,. Posons
h=a(n—1)"(n—2)p*, + bp, + ¢;
N
a, b, ¢ étant des fonctions de x,y,z, p. On voit dabord que a n’est autre que \—;
et il reste la condition
*
' T N, b 20 A
(o) Hags F S n)*(n—z)q(— +p—+e) o3
' %0 .20 \0 ]
+ (n— 1) (n—2)quz + p‘7‘p + 20 p D—p—)
. 20 A 220\
+ nn— 1) gxF(9) + g(n — x)(n—2>(\p TP )

* 2 dZop p

n(’l-—])q( A} +<\0>>+(/l—-2)(/0——-:
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Si, dans celte condition, on rémplace § par sa valeur tirée de I'équation E, on
voit que l'on a

~

b N
.)' ay _‘p’

o

oy

o

!

=pu.

En dérivant 30 par rapport & y, on obtient pour 1 une équation de la forme

-

{J.
)z

+Kp'=7Zp +Z,.

K étant une fraction non nulle, Z et Z, des fonctions de z. C’est 14 une équation
de Riccati qui donne

SR
w

-,
..1.._
<

-

les ¢; étant des fonctions de z seul. En remplacant p. par cette valeur dans I'équa-

b
tion qu’on déduit de 3o en y faisant :—y =o0, et divisant par ¢, on est immédia-
R .
tement conduit 4 une impossibilité.

2° Supposons n< 5. Il faut examiner directement les trois cas ot n al’une des

valeurs 5, 4, 3. Pour n =25 et n =4, le calcul est en tous points identique a celui

que nous venons d’indiquer. Pour n = 3, il doit exister une fonction %(x, y, z, p, p,)
telle que '

99 09 2 <di> e (d’f _ Jf
dy +qb_z+ —51_)+ dx Dp,+ dx*,_(p“+(")317

ce qui donne le systéme

o/

AN
¢ do 9 D'{;( 20620 > . 0 20
— i SR Yok o S I il il —a,
dy o bz+ bp+3pa p’bp+bw+sz+0 +psz,+up,+v ?Dp
On en coiiclut que
¢ =ap’, + Bp, + a(y, z, p)
et on a la condition :
da da 20 oM, %0 %0 , %0 . 20 20 20
2 T 3,7+F‘*($+Pw—z+‘*>+aw~+zp\wcz \"+0<9+‘)”.\" a?)‘“—'



220 R. GOSSE.

. ) 20 . .
En dérivant par rapporl a y et en remplacant 3 par pu', on voit que u doit
N . u

vérifier les deux équations

et ces deux équations ne peuvent avoir une solution commune dépendant de y.

L’éguation E n’est jamais de la premiére classe.

[42] 1l ne nous reste donc qu’a étudier le cas.ot, dans I'équation s = p(x, y, 2, q),.
on a les conditions 20 ou 20/, a1 et 23. Il est alors plus commode de faire un chan-

gement d’inconnue qui donnera pour I'équation la forme

da da 1
S=(p+a)9(x,y,z,q)~qyz——w, PR

I

mais qui permettra de mettre la condition 23 sous la forme

AL 26
-_— 00— — 0,
)z oq

e
g=tz+3@y0,  (5E+o)
[
La condition 20' peut alors s’écrire, aprés un changement de notations,

ou u u
— +f—33 =u(h + ph) + h, + ph,,

(1) W% TP
les h; étant des fonctions de x,y,z. On en tire :
\' AV
u u ub_* 2z
_— uh‘ + h3 = — e ] -

Si on pose
i, y, z,0) = u(x,y, z,0z + %),

la relation précédente donne
ol 41, = Y, y.0)
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et I'équalion proposée s’écrit

( dul + 1,)

- ) — (ul + 1) A(x, y, 2) + Bz, y, 2).

Si A et B ne dépendent pas de z, on retombe sur une équation linéaire en pre-
nant ul 4+ [, comme nouvelle inconnue. Sinon, I'équation

/—il—-’ 0) ) =AY
(s 4, 3,0)) = Al 7,0 + B

donne, en prenant 0 comme nouvelle inconnue Z,

=Ly Z,P),  g=1L+(xy,2)
et I'équation transformée

L L L . -
ﬁ (‘):\7 +b71;__AL+9(.L,y,Z)

devient, en intervertissant les rdles des variables

)L L L
Py )\_z + s—a—q— = zl(x,y, z, ) + %(x, ¥, 2).

C’est la condition 3t ot h=2, h, = h,=o0. Nous pouvons par suite nous
borner au cas ot les nombres h; ont ces valeurs simples.
Il existe donc une fonction u(zx, y, z, ¢) telle que

du A7 da da\ du du
— —_— ) —=uz x,y,2), —_— .
Dac+pbz+<(1 = ‘y> 3 + 9@, y,2) <Dq’:l:0>
u u
Donc — 4 0~— — 0 et u est une fonction de x, y, 0.
oz oy

En désignant par des accents les dérivées par rapport & 0, on a ensuile :

2 d RES
(32) <u7+f/————>(7 J):u< a+—a~—a(+ )
Dy dx

La condition 21 donne, en y faisant h = z,

oy da da ( da dYa

+p +((p+a)0—q\

U
-2

+(/z-—1)q+0—- q

dy g a2t dydz

+ Fae. des Sc., 3° série, t. XVI. 28
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D’ou

dx oq

d N
T O‘CY =o, vy =v(x,y,0)

et la relation 21 équivaut &

. R da Q ,
(33) v —\%(Gz+@)+\—;—a0+—\%§=(z+@)

En posant
da da PRI
H=F0zro+5—a+5

cette relation donne

1 ’ aH 1 Dv r ’ 2
(36) Hv+@+@»gc:@+?>;;+0v—ob@+@>+9—ws-

Si v' est nul, v ne contient plus 9 et le second membre de la relation 33 montre
qu’'on doit avoir

AL Fa da n—1
= —, :n-—-[, a —

o dy oz oz 2

2+ 2i(,y) + W (@, ).

Dans ce cas, le second membre de la relation 32 est du second degréen z etona

\3

hY 3

g

hra

gz+9');=o, =o.

Remarquons alors que I'équation peut s’écrire

7/ du

(48) = 4 2o + ooy

)
et en changeant uwen u + g,
du
(@) =uz +g(x,y).
En posant u = Z, on obtient I’équalion en Z en éliminant z enlre
P—ygy)

r=— q="0z+4 o(x,y,9), wax.y,0)=127.
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On a donc en posant 0 = Z1(x, y, Z)

S —

(%2
F|&

QP —yg)
Z z )

g=P—=9)y+ P(x,y,72) =

C’est encore une équation bilinéaire.
Si v' n’est pas nul, 'équation 34 donne

W w249 (n—1)iz+ ) Kz, y,0) , , .
= { —— —_— w—~00 ' v , :
H= o+ () (5 —09) | . Gy (e +o)
{ v J ) (n—1)0(z + o) , ,
= — 1) (c—0e) (z +")Y o LA o', = 0);
H= |5 + =060 (G +)8C+3) + T SE P fKE +), 041 =0)
H= \ v +n—1)(c ——Fm’)g.z_*_ i +(n—10)b(z 4+ ¢V + ) + Kz + &), W4+ 2=0)
(ax b 7 v+ 7/~ ) T .

et ]a relation 32 donne

z4 9o

d ! d Hu' !
(35) w4 g = Hu ( ¢ > ' ¢

T 244 ) 2

r

doit étre du premier degré en z.

La dérivée par rapport & 6 de ;
z

Ce n’est possible pour la premiére valeur de H que si K est nul; g est alors du
premier degré en z, et c'est le cas que nous venons de traiter; pour la seconde
valeur de H, on doit avoir

Q

v
— 0" —
=+ (1= —0y) =0

el g est encore du premier degré; pour la troisiétme valeur, on tombe sur une
impossibilité.
Il n’y a donc aucune équation de la forme s= pi(x,y,z,¢) qui soit de la

00

. . ¢ E)

premiére classe si — n’est pas nul.
dx




CHAPITRE 11

[43] Nous n'avons réservé, au cours de I'étude précédente, que les deux cas ou
N s=fx,y,9; (I s = po(y, z, ¢).

Dans les deux cas, il y a une intégrale intermédiaire du premier ordre, qui est

) . . Do s
(@, y,9) =Y(y) ol v estune solution de —= —l—f(f =o,
o o
ou
o . A Y
Uy, 2,9) = Y(y) ol ¥ estune solution de ~— + ¢ =o.
) ' oz g

Toute équation de la forme s = f(x, v, z, p, ¢) qui admet une intégrale inter-
médiaire du premier ordre se raméne donc a 'une des formes (I) ou (II) si elle est
de la premiére classe. Il nous reste & étudier ces deux types d’équations.

[14] Etude des équations s = f(x, y, q). — Nous poserons :

du du
N

Fl(“) — + f bq ’ F"(ll) — F { |“"_‘(u) % .

C
On a alors

=2 4 =F ).

x o

o L
2

TN
N—
| .

Supposons gue

(85) =0

On a

<.d" ‘f-> =25 W w(rn) =, ).

dx™ Q ¢

Il'y aura nne involution d’'ordre n s'il existe une fonction 4(x,y,z,p, .. s Du—y)

telle que
MWW dry 2 doopdrN  dSf >
el il Sid S - * z_J — ) —o,
dy K 2z +f p + (dx) op, Tt D, (dw""‘) + (dﬂc"”‘
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c’est-a-dire si

WM e e
‘\y +q32—+f35+ 1‘\pe++ n—g'ap—_‘_ n—t — O

n—1

Les coeflicients des dérivées de +} 'ne dépendent que de «,y, ¢. En désignant par
des accents les dérivées par rapporta p,_,, on a donc

W W MW
L b g S+ F T =o.
L

<
—~
N
~
|
.
~—
<
1

Si n est I'ordre minimum d’involution, cette condition exige que <’ soit une
fonction X,_, de x seul. Donc

n—i

\ "

-

b=pe X+ Wy, 2.0 p,).
Supposons que, d’une facon générale,

Y=p,_ X+ ..+ X+ k(x, ¥, 2. pa—r).
On doit avoir :

Y

E2

Mk ~ by - - N .
+q—%~+ TS \p*‘ + XeFeoi 4+ ... +X,_F,_ +F,_ =o.

Si on représente par des accents les dérivées par rapport & p«—,, on a

B'L’x (\\'(’x o ’x .
-+t tFeas——=o,
Qy . Pr—1

Y’ est donc une fonction Xx—, de x et ¥, est encore linéaire en pe—,. On a donc
nécessairement

IF - Xll—ll)ll—l + Xn —2[)Il—~2 + e + lel + on + g(w’ y)

et la condition nécessaire et suffisante pour que I'équation p, + ¥ = o soit en invo-
lution avec la proposée s’écrit :

N : . . :
A) _‘%4— qk0+f‘\l + F|Xg+ + Fn—zkn—l + Fn—A:O'

C’est 14 une équation aux dérivées partielles d’ordre n, que doit vérifier la fonc-
tion f: elle ne peut en vérifier aucune autre de méme forme et d’ordre inférieur, si
Pinvariant d’ordre minimum est d’ordre n.
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[45] Pour intégrer 'équation A, nous démonltrerons d’abord les théorémes sui-
vants :

TuforeME 1. — Sion a, [ élant une fonction de u et de v,
' h

Fx(f) + M@ Farr () + ... + A@F () + A () f + A(0)v = 2 l(2) Bi(u),

¢ étant une fonction qui vérifie la relation ¥ (3) = o, on a aussi
h

Feea (f) + Coma (@ Famaf) + . + C@/ + Cw) v = N ED,(@) + 1., () D, ., ().

I

Remarquons en effet que pour que I'on ait identiquement :

U{Fx(f) + AsFaa () + . + A S+ A
=F | UFi(f) + B (@) Fxa (/) + ... + E,(@)v |,

il faut et il suffit que I'on ait

Eeor =AU—~U, Ero,+E,=A_,U...., E,+E=UA, E,=UA

° 0

D’ou V'on tire immédiatement :
o=UA,—[UAJ+...4(—1)[U A4 (=) [UA, ) 4 (— ) [UA— U,

Prenons pour U une solution autre que zéro de cette équation différentielle et
posons

= UFxes + Eei Faey + ... + Ev.

0

La relation donnée s’écrit

h
W

+ /3 =U E B. /().

1

-

Donc
h
L v=l.@+ Y [ UBwda,

En remplagant dans cette formule ¥ par sa valeur et divisant par U, on obtient.
bien une relation de la forme annoncée. '
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TutoriME 1. — L’intégrale générale de I'équation
) Fo () + 4, (@F, (/) + ... +AS+A0=DB)
s’obtient en éliminant o enlre les deux équations

(5) f': uV' I! (:P) + ... + ulnln(?) + ll’"_H,
(6) L= u’c l| (:P) + A + un ln (?) + un~H’

les accents désignant les dérivées par rapport & u.

Si la fonction f ne vérifie aucune équation de méme forme et d’ordre inférieur,
les nombres I; sont n fonctions linéairement indépendantes de ¢; les nombres u,,
u,, ..., u, , forment un systtme fondamental d'intégrales de I'équation

(7) E=U"4+A,_U""+ . . +AU+AU=0,

u, étant une solution particuliére de I'équation E = B(u).
En effet, le théoréme 1 donne, de proche en proche,

Fn—:(f) + Bn—-iFn—s(f) + tre + Bov == C(u) + Cn ll (:P)’

* Fg(f)+D1f+vD0:Eill+ M +En—nln—-:+E(u)7
f+ UG{ - Hlll + ... + Hll—-illl—i + I{(u)

(8) v=o @), + o, + ... + a,l, + a(u);

v est donc certainement de la forme 8, les fonctions /I, ... [, étant arbitraires.
Mais on a alors :

n n
N 29 ‘ \ ' . j--1 -1
J=—<tid v+ Nl et F()=a") + Xal ().

I

En écrivant que ces nombres vérifient 1'équation 4 quelles que soient les fonc-
tions arbitraires /;, on a:

L)+ A, 2" (@) 4+ ...+ Aja(u) = B(w)
et

(W) + A,_ ") + ... + A,%u) =o;

‘on retrouve bien toutes les propriétés annoncées.
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L’intégration de I'équation A est alors immédiate el on en conclut que toutes les

équations de la forme s = f(x, v, q), quiadmellent un invarianl d'ordre sunérieur d 2,
s’obtiennent en éliminant < enlre les deux relations :

4= Ei(x) ll (y’ f) +. :‘-u—-a (,p) lll—l(y’ ‘:‘) + Eu(x) ln(y7 {‘) + Eu-&»a (x)i

s _____l d§| 1 +l ds-u + dE.n—H
ST WA T " dx dr

Un changement d’inconnue nous montre qu’on peut se borner au casou &
nul et on peut poser [,(y, ) = o, d’aprés la facon dont 5 est défini.

Comme ¢ =Y est une intégrale intermédiaire, on en conclut que l'intégrale
générale des équations précédentes est donnée par la formule

est

i1

e=X@) +3@) [Ny + 5@ [ L0V e f Yy

[46] 1l est facile d’en déduire toutes les équations qui admettent une intégrale
entidrement explicite. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que le systéme de:
Pfaff & n équations et & n 4+ 2 variables

S) a,=dy,—l(y,0)dy =o, i=1,2.,.,0

admette une intégrale explicite: il faut et suffit qu’il soit un systéme spécial (*).
On a

A,

a'; =da;(3) — sa;(d) = M

(dyst — dizy).

N? . . ,
Toutes les fois que L\tL esl nul, une des intégrales & calculer se calcule immé-

¢

NI/ . .
diatement. Nous pouvons donc supposer \—t‘ == 0. Le premier dérivé de S est alors
8

. M, N .
SY ay=a—aH,; ou H',;_—_Tlf-:\—t‘, i=2,...,n.
(8 ¢

On a

LMY A X
(a%) = T(dy'a\', — dy,3y) + —— (diey, — dy,30).

La condition nécessaire et suffisante pour que le second dérivé 8" comprenne-

) ] JHY L HYy L .
n — 2 équations est que le rapport Ny =i soit indépendant de .
: ¢ A

(*) Voir Carrax. Bullelin de la Soviélé Mathémalique, t. XLII, 1914, pp. 12-48.
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dHY -
Si (?—t' &tait nul, on aurait 4 = Y/, + Y,. Nous supposons qu’il n’y a entre les

fonctions ! aucune relation de cette forme. On peut alors poser

H‘i . bH‘l A QA

L N
C— = T — — Ay, t .
ay S oy Ay Do

Par suite

R — . — =y (A).
En prenant A comme variable {, on a une série de conditions nécessaires qui
s’écrivent :
0 b
1
o

. bll H! :
.‘Tt—-— ¢(t)v lL=2,...,Nn.

Dans ce cas, on a d’ailleurs,

1N\ dHll ~ ~
(a ’) - _dl (dloya_dyaot)'

On a évidemment

dH'
1\l ___ 2 N _ N
((l z) - dl (dlby‘ dyabt)
et si on pose
. dH*; | dH’, dH’,
W= a T

on a identiquement
(a,i), — (alg)l Hgi .

Le second dérivé est alors
S”) a'i:a'i—a'QH’i, l:-g, o, n.
Supposons d’une fagon générale qu’on pose

_ o dHST dHE dHE
R TR o T

que l'on ait
(a1 = (@) 1
et que le Kiéme dérivé soit
S¥) af = a7 —ay T HY, i=K+41,...,n.

Fac. des Sc., 3° série, t. XVI. 29
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La loi qui donne les nombres H montre qu’ils sont des fonctions de ¢ seul. On
a donc
K
t

(af) = H; LAk (d) 3t — ak Tt (3) dt )
O T 1 “x ) K (’) y "

Par suite, le (K + 1)iéme dérivé est
S&+) aftt = af —af, HFT, i=K+2,...,n,

si on pose encore
dHf dHg,,
- dt

H'L-‘“*" =
On a d’ailleurs

_ dHE, |
(@) = — - a (D st —af (3 dl

el par conséquent
ok ot
(af) = (ak, ) HE*.

Il en résulte que chaque nouveau systéme dérivé comprend une équation de
moins que le précédent et, partant, les conditions nécessaires (1) sont aussi suffi-
santes pour que le systéme soit spécial.

dH™!

K

Nous avons supposé == 0. S'il n’en est pas ainsi,

dH;™* dH:™?
Hi 7' = i —=0C

dt°  dt !

et
H 7 =CH—:+C,,

on en lire
=3 __ M =3 | S ~
H,™ =CH; =+ CH;_ 4+ C,.
Comme le dénominateur de H?; ne dépend que de l'indice supérieur et que
celui-ci est toujours le méme pour les nombres H qui figurentl dans I’égalité précé-

dente, on aura encore

K—1

H = G 4 G HET 4 ¢ i 4+ ¢,

et ainsi de suite jusqu’a

1

H,=CH,  + ...+ CH, + Cies,

K
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Cest-a-dire
My Dln_. A a

TR -t Gy F G + G

b = Clicy + Colua + ... 4 Cuil, + Gl + Yugr -

L’intégrale I, = /lndy se raméne au calcul des inlégrales d’indice inférieur

dY
et a celui de fldy. Il suffit de poser (= 717 pour ramener le calcul de I, a

celui de Ii—; ... I . On est donc en droit de supposer, dans le cas général, que
dig™’
dt

n’est pas nul.

[47] Nous écrivons les conditions trouvées sous la forme symétrique

1, A,
M )i :
= ...= = fly, {).
0 T

On est ramené aux formules précédentes en posant g,({) = 1.
Proposons-nous d’abord d’expliciter les fonctions /;. On a

L= f s, L= f aifdl;

y étant considéré comme une constante dans les intégrations. Si nous posons

o,
f‘h BRRY, o, 1),
on aura

=1, L= B g H'p,dH dt — fp,dﬂ . i=>2,...,n.

1 IR © L\t
1

Posons, en désignant par des accenls les™dérivées par rapport &

(Y =¥

1l vient

1,: q/, , I= ?HL) —t,  S= J' ((é) >';

o . , (H'@) H'; s
b= (H‘ /L”(H‘ =y VeI +/“ (' dt

~
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pour i=3,...n. Sion pose encore (H*) Y, ==1{',, on pourra recommencer le
méme calcul. Supposons que I'on ait

7

f=abt .+ awh,
(2) Sljz jo"P“+ajl"P:{+“‘ + ajedi T, J<K;
L= aybt ...+ ad — (— x)ﬂfd,x(H;.‘)’dt, K<i<<n.

Posons

WML =Yg

S et l, pour j K, reprendront la méme forme avec un terme de plus et si<les
anciens coefficients aix ne dépendent que des fonctions ¢, il en sera de méme des
nouveaux. Pour j = K +4 1, on obtiendra une expression linéaire de méme forme et
siona K+ 1<i<n, la partie linéaire de /; subira la méme modification que celle
décrite pour les nombres I;; I'intégrale deviendra

——(—I)Kfv;/;+,H;‘+‘dt:—-(—1)"'{4K+,ll~‘2‘+‘—(—1)K+l/-{,x+,(H;‘+‘)’dt.

On pourra donc continuer le calcul que nous indiquons jusqu’a ce que toutes les
intégrales aient disparu et on arrivera a des formules de la forme :

n+t1
. 3']./ b 4‘ alkkl 4‘ 2 K "!J
fz%.g"r’“nf‘w*‘ oot e i Yy
1
n
) *y "y SR

;= 1&.3‘},‘ + "n"\y—‘\[ st lmw = Z““‘Sﬁ[-:’

1
ou 2, =o0, ou les nombres «, sont des fonctions de ¢ qui ne dépendent que des

x
fonctions ¢; et ot on a remplacé la derniére fonction 4, par -‘\—i (y,?). Cette fonc-
‘ ¢

tion étant arbitraire, on a identiquement

;- ,
u =
c’est-a-dire
n-1 n+1 e
- K, K
1 Z . 4 ! N E I
: i c\yg\t"_‘ (aix + alh—l) = 7 ok bybl"—'

1 1
et par suite :

!
o+ Gik—y = Qi Yok
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Si donc on pose

AK—1 o} Jx—14),

N, T N, Y

L‘ - 2.‘ %ix ME— F - Z‘ Gox Dtl(—l

1 ' 1
-on a
n+1 n+x )

DLi S JK—1) , O Qk—1 .!J

= 2 S G ) = X oo T = k-

I 1

(18] 1l est dés lors facile de calculer les inlégrales I, = / L(y, ) dy dans les-

quelles { est une fonction arbitraire de y, ou y, une fonction arbitraire de {. On a
-en effet :

)L, oL, o
L-:fli'dy:‘f S dy:Li—f-a—tdt.—_—L,-—f:pi(t)F(t,y)dt

et il faut expliciter les expressions

Gy = f «F (4 00) dt,

6 étant une fonction arbitraire de .
Je peux toujours remplacer la fonction arbitraire 6 par une fonction arbitraire 6,(/)
telle que

cpl(t) F(t7 0) - O'l *

J’aurai alors

G, =9, Gi:/O',H‘idt:O,H’i—/O,(H‘i)’dt.

o,(H',) =10',;

Je poserai

F, G, et G, seront alors exprimés en fonction de 0,,¢,, 6", et par-un calcul exacte-
ment semblable a celui du n° 17, j'obtiendrai

G =o,1(O)+ ... + ozm‘c(""'),

la fonction 6 étant reliée  la fonction arbitraire t(¢) par I'équation implicite

FO,8) = a,t(t) + ... + %, =,
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11 s’ensuit que

n

n n
M—1y(y, d—1(y
=10, ) — 3wz = 1 a5“<*‘d(y—)— T(u—») e Y i )

dE—1 ME—1

X 1 I

y étant considéré comme une constante dans les dérivations et remplacé dans leur
résultat par une fonction de ¢ définie par ’équation '

n+4x |
DO k) B
%ok T =0,

« 1

Yy estalors exprimé au moyen d'une fonction arbitraire = de t; et z au moyen de x,
d’une fonction arbitraire de x; de y, de ¢ et d’une fonction arbitraire de ¢, par des.

formules débarrassées de tout signe d’intégration.
[19] Etude des équations s — Py, z, q). — Nous poserons encore
Ju

D ) o
Fo(u) - 0’ F| (ll) == g + O(Tg'! F"(ll) = FI { Fu,~1 (u) } *

Si u ne contient que y, z, ¢, on aura

dlﬂi(u) » DFZ 0 (\F,,

e Py Wzl’l‘m(u)-
Par suite
af 20 ao> .
= ph —_ — ) =pn.0 *F (6).
e pu+p< Y +sbq P9 + p*F (9)

Supposons que

LoV E al F;(0)

dxx—1
avec
o =ps, a7 =p"
on aura
def (i 4 r— N g
o =p.{+.0'+ oo+ Filpa + e + oo prhr Ry = La‘+‘F;
avec

) ) dat
a. ., =pa. " 4 —— .
ke = P dx
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Si al est un polynéme homogéne de degré i + 1, d’ordre K —i, isobare et de
poids K par rapport aux variables p;, il est clair que ai+, sera aussi un polynéme
homogeéne de degré i + 1, d’ordre K 4 1—i et de poids K + 1. Comme la pro-

c d . .
priété est exacte pour -g:{— =a’,0 + a',F,(0), elle est toujours vraie.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un invariant d’ordre n
o(x,y,2,p, ... p,) sécritalors :

K+1 n—i
o9 99 o9 M NY i oo i _
W+q¥+pF“T\E++$):Za‘[‘1(0)++bp"2a"Fl(e)—o
. o o
-Ou encore . . -
%) C,  F,_ 4+ ...+CF + .. +CF+q¢C+D=o
avec
_ % _ % _ % ¥
D—'—D—y—. C————-E, Ci—ma"—,—...*‘—s—lz;—lai_H.

La relation 4 montre qu’il y a une relation linéaire & coefficients fonctions de y

et de z(') entre les nombres F; : donnons en effet aux variables p; des valeurs fixes.
Les nombres a’,, ¢ el toutes ses dérivées ne dépendent plus que de y et de z. Les

nombres F; ne dépendent pas des variables p;. Il suffit de désigner par D, C, C; les
fonctions de y et de z ainsi obtenues pour voir qu’il existe entre les nombres F;
une relation de la forme 4 ot les coefficients ne dépendent que de y et de z. Nous

écrivons cette relation :

(5) Fe(0) + Ax— Fas (0) + ... + A F, +Ag=B(y, 2).

Si nous supposons que la fonction 0 ne vérifie aucune équation de méme forme
et d’ordre inférieur. le théoréme 1I du n° 15 nous montre que toutes les équations
correspondantes s’obtiennent en éliminant J entre les deux relations

K

0= X b 9 2y, ) + Zuia (¥, 2),

1

(6)-

S ; azz ‘\JK X
== XL+

oz 2z

-

(*) x est en effet un invariant du méme systéme et on-peut le supposer constant.
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Faisons le changement d’inconnue z = h(y, z'), la fonction A vérifiant la relation.

h
— =Lt ,h),
Sy +1(y, A)
on a
dh P N . , Q. , L Zay, k)
7! = }_JliZi(y’ h) c-a-d. ¢ = Zl“"(y’z) avec ="
hF4

Remarquons que I'on a alors

dydz 2z 7

On a alors
s ) 2 A i
7 A5+ 375237 = 2’:’(3’» 05, ) +——,

c’est-a-dire

s!

hj e
F:}]t%_,.

On peut donc garder les formules 6 en y faisant Zi4; = o.

Remplacons alors dans la condition (4) ¢ et 6 par leur valeur. On a

»Z, : A
F,(s) =o, F,(@:EliTz—;-, e PO = Y5

et par conséquent

K K ) §
Y b”Z,’, \ Y bZ, , \ (\@ .
G D4 oo # G AU + C Rt 3 =o.

1 I

Le théoréme 11 montre que les fonctions /; ne peuvent étre reliées par aucune-

ey

relation linéaire de cette forme. On doit donc avoir -‘-‘—;— =o0 et
¢

LYY A . .

(6) . (,,uﬂv-}—...—i—co—s—z-—}—(]lizo, l:I,2,...,K.
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I1 y a au moins une fonchon Z; qui n’est pas nulle("). Con51de10ns I'équation
VA
S = -
(7) Pa—
ou les accents désignent les dérivées par rapport & z. On a dans ce cas

ZL-" Zi(’H_”
Fc(e)qu’ ctc thq Z

et la condition 6 exprime que I’équation 7 admet un invariant d’ordre n dela forme

. , . ‘Wb(v' z)
s(z,p,p, ... p,). Mais celte équation est de la forme s = pg ——— qui a été

complétement étudié par M. Gau dans sa Thése (pp. 108-117). Elle ne peut admettre
d’invariants que de l'ordre 2 ou 3. Nous n’avons donc & étudier que lecasou n =3,
‘K = 2, les autres ayant été complétement étudiés par M. Goursat (loc. cil.).

Posons donc

I5,(0) = 0F,(0) + 8q + «.

La condition 4 donne alors immédiatement

% % s % % s
by*‘bpg”‘—,‘” w iy =
do
+p2“ +(pa_*ap )—_:07
% 2 p, 4 byt )
P(\—p“**"—\;'(l)f*‘ p) =o

Ce systéme n’admet de solutions que si
b=o, a=—ac(y,2), B=—— o= ——

et I'invariant correspondant est

C’est le méme que celui que M. Gau avait trouvé, comme il fallait s’y attendre.

B (*) M. Goursat a montré que, si K = 1, il y a un invariant du second ordre (Annales de
- la Faculté des Sciences de Toulouse, 2°¢ série, t. I, 1899, pp. 31-78).

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XVI. ' 30
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D’ailleurs un changement d’inconnue 7' = h(y, z) montre que, si on pose

N M 1o\
— = = — — | —
iz ’ 20 a\dz /)’

on a identiquement

SFL() = F,(0) + 200 + g s 4+ 2
' FL(0) =F,(0) + 2¢ +‘]"‘\"g+ay-

On en conclut que toutes les équations considérées se raménent a celles pour les-
quelles ¥ (0) est nul. Elles s’obtiennent donc en éliminant  entre les deux relations

a S
q =2y, ) + zm(y, 9), rin 22{(y, v) + m(y, v).

[20] Ces équations admetlent I'intégrale intermédiaire ¢ =Y et la solution

générale sera 'intégrale générale de ’équation

d /1 I , N
& (‘;) + Sy, V) 4y, ) =o.

Si m ne dépendait pas de Y, on pourrait I'écrire

d /1 v Lo V) —
Yy ;)‘i‘ .z+'\(}', )=o,

Y
—z‘— +/)\(y,Y)dy=0
et en posant i(y, Y) = — f'(y), on aurail comme inlégrale générale
YI
— =) + g(@);

S el g étant deux fonclions arbilraires, Y, étant délerminé.
Si m dépend de Y, soit n une fonclion arbitraire de y liée & Y par la relation
7 —am(y, Y) =o.
L’équation a intégrer deviendra alors

r

2 /7!> «( 6\
| =) = TA —
bykz Y 0 ’
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d’ou, aprés un changement de notations
e¥ .
C=xX@+ fenr Yydy;

X et Y étant deux fonctions arbitraires. Il reste & calculer y, = / e Ny, Y')dy.

-
v

On a identiquement

oy RS S Ih v
i(o—ergp) = (=g = Vi) = ).

A=aY +b, y,:ae‘f-}—f(b—a')e’fdy.

r
On peut supposér b-—a' 3= o et poser e* = Z——‘a—,; y, est alors débarrassé de

tout signe / . Dans le cas général, soit Y' = f(y, u) la solution générale de I'équa-

tion différentielle

N S S M)
P T Y dy

On a identiquement
® R SRR S I
Y’ Y T YR Yy

quels que soient y et u et de plus,

%)
(9) d(y,—e Y') +e au " _du=o, dY = fdy.

D’aprés nos hypothéses, le coefficient de du n’est jamais nul. Posons

Af P
— == =A=Fo, w = e"A.
2w Y"*

On a
&Y = dtw—dair, 2y +‘-1—A—d +3—;L—f3dy
w dy
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L’identité 8 dérivée par rapport & u, donne

NS,
+ f=o.
dy J

Donc -

)
(S
dw == w—— du.

du
Si nous posons w = F'(u), F étant une fonction arbitraire de u, on a

CMA F'(a)

wo Fu)
; . . VYA ¥ ,
Cette équation donnera y en fonction de u; en effet = — = et n’est
audy du
pas nul.
La relation g donne alors
F'(w)

= F(u).

PN
Y. = W(yrf) A, )

y el z sont alors calculés au moyen de « par des formules débarrassées de tout signe

de quadrature.




