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EXPOSE GEOMETRIQUE D'UN MEMOIRE DE CAYLEY

SUR -LES POLYGONES DE PONCELET

Par Hexr1 LEBESGUE.

On doit & Cayley (') 'un des mémoires les plus élégants et les plus pénétrants
qui aient été écrits sur les polygones de Poncelet. Ce travail est cependant assez peu
connu en France; peut-étre parce que I’Auteur y fail appel incidemment & la théorie
des intégrales abéliennes, tandis qu’en France on préfére voir traiter ces questions
algébriquement; peut-étre a cause de sa rédaction analytique trés condensée.

Je me suis proposé d’en faire un exposé qui soit & la portée des bons éléves de
mathématiques spéciales et, pour le rendre plus intuitif, je lui ai donné une forme
entidrement géométrique. La traduction géométrique des résultats de Cayley est
d’ailleurs immédiate, mais j’ai tenu aussi a légitimer géométriquement ces résul-
tats. Cela m’a conduit & écrire un long travail remplagant simplement quatre pages
de Cayley; mon but est d’ailleurs d’inciter ceux qui s’intéressent & la géométrie a
lire complétement et & travailler sérieusement le mémoire de Cayley.

On ne trouvera presque rien ici qui ne soit connu; peut-8tre puis-je cependant
faire remarquer que, dans toutes les questions ot interviennent des courbes de genre
un, 'emploi du théoréme d’Abel comme moyen d’élimination peut toujours étre rem-
placé, comme je le fais ici, par I'emploi de la théorie algébrique de la résiduation de
Sylvester. J'appelle aussi I'attention sur la méthode que j’ai employée pour démon-
trer le théoréme de Poncelet. Le principe en est di au D" Hart; elle présente, en
commun avec d’autres travaux du méme Auteur, I'avantage de fournir des cons-
tructions linéaires pour des éléments qui sont déterminés sans ambiguité.

Beaucoup des travaux sur les polygones de Poncelet font appel & des considéra-
tions de continuité pour la distinction, souvent imprécise, entre les tangentes qu’il

by

faut mener pour aboutir & un polygone de Poncelet et celles qui n’en donnent pas

(*) Philosophical Transactions of the Royal Sociely of London, 1861. Voir aussi Philosophical
Magazine, 1853. *
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un. Toutes ces difficultés disparaissent par la méthode que j’ai adoptée. Elle m’a
permis de distinguer avec plus de netteté qu'on ne le fait d’habitude ceux des
polygones inscrits dans une conique I' d'un faisceau ponctuel, et dont les cOtés
sont tangents & d’autres coniques C; du faisceau, auxquels s’appliquent le théoréme
de Poncelet et ceux auxquels il ne s’applique pas. Je les ai appelés respectivement
les polygones circonscrits aux coniques C, et les polygones tangents aux coniques C; .

(1] Lemme. — Considérons un faisceau ponctuel ¥ de coniques et soit I une conique
de ce faisceau. Il existe des quadrangles dont les quatre sommets A, B, C, D sont sur
" et dont les trois couples de cités opposés AB, CD; AC, BD; AD, BC sont respective-
ment langents & trois coniques du faisceau F. Les six points de contact de ces trois
coniques et des six colés sont sur une droite A .

Le quadrangle est déterminé quand on connait deux cétés et les points de contact
correspondants.

Donnons-nous d’abord deux c6tés consécutifs AB et AC. 11 y a deux coniques de
F tangentes & AB; soit (I) celle qui est tangente & AB au point de contact M qui nous
est donné. Soit (II) la conique de F langente & AC au point de contact P choisi. La
droite A est la droite MP. A coupe (I) en M et en un autre point N; je dis que la tan-
gente a (I) en N passe par C.

Fie. 1.

Soit, en effet, ® le faisceau ponctuel de coniques déterminé par (I) et la conique
constituée par les droites AB et CN. F et ® déterminent sur AC les mémes couples
de points, car tous deux donnent le cduple A, C et la conique (I) est commune aux
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deux faisceaux. Or, dans F, se trouve la conique (II) qui coupe AC en deux points
confondus en P, donc il existe dans ® une conique qui coupe AC en deux points
confondus en P. Et comme cette conique, comme toutes les coniques de ®, passe
par N et est tangente & AB en M, elle se réduit & la droite A prise double. Donc
toutes les coniques de @, et en particulier la conique (I), sont tangentes en N 4 CN.

On voit de méme que, si Q est le second point de rencontre de (Il) et de A, la
tangente 4 (II) en Q passe par B et par le second point de rencontre D de I' et
de CN.

Maintenant, remarquons que les deux faisceaux F et & déterminent sur AD les
mémes couples de points, puisqu’ils déterminent tous deux le couple A, D et que la
conique (1) est commune aux deux faisceaux. Donc, I'intersection R de A et de AD
est le point de contact de AD et d’'une conique de F, la conique (IIT). En vertu des
résultats précédents, cette conique (III) est aussi tangente & BC au point de rencontre
S de BC et.de A.

Supposons maintenant que I’on nous ait donné les cotés opposés AB, CD tangents
en M et N -4 une conique (I) du faisceau F. Le raisonnement fait en dernier lieu
prouve que R est le point de contact de AD et d’une conique de F. Donc, on peut
considérer le quadrangle comme déterminé par les c6tés consécutifs AB, AD et les
points de contact M et R; nous sommes ramenés au cas précédent.

[2] Polygones circonscrits et polygones tangents. — Le triangle ABC du raison-
nement précédent est un triangle quelconque inscrit dans I': il vient donc d’étre
prouvé que si une droite A coupe les cotés AB et AC de ce triangle en deux points
M et P de contact de ces cOtés avec deux coniques de F, elle coupe aussi le troisiéme
c6té BC en un point S de contact avec une conique de F. Les six points de contact,
avec des coniques de ¥, des cotés d’un triangle inscrit dans 1" sont situés trois a trois
sur quatre droites.

Si donc un triangle ABC est inscrit dans I' et si ses cotés sont tangents respecti-
vement & trois coniques ', ',, I'; de F, deux cas peuvent se présenter : ou bien les
trois points de contact sont en ligne droite, nous dirons alors que le triangle est tan-
gent ¢ T,,T,,T,, ou bien la droite A joignant les deux points de contact M et P
situés sur AB et AC coupe BC au point S conjugué harmonique, par rapport & BC,
du point de contact $’ considéré. Dans ce cas les droites CM, BP, AS' concourent.
Nous dirons alors que le triangle est circonscrita I',,I',, I, .

-D’une fagon plus générale, soit ABCD ... KL un polygone inscrit dans I" et dont
les cOtés successifs sont tangents & des coniques [',, I',, ... I', du faisceau F. Soit
(AC) celle des coniques de F telle que ABC soit circonscrit a I",, I',, (AC). Soit (AD)
celle des coniques de F telle que ACD soit circonscrit & (AC), I',. (AD). Et ainsi de
suite. Suivant que AKL est tangent a3 (AK), I’ r
dirons que ABCD ... KL est tangent ou circonscrita I",,I,, ... T

ou leur est circonscrit, nous

n—4’ - n

n*
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La distinction entre ces deux cas se fait facilement par des relations analogues
4 celles de Menelaiis et de Jean de Ceva, ce qui montre d’ailleurs que cetle distinction.
ne dépend pas du choix du sommet A qui nous a servi(*).

[3] Théoréme de Poncelet. — Elani données des coniques ', I',, I',, ... I, faisant
partie d'un méme faisceau ponctuel, s'il existe un polygone inscrit dans 1" et circonscrit
a ), 1, ... T,. il en existe une infinité d’'autres.

Pour déterminer un de ces polygones, on peut se donner arbitrairement :

1° L’ordre dans lequel les colés successifs seront tangents & I',,U,. ... T',: soit
1V,.... 1", cetordre:

F,l ’ n
2" Celle des tanyentes o 1", qui porlera un célé du polygone;
3 Celui des deux points de renconlre de celte tangente et de I" par lequel passera

le c6té du polygone tangent a 1, .

Cas du triangle. — Soit ABC un triangle inscrit dans I et circonscrit aux coniques
I',, T, I',; soient «, 4, v les points de contact situés respectivement sur BC, CA, AB.
Soit B'C' une autre tangente a I',: B’ et C' sont sur I' et nous voulons qu’ils jouent
respectivement les réles de B et C; soit o' le point de contacl de B'C' et de I',.

Fic. 2.

BGB'C' est un quadrangle auquel sapplique notre lemme. La droite A est ici o',
Elle rencontre BB’ en b, CC' en ¢ et il y a une conique S de F qui est tangente & BB’
en b etd CC en c.

(") Si A, A,. ... A, sont les sommets d'un polygone de n cotés inscrits dans I' et si

i . . .

A;A;., est tangent & I'; au point ¢;, on aura 11 a A L. — 4 1, sile polygone est circonscrit
e !

Aja

— —1, s'il leur est tangent.
a A,

aux coniques I';, et I]
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Construisons maintenant le quadrangle inscrit dans [' et déterminé par CA, CC’
et les points de contact 4 et ¢. Soit A’ le quatriéme sommet de ce quadrangle, soient
8’ et a les points de rencontre de B¢ avec C'A’ et AA". §' est point de T',, a est point
de S.

La figure BB'AA’ est un quadrangle inscrit dans I', pour lequel la droite A est la
droite ab. Cette droite rencontre AB et A’B’ en deux points y, et y' appartenant a une
méme conique [" de I'. Je dis que cette conique est I',, c’est-a-dire que y, est le
point v et non pas le conjugué harmonique de y par rapport & AB . Les droites AA,
BB’, CC', étant tangenles & S, ne sont pas concourantes, donc les triangles ABC et abe
d’une part, A'B'C’, abc d’autre part ne sont pas tomologiques. Les points , §, y,,
d’une paft; o, #,y', d’autre part, ne sont donc pas en ligne droite. ABC et A'B'C’
sont circonscrits & I',, I', et T',. Par suite, v, est en v et le triangle A'B'C' est circons-
r,,T,.

#

crit aux coniques 1',,

Le cas du triangle est enliérement traité; car, changer 'ordre de I, I, T, en
conservant le c6té B'C’ tangent & I",, reviendrait & intervertir les roles des points B’
et C' dans notre raisonnement.

RemarQues. — Par 'emploi de relations analogues & celles dont il a été parlé au
paragraphe précédent, on aurait pu éviter le raisonnement par I'absurde qui nous a
servi.

Le fait que AA', BB, CC’ sont trois tangentes & une conique S du faisceau, le fait
que les cotés opposés de 'hexagone AB'CA’ BC' sont tangents & la méme conique et
les faits analogues, qu’on rencontre dans le cas général, sont I'origine de propriétés
géométriques variées que je me contente de signaler.

[4] Cas général. — Soit ABC ... KL un polygone inscrit dans I' et circonscrit
aux coniques I',, I',, ... I',, prises dans cet ordre. Conservant les notations utilisées
précédemment, on a des triangles ABC; ACD; ...; AKL circonscrits respectivement
ar,r,, (AC); (AC),T,, (AD); ...; (AK), I",_,, I',.

Nous nous donnons une droite A’B’ tangente & I', et celui A’ de ses points de ren-
contre avec [' qui jouera le role de A dans la construction d'un polygone analogue
4 ABC ... KL. Or, pous avons appris & construire des triangles A'B'C’; A'C'D’; .. .;
A’K'L’ circonscrits respectivementa I',, I',, (AC); (AC), I',, (AD); .. .: (AK), I',_,, I',;
donc les sommets A', B, C', ... K', L’ de ces triangles sont aussi ceux du polygone
cherché.

Montrons qu’on peut intervertir I'ordre de I, et I',, par exemple. En effet, si B,
est le quatriéme sommet du quadrangle déterminé par AB, BC et les points de contact
de ces droites avec I',etI",, le polygone AB, CD ... KL est circonscrita I',, I',, I';, ... I',.
Et comme toute permutation effectuée sur les coniques I',, I",, ... I', peut étre rem-
placée par une suite de transpositions de deux coniques consécutives, le théoréme
est entiérement démontré.
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ReEMARQUE. — On notera que, dans tous les cas, la démoustration résulte de lap-
plication répétée de cette sorte de transposition dont le lemme nous a appris la pos-
sibilité. Malgré la forme un peu artificielle dé son énoncé, ce lemme apparait ainsi
comme intimement lié au théoréme de Poucelet.

(5] Le théoréme de Poncelet nous permet de déduire de la connaissance d’un poly-

gone inscrit dans I'et circonscrita I, I",, ... I",, prises dans cet ordre, I'existence

n?

de polygones analogues formant une famille. Si I'on modifie I'ordre, on a l(n—— 1!
2
familles. Mais il peut y avoir d’autres polygones satisfaisant aux mémes conditions;

’ . r ’ ' I
P'existence supposée connue d'un tel polygone ne rentrant dans aucune des —(n — 1)!
2
. , A e s T .
familles prévues entrainerait 'existence de —(n — 1)! nouvelles familles.
2

I L ;A y .
Le nombre ;(n — 1)! qui vient d’étre donné suppose que lesconiques I',, T',, . .. T,

soient toutes différentes, tandis que les raisonnements antérieurs ne supposaient rien
de semblable. D’une fagon générale, si I'on peut avec I',, T, ... ', former N per-
mutations circulaires, de sens déterminé, qui soient différentes, le théoréme de

T

Poncelet fournit — familles de polygones inscrits & [ et circonscrits a I',, T’
2

2°° n

dés que I'on connait un tel polygone.

11

[6] Représentation des coniques d'un faisceau a 1'aide des points d’'une cubique.
— Si, d’'un point A, on méne des tangentes aux coniques d’un faisceau ponctuel
C + 3I'=o, lelieu € des points de contact, dont I'’équation s’obtient par élimination
de ’ entre la relation précédente et 'équation de la polaire P 4 Al = o de A, est,
comme l'on sait, la cubique CII —T'P = o.

Remarquous, en passant, que notre lemme nous donne le moyen de fixer géomé-
triquement le degré de C. Soient M et P deux points de C, le lemme nous a appris
A trouver sur MP un autre point R appartenant & C (fig. 1). Je dis qu’il n’y en a pas
d’autre: en effet, soit R’ un point de C situé sur MP et différent de M et de P. Avec
les droites AR’ et AM comme cdtés et les points de contact R’ et M, on détermine
un quadrangle inscrit dans la conique 1" passant par A, le coté de ce quadrangle-
opposé & AM sera tangent & la conique (I) au point de rencontre de MR’ et de (I). Ce
cOté sera donc CD tangent 4 (I) en N; le quadrangle ne différe donc pas de ABCD;
R’ est en R.
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Sur la cubique G, chaque conique du faisceau est représentée par deux points,
savoir les points de contact des tangentes menées & cette conique par le point A.. La
droite qui joint ces deux points passe par le point fixe P =o, [I = 0 commun &
toutes les polaires de A par rapport aux coniques du faisceau. Ce point, que j'appel-
lerai Z, est sur la tangente en A 4 I" et il est le point conjugué de A par rapport au
faisceau, c’est-a-dire le point de contact avec AZ de celle des coniques du faisceau,
autre que I', qui est tangente a AZ .

Fic. 3.

Il existe quatre coniques du faisceau dont les deux points représentatifs sont
confondus : la conique I" dont les points représentatifs sont en A, et les coniques
décomposables dont les points représentatifs sont aux sommets «, 8,y du triangle
autopolaire commun a toutes les coniques du faisceau. ZA, Z«, Zp, Zy sont les tan-
gentes & C issues de Z. La tangenle & C en Z est la polaire de A par rapport & la
conique du faisceau qui passe en Z.

[7] Condition pour qu'il existe des triangles inscrits dans I' et circonscrits
al,, I, ;. — Le raisonnement fait plus haut montre clairement que s’il existe
un triangle ABC de sommet A inscrit dans I' et tangent & trois coniques (1), (IT), (I1I)
du faisceau, trois des points représentatifs de ces coniques sont en ligne droite. Avec
nos notations, ggs trois poinls étaient les points M, P, R. Nous nous proposons de
caractériser d'une maniére analogue le lien qui doit exister entre les coniques I', I',,
I',, I, du faisceau pour qu’il existe des triangles inscrits dans I et circonscrits A I,
I',, I, . Trois coniques I',, I',, I", remplissant cette condition seront dites associées,
ou mieux associées par rapport a [".
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S'il existe de tels triangles, le théoréme de Poncelet nous apprend qu’il en existe
six ayant le point A pour sommet. Soit ABC un de ces triangles. Le coté AB, que
Jappellerai 1, est tangent en m, a I', et en M & une autre conique du faisceau, la
conique (). Le c6té AC, que jappellerai 2', est tangent en m', 4 I',. Considérons le
quadrangle ABCD défini par AB et AC et les points de contact M et m',. La droite
Mm', coupe BG en son point de contact w, avec I', et par suite AD, que j'appellerai 3,
est tangent a [, en un point m', situé sur Mm',. Le triangle ABD est circonscrit
ar,nr,n,.

Fie: 4.

On obtiendra encore un triangle ACE répondant & la question en construisant le
quadrangle ABCE déterminé par AB et BC et les points de contact m, et u,. AE est
tangente a I', en un point de m . m,p., et My, ne pourraient étre confondus que
pour m, et M confondus en B ou pour p., en B, ce qui exigerait que B soit I'un des
points communs & toutes les coniques du faisceau ; mais ce cas, qu’on examinerait faci-
lement, peut toujours étre écarté par un choix convenable de A sur I'; nous admettrons
que My, et m, ., sont distinctes. Dés lors m,p., coupe I", en un point m, différent
de m', et la droite Am, est différente de 3'; j’appellerai cetle droite 3. On verrait de
- méme que le second triangle répondant a la question et ayant pour c6té 3' (ou 3) a
pour autre coté issu de A la tangente 2 (ou 1) & I', (ou & I',) que nous n’avions pas
encore rencontrée. .

Finalement nous avons partagé les six tangentes & I',, I',, I, qui sont issues de A
en deux groupes 1, 2,3 et 1/, 2, 3'. Deux tangentes, portant des numéros différents
et n’appartenant pas au méme groupe, définissent un triangle répondant a la ques-
tion.
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[8] Nous pouvons maintenant préciser : c’est par une propriété des trois points
représentatifs m,, m,, m, situés sur les tangentes 1, 2, 3 d'un méme groupe, que nous
allons caractériser la situation des coniques I, I',, I',, I',.

La cubique C et la cubique constituée par les trois droites m,M; m,m',; m,m/,
ont en commun, en plus des six points m,, M, m,, m',, m_, m',, le point A et enfin
le point Z pris deux fois.

Dans le faisceau ponctuel déterminé par ces deux cubiques, il s’en trouve une
qui se décompose en la droite Mm',m’, et une conique, donc : les {rois points
m,, m,, m, sont les poinls de rencontre, autres que A et Z, de C arec une conique pas-
sant par A et Z et tangente en Z o C.

La réciproque est vraie et résulte du méme raisonnement fait en sens inverse;
car puisque Mm',m’, sont en ligne droite, ABCD est un quadrangle dont le c6té BC
est tangent & I', en un point w, de Mm/,m’, et les cotés de ABC sont respectivement
»l

On définit donc tous les groupes de trois coniques associées par la considération

tangents & I, I',, ", en trois poinls m,, m',, », non en ligne droile.

des systémes de trois poinls de rencontre variables de C avec les coniques du réseau
ponctuel de coniques qui passent par A et Z et sont tangentes & C en Z.
Chaque groupe I',, I',, I', est d’ailleurs défini par le systtme m,, m,, m, et par

3

le systéme m',, m',, m',.

|9] La cubique de Cayley. — Il n’y aurait aucune difficulté & utiliser la cubique ¢
pour traiter le cas général du théoréme de Poncelet et pour en déduire les relations
que I'on doit & Cayley; mais on gagnera en clarté & passer de la cubique C a celle
introduite par Cayley. ‘
R, et R, étant deux fonctions rationnelles de X et Y, les formules

x=R,(X,Y); y=R,(X,Y)

font correspondre, aux deux points m, et m', représentatifs d'une conique I',, deux
nouveaux points représentatifs M, et M, qui, quand I, varie, décrivent une
courbe C,. Pour qu'un point de C, ne soit représentatif que d’une seule conique du
faisceau, il faut que la transformation entre C et C, soit birationnelle de courbe &
courbe; ce que nous supposerons. Les points m,, m,, m, représentatifs de trois co-
niques I',; I',, I, associées par rapport & I', sont les intersections avec € d'un
réseau de coniques

v, G+ v,C, + .G, = o;

la transformation considérée remplace ce réseau par un autre, formé de courbes
dont chacune coupe €, en trois points variables seulement et, par suite, quelle que
soit (,, la relation entre les points représentalifs sera tonjours analogue.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XIII. ' 10
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8i G+ AI'=o est I'équation du faisceau de coniques donné (I'=o étant celle
qui passe par A), les points représentatifs sur € de cette conique sont obtenus en la
coupant par la polaire I’ 4+ xI[=o de A. Ceci conduit & la résolution d'une équa-
tion du second degré et I'on trouve, pour les coordonnées x, y des points représenta-
tifs, deux couples de valeurs données par deux fonctions rationnelles de 7 et d’un
radical du second degré portant sur un polyndme en %. Ce polynéme en 7 ne s’annule
que si les poinls représentatifs se confondent : donc, pour la conique I', (h=o0),
el pour les coniques décomposables; par suile ce polyndme est tout simplement le
discriminant D(A) de la conique C 4 xI'=o0, et 'on a : )

2=k VD@),  y=R (., VD),

R, et R, étant deux fonctions rationnelles que 1'on peut naturellement prendre du
premier degré en \/D(—/) ’ ‘
D’ailleurs, connaissant x et y,"P + xll =o0 donne % et on en déduit ensuite
\/D()\) par la résolution de I'nne ou l'autre des équations x =R,, y=R, du pre-
mier degré en \/D()\). \
Donc le point

X =1, Y=1/D()
décrit une coﬁrbe C,; cette courbe est la cubique de Cayley
Y =D+ 0X 4+ 0,X* + AXY;

D,®, E),,iA sont les invariants simultanés des deux coniques C et I,

La conique polaire de Z par rapport & € passe par les points de contact des tan-
gentes ZA, Za, Z8, Zy a C issues de Z et elle est tangente & € en Z; donc les som-
mets o, 8, y du triangle autopolaire constituent un groupe de points représentatifs
de trois coniques associées qui sont évidemment ici les coniques décomposables du
faisceau. Directement, il est facile de voir que lesvtriangles dont le théoréme de Pon-
celet affirme D'exislence, sont, pour ce systéme de trois coniques associées, des
triangles iuscrits dans I" et dont les cotés passent respectivement par o, 8, y. Dire
qu’il existe de tels triangles, c’est dire que ’homologie de pdle v, transformant en
elle-méme chaque conique du faisceau, est le produit des deux homologies analogues
de poles « et 8. Plus simplement encore, si, par une transformation homographi-
que, on a ramené les coniques & avoir le méme centre, c’est dire que le produit
des symétries obliques par rapport aux deux diamétres conjugués communs donne
la symétrie par rapport au centre. ‘

Donc, les trois coniques décomposables sont associées; mais les valeurs de & cor-
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respondantes annulent D(%), donc les trois /points représentatifs sont sur l'axe
Y=o de €,. En utilisant la théorie de la résiduation de Sylvester, que je rappel-
lerai plus loin, on en conclut de suite que, sur la cubique C, de Cayley, les poinis
représentatifs de trois coniques associées, correspondant aux tangentes d'un méme
groupe, sont en ligne droite.

[40] Pour passer de C & C, on peut aussi raisonner géométriquement. Les coni-
ques découpant sur C les systémes de trois points m,, m,, m, que nous considérons,
ont trois points fixes. Une transformation du second ordre convenablement choisie
remplacera ces coniques par des droites quelconques, donc transformera C en une
nouvelle cubique sur laquelle les correspondantls des points m,, m, m, seront en
ligne droite. Les points fixes des coniques n’étant pas tous trois distincts, la trans-
formation a employer sera singuliére.

Soit X =0 I'équation de AZ, soit Z=o I’équation de la tangente & C en Z, soit
Y = o I’équation d’une droite quelconque issue de A . ‘

La transformation

Xy=Yx, Xxe=FkZz,

remplace les coniques

W&+ X2 + wyz =0,

qui définissent les systémes de trois points associés sur C, par les droites

kpZ 4 p X + p,Y = o;

par suite elle transforme € comme nous le désirons. On voit que deux points trans-
formés m et M sont en ligne droite avec A et que les deux droites Zm et ZM se cor-
respondent dans une involution qui admet X=o0 et Z=—o0 comme rayons corres-
pondants.

La conique x*—o0 se transforme en la droite Z=o0; or cette conique détermi-
nait sur C trois points m confondus en A et pour lesquels la position limite de Am
était la tangente AZ & I'. Donc les trois transformés de ces trois points confondus
en A sont confondus en Z; Z est donc un point d’inflexion de (,; la tangente en ce
point est Z=o.

La conique polaire du point Z par rapport 4 C, se compose de la tangente Z =o0
a cette courbe et d’'une droite, D=0, qui passe par les points de contact «, 8,, v,
des tangentes & C, issuesde Z. «,, B,, y sont les transformés de «, 8, v; D=0 estdonc
la transformée de la conique polaire de Z par rapport & C. Soit E=o la droite
portant les points caractéristiques de C=o sur la cubique C,.
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Prenant Z=o pour droite de l'infini, posons

E D
70 Y7

x£=u

; et v étant deux constantes.

€, aura une équation de la forme :

¥* = polynome du lroisiéme degré en x;

quant & i c¢’est, pour chaque point de €,, une fonction homographique de 7. qui de-
vient nulle ou infinie en méme temps que A. En choisissant «, on peut donc
prendre x="7. Le polynéme en x s’annule alors pour les trois valeurs de % qui
donnent &, v,, c’est-d-dire pour celles qui donnent les coniques décomposables.
Donc, en choisissant v, I'équation de (, sera :

vy = D(x).

Remarquons encore que le point Z' autre que Z, obtenu en menant par A une
tangente & la conique (Z) du faisceau qui passe par Z, se transforme en le point A.
Ceci étant, nous pouvons préciser la relation entre le faisceau de coniques et la cu-
bique ¢, de Cayley supposée tracée par rapport & des axes de coordonnées cartésiennes
quelconques x et y, grice a I'équation : y*=A(x); soit A, I'un des points de C,,
caractéristique de (Z); on peut effectuer sur le faisceau donné une transformation
homographique amenant A en A, Z au point & I'infini de I'axe des y et telle que
chaque tangente & une conique du faisceau issue de A porte le point M corres-
pondant & cette conique sur C,. Aprés cette transformation, entre I'abscisse « du
point de contact m de celte tangente et I'abscisse X de M on a une relation involu-
tive dans laquelle I'abscisse de A, et I'abscisse infinie se correspondent.

Ajoutons que A, peut étre pris au hasard sur €¢,, & condition de faire varier A
sur I'.

[44] Le passage de C & ¢, peut aussi se faire en'n’utilisant que la transformation
ordinaire du second ordre. Soient, en effet, m,, m,, m, les points caractéristiques, rela-
lifs & un méme groupe, de trois coniques associ¢es; menons par ces trois points une
conique. Elle coupera C en trois points O,1,J. De la théorie de la résiduation, il
résulte de suite que le réseau des coniques passant par O,1,J découpe lui aussi
sur C les systémes de trois points variables que nous cherchons.

Dés lors, une transformation du second ordre admettant O, I, J comme points
‘'singuliers transformera C en une cubique sur laquelle les systémes de trois points
associés sont formés de points alignés. Si 'on prend I et J pour points cycliques, on
emploiera une transformation par rayons vecteurs de pdle O,
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Pour démontrer que la cubique , obtenue est bien celle de Cayley, remarquons
que I'on peut toujours prendre pour I', I',, I', le systéme formé par I" et deux fois
I'une quelconque des coniques du faisceau. Soit A, le transformé du point A, point
caractéristique de I' sur €. Associons ' et une conique particuliére I du faisceau
prise double, le triangle ABC correspondant aura, par exemple, AB et AC con-
fondus suivant une méme tangente & 1”. Les points caractéristiques de " qu’on
devra considérer comme d'un méme groupe seront donc les deux points différents
et les transformés de ces deux points seront en ligne droite avec A,. En prenant [
confondue avec I', on voit que A, est un poiut d’inflexion de C,. A chaque valeur
de X est associée une droite issue de A, et portaunt les deux points caractéristiques
de la conique relalive & cette valeur A. A une droite issue de A, ne correspond qu’une
valeur de %, car cette droite ne coupe €, quen deux points en dehors de A,. Ces
droites correspondent homographiquement a ). ‘

Enfin les points transformés de «, §, y sont trois points en ligne droite en les-
quels les trois tangentes & (, concourent en A,, puisque les deux points caractéristi-
ques d’une conique décomposable sont confondus. Donc, en prenant la droite «,8,v,
comme axe des x et A, pour'point & l'infini de I’axe des y, la droite de I'infini étant
la tangente a4 C, en A,, on pourra bien ramener 'équation de C, & la forme y*=A(x).

[42] Lorsqu'il s’agit d'un faisceau de circonférences, la cubique C, qui passe
toujours par les points de base du faisceau, est une cubique circulaire. La proposi-
tion démontrée au numéro 8 prend alors la forme suivante :

Si d’un point A de la circonférence I on méne des tangentes aux circonférences du
faisceau donné, la circonférence circonscrite au triangle des rois poinls de contact
relatifs & des circonférences associées par rapport a I' et a des tangentes d’'un méme
groupe passe par un point fixe.

On reconnait facilement que ce point est le pied o de la perpendiculaire AA,
abaissée de A sur I'axe du faisceau.

Cette proposition est susceptible d’une vérification trés élémentaire (voir plus
loin, [18]).

[43] La théorie de la résiduation de Sylvester. — Pour ne pas interrompré le
raisonnement, j’ai rejelé ici I'exposé de cette théorie trés simple, qui n’est que I'ap-
plication au cas des cubiques des théorémes généraux, relatifs aux courbes algébri-
ques, que l'on doit & Gergonne, Jacobi, Pliicker. On peut résumer la théorie en disant :
Si, parmiles 3(m + n) points de rencontre d'une cubique et d’une courbe de degré m 4 n,
il y en a 3m qui sont sur une courbe de degré m, les 3n autres sont sur une courbe de
degré n.

La démonstration repose sur les faits suivants : deux courbes de degré p ont en

commun p* points, si elles n’ont pas de parties communes; pour déterminer une
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courbe de degré p'il suffit de connaitre de ses poinls; par

11(1)_:_-_5_) — 1 points

pp+3)

2
il passe un faisceau linéaire de courbes de degré p ayant en commun p* points com-
muns, & moins que toutes les courbes passant par les points donnés n’aient une partie
commune.

Soient C,, C, ., G, les trois courbes données dans l'énoncé; C, et C, ont en
commun les points A au nombre de 3m; jappelle b P'un, déterminé, des points de
rencontrede C, et C,, ., qui n’est pas sur C,, etj’appelle B le groupe des 3n — 1 autres
points. '

Je détermine la courbe C, de degré n par la condition de passer les points B et par

Gn—r) =230,

n(n +3)

2 2
autres points que je choisis n’appartenant pas & une méme courbe de degré n—3.
Dans ces conditions C, ne contient pas C,.

Les courbes C,,_, et G, + C, de degré m + n ont en commun les points A et B,
en nombre 3(m 4+ n) — 1, je vais démontrer qu’elles ont en commun le point b. Ce
point b est le seul point qu’elles peuvent avoir encore en commun sur G , donc
elles ont en dehors de C,

(m + n)* — 3(m + n) = (m + n)(m + n — 3) points au moins.

—3
Par (m+n )m+ 1) de ces points je fais passer une courbe C,.,_,
2

C,+C,,C,+C

m-i-n? m n’

de

degré m +n—3. Les trois courbes C ont en commun

m =3

(m + n)("; +n—>3) +3m+n)—1= (m + n)(n: tn+3) — 1 points.

Donc en général elles forment un faisceau ponctuel et ont (m + n)* points com-
muns. 3(m + n) de ces points doivent appartenir 4 C,; nous connaissons déja les 3m
points A de C,, les 3n — 1 points B de C,, donc le dernier point est sur C, et comme
il appartient nécessairement & C,, ., , la proposition est démontrée.

Reste cependant ’hypothése dans laquelle les trois courbes de degré m 4 n ont
une partie commune C, . Il faut alors que C, appartienne 4 C,, ., et soita C,,, soita C,.
11 suffira de reprendre la démonstration du théoréme pour les points d’intersection
de C, et de C,,,, —GC,, sachant que 3(m — p) ou 3m de ces points sont sur C,, —C,
ousur G, . ’ :

‘Sylvester dit de deux systémes de points qui, pris dans leur ensemble, constituent
Pintersection compléte d'une cubique et d'une courbe algébrique, qu’ils sont résiduels
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I'un de l'autre; I'énoncé précédent peut alors étre formulé comme il suit : Si deux
systémes de points ont un méme résiduel, tout résiduel de l'un est résiduel de 'autre.

En effet, soient A et A’ les deux systémes admettant le méme résiduel R et soit e
un autre résiduel de A. Par hypothése, A + R, A"+ R, A + ¢ sont respectivement les
inlersections de la cubique avec trois courbes G, C', I'. La courbe C'+ I' rencontre
la cubique aux points A+ A"+ R+, et comme les points A + R sont sur une
courbe C, fes points A’ 4 ¢ sont sur une courbe 1".

On peut ajouter que si A et A’ conliennent le méme nombre de points, C et C’
d’'une part, I" et I d’autre part sont du méme degré. La démonstralion n’exclut pas
le cas ot I'un des résiduels R ou ¢ ne contiendrait aucun' point.

Cette proposition, dont 1'application aux numéros précédents est immédiate, va
nous permettre d’effectuer, en quelque sorte géométriquement, les éliminations qui
seraient nécessaires, analytiquement, pour passer du théoréme de Poncelet, démontré
pour le cas du triangle, au théoréme général.

[44] Condition pour qu'il existe des polygones inscrits dans I" et circonscrits
al,I,, ...TI",. — Sil existe de tels polygones, les coniques seronl dites associées
par rapport & I', soit ABCD ... KL un polygone répondant & la question et dont le
sommet A est celui qui a servi a construire la cubique C; les cOtés successifs sont
tangents aux coniques I',, I, ... I',, prises dans cet ordre. Soit (AC), (AD) ... les
coniques dont il a été question dans la définition des polygones circonscrits. Les
tangentes issues de A aux trois coniques associées I',, T,,(AC) se répartissent en
deux groupes 1, 2,¢; 1', 2/, y. De méme pour les tangentes & (AC), I',, (AD); notons
~ces tangentes vy, 3,d; ¢, 3', 8. Puis nous noterons les tangentes a I, et (AE) de fagon
que nos. deux groupes s’appellent 3, 4, e; d, 4', ¢, etc. Nous avons ainsi réparti nos
tangentes en deux groupes 1,2,3,4, ... n; 1',2,3, ... n'. 1l est évident que la tan-
gente 1 prise pour premier c6té, peut étre associée & 2’ prise pour second c6té.
D’autre part, il existe un triangle admettant pour cotés 2 et y et circonscrit & 17,
I, (AC); il existe aussi, toujours d’aprés la répartition en groupes, un triangle ayant
pour cotés yet 3’ et circonscrits & (AC), I',, (AD), donc 2 et 3' peuvent &tre pris pour
cotés d’'un polygone inscrit dans I' et circonscrita I',, I',, I, . .. r,.

Donc, comme dans le cas du triangle, notre répartition en deux groupes est telle
que chaque tangente du premier groupe peut éire associée avec la tangente portant
le numéro suivant et faisant partie de I'autre groupe. Mais il Yy a plus, montrons que
si on permute I'ordre des coniques I',, T,, ... I, la division des tangentes en deux
groupes ne sera pas modifiée. Il suffira de le prouver par la transposition de I', et T", .
Or, soit LA la tangente n, AB sera la tangente 1’, donc AC, la tangente ¢, construisons
le quadrangle ABCB' déterminé par AB et BC et leurs points de contact avec ', et r,.
Nous savons que AB'CD ... L est circonscrit aux coniques r,,r,r, I',, mais
le c6té AB' qui est associé & AC ou ¢ est le ¢oté ', donc LA ou n est associée & 2'.
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En résumé, les langentes issues de A peuvent étre partagées en deuc groupes lels que
tous les polygones de sommels A, dont le théoréme de Poncelet prouve Uexistence, aient
un coté appartenant & chacun des deux: groupes.

[45] Cette séparation des tangentes en deux groupes entraine une séparation
analogue pour les points caractéristiques de I',,T,, ... ", sur ¢, puis pour ceux
sur C,. C’est une propriété des points d’'un méme groupe, caractéristiques des coni-

ques associées I',, I',, ... I",, que nous allons obtenir.

n

Nous supposons comme ci-dessus que ces points 1,2,3,4 ..., sont tels qu'on
puisse les réunir a des points c, v; d,3; ... en groupe de trois points associés 1, 2, c;
v,3,d;3,h,e...;cety, dets, ... étant différents, mais relatifs 4 une méme conique.
Supposons qu’il s’agisse des points sur ¢, . )

1, 2, ¢ sont en ligne droite, ainsi que vy, 3, d. Donc 1, 2, 3, d sont résiduelsde ¢, y.
Mais la droite ¢y passe par le point Z a Uinfini sur I'axe des y; donc ¢y admel Z pour
résiduel. Ce point Z étant un point d’inflexion, admet comme résiduel ce méme
point Z pris deux fois, comme on le voit en coupant €, par sa tangente en Z. Mais
1,2,3,detZ ayant le méme résiduel ¢, vy tout résiduel de I'un est un résiduel de
lautre et 1, 2, 3,d, Z, Z sont sur une conique. Réciproquement, si cette condition
est remplie et si ¢ est en ligne droite avec 1, 2 et v avec 3, d, on voit, par le méme
raisonnement, que la droite cy passe par Z.

Donc : pour que quatre coniques soient associées par rapport a 1", il faul etil suffit
que leurs points caractéristiqgues d’'un méme groupe soient sur une parabole de direction
asymplotique oy .

1, 2,3,d,Z,7 sont sur une conique; g, 4, e sont en ligne droite; 1,2,3,4,¢,Z,Z
sont donc résiduels de d, 3 dont Z est un autre résiduel. Donc, en raisonnant comme
précédemment, 1, 2, 3, 4, e, Z, Z sont résiduels de Z, Z ou encore 1, 2, 3, 4, ¢, Z, sont
résiduels de Z, Z, Z dont un résiduel ne contient aucun point. Par suite 1, 2,3, 4,¢,Z
sont sur une conique. La réciproque est immédiate.

Donc : pour que cing coniques soient associées par rapport a 1", il faut et il suffit
que leurs points caractéristiques d’'un méme groupe soient sur une conique dont oy est
une direction asymptotique.

Le raisonnement est maintenant bien clair, nous pouvons conclure : pour que
(3n — p) points de G, soient les points caractéristiques d’'un méme groupe pour 3n —p
coniques (p=o, 1, 2) associédes par rapport a I, il faul et il suffit que ces poinls sotent
sur une courbe de degré n admettant oy pour direction asymptotique d’ordre p .

[46] Pour la cubique © I'énoncé est aussi facile i obtenir, mais il est moins
simple, parce que Z n’est plus un point d’inflexion. Cependant, si A est pris sur un
cOté o du triangle autopolaire commun, Z est alors au lroisiéme sommet vy de ce
triangle et comme, dans le cas général, Zvy, polaire de A par rapport & la conique
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décomposable (y), coupe € en Z el en deux points situés en y, Z est un point d’'in-
flexion quand A est sur «f. Examinons rapidement le cas de cette cubique C, . -

Z admet des résiduels connus; d’abord Z, Z; puis aussi A, A; et encore 1,] si 1
et J sont deux points de base du faisceau en ligne droite avec Z. Ecrivons cela ainsi :

IRZ, Z; ZRA, A; ZR1; J..

Supposons obtenue la condition pour qu'un groupe de points, les points G et le
point ¢,, soient caractéristiques d’un systéme de n— 1 coniques associées, sous la
forme suivante : il faut que G, ¢, ait pour résiduel ¢;

1 b

G’ C,i,Rg;

passons au systéme form¢ d'une conique de plus. v, étant point caractéristique de la
méme conique que ¢,, on a, nous le savons [414], en appelant n — 1 et n ceux des
points caractéristiques des deux derniéres coniques qui sont du méme groupe que v,,

von—r1, nRA, Z, Z

ou
v, n—1, nRA, A, \.
Donc
G, gRe,,
n—1,n, A, A, ARy,,
et
G, g, n—1,n, A, A, ARe,, v, RZRARA, A,
ou

G, n—1, nRg, A, A, A, A, A.

Donc, quand on augmente le nombre des coniques associées de une unité, il faut
augmenter de cinq fois le point A le groupe des points de base du systéme linéaire
de courbes découpant sur R les groupes de points caractéristiques.

Or, puisque

A, ARZ; A, A, A A A ARZ, Z, Z;

c’est dire que 1’on peut loujours supprimer six fois A toutes les fois qu’on obtient A
_six fois au moins (ceci revient & dire que A est un point sextactique, ce qui est connu).
Concluons :

Fae. des Sc., 3¢ série, t. XIII. i’
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Pour que 6n —— q points de la cubique C,, relative & un point A d’un cé6té du triangle
autopolaire commun, soient les points caractéristiques d'un méme groupe de 6n —gq
coniques associées par rapport a 1'(q =o,1,2,3,4,5), il faut el il suffit que ces
points soient sur une courbe de degré 2n coupant C, en q poinlts confondus en A .

[47] Cet énoncé pourra toujours étre transformé en se rappelant que deux A
peuvent toujours étre remplacés par deux Z ou par I, J. Pour un faisceau de circon-
férences ayant en commun (& distance finie) deux points de base I' et J', et pour un
point A pris sur axe du faisceau, la condition s'exprimera en disant que les points
caractéristiques sont : pour le cas du triangle, sur une circonférence passant par A,
ou sur une conique passant par A, 1’ et J', ou sur une conique tangente a ['en A et
admettant en A un cercle osculateur passant par le centre de I', ou sur une conique
passant par A admettant pour asymptote la paralléle I"J" & I')’ menée par le symé-
trique de A par rapport a I')’; pour le cas du quadrilatére, sur une circonférence ou
sur une conique passant par I’ ou J', ou sur une conique tangente & I' en A, ou sur
une conique admettant I"J” pour asymptote.

Pour le cas du pentagone et de 'hexagone, I'énoncé général n’est pas susceptible
de transformation 4 moins, bien entendu, que I'on ne remplace le systéme des co-
niques découpant les groupes de points caractériques par un systéme de courbes de
degré supérieur a 2.

(18] Emploi de la géométrie élémentaire. — Je réunis ici les démonstrations
élémentaires des résultats les plus simples concernant le cas des faisceaux de cir-
conférences.

Si 'on veut masquer I’emploi de I'involution dans la démonstration des propriétés
du quadrangle [1], on peut dire : Soit ABC un triangle inscrit & la circonférence I et

’

dont les cOtés sont tangents respectivement en «, «'; B, 8'; v, a des circonférences

(), (&'); ... du faisceau. Les milieux a, b, ¢ de aa', 88',yy sonl sur I'axe radical et
I'on a:
’
e vA
vt =cy”" =cA X ¢B d’on _—— .
! | ’ YB «Y'B

On en déduit :

A YA A —YAT A YA GA—YA) _aeA X 3y A
B 7B b B (BHYBGB—yB) T acB Xy cB

Puis de

A aB G ontlreL B s(,‘l_
B e ;T B < aC EA

-
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Donc x, 8,y ou a, B, y' sont en ligne droite; placons-nous dans ce dernier cas et
cherchons la polaire de v’ par rapport & la circonférence («) que nous supposons
coupée en «, par la droite «By’. D’abord cette polaire passe par y, car («) coupe yy'
en deux points m et n, tels que cm X _07l=0_72:;(-'2: elle passe ensuite par le con-
jugué harmonique de y' par rapport & ««,. Donc cette polaire est aussi celle de y'
par rapport au couple de droites «B, «,A qui se coupent en O. O est donc le pdle
de ax,, O«, est tangente en a, A («) et passe par A. D’ou les propriétés du quadrangle
et la définition des points représentatifs de circonférences associées. Nous pouvons
maintenant passer & la démonstration annoncée en fin du numeéro [12].

Fie. 5.

Soit ABC un triangle inscrit dans I" et circonscrit & trois circonférences asso-
ciées (a), (b), (¢); les points de contact sont z, b', c.

La considération du quadrangle déterminé par les cotés AC, CB et les points de
contact b’ et « nous donne le nouveau triangle circonscrit AEB et les points de con-
tact a' et 8. Le quadrangle déterminé par AB, CB; x et ¢ nous donne le nouveau
triangle circonscrit ACF et le point de contact a.

Le quadrangle déterminé par AF el AA, (perpendiculaire & 'axe oo, du fais-
ceau); a et o (pied de la perpendiculaire A A)) fournit la tangente A E, a (a) et le
point de contact a',. aa’, n’est pas paralléle & AA, puisque ces droites se coupent
en o, donc a', n’est pas symétrique de a par rapport a ox; il est (jonc le symétrique
de a'.
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Le quadrilatére «a'ad’, est inscrit dans (a), donc
angle oac = angle @' a'«;

langle oac est donc 'angle que AA, fait avec la droite b'a’x8. Mais on pourrait
permuter les roles de (a) et (b), donc

angle oac = angle obc.

La proposition directe est démontrée; oabe est inscriptible.

Fie. 6.

La proposition réciproque résulte du fait que deux circonférences quelconques
font toujours partie d’un groupe de trois circonférences associées et de ce que toute
circonférence passant par o ne contient que trois points de contact autres que o,
comme on va le voir.

La droite b'a’af coupe AB au second point de contact d-de AB et d’une des cir-
conférences du faisceau; de plus, & cause de I'égalité angle oac = anglea’,a'«, cette
droite est paralléle & la droite co' joignant ¢ au second point de rencontre ¢' de la
droite AA, avec la circonférence oabc. Donc, dés que cetle circonférence et ¢ sont
connus, la droite da’'d’ est connue et nous savons que sur une telle droite o', b', d
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sont les sculs points de contact des circonférences du faisceau avec des tangentes
issues de A. Donc sur la circonférence oabec, on ne peut pas avoir un autre point
de contact «,, car on aurait aussi un point b, formant avec a, et ¢ un systéme de Lrois
points associés et les points a', et b', correspondants devraient étre sur a'd'd.

[49] T, (a), (b), (e), (f) étant des circonférences d'un méme faisceau, pour qu'il
existe des quadrilatéres inscrits dans 1" et circonscrits a (a), (b), (e), (f), il faut et il
suffit que les poinls de contact de quatre droites tangentes respectivement a (a), (),
(e), (f) et issues d’'un point \ situé sur 1" el sur U'axe du faisceau, soient sur une cir-
conférence.

Fic. 7. .

Les circonférences (a), (b), (¢), (f) sont associées si, et seulement si, il existe une
circonférence (c) associée a la fois & (a) et (), et & (e) et (f). Il faut préciser; si ¢
et ¢’ sont les deux points représentatifs de (c), on doit avoir des points représenta-

tifs a, b, e, f tels que A, a, b,c d’une part, A e, f, ¢’ d’autre part, soient sur une
circonférence.



89 H. LEBESGUE.

Dans le cas qui nous occupe, A et o étant confondus, il en est de méme de a
et @',; les droites ab et a’'b’ sont symétriques par rapport & I'axe Ax du faisceau et
puisque, si m est le second point de rencontre de la circonférence abc avec la paral-
Iele & AA, menée par ¢, co' et om sont aussi symétriques en direction par rapport a
cet axe, ab est paralléle & om.

Nous savons de plus que a'b’ passe par un point connu d de Ac; de méme ab
passe par le point analogue d' de A'c’; d' est le symétrique de d par rapport & Ax.
ef passe donc par d, si (a), (b), (e), (f) sonl associées. Pour prouver que, dans ces con-
ditions, a, b, e, f sont sur une méme circonférence, il suffit de montrer que ab et ef

se coupent sur l'axe radical des circonférences Aabc, Aefc’. L’homothétie de

Ac .
centre A et de rapport Ad transforment ab et ef en deux droites c'u, cu, dont le

point de rencontre u doit étre, il faut le prouver, sur I'axe radical considéré. Or les
triangles Amm/', uc’'c sont homothétiques par rapport au point I de rencontre de Au
et mm'; de sorte que 'on a :

Im . Im'

e — ou Im X Ic=1m' x I¢';
le Ic

donc I est sur I'axe radical. Cet axe est donc la droite Alu.

Pour la suite, remarquons que la circonférence abef ayant son centre sur les
perpendiculaires aux milieux des cordes ab et ef, respectivement paralléles & Am et
Am', est concentrique 4 la circonférence (A) circonscrite au triangle Amm'.

Nous pouvons maintenant démontrer la réciproque : si quatre points caractéris-
tiques a, b, ¢,, f, sont sur une circonférence (1), les quatre circonférences (a), (b),
(e,), (f) sont associées.

En effet, aux trois points a, b, ¢, on peut certainement associer un autre point
de (1) formant un systémg de quatre points associés; il suffit donc de prouver que
les points e et f de la figure 7 sont déterminés quand on connait I', A, AX,
a, b et (3). Or, on construit de suite (A), puis m, puis m' et ¢, puis d et enfin la
droite ef.

[20] 1 n’y aurait pas non plus de difficulté sérieuse & démontrer directement les
énoncés donnés au numéro [41'7], relatifs aux systémes de trois, quatre, cing, six cir-
conférences associées. Je me conlente d’examiner le cas de trois coniques parce
que la démonstration mettra bien en évidence la nature de la cubique C, .

Soit une circonférence passant par A el soient a, b, ¢ trois points de €, situés sur
cette circonférence. ab coupe Ac' en un point que nous avions appelé précédem-
ment d et que nous noterons maintenant y'; de méme bc et Aa’ se coupent en o' et
ca et Ab' en §'. L'angle 2'Af’ estégal & aAb, donc & ach. Le quadrilatére Acx'¢'
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est donc inscriptible et entre les angles ona : Ao'f'=Acf ou Aca. De méme
Ady'=Aba et comme Aca=Aba, o', B,y sont en ligne droite.

Soient e, ¢’ les points représentatifs d'une circonférence du faisceau; tracons la
circonférence Ace qui est coupée en p par la perpendiculaire cp 4 AX. Nous savons
que Ap et y'e sont paralléles. Mais Apc=Aec et Apc=y'ey, donc Aec=1y'ey;
en d’autres termes, y' e ¢ et Aee’ ont les mémes bissectrices. Puisque Aee' ne dé-
pend pas des poihts a, b, ¢ on voit que les bissectrices de Aee' sont aussi celles
de «'ea, §'eb, y'ec.

Les deux faisceaux de droites [eA, ea, eb, ec] et [ee’, e, ep’, ey'] sont donc su-
perposables; de méme [¢'A, ¢'a, €', €'c] et [e'e, e'd/, e'B’, ¢'y'] sont superposables.
Or, puisque &, ', v’ sont en ligne droite, [ee, ed, ef’, ey'] el [e'e, e'd’, €'B', €'y'] ont
méme rapport anharmonique; donc il en est de méme de [eA, ea, eb,ec] et
[€A,€e'a,e'b, e'c], cest-a-dire qu’il existe une conique passant par A,a,b,c,e, €.

En prenant e et¢’ aux points de base du faisceau, ou en les faisant tendre vers A,
ou en les éloignant & I'infini dans la direction perpendiculaire & AX, on obtient les
divers énoncés du numéro [17]. Les réciproques se démontrent sans peine.

[24] Retour a la cubique de Cayley. — Convenons de prendre pour points ca-
ractéristiques de la conique (a), non plus les points a et a' qui nous ont servi jus-
qu'ici, mais les points x et o’ en lesquels les droites Aa, Aa’ sont touchés par une
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conique du faisceau autre que (a). Nous venons de voir que, dans le cas particulier
ou \ a été choisi sur I'un des cOtés du triangle autopolaire commun, «, §, v sont en
ligne droite ainsi que o, 8, v'. Ainsi, grice a ce nouveau choix, la cubique €, jouit
de la propriété essentielle de la cubique ¢, de Cayley.

Le fait que o', #', v' sont en ligne droite, que nous avons démontré par la géo-
métrie élémentaire, était d’ailleurs évident. En effet ¢, est, pour le cas du faisceau
de cercles dont nous nous occupons, une cubique circulaire, et la tangente en A est
paralléle & Pasymptote réelle de C,. Donc @, est analagmatique et A est un centre
d’analagmatie; la transformation qui fait passer de a a « est donc une inversion qui,
aux trois points a, b, ¢ situés sur une circonférence passant par A, fait correspondre
trois points 2, 8, v en ligne droite. '

Mais il y a plus; puisque trois points associés ‘a, b, ¢ sont sur une circonférence
passanl par A, les deux points cycliques et A constituent un systéme de trois points
de base d'un réseau de coniques découpant sur €, les triades de points associés.
L’inversion que nous faicons subir & ¢, pour passer des poinls «, b, ¢ aux points
, B, v est donc celle qui a ¢été prévae au numéro [44] et qui transforme € en C, .

\insi la cubique ©,, quand on la considére comme lieu des points «, &, estiden-
tique a la cubique (,. Nous avons donc la un moyen enti¢rement géométrique de
définir la cubique de Cayley.

111

[22] Avant de donner les relations dues d Cayley et qui expriment analytique-
ment les résultats obtenus dans le chapitre précédent, nous allons examiner ce que
deviennent ces résultats dans le cas ou il s’agit de polygones inscrits dans une co-
nique et circonscrits a une autre.

Nous avons déja dit au numeéro [B], que les considérations qui nous onl servi ne
sont pas modifiées quand on suppose que plusieurs des coniques I',, I',, ... T', du
théoréme de Poncelet sont identiques. Si, par exemple, on considére un triangle ABG

I
deux de ces coniques ou ces trois coniques seront identiques. Mais il convient d’exa-

circonscrit A trois coniques I, ', I',, il n’y aura rien & changer a la figure 2 quand
miner aussi le cas ot I', et I", sont confondues et ot les deux cotés AB, BC respec-
tivement tangents & 1", et I, sont aussi confondus. Le troisi¢éme coté AC est alors
tangent & I" au point A, C. I", peut donc étre, ou I', ou la seconde conique tangente &
la tangente en A, C; mais, dans cette seconde hypothése, ABG serait un triangle tan-

gent comme le montre la relation de Menelaiis. I', est donc confondu avec I et la

3
figure 2, qui prend la forme ci-contre, 2 bis, montre que les lriangles A'B'C’' qu’on

déduit de ABC ont, comme celui-ci, leurs ctés A'B’ et A'C’ confondus.
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Plus généralement, si ABCD ... L est circonscrit aux coniques I',,I",, I',, ... et
si, I, et I, étant identiques, AB et CB sont confondus, tous les polygones A'B'C'D’
... L' circonscrits aux mémes coniques placées dans le méme ordre, que 'on déduit
de ABCD ... L, auront leurs cotés A'B’ et C'B' confondus. De sorte que, en sup-
primant les deux cotés confondus, les cotés restant forment des polygones C'D’... L'

Fie. 2 bis.
circonscrits & I',, ... . [nversement, en adjoignant 4 un tel polygone une tangente
A T, issue de C', qui jouera le réle de B'C’, on aura un polygone A'B'C’... L' De
tels polygones A'B' ... L' ne sont donc pas intéressants puisqu’ils se raménent de

suite A des polygones plus simples; aussi convient-on toujours de ne s’occuper que
des polygones dans lesquels ne se trouve aucun couple de cotés tels que AB et BC.

Fic. 2 ter.

Il y a cependant une exception. Partons d’un triangle ABC circonscrita I',, I',, T,
et construisons un triangle analogue dont le c6té A'B’ admette pour extrémité B''un
des points de base de notre faisceau ponctuel F. La figure 2 prend alors la forme
ci-contre, 2ler; de sorte que A'B'C’ est coustitué par deux cotés confondus A'B’ et

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XIII. 12
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C'B’ tangents & ', en B" el une tangente commune a 1" et & [',. Inversement d’ail-
leurs, la connaissance de ce triangle spécial A'B'C’, et d’un coté AB avec son point
de conlact v, permet de remonter & ABC.

Il résulle facilement de la que, s’il exisle un polygone formé de n cotés différents,
inserit dans [ et circonscrit & '), le polygone analogue ayanl pour premier sommet

n—i

un point A commun a [*et I', est constitué, si n est impair, par colés AB, BC,

2
... JK, puis par la tangente en K & ', puis par KJ, ... CB, BA; si n est pair,

on a = cotés AB, BG, ... JK, puis par KJ, ... CB, BA; mais, d’aprés ce que nous
2

avons vu, tous les polygones qu’on peut déduire de celui-ci, et par suite en particu-
lier le polygone primitif, seraient aussi constilués par des cotés deux & deux con-
fondus si le point extréme K n’élait pas commun & I" eta I',. K est donc bien un
point commun a I" el I',; le polygone considéré admet deux points de base pour
sommets. Il y a anssi, pour m pair, des polygones qui admettent deux tangentes
communes & I" et [', pour cotés.

Les polygones repliés de deux espéces ainsi obtenus sont les seuls polygones &
coOtés confondus faisant partie des familles de polygones inscrits & I et circonscrits
al,. Il faut remarquer que, méme pour un tel polygone, si A est un sommet non
commun a I" et I',, les deux cotés qui y aboutissent sont différents. Donc, dans
tous les cas, les langentes d’'un méme groupe (voir [14]) issues de A sont toutes
confondues.

Que l'on ait pris pour représenter les coniques du faisceau I, I', des points de la
cubique C ou de la cubique de Cayley, les n points représentatifs d’un inéme groupe,
qu’il faut considérer pour exprimer qu’il y a un polygone de n cdtés inscrit a I' et
circonscrit & I',, sont donc confondus. Donc : pour qu’il existe un polygone de 3n — p
cotés inscrit a I et circonscrit a T, il faut et il suffit qu'il exisle une courbe de degré n,
admettant oy pour direction asymptolique d’ordre p, quiaitun contactd’ ordre 3n — p — 1

avec la cubique de Cayley C,, y* = A(x), en lun des poinls représentatifs de la
conique T, .

[23] Lorsqu’il s’agit de polygones d'un pelit nombre de cotés, cet énoncé permet
d’utiliser des propriétés connues des cubiques. Par exemple, cherchons les coniques I,
faisanl partie d’un faisceau et qui soient inscrites dans un triangle inscrit dans la
conique [" donnée du faisceau. L’énoncé précédent montre que I', a pour points
représentatifs I'un des points d’inflexion de C, autres que le point a l'infini Z. Or
€, a huit points d’inflexions, autres que Z, deux & deux en ligne droite avec Z, donc
il existe quatre coniques I', '/, l‘,”,.l’,"' répondant a la question. Et, comme les
points d’inflexion sont trois a trois en ligne droite, 4 chaque couple I',, T',’, on peut
associer une troisiéme conique, I'” ou I'\", telle qu’il existe des triangles circonscrits
a ce systéme de Lrois coniques et inscrits dans I'.
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D’une fagon générale, si 1" et I, sont deux coniques du faiscean inscrites dans
des polygones de p cdtés inscrits dans I, les deux coniques [, et I, qui forment avec I,
et I", deux systémes de trois coniques associées par rapport a I', — les deux systémes
L, 0, et I, 10, I, — sont elles-mémes inscrites dans des polygones de p cOtés
inscrits & I'. En effet, soient A, et A, deux des points représentatifs de I', et I',. Par
hypothése p fois A, a pour résiduel le point Z pris un certain nombre ¢ de fois et de
méme p fois A, a pour résiduel ¢ fois Z. Soit B le troisi¢éme point de rencontre de la
droite \ \, et de la cubique de Cayley C,; B est le point représeatatif de I, ou I", .
Coupons €, par p fois la droite A, A B et ¢ fois la droite de V'infini; nous obtenons p
fois A, p fois A, p fois B et 3¢ fois Z. Or p fois \ a pour résiduel g fois Z, p fois A,
a pour résiduel ¢ fois Z, en enlevant ces 2(p + ¢) points des 3(p 4-¢) points de sec-
tion obtenus, il reste p fois B et ¢ fois Z. \insi B est bien le point représentatif d’une
conique inscrite dans des polygones de p cOtés inscrits dans 7.

Cette proposition résulte d’ailleurs plus simplemenl encore de notre théoréme
fondamental. Soit «8, ... A « un polygone de p cdtés inscrit dans I" et circonscrit
al’ et af, ...}« un polygone analogue relatif & I',. Le polygone «f, ... ), ip, -
est un polygone de 2p cotés circonscrit & p coniques identiques & I, et & p coniques
identiques & I",. Modifions 'ordre de ces coniques, nous nous trouvons conduits
a considérer des polygones «8+v3c ... 2 & 2p cOtés dont les cotés successifs sont alter-
nativement tangents a [, et & I,. Les droites xvy, vz, ... enveloppes 'une des coni-
ques [, ou I', de I'énoncé et le polygone xve ... x & p cotés. :

Il faut remarquer dailleurs que si p = rs il se peul que le polygone xve ... x
n’ait que r cotés réellement distincts et qu’il faille parcourir s fois la suite des r cotés
distincts pour retrouver «yc ... «. Ceci se présente toujours, en particulier, si T,
et I, sontidentiques, auquel cas I', et I", sontidentiques, et que, de plus, p soit pair,
p = 2p’; puisque cela revient i dire qu’en joignant de deux en deux les sommets d’un
polygone & 2p’ cOtés ou & un polygone a p' cotés.

Ces faits se généralisent d’eux-mémes : k coniques I',, ', I';, ... I, du faisceau,
inscrites dans des polygones & p cotés inscrites dans I', étant données, on peut tou-
jours leur adjoindre une conique I',,, de méme nature, de facon a obtenir k + 1
coniques associées par rapport a I', & moins que ces k coniques soient elles-mémes
associées par rapport a I’.

En particulier, une corlique I', étant donnée, si 8y ...« est un polygone de p

on déduit de 13 E(”

cOtés inscrit dans [ et circonscrita I

1?

2 .
> coniques analo-

gues; celles qui sont enveloppes des diagonales obtenues en joignant les sommets
de «f8y ...« respectivement de deux en deux, de trois en trois, etc.

[24] Si p = rs, la conique enveloppe des diagonales joignant les sommets de r
en r est inscrite dans un polygone de s cOtés inscril dans I'. La recherche des coni-
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ques relatives & une valeur donnée de p est donc un probléme qui se décompose.
algébriquement, quand p n’est pas premier. Cela est bien connu de ceux (ui ont
étudié la division des forctions elliptiques, nous allons nous borner a indiquer .
comment se traduit géométriquement cetle décomposition.

Soit a8y ... k2 un polygone & p cotés inscrit dans I" et circonscrit & une conique I,.
Soit A I'un des points représentatif de I',; le triangle «$+v est circonscrit & un systéme
de trois coniques associées par rapport a [, savoir I, pris deux fois, et une conique (ay)
dont le point représentatif, du méme groupe que A, est le second point de rencontre
de C, et de la tangente & €, en \. Ce point A, est donc ce que 1'on appelle le tan-
geuntiel de A..

Le quadrilatére «f+3 définit un systéme de quatre coniques associées par rapport
a I', savoir trois fois I', et une conique («3) dont le point représentatif, du méme
groupe que A, est le troisi¢éme point de rencontre de €, et dela droite A’,A; A, étant
le second point caractéristique de (av). Du point A, ainsi obtenu, on passe de méme
a un point A aligné avec A', et A; et ainsi de suite. Le point A esten Z.

Si p = rs, on peut rechercher d’abord les points P caractéristiques des coni-
ques inscrites dans des polygones de s ctés inscrits dans ['; puis les points A pour
lesquels A est en l'un de ces points P. Par exemple, pour r = 2, ayant trouvé un
point P, il reste & mener de P les langentes & € ; les points de contact de ces tan-
gentes sont les points A. Appliquons cette remarque.

7 définit la seule con‘ique du faisceau que l'on puisse regarder comme inscrite
dans un polygone fermé de un coté inscrit dans I'; savoir 1" elle-méme.

Les tangentes & €, menées de Z, touchent C, en ses points de rencontre avec son
axe, points qui caractérisent les coniques décomposables du faisceau. Ces coniques
sont les seules qui soient inscrites dans un polygone fermé de deux cotés inscrit
dans I".

Si des trois points ainsi obtenus on méne des tangentes & (, on obtient douze
points de contact qui définissent les six coniques inscrites dans des quadrilatéres
inscrits dans ['. Et L'on traitera ainsi, de.proche en proche, le cas de p = 2".

Traitons encore le cas de p = 6 = 2 X 3. Nous savons que les points P caracté-
ristiques des coniques relatives aux triangles inscrits dans |" sont les points d’inflexion
de C,, les coniques relatives aux hexagones sont les points de contact de C, avec les,
tangentes (qu’on peut lui mener par les points d’inflexion. Cela est bien d’accord avec
ce résultat connu, que les poinls ainsi oblenus, appelés points sextactiques, sont
ceux en lesquels (, est coupée en six points confondus par certaines coniques suros-
culatrices.

Si un point A répond & une valeur de p, tousles points A,, A , A, ... répondent
également & cette valeur de p ou a l'un de ses diviseurs. Ces points forment une
suite périodique, puisque A, est en Z. D’aprés la construction méme des A, succes-
sifs, A,., est identique 2 A’, A ., & A',, etc; \ _

1

est identique 4 A, A, & A,, etc.
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Parmi cette suite se trouvent tous les tangentiels successifs de A ; en effet, le premier
tangentiel de A est le point A,; le tangentiel de A’, sera donc A, : le tangentiel de A’,
sera A, etc. ,

Si p = 2"(2q + 1), le ni¢me tangentiel de A devra étre caractéristique d’une coni-
que relative aux polygones a 2g + 1 cOtés.

Soit maintenant p impair; on peut trouver & et m tels que 2* = mp + 1; donc
A,r est identique a A, ., donc & A ou A’ suivant la parité de m. Si, de plus, on
a 2' = mp —1; A sera aussi identique & A ou A'. ’

Par exemple, pour p=3; I=2, m=1, A, est en A; le premier tangentiel
de A esten A.

Pour p=>5; =2, m=1, A esten A; le second tangentiel de A est en A'.

Pour p=17; =3, m=1, A, est en A; le troisiéme tangentiel de A est en A.

Pour p=9; k=3, m=1, A, esten A’; le troisiéme tangentiel de A est en A’'.

Pour p=11; I=5, m=3, A, esten A; le cinquiéme tangentiel de A esten A..

Tout point A répondant & une valeur finie de p n’a donc qu'un nombre fini de
tangentiels différents et, suivant la facon dont se ferme la suite périodique de ses
tangentiels successifs, ou la fagon dont se termine la suite limitée de ses tangentiels,
on peut déterminer i quelle valeur de p répond le point A.

[2B] Pour terminer, je vais donner les formules dues & Cayley et qui traduisent
certains des résultats précédents. €, étant mis sous la forme y* = A(x), formule
dans laquelle A(x) est le discriminant de la conique I' + xC = o, du faisceau F, et I"
étant la conique circonscrite aux polygones considérés, n valeurs de x définiront un
systéme de n coniques associées si elles sont toutes les abscisses des points d’inter-
section 4 distance finie de C, et d’une courbe algébrique. En remplacant dans
I'équation de cette courbe y* par A(x) autant de fois que cela est possible, on la rem-
place par une nouvelle courbe d’équation :

(1) P(a)y + Q@) = o.

D’ou, pour les abscisses des points d’intersection, I'équation en x :
P*(x) A(x) — Q%(x) = o.

Elle aura trois racines pour P de degré o et Q de degré 1,
elle en aura quatre pour P de degré o et Q de degré 2,
elle en aura cinq pour P de degré 1 et Q de degré 2,

elle en aura six pour P de degré 1 et Q de degré 3; etc.
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Donc, pour ap racines, on aura ’équation :
(2)  Va@)[a,a"* +aa’ + ... + a, )+ [bx” +b,x"™ + ... +b]=0
et, pour 2p 4+ 1 racines,

@) VaA@)e,2" " + a4 . 4 a, ] + [bat +hat "+ b =o.

Si B, %, ... sont les racines de ces équations, I'élimination des coefficients a,
et b, donne les relations suivantes, dues & Cayley, et qui expriment que les coniques

A, &, . -. sont associées par rapport a I':

17 Te

pour un systéme de 2p coniques

o=[1, 0%, .. W VAD), AWV, o VA ey

pour un systéme de 2p + 1 coniques

o=1, 0% ... N VAG), AVAQ), - WA

Ms kg von hapog

Dans ces formules, les seconds membres sont des déterminants dont toutes les
lignes se déduisent de celle écrite en faisant J égal successivement a 2,2, ....

Pour le cas de 3, %, ... tous nuls, Cayley donne les formules qui s’obtiennent
comme il suit :

Posons

VA@) = A+ Br + Ca* + Ca* + Gy + . ..
et substituons cette expression dans les expressions (2) et (3) qui doivent se réduire

aux termes de degrés égaux au moins & 2p et 2p + 1 respectivement, d’aprés la condi-
tion de contact & écrire entre C, et 1a courbe (1); si, par exemple, on écril les condi-

tions qui en résultent pour les termes en x", k™ ... £~ de I'équation déduite
de (2),ona:
,C +aC +aC+ ... +a,,C =0,
aC,+aC,+.......... +a,,C,.,=o,



EXPOSE GEOMETRIQUE D'UN MEMOIRE DE GAYLEY.

D’ot la condition de Cayley :

C.CGC, ........ C,.,
C,CC, o........ C,.,

— 0.
Cpi 1 Cpf L] Cp»! 3 C*.'p-i

C,CC ........ C

<



