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DE L'INFLUENCE QUE I’AIMANTATION DU MILIEU |
EXERCE SUR LES ACTIONS MAGNETIQUES

Par H. CHIPART.

INTRODUCTION

Lorsque des conducteurs électrisés sont plongés dans un liquide (*), leurs actions
mutuelles apparentes sont inversement proportionnelles i la constante diélectrique ¢
de ce liquide. Cette loi énoncée par Maxwell (*), puis par Helmholtz (*), et que le
physicien Silow (*) a vérifié il y a prés de cinquante ans, est une conséquence immé-
diate du caractére équipotentiel des surfaces conductrices. Le théoréme du flux
d’induction apprend que I'induction diélectrique est indépendante de ¢, tandis que

. - n : \ .
le champ électrostatique & et le potentiel interne f %—-dc) du systéme varient
. ’ T

tous deux en raison inverse de ¢. Désignant donc par do, et db les travaux des
actions mutuelles des conducteurs, suivant que ces corps se déplacent dans le vide
ou dans le liquide diélectrique, on conclut de ce qui précéde la relation

4% = — dg,.
€

Une loi d’actions mutuelles présentant un semblable caractére de simplicité
est-elle applicable 4 des aimants permanents plongés dans un liquide magnétique ?

(*) Dans ce qui va suivre nous entendrons par liquide un fluide incompressible, illimité
dans toutes les directions, isotrope et homogéne. Nous supposerons de plus que les quan-
tités ¢ et 11 sont indépendantes du champ.

(*) MaxwELL, On physical lines of Force.

(*) HeLmmovrrz, Journal de Crelle, tome 72, p. 117.

(*) Stow, Annales de Poggendorf, 1875, tome 156, p. 389 a 396, « Uber dic. Dielcktrici-
titsconstanten der Flissigkeiten ». Silow a comparé les déviations de l’aiguf‘lle d’un élec-
tromeétre dans Pair et dansI'huile de térébenthine.
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118 H. GHIPART.

A cette question, Boltzmann a répondu par affirmative : les actions mutuelles appa-
rentes d’aimants permanents seraient, d’aprés Boltzmann, inversement proportion-
nelles 4 la perméabilité u. du liquide dans lequel ils sont plongés. Le travail effectué
par ces forces au cours d'un déplacement élémentaire des aimanls dans le liquide
serait donc

dG =~ dF,.
EL

Dans les idées de Boltzmann, idées dont on retrouve l'origine dans les premiers
écrils de Maxwell, le champ magnétique total 36, somme du champ J6, créé par les
aimants, et du champ créé par le liquide qui les entoure, vérifierait I'égalité

=130,
l.l.

D’une maniére plus précise, la plupart des traités modernes (') donnent comme
loi élémentaire des actions magnétiques la formule
1 mm

F=-.
y‘ ’,‘l

Ajoutons, et ceci est essentiel pour notre argumentation, que les partisans de la

loi de Boltzmann admettent en méme temps la validité du systéme d’équations qui
7 r . . 7o » ) e 1

résume la théorie classique du magnétisme fondee par Pofsson, précisée et com-
plétée par lord Kelvin, Helmholtz et Kirchholff. Les objections jadis formulées contre
cette théorie n’ayant pas résisté a une critique approfondie, les physiciens sont au-
jourd’hui unanimes & reconnaitre que ce systéme d’équations fournit une représen-
tation exacte des phénoménes d’équilibre magnétique.

Si 'on se rappelle que la démonstration de I'égalité d0 = - dG, est essentielle-

1

ment subordonnée 4 l'existence de surfaces équipotentielles limitant les conduc-
teurs, et si I'on observe que pareille propriété n’est jamais vérifiée pour un ensemble
d’aimants permanents, on ne peut se défendre d'un certain scepticisme au sujet de
la validité de la régle de Boltzmann. L’invraisemblance de cette régle apparait d’une
maniére frappante au premier coup d’ceil jeté sur les équations de I'équilibre ma-
gnétique : pour un aimant solénoidal *) le champ total dérive d’'un potentiel de

(*) Bovrtzmaxn, Vorlesungen fiber Mazwell's Theorie der Electricitil und des Lichles,
a2° Partie (éd. 1893), page ¢98. — Se reporter ¢galement aux traités de Drude, Chwolson,
Ollivier, L. Bloch.

(*) Cest-a-dire un aimant dont 'aimantation J, vérifie la condition

oM., o, o,

div. J, = =% 4 — =o.
‘ Qx + Jy oz
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simple couche astreint & vérifier, sur la surface de I'aimant, la condition classique (*)

dV  dU
HW'I—-dT—[lW(VE-JO):’O.
Manifestement le champ magnétique, J( = —- gradient?, ne saurait varier en

raison inverse de p. comme le voudrait la régle de Boltzmann.
Si des doutes pouvaient subsister a cet égard, la résolution d’'un probléme élé-
mentaire suffirait a les dissiper. Prenons le cas d’un ellipsoide

xﬁ + yz + z
4+ L+ —1=o0
a b® c? ’

2

uniformément aimanté. Nous trouverons que le champ total 0, créé i la fois par
ox’ J
dans le liquide, est identique au champ magnétique créé par le méme ellipsoide

J,. de lellipsoide et par I'aimantation induite

oy? Yoz

I'aimantation permanente J

’ portant une aimantation uniforme J.,, de composantes

J J J..

0.r me p— [ sz — 0z

p—xA’ , w— xB’ w—xC’

J(.,x -

I . » . . .
représente le coeflicient d’aimantation du liquide;

Dans ces formules x = &

A, B, C sont trois fonctions de a, b, c, que l'on rencontre dans 1'étude du champ
newtonien créé par un ellipsol‘(ie homogépe. Ona A + B+ C = 4=.

Les vecteurs J., et J, n’ayant pas méme direction, on vérifie aisément qu’il en est
de méme des champs #6 et #5,. Toute loi élémentaire rentrant dans le type

W= () 30,
doit donc étre rejetée.
- D’autres objections & la loi de Boltzmann peuvent étre lirées de I'étude, soit
théorique, soit expérimentale, des actions mutuelles de corps magnétiques.
La méthode & mettre en ceuvre pour calculer ces actions a été exposée en 1881
par Helmholtz (*). On applique ’équation du travail

o, = dF,

(*) v; représente le vecleur « unité » dirigé suivant la normale intérieure a la surface de -
I'aimant. La notation (A.B) désignera le produit scalaire A, B, 4+ A, B, + A.B, des deux
vecteurs Ael B. (v;.J,) est donc la projection de 'aimantalion J, suivant la normale inté-
rieure a la surface. )

(*) Hewmwonrz, Wissenchafiliche Abhandlungen, tome I, p. 803.
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J désignant le potentiel interne. Pour les systémes de solides et de liquides on a les
formules classiques :

- %1 2 P2
. g:f ’dcs+f ! do:/*’i"do.
: 8w . 2% 8~

Dans ces égalités J = x#’ représenle I'aimantation induite. On convient de faire
»=1 dans la région occupée par les aimants permanents.
En 1902 Duhem (') publiait une note intitulée De linfluence que I'aimantation

du mitieu exerce sur les actions magnétiques, dans laquelle il discute les deux lois
fictives

ST == = E7a
(7‘() = ;J’(:)o et (7() p—d p.(?'(vu,

qu’il altribue respeclivement & Maxwell et & Helmholtz. Combinant 'une ou l'autre
de ces lois avec les équations de 1'équilibre magnétique et avec I'équation du travail
d®,= d¥, il aboutit dans les deux cas & une contradiction. Ni I'une nil’autre de. ces
deux lois ne peut donc étre retenue.

L’analyse de Duhem ne parait pas avoir attiré lattention des physiciens; aussi
n'est-il pas hors de propos de signaler qu'on retrouve ses conclusions en faisant
appel aux travaux publiés, il y a plus de soixante-dix ans, par Edmond Becquerel :
d’aprés Boltzmann, un aimant permanent ne devrait exercer aucune action sur un
corps non magnélique, méme quand ces deux solides se trouvent plongés dans un
liquide polarisable. Or ceci est formellement contredit par les expériences d’'Emond
Becquerel : une petite sphére non magnétique plongée dans un liquide est repoussée
par 'aimant si le liquide esl paramagnélique, elle est attirée si le liquide est diama-
gnétique. Le rvaisonnement lout & fait élémentaire que nous venons de donner ne
différe pas, au fond, de celui qu’on peut lire dans la note de Duhem; il prouve en
méme temps que toute loi rentrant dans le type dG = ¢(n)d0, est incompatible avec
la théorie classique du magnétisine.

Ce premier résultat, de caractére purement négaltif, auquel Duhem s’était limité,
est loin d'épuiser la question. La loi de Boltzmann est décidément inacceptable ;
‘mais que peut-on metire a sa place? Se limitant d’abord au cas asymptotique d’ai-
mants permanents trés éloignés, ne serait-il pas possible de comparer leurs actions
mutuelles apparentes & celles s’exercant entre d’autres aimants permanents, conve-
nablement choisis, qui seraient placés dans le vide? Et, dans le cas général de corps
placés & distance finie, ne pourrait-on faire correspondre au systéme formé par les
aimanls permancnts et le liquide qui les baigne un systéme de solides placés dans

(*) DungeM, Mémoires de la Sociélé des Sciences physiques el nalturelles de Bordeauzx, 6° séric,
tome I, pages 32 a Go.
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e vide, et qui posséderaient a la fois de I’aimantation permanente et de 'aimanta-
tion induile? On sait que de tels corps magnétiques ont été envisagés par lord Kel-
vin (*), puis par H. Poincaré(*).

Je me propose de faire connaitre ici les résultats que j’ai obtenus, dans cet ordre
d’idées, en utilisant les indications qui m’ont été aimablement fournies par
M. Liénard. Je commencerai par exposer I'ingénieuse méthode imaginée par M. Lié-
nard pour®résoudre le probléme des aimants sphériques et je développerai les géné-
talisations que j'ai successivement obtenues. Les cas asymptotiques se rapportant
-aux aiguilles aimantées et aux feuillets magnétiques méritent d’étre signalés : con-
trairement aux affirmations de Drude(®), reproduiles dans de nombreux traités, un
feuillet se comporte toujours comme un courant linéaire. Qu’il s’agisse de systémes
de feuillets ou de systémes de courants linéaires, le champ magnétique total est,
dans I'un ou l'autre cas, indépendant de p, tandis que les aclions mutuelles sont
proportionnelles & p.. \insi se trouve généralisée la céléhre proposition d’Ampére
sur 'identité entre courants linéaires et fenillets magnétiques.

(*) Lord KeLviy, Reprint of papers on Electrolalics and Magnelism, page 548. « Inductive
Susceptibility of a Polar Magnet » (étude faitc en 1872).

(*) H. PoiNcare, Eleclricité et Oplique, p. 397. « Energie électro-cinétique et énergie élas-
tique d’un champ magnétique ». -

(*) DrubE, Physik des Aethers. -




[. — Deux sphéres uniformément aimantées placées a grande distance ().

Enoncé du probléme : Deux sphéres, occupant les volumes U’, U limités par les
surfaces §', 8", sont plongées dans un liquide polarisable(*). Ce sont deux aimants.
permanents, uniformément aimantés, dont la distance des centres (R =0'0") est
trés grande en comparaison des rayons des deux sphéres. Dans un but de simplifi-
cation, nous supposerons provisoirement que les aimantations J/, J," des deux
sphéres sont paralléles a la ligne des centres.

Pour maintenir ces deux solides en équilibre nous leur appliquerons certaines
forces extérieures. Changeons le sens de ces vecteurs, nous obtiendrons les actions.
mutuelles apparentes des deux aimants plongés dans le liquide.

Au cours d'un déplacement élémentaire des deux aimants, le travail d¢, des forces.
extérieures est égal & la variation corrélative du potentiel interne & du systéme :

P2
db,=dF=d /}L —do (w=1 en tout point des aimants permanents).

Transformons I’expression analytique de &. Si I'on convient de poser J,—=o0 en
tout point du liquide, I'induction magnétique $ = J6 + 4=J vérific, dans tout 'es-
pace, 'égalité

D’ailleurs le produit scalaire (% . #06) du vecteur solénoidal $ et du vecteur la-

/ (B . H)dS = o,

Pintégrale étant étendue a tout 'espace. On a donc

mellaire JO vérifie I'identité

/u[ﬂ’f’d@' + me(Jo.J{’y)dO:o,

o/

d’ott I'équation du travail

1 ~ <7 I . .
d0, = dF, avec F = — l/(.lo e =" JRORBTE _;/(J;’ . 30) dos".
i 2 2.0 [

(") Comme jelai signal¢ dans 'Introduclion, celle ¢tude est due & M. Li¢nard. ‘
(*) On supposera que le liquide magnétique est illimité et que son coeflicient d’aiman-
tation z est indépendant de I'intensité du champ imagnétique.
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Dans cetle derniére formule, le vecteur J représente le champ total créé, a la
fois, par les aimantations permanentes J',J,” des deux solides, et par I'aimantation
induite dans le liquide.

Pour calculer les actions mutuelles des deux aimants nous allons résoudre suc-
cessivement les deux problémes suivants :

1° Déterminer I'expression asymptolique du champ total J0 lorsque R =0'0"

est trés grand. -
2° Déterminer 'expression asymptotique du potentiel interne. Ce potenliel & est
une fonction de R, qui admet, pour R suffisamment grand, le développement en .
série’ ' '
B

- A
J—-constante—}—ﬁ-l—w%—....

- . T, \*
Nous négligerons, dans le calcul de &, les puissances de m supérieures a (E-) .

1° Expression asymptolique du champ total. — Démontrons qu'un degré d’ap-
proiimation admis le champ total #( peut étre considéré comme créé par deux
aimants sphériques U’, U”", uniformément aimantés parallélement & la direction
0'0". Rapportons les sphéres & un systéme d’axes trirectangles Oxyz, Ox étant pa-
ralléle & O'0". Nous nous proposons d’établir la formule asymptotique

=5+ X',

avec
B 2! R
Mpr ’ r ' "o___ tr
(1) I = grad../U:J, Wd(;i, 56 _—grad.AJ‘”WdO”.

Nous vérifierons que les constantes, provisoirement indéterminées, J," et J,” peu-

~ vent étre choisies de telle facon que la composante normale de I'induction magné-

tique soit continue & la traversée des surfaces S’ et S". Les autres conditions de
I'équilibre magnétique sont manifestement vérifiées.

A cet effet, désignons par v le vecteur unité dirigé suivant la normale extérieure

a la surface §', et par j¢, et 36, les valeurs du champ J(' en deux points intérieur

et extérieur infiniment voisins d'un point de §', valeurs qui vérifient les conditions

classiques (*)

() O30 A1) = (0. 06,), [ B = 3,

(*) La notation [A . B] représentera le produit vectoriel des deux vecteurs A et B.
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La continuilé de la composante normale de 'induction {} s’exprime par 1'égalité- -
3) Ov.#) + '+ 4=d))y = u.(v. 3, + 3"), en lout point de S'.

Il faut remplacer dans (3) 36,, 30,,, 3" par leurs valeurs tirées de (1).
On a d’abord

M, =— %EJ{. (30, est paralléle 4 0'0").

De méme, dans 'hypothése admise (R trés grand), le champ 3’ peut’ étre assi-
milé, en tout point de la région U’, & un champ uniforme : c’est le champ créé par
le doublet U"J" placé en O"; il est égal & '

UIIJ [ :
o =2 s (0" est paralléle & 0'0")

Enfin (v. J,) est donné par la premiére des égalités (2).
L’élimination de (v . J6,") entre (2) et (3) fournit la condition

(4) L0+ R A 4R))) = (v K+ HOT - 4wD));

et, comme les vecteurs J6;, 30", J,', J,’ sont tous les quatre paralléles a 0’0", cette
condition équivaut a

" wd, 4230, + 3 — 1, =o.

Remplacant enfin dans (4") les champs 30, et 36" par leurs valeurs, nous obte-
nons I'équation de continuité (5') relative a la surface S'

2[;”11’”

, an 4T, 1
(5) 5 Ja + % ])\s - Jo ’
et pareillement pour S’

[ 21 + 1 " 2U’J|’ —J
(5" 3 1"+ R J)r

Ce sont, au degré d’approximation admis, les équations du probléme; elles dé-
terminent les deux inconnues J,' et J,". Faisons ce calcul en négligeant les puissances
N 3
[ , . . I . | S | -
de ® supérieures a <ﬁ> . A cel effet, dans o U,/J," et R?UA”JAV’ remplacons I’
N . . . .
et J," par les valeurs de premiére approximation obtenues en faisant R=—oc dans

=

les formules (5') et (5"), c’est-a-dire
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et nous obtenons, en désignant par b’ et .b" les moments magnétiques U'J et
U"J," des deux aimants, les valeurs cherchées (6) des constantes J," et J," :

' |
J = 3 J'—x<.3 YLH)"
TR am+1, R’
3

J'= J"—x< S 22&.
At aw+ 1 ° ap + 1 R®

Ces formules (6) fournissent, au degré d’approximation admis, la solution du
probléme de I'équilibre magnétique. Remplagant J," et J,” par ces valeurs dans les
égalités (1), on concluera le champ total 6.

(6)

2° Expression asymplotigne du potentiel F. — Calculons le produit scalaire
(J, . #6) qui figure dans l'expression de F. En tout point de la région U’ on a,
asymptotiquement,

b= 2U"J" h=m -3 2.b"
Moo 3ty e T L 1 v b
H=—7I'+ 3J‘+2{J.+1‘R3’
ou, d’aprés (6),
w3 hmo, 3u 2db").
‘“’_gg+1%_?J° w41 R E’

d’ou résulte 'égalité

@ =g p( ) 2

a4 1 R?

On a pareillement

(.. 36) =C* + 9( 3 ) al, b’

ap + 1 R?

En définitive, dans I’hypothése ou .Ib’ et .1b" sont paralléles & 0’0", I'expression

asymptotique de F se réduit a

syl

ou -’

F, désignant le potentiel interne du systéme des deux aimants placés dans le vide.
Ce résultat suffit pour calculer, dans ce cas particulier, les actions mutuelles
de S' et S”". Raisonnons sur 8" : par raison de symétrie, les forces extérieures servant

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XIII. - 17
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b1

a immobiliser la sphére S" sont réductibles & une résultante (X", o, 0) passant
par O”; et I'équation du travail donne

xr =97 _ ( IR
TR T o) TR

L’action apparente de 8’ sur 8" est une force, X"= —X,, qui varie proportion-

nellement &
( 3 >2 |
118 . .
S\op 41

Ce résultat peut étre généralisé. Au lieu de supposer J," et J," paralléles & la ligne
des centres, laissons arbitraires les directions de ces deux vecteurs. L’analyse qu'on
vient de donner reste applicable : on vérifie que le champ total, créé par les deux
sphéres uniformément aimantées et par le liquide qui les baigne, est assimilable au
champ magnétique créé par deux aimantations uniformes J,' et J," portées par les
deux sphéres. Bien que les vecteurs J,,J," ne coincident, ni en grandeur ni en di-
rection, avec les vecleurs J',J", le potentiel interne du systéme (aimants + liquide)
n’en vérifie pas moins I'égalité donnée plus haut (*) :

3 2
—_— te 713
=C —|-p,<2{L I> I

]

4

o

JF, se rapportant aux deux aimants placés dans le vide.

En définitive : les actions mutuelles de deux aimants sphériques, uniformément ai- v

- - . o3 N
mantés, plongés dans un liquide de perméabilité v., sont proportionnelles & p. Kz T > ;
w1

résullat en complel désaccord avec la régle de Bollzmann, qui les considére comme
inversemenlt proportionnelles & ..

La condition }L( ) >1 séerit (bp—nw—1)<<o.
20 4 1

Elle est vérifiée par tous les liquides diamagnétiques connus. Les actions mu-

tuelles sont donc diminuées quand le liquide est paramagnétique, augmentées
quand il est diamagnétique.

‘

(') Cette ¢galité est un cas particulicr de celle démontrée au § I pour deux ellipsoides
uniformément aimantés.
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~§ 1. — Deux ellipsoides uniformément aimantés placés a grande distance.

Homologue d’un aimant permanent. — Supposons que le liquide ne baigne qu’un
seul aimant permanent U. Si I'on désigne par J, I'aimantation permanente portée
par U et par J l'aimantation induite dans le liquide, le champ magnétique total

(36 = — grad ) est un champ newtonien dii aux masses :
0,d03 = —div. J d©3, contenues dans U,
et
g, do + c;do = —('.J))do — (v. J)dw, portées par S.

v et v' désignent les vecteurs « unité » dirigés suivant-les normales extérieure et in-
térieure. '
On a les formules classiques :

C]j:/idcj+/_c_dw, o=

r r

6 =0, + g, ’/pod(ﬁ-}-/‘codu):o, div.J = o, /Gi w=o0.
_ U s s

Les charges p,d0 et ¢dw=(s, + ¢,)dw, qui suffisenta définir le champ total J0,

p, dans U
zéro, a l'extérieur de U,

ont une somme égale & zéro. Ce champ J6 peut étre considéré comme produit par -
un certain aimant permanent U, occupant méme volume U que I'aimant considéré.
C’est cet aimant que nous appellerons I'homologue de I'aimant U. ,

Le probléme consistant & délerminer I'aimantation J,, de I'aimant homologue est
indéterminé, car les seules condilions que doit vérifier J,, sont :

div. J, = div.J, ¢ =0"1)+ . ),

Le choix entre ces diverses solutions est indifférent dans I'étude qui nous occupe;
il suffira de dire que 'aimant homologue est caractérisé par I’ensemble des charges
0,dS et (J, + 6,)do.

Comme nous n’avons en vue que l'élude des aclions mutuelles, I'indélermination
du probléme est encore plus grande qu'il ne résulte des considérations précédentes,
car de telles actions ne dépendent que des valeurs prises par le champ magnétlique
a l'extérieur des aimants. '
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Homologue d'un ellipsoide aimanté. — Soit Pellipsoide

a;B 2 2,
—+ L4

at b* —c—,-—x.:o,

portant 'aimantation uniforme J

Jooe
ox? ou’ [73
Continuant a désigner par p. = 1 + 4=x la perméabilité du liquide qui baigne

cet aimant, je dis que I'un de ses homologues porte une aimantation uniforme J,
dont les composantes sont

J J J
- . Jm —_ or , oy == o0y —— 03 i
6)) * ®w—xA Joy = p—xB’ Juc @ — zG

Dans ces formules, les quantités A, B, C représentent les trois constantes de

Poisson relatives & I'ellipsoide, c’est-a-dire les Lrois constantes qui figurent dans
Iidentité ’

do
f—l— = constante — %(Aw"’ + By* 4+ C2%)
v T

vérifiée en tout point (x,y, z) de Pellipsoide U. Ces trois constantes sont liées par
la relation

A4+B+C=4=x

qui est une conséquence de I'identité de Poisson

dcy
L\f—,—-i—(]ﬂ:O
v r

Pour établir les formules (,) reporlons nous aux équations du champ mdgnellque
créé par I'aimant U,,, & savoir

|
d— b
r

. 3 -
H = — grad. U, Clx, y, 2) = / (J‘,x — 4+ Joy “, + J: >d®’
v dy o7

I I

Exprimons que ce champ ¢ est identique au champ total. A cet effet, nous assu-
Jellirons les trois constantes J.z, J.y, J.: & vérifier, sur la surface S de lelllpsmde,
I'équation de continuité

(8) (V . J())t + [”t‘]n) - !“‘(V . J‘()e)‘

Les autres conditions sont manifestement salisfaites.
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Nous avons d’abord

10 | (v B+ bm) = (v 30,);

et, d’autre part, la formule
(Di(w’ Y, 2) = Axl.z + Bmey + CGzJ.,;

fournit les égalités
«(10) iz = —Aloz, Hoiy = — Bl.y, Hiz = —ClJ....

Commencons par éliminer (v . }5,) entre (8) et (9): nous obtenons la condition, &
vérifier en tout point de S, '

(.3, 4+ 4nd) =u(v. 30, + 4=1.).

Drailleurs, les champs vectoriels 30, J,. J. étant tous trois unifqrmes, ceci en-
‘traine ’égalité vectorielle

g.Lj(,, + 7-;7—8;_50 =o.

De 14 découlent, en tenant compte de (10), les relations (7) écrites plus haut.
En définitive, le champ total est identique au champ créé par un ellipsoide por-
tant I'aimantation uniforme J, ; cet ellipsoide est un homologue de U.

Actions mutuelles de deux ellipsoides. — Ces préliminaires établis, passons a
JTétude des actions de deux ellipsoides, aimantés uniformément, et plongés, & grande
distance I'un de 'autre, dans le liquide p.. Nous désignerons par U’, U" les régions
-occupées par ces deux ellipsoides, et par §',.8" les surfaces qui les limitent. Nous
1es supposerons orientés d’une maniére quelconque dans I'espace. Rapportons le
systéme aux trois axes principaux O'zyz de l'ellipsoide U’, dont nous désignerons
'._par A', B, C', les constantes de Poisson. Nous déterminerons successivement les
-expressions asymptotiques du champ total et du potentiel interne (*).

1° Expression asymptotique du champ total. — J6 peut étre considéré comme dii
- .4 deux aimantations uniformes J,' et J," portées par U’ et U”, ces aimantations n’ayant
pas en général mémes directions que J' et J.".

(*) Pour ce calcul j'ai ulilisé I'étude faite par M. Liénard dans le cas particulier oir 0’0"
-est axe principal pour chacun des cllipsoides et ou les aimantations J,', J,” sont dirigés
.suivant des axes principaux paralltles.
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Pour établir ce résultat on vérifiera qu'on peul déterminer les vecleurs auxi--
liaires J," et J," de telle sorle que le champ

' N I N 1 N 1
. J— [t [
%v - . . d Jr r JI r J' r d o
_ _ _ b = — gra U 18 N + 1y Dy' =+ 1:._57 o,
Ho=H + ¥,
‘ I

satisfasse & I’équation de continuité de (v.R) sur les surfaces S' et S".
La condition relative-a S' s’écrit

(. 30+ H" 4 4=))) = u(v, 36, + 36").

On a d’ailleurs
(v. %i' + 4] Y= (. ’»e'),

d’oui I'on conclut, comme précédemment, la relation

OF wd + % (H0) + H" — T, = o.
Utilisant la formule #6',, = — A'J’,,, on obtient finalement 1'égalité
(12) T e A, K — T, =0

et deux égalités analogues pour J', et J',..

Quant aux égalités concernant U", on les déduirait des précédentes par permu-

1y

tations, aprés avoir rapporté le syst¢éme aux axes principaux de U".

n

’ . , . .~ .0 \ 1 .
Résolvons ces six équations : J" élant comparable a T tout point de U’, on
obtient en premiére approximation (R = o) :

J o»nl.,,

1

J', désignant 'aimantation de I'homologue de U’; et pareillement

JII‘ 1% J",,,.

I

De 14 résulte, pour la-région U', en ne gardant que les lermes en ik

S on

H' o W,

)", désignant le champ magnélique créé par I'homologue de U".
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Remplacant 7" par J(". dans les équations (12) nous dbtenons la formule asymp-
‘totique

“(13) b

%
=Va—

1 — xAI

on
D ok .

- Le probléme de I'équilibre magnélique est résolu. On remarquera que l'aiman-
tation auxiliaire J', différe de I'aimantation J', homologue de J',. Pareillement le
champ total n’est pas égal & la somme des champs créés par les' aimants homolo-
gues, car on a, pour la région U’ par exemple :

1
W, =3, +H,=—AY,, + H e,
ou, en tenant compte de (13) :

(14) I, = H'oo + ——— H"..

J.—xA'

Ce sont les coeflicients

a v qui donnent a la loi des actions mutuelles sa

forme toute particuliére.

2° [fxpression asvmptottque du polentiel interne. — Nous appllquerons comme

g:—lf(Jo’.[ﬁ(ﬁ)dcj’—if(J,”.J@)dcs".
2JU 2 Jyr

Calculons le produit scalaire

aa § 1, la formule :

(Jol ‘ ‘7(”) - ‘],o,t g‘(,’r + J,oy ‘761/ + J,oz %;‘
Les formules (14) donnent :

! ) ! ( J, 0L o J’O!I on J'oz on
(00 = () 30+ |t W o e g By 2 0
ou

() 30) = (1, 3') + p.( - 36") = C° + (I . 36.)-

On a pareillement
(0, 30) = C* + p (I . 3.,

Portant ces valeurs dans I'expression de F, nous aboutissons a la formule :

g =C*" + uJ.,

i “p < ‘ o 7.
F., — — _f (.. . 36.)dG représentant le potentiel interne du systéme des deux
L!+| "

aimants homologues.
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D’ou ce théoréme : A

Les actions mutuelles de deux ellipsoides uniformément aimantés, plongés & grande
distance dans un liquide de perméabilité w., sont . fois plus grandes que celles s’exer- .
cant entre leurs homologues placés dans le vide.

La méme analyse s’étend manifestement & un nombre quelconque d’ellipsoides.

ArrricaTioxs. 1. Sphéres uniformément aimantées. — Pour la sphére, les trois.

constantes A, B, C sont égales entre elles, et par conséquent égales A %—n La for-

mule :
J

Jow = —20r
* p— xA

entraine I'égalité vectorielle

i |

= 5 jo; dot b, =
hrx o2p 41 2+ 1
3

0

[

p‘._.

. ‘ ) s vey 3\
Les actions mutuelles de deux sphéres sont donc multipliées par g.u.( T ) .
ap 41

C’est le résultat annoncé au § I.

I1. Aiguilles aimantées. Feuillets magnéliques. — Nous considérerons l'aiguille
aimantée comme cas limite d’un ellipsoide uniformément aimanté suivant I'axe 2qa,
cet axe conservant une longueur invariable tandis que les deux autres (2b et 2¢)
tendent vers zéro. De méme nous considérerons le feuillet magnétique comme cas
limite d’un ellipsoide uniformément aimanté suivant 'axe 2a, dont la longueur
tend vers zéro tandis que les axes 2b et 2c¢ restent invariables.

Cherchons ce que deviennent les quantités A, B, C lorsque 'une au moins des
trois longueuré a, b, ¢ tend vers zéro. A cet effet reportons-nous i I'identité qui
définit A, B, G:

do

1
— = C* — - (Ax® + By* + Cz%.
T C Z(Aaz y* 4+ Cz%)

Elle apprend que Aa, Bb, Cc sont les champs newtoniens aux lrois sommels de
I'ellipsoide homogeéne, de densité p = 1. Or, le champ newtonien tendant vers zéro
en méme que le volume U, la condition lim U = o entraine les trois relations :

limAa =o, lim Bb = o, lim C¢c = o.

D’autre part, dans les deux cas considérés, les deux composantes J,, et J. sont
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nulles; et par suite il en est de méme de J., et J... De 1a résultent les conséquences
suivantes : '

Pour I'aiguille aimantée (a =0, b=o0, c=0) la constante A est nulle, et 'on a

J, =

= Iah(l

L’homologue de I'aiguille aimantée posséde un moment magnétique b, = ’—‘—m—)
Pour le feuillet magnélique (a=o, b3=0, ¢c==0) les constantes B et G sont nulles,
et par suite A est égal & 4=. On a

J.=1,.
L’homologue du feuillet magnétique posséde un moment b, == b .
Nous obtenons par conséquent ces trois lois, dont la premiére seule est d’accord

avec la régle de Boltzmann :

1° Les aclions muluelles (apparentes) de deux aiguilles aimantées plongées dans
un liquide magnélique sont inversement proportionnelles & la perméabilité p. .de ce
liquide. »

2° Les actions muluelles de deux feuillets sont proportionnelles a ..

3" L'action d’un feuillet sur une aiguille aimantée est indépendante de .

T Lo ' .
L’égalité J., = —* esl encore vérifiée lorsque deux des axes ont une longueur finie,
" N

pourvu que l'aimantation J, soit contenue dans leur plan. Une plaque aimantée
dans son plan se comporte comme une aiguille aimantée.

L’analyse qui vient de fournir ces résultats suppose les aimants placés & grande
distance. Nous établirons plus loin que les trois lois précédentes restent valables
lorsque les aiguilles et feuillets sont placés & distance finie.

III. — Supposant maintenant a, b, ¢ finis, proposons-nous de discuter les actions
mutuelles de deux ellipsoides uniformément aimantés suivant leurs axes a’ et a”.
Ces actions seront proporlionnelles &

*

(o — A") (5 — A"’

ou, dans 'hypothése x trés petit, & 1 + (A’ 4+ A" — 47)x.

Pour qu’elles soient indépendantes du milieu il faut et il suffit que A’ et A" véri-
fient la relation
A+ A" = 4.
Fac. des Sc., 3¢ sévie, t. XIIL. ) 18
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Avec deux ellipsoides de révolution semblables. aimantés suivant 'axe de révo-
a

lution a, on trouve que le rapport ) des axes est le nombre, inférieur & l'unite,

qui satisfait & I’équation :

) wctanc»\/bz
ar 4 —_— — 1
]< a:\ + te] a-z
l_—
5)

2

— = I

bf

a”.’

. . . a _
La racine de celle équation est T =0,20088. .. .

a e , . ‘s - .
Pour;> a l'effet d’un milieu paramagunélique est de diminuer les aclions

mutuelles; c’est le cas de deux aiguilles aimantées.

a . , ,
I’om‘z<a les aclions mutuelles sont augmentées; c’est le cas de deux

feuillets magnétiques.

§ III. — Deux aimants permanents quelconques placés a grande distance.

Dans I'é¢tude des actions mutuelles d’aimants permanents quelconques nous
pouvons, sans restreindre la généralité des résullats, nous borner aux aimants
solénoidaux (condition : .divergence J, == 0). A lout aimant on peut en effet faire
correspondre un aimant solénoidal qui lui soit équivalent, c’est-a-dire un aimant
produisant le méme champ magnélique dans 'espace exlérieur: et on ne change

pas les actions mutuelles d’aimants lorsqu'on remplace ces corps par des aimants
équivalents.

Moment magnétique de I'homologue d'un élément solénoidal. — Soil 5, —_ ~'.J,)
la densité superficielle qui caractérise I'aimant solénoidal. Lorsque ce corps est seul

plongé dans le liquide le champ total }> dérive d’un potentiel de simple couche
P(x, y, z) astreint & vérifier la condition

(13) po-—= —i-—l—lu:q =o0. : -
Ce polentiel peul s'¢erire

- G
VCix,y,2) = / - do,

o/
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et’on a ‘
av, | v,

4 —
v oy’

(10) 4+ f=s., = O.

s, désigne la densité superficielle qui caractérise I'aimant homologue.

Le moment magnétique dun aimant guelconque, défini par son aimantation

ﬁz‘/u‘f‘,d(.i.

Des transformations connues donnenl la formule

.ll)_r:/w‘:orli,i vf-/.l,”;”r[(.),
U S

qui se réduit, lorsque I'aimant est solénoidal, a

.llwk,‘::/.l"cutlm.

Pareillement on aura pour P'aimant homologue, caractérisé par la densité super-

:“)u.x —_ f XG,, d(v) .
S

Proposons-nous de transformer celle expression :

J,(x, y, 2) est le vectenr

ficielle o.,,

De (15) el (16) on déduit
i

dy' ’

S ®G, = 6, — %

d’ov la nouvelle expression de .lb...

R % d,
Aoz = — / xcodm — ——/ &£ Fdo .
ws wJs o dv

-

Transformons l'intégrale /ac p ! dw ; nous écrirons d’abord :
v

. 7
S

dU, _.'/‘M dr o o dr -/‘M'
~/S.l'—’—[v,—llm——- g l @ dm———-—h[ U e do = — g er()Sadm,

%, §, v désignant les angles que fait la normale extérieure v avec les axes de coor-
données. ‘
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1

Introduisons & présent un polenticl de simple couche f(x, y, 2) défini par la .
condition (17"}, qui doit étre vérifiée en toul point de la surface S,

tl/ df

(17) o 0 + 4= cosx = o;

nous obtenons la suite d’égalités

i [0 (o Bt (o e [
= . 173 1y = w=—A% 5, . . 9.
[mf — dow = . | <‘ ,(l dow = /( (l/ ) d h & f.do

De la résultent les composantes du moment (1b., :

(18 e = f %+ y'fcoll(-) , lbay = f YAy g, dw,  Abn: = f +xn s, dw.
S u. N W , 3 u.

v

Dans ces formules les fonctions g(x, y, z) et h(x, v, 2) sont deux potentiels de
simple couche définis par les conditions (17") et (17") analogues a (17) :

d dag. dh, dh,
7). J” d?,l' + 4= cos B =o, (17") w dv” —ZT + b= cosy =o.

Sfx, y,2), glx,y,2), h(x,y, ) sont manifestement les trois cémposanles d’un
champ vectloriel invariablement 1ié au solide S, c’est-a-dire indépendant du choix

s or A e Lot 2 z?
des axes de référence. Dans le cas particulier de I'ellipsoide — + Z— + ——1 =0,
2 T :

on vérifiera aisément que ce champ vectoriel a pour composantes

, N G I D oS
Sy ==t [T sero=—g g [T

LY [do
/l(.’l:,y,z):——u_yc—‘\—z— [—"—-

formules qui deviennent pour la région intérieure a l'ellipsoide

A By , oE
(1) Sy, )= p— 9.0, y,2) = p—— hx,y,2) = Tl

Actions mutuelles de deux aimants solénoidaux. — Soient deux fels aimants
plongés, & grande distance I'un de Pautre, dans le liquide w. Nous les caractérise-
rons par les densilés superficielles 5" el 5,". Appliquant la méthode donnée au § I,
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nous déterminerons les expressions asymptotiques du champ magnétique lotal et
du polentliel interne :

1° Expression asymplotique du champ total. — Ce champ dérive d’un potenltiel
newtonien de simple couche ‘U(x, y, z) astreint & vérifier les deux conditions :

dv,

dv,
P' dy

dv'

10 ',
¢, + —(L,,‘- + 4me" =o sur §". -
dv

+ + 4=s,' = o sur §',

dv

Opérons par approximations successives :

Soil V/(z, y, z) le potentiel de simple couche élendue sur la surface S, et astreint
A vérifier la condilion - ' '
A A

v —= + L+ hne' = o0.
Yody dv' ¢

-

Soit de méme V'(z, v, 2) le polentiel véritiant sur 8" la condition

dv' A
[7 T 2 —_—
Cody v’

+ 4ms) =o0.

Ecrivons U(x, y,2) = V' 4+ V' + v, et formons les deux conditions que doit
vérifier le terme complémentaire v; ce sont, en tenant compte des deux égalilés
précédentes :

dv, dv, dv’ dv, dv, dv’

w—=+ 2 ——=o0 sur Y, g —L b — 4 Amn —— =0 surl.
dv dv dy

Yody. v dy

Opérons sur v(x,y, z) comme nous venons de le faire sur ‘U : écrivons v=v'+0v"+w,
v’ et v" désignant deux potentiels de simple couche respectivement définis par 1'une
des deux conditions :

/
dv,  dv/ dv’ "
gy b T A = o sues,
(IUL,” (lvl” A% e
b +»dv” + 4mx =0 sw S

Les deux sommes (V' + V") et (v' + v") représentent les deux premiers: termes
d’un développement en série, qui satisfait formellement aux conditions -imposées
a Q, et dont nous étudierons la convergence au paragraphe suivant. Remarquons
que V' et V" représentent précisément les potentiels U'., et V", des champs créés par
les homologues de U’ et U". Dans I'expression asymplotique que nous nous propo-
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sons d'évaluer le reste w n’intervient pas; ct nous pouvons nous limiler & la for-
mule

T/(JU, Y, Z) — 4[}1". + (D"--. 4 v + V.

Calculons ) dans la région U’ : »" est néeli eable; d’autre part J¢", est assimi-
fwl
lable & un champ uniforme, et I'on a, & une constante additive pres,

.

V' = — (xH oz + y W'y 4 2 H0".2).
Quant au potentiel v'(x, y, z) il vérifie I'équation

dv, v , AU,
Y — — = — Tz
' v v’ dy

= 4 (H oz cos a + .y cos §+ H'..: cos s

dont la solution est, en se reportant aux trois équations (7 (5" (g™,
v (LL Y, 2) = — 7~(‘/ H' oz + g« z"‘v.y -+ hj()”m:)-

En définitive, dans la région U', le polentiel {(x, Y. 2) a pour expression asymp-
totique

C(0) Ty, ) =T = (& + 2 )H s+ (¥ + 2) Ky + (= + 2h) K", f-

Le champ tolal n’est donc pas égal 4 la somme géométrique des champs ¢’
et J'. créés par les homologues de U’ et U”; mais on a, dans la région U,

. . . , of dy
How = Wi - W+ (W 4 2 2L 0, —>,

et deax cxpressions analogues pour J6, et J0,.
Appliquons ces formules & Ielllpaolde : nous retrouvons, en nous reportant aux
formules (19), I'égalité (14) écrite plus haut :

i xA 2
(l(l) LKLC -— (H)" ok + (HYI,J, + *T\ )’..,;1;.

2° Expression asymplolique du polentiel interne. — Commencons par transformer
Pexpression de ¥ utilisée dans les deux paragraphes précédents. Dans la formule

:7;~1/ (".(Hy)rl(k)
DY [RERN
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remplagons J6 par — grad 9, et intégrons par parties; nous obtenons la succession
d’égalités : ‘

G— if . . grad V)de = — l/ G div. J,d6 4+~ (v. 1) Vo
Ul U 2 Jyr+ur P/ ARY

2

.- Tenant compte des relations

= —div.J,, 6, = (v.J),

"
v ° 0

[

nous aboutissons a-la formule de Helmholtz (')

ﬁ:lfg‘[‘otlcj + i/a"["utlw.
2 2

Pour des aimants solénoidaux (¢, = o) le polenticl interne se réduit A :

I e I , 1 -
G = —f Go(l dow = —f Go"[‘ilm + - / Go”('l,‘dw.
2 Jsr s 2 /s 2 Jsr

C’est la formule dont nous allons faire usage : remplacant U par sa valeur asymp-
totique (20), nous obtenons

/ 5, Vdo = C* — EH .o (x + »f) Go'd(v) = G — (b . H".),
s’ Ry

et pareillement

/ 5 Vo = C& — u( AV . K.
SI

De la nous déduisons l'expression asymptotique du potentiel interne

g [ Cle —‘;‘}L g;‘ll)’.., . b ZI”',,) + ((ll,”w . (" ”!w) E . o

() HeLwmuovrrz (Wissenchafiliche Abhandlungen, page 8o1) a donné I'expression équiva-

lente
_ I U I .
G = — e, Tdoy + ~ 5, Udw .
2JU4u" 2 S sm

On passc de celle derniére formule A celle du texte en appliquant la loi classique de réci-
procité. '
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Remarquant que la quantité

1y ropn v o~
-3 e(tll) w - JO") + (V. . 30'.)

représente le polentiel interne du systéme formé par les deux doublets ., .1l".,
nous aboutissons & I'égalilé asymptotique

F = C" 4 u.5.,

J., désignant le potentiel interne de I'ensemble des aimants homologues.
La méthode s’applique & un nombre quelconque d’aimants; elle nous donne ce
théoréme :

« Les aclions muluelles d’ainanls permanents, plongés & grande dislance dans un
liguide de perméabilité w, sont p. fois plus grandes que celles sexercant enlre leurs

¢

homologues placés dans le vide. »

Homologues d'un aimant permanent uniformément aimanté suivant des direc-
tions variables. Loi de l'ellipsoide. — Darnis le cas particulier ot cet aimant est un
ellipsoide, le vecteur .1b. est, comme on I’a ¢établi plus haut, relié au vecteur .lb
par les relations

QP

qlb,’

ap o

=g T

(21) Aoz =

DAL, Jdb,, b)) désignant la forme quadratique

Ab, " AL, AL

[ '
'—z(}x——x‘\ yJ—~xB+1L—7.C§.

DA, A, L) =

)
Les constantes \, B, C étant comprises entre zéro et 4=, la forme & est définic
positive toutes les fois que le liquide w est paramagnétique.
Cetle propriété reste vraie pour un aimant de forme quelconque porlant une
aimantation uniforme. Autrement dit, b vérifie les formules (21) dans lesquelles ¢
représente une forme quadralique définie positive toutes les fois que x est positif.

Pour élablir ce résullat reportons-nous aux formules qui définissent b et ., -

db, = fJ:G“(z'm, .llu, = f(£ 4+ zf)s,dw.

Nous désignerons par U’ la région occupée par Paimant permanent et par U la
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région occupée par le liquide. v et v seront comme précédemment les normales

extérieure et intérieure a S.
Remplacant ¢, par sa valeur
=], cos0 +J, cost 4 J cosy,

nous obtenons les formules
dby =A 1, + ..., .. =\J,+ ...

+ A0, + A

u’"’x - AuJox 12% 0y

avec .
x + xf x + zf Ty 4 g
A“ :f _____j_ cos zdw, _\” :/—————-—'——COS fiflm, j\u :/ -"————'—]—COS adw ...
S bt : . N b 'S w

Tenant compte de la conditlion

Transformons I'expression de A
de dy v . ~
- L Jf + Amcos% =o0, ectdelidentilé / zcos bdo = o ’
dy v S i
nous obtenons
, dg, d(/
' ' A, J/p do
' [u'u, J ( dy 4l ) e

Enfin une transformation classique donne

~

% A NI/
A =" /(N 9 46 + — L —do , -
" han S~ dx b;L b= dr dx S

(22)

VIR
A f{-’-)

vy, v

A d¢g
¢ € r ..
/39 désignant la somme
M dy dy dz

Le moment magnétique .lb., est donc une fonc-

De 14 résulte I'égalité A,
tion veclorielle linéaire symétrique de 1b. On a

o 1
.ll».,,x - m, b= ; (yll‘) . .Hr.,,)- B

En ce qui concernc A,, on obtient, en remarquant qnefx cosadw = U’

A 2dﬂ

| lrtu.[:2<%> (1®+4%-42<3w}

(22)) A, =—

19

Fac. des Sc., 3¢ série, t. X111
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Pour évaluer le produit scalaire (b..lb.) introduisons le champ total H. Ce
champ dérive au potentiel © astreint & vérifier sur S la condition
at, 4,
dv dv'

./

[

oxr

Se reportant aux conditions (17) qui définissent f, ¢, &, on a la solulion

(':;(J:, )" Z) :f‘lo.t + gJoy + hJo:-’
d’olt

Q Q Qf
g{n y( o ‘f uy (\: +J 3z > Jozy< ,1/‘) + 2']0.!/‘]0‘5‘ f j

\y Az

La comparaison de cetle égalité avec (22) et (22’) conduil & 1'égalilé
ll» T i
v+u 8=

(23) wb = ——( W.. )=+

do

daus laquelle on fera . =1 en tout point de la végion U'. La formule (23) peut
encore s’écrire

nh = "’

F désignant le potentiel interne du systéme formé par 'aimant permanent U’ et
le liquide qui le baigne.

La quadrique ®(x,y,z) —1 =o estdonc un e]lnpsonde lorsque ce liquide est para-
- magnétique. Cette propriété s’étend a tous les liquides diamagnéliques connus; car

e - - b , ,
leur permeéabilité est positive, et, d’autre part, —2)— est prépondérant vis-a-vis de xF.
Les applications de la loi de l'ellipsoide sont immédiates :
1° Si le corps posséde au moins deux axes de symétrie principaux (*) la quadri-
que ®(x, y, z) —1 = o est une sphére. Quelle que soit la direction de J,, on a :

Qb = K@) b,

K(x) désignant une fonction de w, dont I'expression analytique dépend de la forme
3 .
ap 4+ 1
2° Si le corps posséde un axe de symétrie principal, la quadrique est de révolu-
tion autour de cet axe.

de la surface. Pour la sphére par exemple, on a K =

(1) C'est-a-dire d’ordre supéricur a deus (axes lernaires, qualernaires, ele.).
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3° D’'une maniére générale, pour un solide quelconque il existe trois directions
principales suivant lesquelles b et b, sont paralléles : ee sont les trois axes de la
quadrique ®(x, y, z) —1 =o0. A

Coemparons deux corps différents U' et U" dont nous ferons coincider les direc-
tions principales : Si I'égalilé

b = AV
est vérifide dans les trois cas particuliers
' J,=(1,p,0), J,=(o,1,0), J,=1(0,0,1),

 elle restera vérifiée quelle que soit Uorientation du vecteur HJ =1.

§ IV. — Sur la résolution du probléme de I'équilibre magnétique et sur les
actions mutuelles d'aiguilles aimantées et de feuillets magnétiques placés
a distance finie.

La méthode imaginée par M. Liénard repose sur un procédé d’approximations,
que nous n’avons fait qu’esquisser, et que nous allons étudier & présent de fagon
plus compléte. Ce procédé s’applique & un nombre quelconque d’aimants plongés
dang un liquide. Pour simplifiér les écritures, considérons trois aimants U’, U", U",
que nous supposerons solénoidaux. Comme nous I'avons rappelé au § III, cette der-
ni¢re hypothése ne restreint pas la généralité des résultats.

Désignant par ¢/, s, ¢ les densités superficielles caractérisant ces aimants,
on sail que la recherche du champ total se raméne a la détermination d’un pdlen-
tiel de simple couche UV(x, y, z) astreint & vérifier les trois conditions (24) relatives
aux surfaces §', §’, 8" limitant ces aimants (')

(8 p‘d% CL | ) =o, Md‘l) dv + s, }Ld(D+ a?

& & T & g i

C’est le probléme de Neumann généralisé. Posant

an o(P)
te,y, )= ./s:+s~+bm (r dor,

dv, d? dP;

(*) Nous écrirons dorénavant @ ic ] et — au lieu de —='.
dy dy dv' dv'
v représente la normale extérieure a I'une quelconque des surfaces S', 8", S";

v, v", W représentent les normales intérieures a ces surfaces.
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I'inconnue s vérifie I'équation fonctionnelle (24"), établie par E. Picard,

, R —cos ¥ -
(24) G(M) == A ’A:+<,'+S”' '——2;;.2— G(P)d(,»)y + f(M),
avec
a2 ‘ N
f(M)_chn(M), h=

I’angle W, qui intervient dans (24'), désigne I'angle du vecleur MP avec la nor-
male intérieure au point M.

La solution de I'équation (24') est donnée par la formule classique de Fredholm

(a5) G(M):J‘(M)M\f IO, P, 2)/(P) o,

SIS s

I'M, P, %) désignant la résolvante de Fredholm.

On suppose que 7 ne fait point partie de la suite des nombres caractéristiques
pour le systéme S’ + 8" 4 §", cesl-a-dire, de la suite des racines du dénomina-
teur D(3) de la résolvante. Si, au contraire, % ¢tait nombre caractéristique pour
S’ 4+ §" 4+ 8" le probléme n'admetlrait pas de solution en général. Ce cas d’excep-
tion ne se présente pas lorsque le liquide est paramagnétique, car, dans cetle éven-
tualite 22

L4
est posilif, et U'on sait que les racines de la résolvanle sont réelles et

)

comprises entre —1,et —oo. Il ne se présente pas (iavantage avec les liquides dia-
magnétiques connus, x étant toujours trés pelit en valeur absolue.

Pour parvenir aux lois asymplotiques vérifiées par les aimants placés a grande
distance il est avantageux de recourir & une méthode, dont le domaine d’application
est moins étendu (elle tombe en défaut pour des corps rapprochés), et qui consiste
a exprimer '((x, y, z) sous forme d’un développement en série de potentiels de sim-
ple couche. Le calcul de ces polentiels est plus simple que celui qui est donné par
la formule (25), car on les obtient en résolvant le probléme de Neumann, non pas
pour l'ensemble 8’4+ §” 4+ 8", mais seulement pour chacune de ces surfaces consi-
dérées séparément. Ce sont précisément les deux premiers termes de ce développe-
ment que nous avons utilisés au § 11

Uune premiére condition de possibilité est évidemment que % n’appartienne a
aucune des trois suites de nombres caractéristiques (3'), ("), (\"") se rapportant a
chacune des surfaces S, 8", 8. Si cette condition est remplie, la méthode utilisée
au § III prouve qu'on peut former une série de polentiels qui satisfasse formelle-
ment aux trois conditions (24). Reste & établir la convergence absolue et uniforme
de celte série. Nous allons prouver qu’elle est assurée toutes les fois que la plus
courte distance des surfaces §', 8", 8" esl supérieure & une certaine longueur R (%).
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R, est une fonction de ), qui augmenle indéfiniment lorsque % tend vers un des
nombres caractéristiques (1), ("), (3"""), mais qui reste finie pour toute autre valeur
de ). Dot cette conclusion : si A n'appartient pas aux suites (3'), ("), ("), il n'est
pas davantage nombre caractéristique pour le systéme S" + S” 4+ S, pourvu que la
plus courte dislance des trois surfaces soit supérieure & R (%). .

Supposons donc que X ne fasse point partie des suites (1), ("), (\"") : on pourra
former les (rois polentiels de simple couche V', V', V",

"p ] "
V'(.’I?, Y Z) 2./8;6( )tll.')lv, V"(.l?,y,z): AG (P)dw.., V"’(w,y, Z)_':./g;lc (P) (l(')p,

r r r

astreints & vérifier respectiverment 'une des conditions

v’ v’ L AV' AV’ .
G0 et e =0, b T T =0

d\(T"I + d\f’" + l' v o
P‘ dV d\l"’ 7“7., - ’

Posons & présent
Cle,y,2) =V 4+ V' V' o=V 4+,

et remplagons U par (V + ) dans (24). En tenanl comple de (26) nous sommes
ramené a un probléme analogue au probléme inilial,  savoir : déterminer le poten-
tiel v(x, vy, 2) astreint & vérifier les trois conditions

dv N dv s — o dv I Cdv + dv frs”

7 — — ws = W — — s = —_— —— QS = 0;
CNS dv dv' T dy dv" ! o ¥ dv " B ©
s', s", 8" désignant les quantités

A=Y AN — V) o A=V
et 7 e

Opérons ensuite sur v comme nous l'avons fait pour ¢; posons

V= ‘/‘_’l + ‘-1// _}_ ’V.m + U‘ p— ‘7‘ + U! ,
puis

J— ! T " J— T
v, =\V+V"+ V" 4o, =V, +v, ..... , ele.
Nous aboutissons & la formule

C=VA4V 4V, 4.+ V, +o,
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v, désignant un potentiel de simple couche astreint a vérifier les trois conditions (29}

v dv dv dv dv dv
29) p—L 4+ -2 4 fas'—o0 L+ =L+ hns =0, p—L4—L L hrs"—0;
(20) wgt g s =0, ppt o ds, gy g TS,

avec les relations (30) :

' d(\f - ') " d(v —V ”) " d(V —V M)

( 5! av' v’ ,
/Vq':/s:—idm, p,—(ﬁ + L4 !.71'8'{[_‘ = 0.

r dy' ‘

(30)

La série

V=V+V, +V, 4+ ... +V, + ...

satisfait formellement aux conditions (24). Démontrons qu’on peut déterminer une
longueur R,(3) telle que la convergence absolue et uniforme de la série soit certai-
nement-assurée toutes les fois que la plus courle distance R des surfaces S, 8", 8§
reste supcrieure & R,. Ce résultat découle des propositions suivantes :

— (P L -
Proposition 1. — Soit V g = / % { )t,lmp le polentiel vérifiant la condilion

stor

dv’' dV ' ,
dvq + T;l + stqvl =0,

W

’

les maxima X', el S’ _ des modules de 5, el s' | salisfonl & U'inégalilé

W/

. ANL wm
oL <B(x), etl’ona pareillemen L - <BM), S%<B®;
bq_‘ b q—1 b q—1

B(}) élant indépendant du nombre ¢, ainsi que des paraméltres géométriques « qui
définissent les positions relatives des solides S', 8", §'".

Cette proposition est une conséquence de la formule de Fredholm :

2
v+

o, (M) = f(M) + % [ I'(M, P, 0)/(P)doy, avec f(M)= s',_,(M).

Soit en effet A’ le maximum de la quantité

7 / IT(M, P, 1) dows
SI
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pour la valeur de % envisagée (‘). La formule de résolution, ci-dessus rappelée,
fournit I'inégalité

\-\I
' ' (v +A"), cequienlraine la proposition.

Propositiox II. — R désignanl la plus courle dislance des surfaces S', 8", 8"
on a les inégalilés

’

i S,/ — Coy S, i} C(n) S,” - C()‘/Q,
\ N 2 N \l 2 ) ASH [N 2 7
XT4+2" TR X+, R X4 X R

C(}) éltant indépendan! du nombre g et des paramétres .

La premiére de ces in¢galilés est en effet la conséquence de la formule

d- 12
. — d—
d(V,—V /' A dv. " r r
s, = A ")-—7. 1 % 1 :‘/./Gq” dow + x " do.
1 ‘ dv dv dv (X dv sm 1 dy
ProrositioN 111. — Les modules de sq', sq”, sq”' sonl inférieurs a
/R“>zq+: }_“o
\R B’

3, désignant le maximum des modules de s ¢," 5"

R, désignant la longueur \/QBC (et, plus geuelalement \/nBC pour (n 4 1) aimants).
Cette proposition esl la conséquence des deux précédentes : -
On a

S/ w s/ " ~ M
(‘ +3"), z, <BS'I—". " < BS" _

l{’

d’ou résulte, en désignant par S, la plus grande des quantités S, 8", S ", I'iné-

q ?
galité
| . R\ o
s, < <F> S, ..

ST

D’autre part I'inégalité

! SN
I" ) + ~o )’

donne

C n EI
5 _ ~0 TN ] \. . .
< l(‘ < m ) B d'otr-la proposition 11

(*) A" augmeénte indéfiniment lorsque ) tend vers un des nombres 2.
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Prorositioxy 1V. — Les modules de V 5 V), V)" sont inférieurs a

R _\3¢
o AN
(%) "p=

D désignant une quantité indépendante de %, de ¢ el des paramétres o.

Car, en représentant par D le maximum des trois polentiels
’ p P
/(lm dw /fl(-)
- b - ) - b
Sr S . smer
et, lenant comple de I'égalité
-, 5,
vV, = L dw,
q .
U

v ! ‘\-:(, Sl </ ]{0 1
IV, ] << [ =Ldo <DYE'<<BDS _ < __\ DY,.
! s v ! R, ¢

on a

Cette derniére proposition fournit la démonstration du théoréme : les trois séries
de potentiels de simple couche ’

\,‘I + \,'ll + \"‘2’ + e V” + \T‘" + Vzll + e '\71" + Vll” + \Tg"l + ey

sont absolument et uniformément convergentes toutes les fois que la plus courte
distance R des surfaces §', S”, 8" est supérieure & R (3).

Ainsi se trouvent justifiées les méthodes asymptotiques faisant appel & la notion
d’aimants homologues. On observera que les premiers termes V', V', V" des trois

" ¢

développements précédents sont précisément les potentiels .', U.", U."" des champs

magnéliques créés par les homologues S.', 8", 8,"" des trois aimants §', 8", 8"

Potentiel interne d'un systéme d’aimants plongés dans un liquide magnétique.
— Lorsque » appartient & I'une des suites ('), (A"), ("), Ja notion d’homologue
disparait, puisque le probléme de Neumann relalif & S' par exemple n’admet pas
en général de solution lorsque i est égal & I'un des nombres )'." La méthode précé-
dente tombe en défaut bien que le probléme admelte une solution; car, réserve faite
de la valeur A == — 1 qui est commune a tous les systémes, les nombres (1) ne sont
pas, en général, nombres caractéristiques pour le systéme 8’4 8" 4 8"

Supposons & présent, ce qui est le cas usuel, que X ne soit nombre caractéristi-
que pour aucun des quatre systémes §', 8", 8" et 8'4 8”4 8", et proposons-nous
de transformer 'expression du polentiel interne

— I o
F = - ¢, Vdw.
2 /8 st
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Reportons-nous aux conditions (24), (26), (27), (28) nous en déduirons la suite
d égalités suivantes () :

(31) sVdw = f o‘ovdw,
S/:_I_Sﬂ_‘_sm S/+SII+SW‘

dav’
dl!

(33) f (V”+V”’) V. o = f V,d(V"+V"')

!
(33) /'v'ivT dm:—/(grad V’)’d(i):——f}ﬁ’ﬁ, 6 = Cv,
[ dv o (Wl

33'[) / (V” + V"I) d(v V ) _/ grad (VII + VIN) — _/(% + J()IH )2

B2) o =ue'+x—~

Dans ces égalités 6., #6.", #6." représentent les champs magnétiques créés par
les homologues S,’, S.”, S."'. )
Appliquons ces formules a la transformation du potentiel interne &, nous avons

g:;.l_/gofﬁdm:l/qo(V—i—v)dw,
2 2

c’est-a-dire, en utilisant la loi de réciprocité (31),

:j:—l-/conm--l—lfs(de.
2 2

Nous avons ensuite

g':.;./aoww +§fs(V+v)dm=§fsvdw'+é/(co-*-s)Vdm,

et, par application de (32) qui donne

dV’ d(v” + V”/)
G +S -——-U.J +K—d—,'— T,

nous obtenons
! " "
g =1y / Vo + - / sudo + = 3 f (Vv v 2 dV %

(*) La loi de réciprocité (31) est une conséquence de (24), de (27) et de la formule de

!
Green. La formule (32) est la conséquence de (26) et de I'égalité d— + lfi + + 4rs' = 0.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XIII. 20
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Tenant compte des relations (33), (33'), (33") et remarquanl que JF, est égal

1 I . . 1
a - /GVdm, nous aboutissons finalemenl! & la formule
2

(34) F=p3. +§ f svdw+1:-g [ (" 4+ K" dS + fU (36 + ") dS + f (H's + .)2d
s 3 " um

L’extension de cette formule & un nombre quelconque d’aimants est intuitive.
Donnons-en quelques applications.

AppLICATIONS. — 1° Nowvelle démonstration de la loi des homologues. — L’analyse
développée dans ce paragraphe prouve que la méthode exposée au § III est appli-
cable, loutes les fois que la plus courte distance R des aimants est supérieure A la
limite R,. Dans celte hypothése, nous préciserons 1'énoncé de la loi des homologues

, . « e 1
en établissant que la différence § — u.g,, est comparable & T

Tout d’abord, dans la végion ¥, le champ H. 4 K", est comparable & %;
el, par conséquent, le coefficient de » dans le second membre de (34) est compa-

I
’ ble & —.
rable &

Evaluons en second lieu le terme fsvd«;:. En toul point de S’ 1a densité s’ :

S' . dVI/ d‘,‘/!!
- < dv dv

) > — X(v . 7)""‘ + J’Gmm)
K. 4

I 0y ‘pe \ I .
est comparable & ik et il résulte des propositions I A IV, appliquées  la fonction v,

. . , i I .
que ce potentiel est également de ’'ordre de ek Bref le produit sv est comparable

I
a R d’oul résulle la propriété annoncée.

2* Actions mutuelles d'aiguilles aimantées el de feuillets placés & distance finie. —
Admettons & présent que I'une au moins des dimensions des aimants soit infini-
ment petite. Dans I'égalité (34) les trois intégrales de volume disparaissent, et § se
réduit a

F=pF. —l—lfsvdm.
2

Je dis que l’intégrale/s’vdw est nulle pour un fenillet magnétique; en effet,
S/

en deux points correspondants des feuillets les densités s
= —x(v. ¥ + H".)

qui sont finies, sont égales et de signes contraires, on a donc/s'vdw =o.
S/
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La méme conclusion s’étend & toute plaque courbe aimantée suivant une direc-
tion arbitraire; elle s’étend également A l'aiguille aimantée. .
En définitive, toutes les fois que l'une au moins des dimensions de chacun des
aimants en présence tend vers zéro, la loi des homologues reste rigoureusement

vérifiée, quelles gue soient leurs distances et positions relatives.

§ V. — Aimants placés a distance finie.

‘étude des cas asymptotiques vient de prouver que la loi fictive introduite par
Boltzmann (actions mutuelles en raison inverse de ) ne peut étre conservée. Parmi
les énoncés généraux que fournit la théorie classique de Poisson il en est trois qui
paraissent devoir retenir plus particuliérement l'attention. Je vais les exposer suc-

cessivement.
PREMIERE REGLE
"Soient U', U", U", ..., des aimants permanents, des aimanls temporaires, et

méme, plus généralement, des corps magnétiques affectés d’hystérésis. Ces corps
étant supposés plongés dans un liquide polarisable w, imaginons qu’on ait résolu
le probléme de I'équilibre magnétique. A ce systéme de solides U’, U", U", ...,
faisons correspondre un systéme auxiliaire formé de solides U/, U/, U/, ... .,
ayant respectivement mémes dimensions que U’, U", U", ..., et occupant les mémes
positions relatives, mais placés dans le vide. Ils seront définis comme suit : pour la
configuration considérée du systéme, le solide U,' dérivera de U’ en solidifiant
'aimantation de U,' et en fixant sur sa surface S' les charges superficielles de polari-
sation induite dans le liquide.

" Dans les deux systémes les champs magnétiques sont évidemment identiques.
Comparons les actions subies par le systéme U’, U", U", ... et celles qui s'exercent
entre les aimants permanents U/, U", U/, ... . La théorie de Poisson fournit la
régle suivante, qui généralise la loi asymptotique donnée au § 1II :

PREMIERE REGLE. — Les aclions subies par les corps U', U", U, ..., plongés dans
un liquide magnétique illimité de perméabililé ., sonl . fo:s plus grandes que les
actions mutuelles des corps U, U/, U/, ... placés dans le vide.

Démonslralion. — Nous ne restreignons pas la généralilé des résultats en nous
limitant & 'étude des aimanls permanents solénoidaux. Soient donc les aimanls
solénoidaux U', U", U", ... caractérisés par les densités superficielles de magné-
tisme ¢, 6", ¢, ... que porlent les surfaces S', 8", S", ... . Désignons par U

la région extérieurc aux aimants, et par S 'ensemble des surfaces ', §", 8",
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Le champ total créé par le systeme U’, U", U", ..., U dérive d'un polentiel de

simple couche ¢
. P
C(x, y,2) = -/S‘ G(I‘ ) dws .

Ce polentiel vérifie les conditions

(35) ® %_013_ + %C—U— + 4ne, = o sur chacune des surfaces §', 8", 8"
v Vi

PRI

De la comparaison de (35) avec la relation. classique

av | d?0
o + d_vl 4+ 4me o
résulte la relation
av
(36) aozp._c—l—x——]f—.

dv

i
On en déduit les égalités

Gdu):O, Gdu)::O,...,
s’ S”

qu’on obtiendrait encore en appliquant le théoréme du flux d’induction.

La fonction U(x, y, z) est donc assimilable & un potentiel créé par des aimants
solénoidaux U/, U/, U, ... . Ces derniers sont caractérisés par les densités
superficielles ¢, sommes des densités s, et des densités superficielles de polarisa-
tion induite dans le liquide. Le champ créé par U/, U/, U/, ... est identique au
champ total créé par U, U", U", ... et U.

Je dis que, pour la configuration considérée, les actions mutuelles apparentes
de U, U", U, ... sont p fois plus grandes que les actions mutuelles de
U/, U0/ 0", ... . Pour démontrer cette propriété j utiliserai I’équation du travail.

Au cours d’un déplacement élémentaire des aimants U’, U", U"”, ... plongés

dans le liquide p, le travail des actions extérieures appliquées a ces solides vérifie
‘égalité

. 1
dt, = 3%F,. avec F = —fa‘ﬂ)dw;
, A

3F désignant la variation totale de & calculée dans I’hypothése ot les conditions (35)
restent satisfaites.

Au contraire, au cours d’un déplacement élémentaire des aimants permanents
U/, U G,", ..., le travail des forces extérieures vérifie I'égalité

~ - I .
d6,, = 38,9,, avec J, = —/ sUdw;
. A
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le symbole 3, désignant, cette fois, une variation partielle, que l'on calculera en

supposant les charges ¢ invariablement liées aux solides. )
Il s’agit d’établir I'identité -

3

&

J— S
= P ole'

Nous avons tout d’abord :
NIt I ~ ~ qn
o,¥, :;[Gof[»dw, avec Oﬂ/ :fc(P)S dop.

Passons au calcul de 8F. Aprés avoir remplacé o, par la valeur (36), nous obte-

:':——~fco‘1(lw +-—— /0',86([0)-{-—0/0[’
Tenant compte de l’égalilé

V=139 +focp)dwp,

nons

tl(o

e terme f 30dw devient

fcgct)d(o':/caﬂjdm—}—/ff,—(-l\i):—a(l—)zdwudwpzfca,%dw-{-fétagdw.

De méme, en utilisant la loi de réciprocité

S i [
AVAE T AL CHL

De 14 résulte la succession d’égalités :

o d ~ :
= w3, F, + f‘DS(p.c + x%) do = u3,F, + fODBo'odwz »3,F,;

-ce qui démontre le théoréme. )

On observera que cette premiére régle contient comme cas limite la loi asymp-
totique -relative aux corps placés & grande distance; car dans cette hypothése les
-distributions ¢ ont pour limites les distributions portécs par les aimants homolo-

nous avons

gues.
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SECONDE REGLE

Pour ¢noncer la seconde régle nous ferons intervenir la notion d’aimant polari-
sable.

Un aimant polarisable U' est, par définition, un corps qui posséde a la fois de
laimantation permanente J' et de I'aimantation induite J. Nous admettrons que
cette derniére vérifie la loi de Poisson J/ = «'J¢’. A lintérieur d’un tel aimant
I'induction magnétique $' = #6' 4 4=J peut s’écrire, en remplacant J' =1J '+ I
par J' =1+ x' 30, )

R = (1 + 4= Y3 + 4] = v IO + 47],

La quantité u' =1+ 4=x' s’appellera la perméabilité de I'aimant polarisable.

Les formules

H%% %2
O — te
Ao =C 5 1

restent valables pour les systémes d’aimants polarisables et de liquides.
Pour le démontrer utilisons la formule

~pe . J__ 2
Jc:f_._)_.dcj +/(__,__J£2_d(;
8= 2%

valable pour les systémes considérés. Tenant compte de la relation J =1, + x 36
nous obtenons la premiére expression de F. La seconde, qui est due & M. Liénard,
est la conséquence de I'égalité

f‘?)z - ) » lGAﬂJﬂ'A
= —a (R 30) + it = il

h v

utilisée concurremment avec I'égalité f (B . 36)dd = o.

Des deux expressions de J c’est la seconde,

D)?
:’( —= C'* — _ Cj,
¥ =0C /Smd

qui présente le plus grand caractére de généralilé. Comme I'a établi M. Liénard, elle
reste encore valable lorsque les aimants polarisables U’, U", U", ... sont le siége
de courants uniformes.

De ces formules, combinées avec les relations d’homogénéité, nous allons déduire
une seconde régle de calcul des actions mutuelles :
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Commengons par rappeler les équations de la distribution magnétique pour le
systéme S formé par le liquide U et les solides U, U", .... On a:

1° dans la région U les condilions
curl Jo=o0, div.P=0, RB=pd, limR'H finiou nulpour R=-oo;
2" dans le solide U’ les conditions
curl ' =o, div. ' =o, B =3I + 4=));
3° sur la surface de séparation de U et U’ les condilions
[v.#] +[v.H] = o, V. B)+ (. R) = o.
Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes de 1’équilibre magnétique.
Ces équations sont homogénes par rapporta w, u', v', ..., 3, 3", ..., B, B, &', ...;
elles restent vérifiées quand on divise toutes ces quantités par un méme nombre «,

tout en laissant invariables 30, 30, 36", ... . Désignons par S, le nouveau systéme
ainsi défini, et comparons les actions subies respectivement par S et S,. Observant

a2
que dG, = — d/ 8{; dcdd est homogéne du premier degré par rapport a 'ensem-
ble des § et des ., nous obtenons ce théoréme :

TutoriMe. — Quand on passe du systéme d’aimants polarisables S au nouveau

systéme S, le champ magnétique n’est pas modifié, tandis que U'induction magnétique
ainsi que les actions muluelles sont mullipliées par «.

En particulier, pour « = u. nous obtenons la régle que nous nous proposions
d’établir : ‘

SEcONDE REGLE : Pour calculer les actions mutuelles d’aimants polarisables plongés
dans un liquide illimité, de perméabilité v, on commencera par faire ce calcul dans
Thypothése ot ces mémes corps sont placés dans le vide, et possédent des aimantations

permanenles et des perméabililés p. fois plus pelites. On mullipliera finalement par p.
les résultats obtenus.

En appliquant cette régle il ne faut pas perdre de vue que les aimants perma-
nents du systéme donné doivent étre, conformément & I’énoncé précédent, rempla-

. . . . . . J ,
cés par des aimants polarisables possédant une aimantation permanente — et une

- L. v

[ AU

- perméabilité L.
P.
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TROISIEME REGLE (%)

Pour l'intelligence de ce second énoncé nous commencerons par rappeler succin-
tement les énoncés qui se rapportent & la loi élémentaire de Coulomb, écrile dans
un systéme quelconque d'unités :

1
m ;. .
Fe-.—, % désignant une constante universelle.

PR
On sait que le choix des définilions comporte un trés large arbitraire. Dans la

démonstration que nous avons en vue il sera commode de poser les définitions qui
vont suivre.

DEFINITIONS ET THEOREMES. — 1° Le moment magnétique d’un doublet, formé de
deux masses —m et 4+ m placées a la distance /, est le vecteur b = ml, dirigé de
la masse — m vers la masse + m.

a° L'intensité d’aimantation J, caractérisant le volume élémentaire DO, est défi-
nie par 1'égalité vectorielle ‘
AT
j— lb,
DO

la sommation étant étendue A tous les doublets contenus dans le volume DG .

3 Le champ magnélique 30 est, par définition, le vecteur J6 = — gradient 9.
Ona
o 1/m m 1 . lbcost
T = P <_r___ _I_,> = PR pour un doublet;
et
Yo ) - )
I r r r :
Q) — — ' J J > dd', pour un aimant U.
v ng(Jx W Ty Ty P

L'intégration par parties fournit une seconde expression du potentiel V :

co:lfP dcs'+1f°—dm', avec p=—div.J, s=—(v,.J).
e 5

(*) Une régle analogue a été donnée par Duhem (Traité d’Electricité et de Magnétisme,
tome II, page 381) pour les systemes de conducteurs électrisés et de diélectriques parfaite—
ment doux plongés dans un liquide diélectrique. Duhem a exclu les diélectriques portant
des charges permanentes ainsi que les diélectriques présentant une polarisation perma-
nente. Les considérations développées ci-dessous s’appliquent 4 ce cas plus général. Les
deux premiéres regles trouvent de méme leur équivalent en électrostatique.
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4° De celte derniére expression de ‘U on déduit les égalités :

div.Jﬁ:—A‘D:éﬂ—P-——[Ediv.J,
B 5
» , T hm
(vi.J{’),.)—{—(ve.J()e):T:-———B—(vi.J).

Ces égalités prouvent que le vecteur
B =830+ 4md
est solénoidal dans tout I'espace; glles donnent en effet :
div. = o, ;B + (v, . H,) =o.

Nous convenons de conserver & ce vecleur f} la dénomination d’induction magné-
tique (*).

5° A l'intérieur d’'un aimant pol:irisable isotrope U’, Paimantation totale J est la
somme de I’aimantation permanente J,' et de 'aimantation induite x'y J6' :

]! — j'or + K'g%y.

'y est le coefficient d’aimantation de I'aimant polarisable.

Dans un tel corps 'induction magnétique a pour valeur

5?7 = ‘8%' + lmj' = V.’g‘j‘(—)), + lurj“'; avec  wy = B+ fmx's.
w's est, par définilion, la perméabilité de I'aimant polarisable.

6° Lorsqu’un doublet .1b se déplace dans un champ lﬁagnétique extéricur inva-
riable #3,, le travail des forces de Coulomb, appliquées & ce doublet, est égal a la
variation du produit scalaire (tb. 36,).

(*) Ces définitions, commodes pour la comparaison que nous nous proposons d’établir,
ne s'imposent nullement. Dans un exposé systématique de la théorie du magnétisme, ou
I’on introduirait une constante universelle 5, on simplifierait notablement les formules de
la magnétostatique en écrivant :

I
D_ .
J— - - [N | | R , » , —_ — -
W = mi, ,J_—E.—Dg’, ‘l,:/(}x“——‘\;,*l‘-.-)dﬁj, P = 30 + 4=

Avec ces définitions, tout aussi acceplables que celles du texte, les trois vecteurs 63, 40, J
auraient mémes dimensions. ’

Fac. des Sc., 3¢ série, 1. XIIIL. 21
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Pareillement lorsque plusieurs aimants permanents U’, U", U"" se déplacent dans
le vide, leurs actions mutuelles effectuent un travail

dﬁ::d; [ 'R+ H)dos +d£ f . 1'+[ﬂ’»”’)dc§+dé f " 3+ H G,
N p ur (R

H', H", 3" désignant les champs magnétiques respectivement créés par les aiman-
tations J', J", J".

Tenant compte des égalités évidentes

/ (). HHdd =G, /(J".[M’;")(l(j:(]t“, ' /(J”' L HNAD = G,
v’ LY o

.

on a la formule

-~ 1 ~ ~ 0 e T e e
d‘(,:d—/ (J.3)da, 6 désignant le champ tolal J' 4 J'" + 3.
2 /U UL .

Au cours de ce changement de configuration du systeme U’, U", U, les forces
extérieures qu’il faut appliquer a ces solides pour les maintenir en équilibre effec-
tuent un travail dG, qui vérifie 'égalité

AT, + A0 4 dG/ + 5! + d5" = o;

do,, dG/", dG;'" désignant les travaux des forces intérieures & chacun des solides
considérés. Chacun de ces travaux d(, ¢tant nul (égalité de 'aclion et de la réaction),
on a la formule

i, = —d (. H)do = —d > (. 3)dcs,
i 2 [HEN RN 2 [ RN

, . P — BI6
qu’on peut encore ¢écrire, en remplagant J par ———

- B o . . \ .
dG, = df ‘-g)—, l'intégrale élant étendue a toul I'espace.

7> Supposons maintenant que les solides en présence soient des corps magnétiques
dont I'aimantation est susceplible de varier suivant une loi quelconque. Nous ne
changerons pas le travail élémentaire des forces d’origine magnétique si nous soli-
difions I'aimantation sur chacun de ces corps. L’équation du travail s’écrit donc

di:e:afﬁl"—dcs,
o
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'3 désignant, cette fois, une variation calculée dans I'hypothese o les corps magné-
tiques considérés sont remplacés par des aimants permanents.

Transformons cette expression en y faisant intervenir les variations vérilables
d¥ et dJ. On a:

d¥ =300 + 336,  df =2

]

5=

+ 3R

3’40 et 3'® désignant les variations partielles, calculées en supposant que les aimants
sont immobiles, et que l'aimantation passe de sa valeur iniliale J A sa valeur

N

finale J 4+ dJ. Comme le vecteur ¥ est lamellaire tandis que 3'® est solénoidal, on
a l'identité

o:/(J’(S.&’&B)dO,

ou, en remplagant 3’4} par sa valeur &' = §3'30 + 4=dJ,

0=f.'é<31=-6':~’»)do+/.vrf((m.d.l)dcs.'

.

On observera que dans le produit scalaire (# .dJ), le vecteur dJ doit étre rap-

porté & des axes invariablement liés & 'aimant considéré.

Tenant compte de cette derniére identité, I'équation du travail

807 ’ o~ N ST
dﬁe:(d._'\’,)fpgf:d(ii:df?g: dCi——/“{_”_J{‘)[I_":;MdO

devient :

5850
dz??ezd/"dg_(: do+f(:nz.d.l)doz_d%/a.J{&)dcs+f(‘m.dJ)dcs,

B H0*
290 dd, aug-
8=

Le travail des forces extérieures est égal a la différentielle d/

mentée de la quanti,téf([f(’;.dJ) dd. Lorsque le systéme de solides invariables

éprouve une succession de transformations isothermiques infiniment lentes formant
un cycle fermé, le travail des forces extérieures

T, = / (K . d)dS

représente la chaleur dégagée par hystérésis.
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8 Etudions les corps magnéliques dépourvus d’hystérésis : Pintégrale précé-
dente doit étre nulle pour tout cycle fermé, ce qui exige que (J0 . dJ) soit la diffé-
rentielle d’une fonction ®(J,, J,, J.). On parvient ainsi aux formules de Kirchhoff

D(I) . \(I) \(I) )
H, = —, H, = —, W, = =

A, APY APy R

Pour les systémes de corps dépourvus d’hystérésis I'équation du travail s’écrit :
do, = di¥,

J désignant le potentiel interne (*)

N

K] “
37) ?,@:—;f(.l.%)d(:i+f<bd(3:fid(.j +fq>dc5.
[ ¥]

. - . , s \J—J
Pour un corps isotrope polarisable la fonction @ est égale ag—"—, et le poten-
2%3

tiel interne a pour expression :

T g B‘*bdo f dcj__fw D de — ce — B o
8y

Application & I'élude des aclions muluelles. — Ces préliminaires rappelés, établis-
sons la troisiéme régle. Lorsqu’on introduit dans la formule de Coulomb une cons-
tante universelle 8, I’étude de I'équilibre magnétique et des actions mutuelles de
corps placés dans le vide se raméne au systéme d’équations :

vide U: curlgd=o0, div.H=o, %_—_{53{_’), lim R*#0 finie ou nulle.

R=0c0

aimantU': curl 3’ =o, div.®'=o0, B'=p'H +4=l,, v's=p+4nx's.

surface limitant U’ :  [v. #0] + [v'. {}6’] =o, Gv.-R+G.H)=o0.

O!B
équation du travail : dG, +df do + d/ % do 4+ ... =o.
8= B U’ 87;};. o

Comparons ce systéme d’équaltions & celui qu’on obtient, dans le systéme électro-
magnétique (8 = 1), pour les mémes solides U’, U", U”, ... plongés dans un

(*) On remarquera que la formule (37) n’est démontrée que pour des syslémes de soli-
des invariables. Son extension aux systemes de solides ¢t de liquides constitue un postulat
implicitement admis par Helmholtz, postulat que Kirchhoff (Vorlesungen iiber Electricitit
and Magnetismus, 1891, p. 174) et Duhem (Traité d’Eleclricilé et de Magnélisme, lome 1,
pages 162 & 172) ont lenté de juslifier.
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liquide illimité U, de perméabilité u =1 + 4=x. Nous avons, dans ce cas, les équa-
tions précédemment écrites : ‘

liquide U: curldo=o0, div.3=o0, H=pie MR finicounulle.
aimantU': curl ' =o, div.®'=o0, RN =p & + 4=/, p'=1+h4nx"
surface limitant U': [v.J0] +[v'. #'] = o, G.PB)+V.B)=o.

D2 are .
équation du travail :  dG, —}—df——dO + df B .d3 4+ ... = o.
' v 8xp. v 8mp.

L’analogie que présentent ces deux systémes d’équations devient une identité
lorsqu’on convient de donner & la constante § la valeur § = p au lieu de la valeur
B = 1 qu'elle posséde dans le systtme E.M; et lorsque, de plus, on convient
d’écrire ’

7.'!5 = X,—‘— %x.
Dans ces conditions p's devient égal a p/, car on a
s = p +4n(x’ —x) = 1 4 4nx’.

Mais, écrire § = p. équivaut & appliquer aux solides U’, U’, ..., plongés dans
le liquide U, la loi fictive de Boltzmann. Nous parvenons donc & cet énonceé :

TROISIEME REGLE..— Pour calculer les actions muluelles de corps plongés dans un
liquide illimité, de perméabilité p. = 1 + h=x, on peul faire abstraction de ce liquide
et appliquer la loi de Boltzmann, & condition d’attribuer en méme temps i chaque corps
un coefficient fictif d'aimantation (x' — x) égal & Uexcés de son coefficient véritable »'
sur celui du liquide considéré.

N\



