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DE L'INTEGRATION DES EQUATIONS s =f(x.y,z p.q)

PAR LA METHODE DE M. DARBOUX

Par M. R. GOSSE

—_——

INTRODUCTION

La méthode de M. Darboux raméne 1'étude de I'équation s = f(x, y, z,p, ¢) 4 la
recherche d’'un invariant distinct de & ou de y, pour chacun des systémes de carac-
téristiques.

M. Goursat (*) a formé et intégré toutes les équations de cette forme qui ont un
invariant d’ordre inférieur ou égal a 2 pour chaque systéme. Ses deux Mémoires
sont fondamentaux & plusieurs titres. Il y indique (;) des méthodes de calcul dont
le présent travail montrera qu’elles sont susceptibles de généralisation; il y démon-
tre (°) des propriétés générales des équations s = f(x, v, z, p, ¢) qui ont été le point
de départ de tous les travaux récents sur le sujet. '

Parmi ceux-ci la thése de M. Gau (*) a marqué un progrés important de la
question. M. Gau (*) a été amené & distinguer deux grandes classes parmi les équa-
tions s = f:

1° Les équations qui vérifient une relation de la forme

MW A A
ay‘-*-q?-l-f}?-i-f\————o

op

ou A est une fonction de x, y, z, p, qui n’'est pas nulle;
2° Les équations qui ne vérifient pas cette relation.

(*) Annales de la Facullé de Toulouse, 2¢ série, t. I, 1899. Nous désignerons le premier
Mémoire par M, (pp. 31-78) et le deuxiéme par M, (pp. 439-464).

(*) M,, p. 36 et sq.

(*) M,, p. 460 et sq.

(*) Theses de doctorat (Gauthier-Villars, 1911). Nous la désignerons par T. G.

®) T. G., p. 25 et sq.

1 Fac. des Sc., 3¢ série, t. XII. 15
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Pour les premiéres, il suffit de connaitre une seule équation p, + 6 = o ‘en invo-

lution avec l'’équation donnée pour pouvoir former un invariant donné par la for-
mule :

o =A(p,+9)
. Pour les secondes, il a démontré que tout invariant de ces équations est de la
forme : ’ '
®:pn+0 n>m p,+0=o0 e p,+V=0
] p"l + "'{ n m

étant deux équations formant chacune un systéme en involution avec 1'équa-
tion s = f.

Réciproquement, si on connait deux telles équations, I’expression ¢ est un inva-
riant d’ordre n, en supposant n>>m et n et m supérieurs & l'unité.

Ce théoréme d’abord démontré dans un cas particulier par M. Goursat (*),
et que M. Gau a déduit d’un théoréme général démontré pour les équatjous
r+ f(x,y,2p,q,s,t) = o, permet de remplacer la recherche des invariants d’une
équation aux dérivées partielles par la recherche des équations en involution avec
cette équation.

Comme la méthode de M. Darboux s’applique, si élevé que soit l'ordre n de
I'invariant trouvé, il fallait faire I'étude des équations admettant une involution
d’ordre quelconque. Ce probléme paraissant inabordable paf des méthodes directes,
il était naturel, pour essayer de simplifier au préalable la forme de la fonclion f,
de commencer par former des conditions nécessaires que doit vérifier cette fonction
pour que I'équation s = f admette une involution. M. Gau (*) a été amené a expli-
citer deux de ces conditions.

Posons :

wae M OA A /dfy\ A d" N A of
B =y o+ g () o+ () ot Ay

Si, la fonction f étant donnée on ne peut pas trouver de fonction
A(x,y, z.p,, ..., p,) = o vérifiant la relation E,"(A) = o pour m = o, 1 ou a,

(") M,, p. 46o.
*) T. G., p. 36 et sq.
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I'équation s = f ne peut admettre une involution du systéeme X que si f vérifie
4 la fois les deux conditions :

da f f -

x(a)'—‘ +q‘ 2z +f_5; +‘\p: =o,

' 2, dx df A
Cx(“.).Ej\?-l— . \z +f‘ 5. +(m_l>“(§£—+p‘3—z-+fﬁ>

’

*f *f *f o A f
(m_1)<\p dax TP p,dz +fbp‘bq,>+ dz BTN \p, bq,

« et «, étant des fonctions de x,7y, z, p,. De méme pour que s = f soit en involu-
tion avec ¢, + L(x,v,2,¢,, ..., 9,_,) = 0, il faut que les deux conditions analo-

gues :

Cy(ne') - 07 Cy’(tsi) =0

soient vérifiées, 5 et 8, ne dépendant que de x, v, z, q,, et étant spécifié qu’il est
impossible de trouver une fonction B de «, y, 2, ¢q,, ..., ¢, vérifiant la relation :

E'(B)=o0 pour n=o,1,ou 2.

En discutant ces diverses conditions M. Gau, complétant les résultats de Sophus
Lie sur I'équation s = f(z) et de Clairin sur les équations s = f(x, y, z), a pu
déterminer toutes les équations de la forme :

s =nrpqe(®,y,2) + pa(x,y,2) + qb(x,¥,2) + ¢(x, ¥, 2)

qui sont de la premiére classe, et démontrer qu’une équation s = f en involution
simultanée avec deux équations de systéme différent et d’ordre supérieur a 1 est du
type des équations de Moutard. .

Je me suis attaché dans ce travail & la généralisation de ces résultats, et plus
spécialement & la recherche des équations s = f(x, y, z, p, ¢) de la premiére classe.

Le rapide exposé que je viens de faire montre que le cas ou I'équation
s = f(x,y, 2, p, g admet un invariant, et par suite une involution, d’ordre 2 se
présente comme un cas d’exception qui mérite une étude spéciale. Elle fait I'objet
de mon premier chapitre. _

La conclusion en est trés simple : En supposant que le systéme de caractéristi-
ques admette un invariant d'ordre 2, si la fonction f n’est pas du premier degre
en ¢ l'équation se raméne aux types que M. Goursat (*) a déterminés en supposant

() M,, p. 6g.
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3

qu’il existe deux invariants du second ordre; si 'équation est du premier degré
en ¢, une transformation de contact, suivie d’une transformation de Bécklund ('),

b \ D . r . . .
la raméne & la forme : s = %(x, ¥y, 2), qui s’étudie immédiatement.
&

Dés lors on peut se borner & chercher les équations de la premiére classe parmi

celles qui admettent un invariant d’ordre supérieur a 2. Elles peuvent se classer en
trois groupes :

1° Les équations F, pour lesquelles on a simultanément

E,"(A)==o0, E(B) =Fo, m,n étant égaux & o, 1, ou 2;

2° Les équations F, pour lesquelles
E"(A)=o, ES(B)=o,
avec lesquelles se classent les équations F,' pour lesquelles

E"(A)==o,  E'B)=o;

3° Les équations F, pour lesquelles

E,"(A) =o, E,"(B) = o.

1l est clair que si on a E"(A) = o, celte unique condition fait disparaitre les.
deux conditions

Cx(a) =0, Cx,(aq) =o.

Il était donc naturel de chercher & adjoindre & la condition E,"(A) = o une:
nouvelle condition nécessaire que doive vériﬁerfpour que I'équation s =f admette
une involution de systéme X. Dans mon second chapitre, j'ai démontré d’abord que,
dans ce cas, la fonction f doit vérifier la condition que j'appelle :

I, () =o.

J'y établis ensuite quelques propositions générales sur les équations s = f de la.
premiére classe qui me permettent de ramener leur recherche 3 la résolution des
trois problémes suivants dont I'étude constitue mes troisiéme, quatriéme et cin-
quiéme chapitre. '

{*) Voir Goursat, Equations du second ordre, t. 11, p. 264, et Mémoire Sur le probléme de-
Biicklund, p. 5g. C’est un cas particulier de la transformation d’[mschenetsky.‘
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Premier probléme : E,"(A) =0, E"(B) == 0. — Est-il possible que I'équation
s = f admette deux involutions simultanées de systémes différents ?

Une discussion longue, mais simple, montre que les quatre conditions :

C,=o, C,/ =o," C,=o, C/ =o
[ ]
sont incompatibles.
Deuxiéme probléme. — C’est le méme probléme que précédemment, mais ot
on a: '
E,"(A) =o, E(B)=o.

On trouve encore que les conditions C, = o, G,/ = o sont incompatibles avec

Yy
la condition E,"(A) = o, & laquelle on adjoint la condition T', (6) = o.

Troisiéme probléme. — Un théoréme de M. Goursat () permet de le poser d’une
facon plus précise. Est-il possible qu’une équation s = f(x, y, z, p, ), ot la fonc-
tion f a la forme

ya b

s =h(z,y, 2)a(x,p)b(y, q), -Sp—’:':o’ -DTqT:’: o,

admette une involution du systéme X d’ordre supérieur & 2?

J'ai déterminé toutes les formes d’équation pour lesquelleé il peut en é&tre ainsi.
En comparant le résultat obtenu a celui que donnerait la permutation de x et y,
j’ai démontré encore I'impossibilité de deux involutions simultanées d’ordre difté-
rent, sauf peut-8tre lorsque s = ah(zx, y) \/17] Ce cas a été complétement étudié
par M. Goursat (Legons sur lintégration des équations aux dérivées partielles, t. 11,
p. 252).

II résulte en particulier de ces recherches que les seules équations de la forme
s =/f(x, ¥, z, p, ¢) qui soient de la premiére classe sont celles que M. Goursat (*) a
déja déterminées et classées.

Je me suis borné aux équations qui ne sont du premier degré ni en p, ni en q.
M. Gau a complétement étudié celles qui le sont & la fois en p et en q. — Jai
presque terminé 'étude de I'équation s = w(x,y, z, p) + ¢b(x, y, z, p), et je n’ai
trouvé jusqu'ici, comme faisant exception au résultat négatif que j'indique, que

" M,, p. 462.
(*) M,, p. 67.

2 Fac. des Sc., 3¢ série, t. XII. 16
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des équations qui se raménent par des transformations simples & des équations
connues.

Je n’ai osé reprendre ce travail dans des circonstances difficiles que sur l'in-
sislance de mon ami Gau. J'ai été soutenu au cours de son exécution par les encou-
ragements de M. Borel et de M. Perrin, et je leur en garde une affectueuse gratitude.
Je dois d’avoir pu mener mes recherches & bonne fin & I'obligeance et aux bienveil-
lants conseils de M. Goursat : non seulement il a mis gracieusement & ma disposi-
tion les livres et mémoires qui m’étaient indispensables, mais encore il n’a cessé
d’étre pour moi le plus précieux des guides. L’hommage que je lui fais ici de mon
travail n’est qu’'un faible 1émoignage de ma respectueuse reconnaissance.




CHAPITRE PREMIER .

Détermination des équations s — f(z, y, 2, p, ¢) qui admettent un invariant
du second ordre.

M. Goursat a déterminé (') toutes les équations de cette forme qui admettent un
invariant du second ordre pour chaque systéme de caractéristiques. Nous allons
nous proposer de déterminer celles de ces équations qui admettent un invariant du
second ordre pour le seul systéme X.

M. Goursat a établi les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il en soit
ainsi. Il faut d’abord que I'on ait :

PYSIEP)\ N Y . _ .
Y + D_zq-+f3]; —_ )\E =o0 (» fonction de x, y, z, p).

En posant x = - cette condition montre qu’on doit avoir
da

p
Jda da
f:b(w’y’z)q)'—'sy_QE'
p
I1 faut ensuite que l’on ait
L S ST T VA VNV S
(1) 57+q52+fbp+bac +p—b—z+f3¢;“)\$ (» fonction de «, y, z, p).

et ces deux conditions sont suffisantes.
Nous allons écrire que f vérifie la seconde condition.
En dérivant deux fois celles-ci par rapport & ¢, on obtient

Xroao Yy A R S
@) 9w T TP T P3N T g

(*) M,, p. 36.
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. 2
Premier cas. — \_é =
C

Pour que f soit du premier degré en ¢, il faut et suffit que b soit du premier
degré en g. L’équation s’écrit alors :

. da da

qB(x,y, 2) + B,(%, ¥, Z)—g—qg

s=/= - da ’
p

c’est-a-dire

da
'W‘—qg(x!y’ Z)+ B.(x:yr Z)'

™
Nous pourrons toujours poser 8(x, y, z) = \—;(a), y, 2) et a= o + v(x, ¥, 2).

L’équation s’écrit alors

da oy
’CE - lel(w:y’ Z)—‘L\—y(w’y’ Z)— h(w’ Y Z).

. . v .o d
Faisons le changement de variable z, = h(x, y, z). L’équation vient 705- =127
" (« fonction de x,y, z, p), car une fonction « de x,y, z, p devient une fonction de

2, ¥, 2, D, - <Si h ne cogtient pas z, I'équation admet une intégrale intermddiaire

du premier ordre « =X +/h(w, y)dy).

Nous sommes donc ramenés a intégrer

Z da q da
Ay Y4
s=/ da =o+0q N
p
en posant
Z Jda da
dy oz
w = , ) — — ——
a
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La condition (1) s’écrit alors :

11D

20

PN h)N M do J0 (Dw DO) (bw )
— — —_— — —_— — 0g)0 =7 — — ).
oy Tig Tt ogrgtagtr ray ) tetini=it+ag
Cette relation donne :
A2 N do Qo 60— Qw
-3-}7 0)$+£+P$+w = 'SIT,
RN P N ] 20 20
_ ) — 4 — — ==
w 'y Tw TPy T )
Posons A =y — pb. Ce systéme s’écrit :
. e 0 20
—_ (7] —_—r=
2z + p + w p’
d J N 0
Kl +3_°>:H:3_p<°_w_ﬁ 020 _ O\ e P
dy ) p 9z dy p op p da
op
car le coefficient de p dans cette derniére équation se réduit, tout calculs faits,
.1
a '—D—a— .
p P
On doit donc avoir :
dp 0 o . do Pw N p dw i iw 0 %6
P oz pp Py Tyl e pp U x| Taxdy “pdy
P
2 < o p . aw>
op * op Ja p T
ap
A <Dp. R T U T T ) Yo  d/p o
= ——— W | —— —_——— e — ) — — —_— —_ —_— Y —
p iz p p p* p p pt pxx oz iz \ da pLprz
p
20 ( M0 .
p W 317)
d’ou
i /v 20 dw 20 o %0 o %0
__<___+e__w_>_ (po—at oo 28
p \dz bg' op N dpdz Py ap? p’
Yo 0 e Yo . d 0 d/ p p W d/p
0 t+t—— —_— w — |l |———+—=(——)=o,
dxdz  dxdy P dx pixr  dx dp op p < Da> da p bz< >
p _
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C’est-a-dire, tout calculs faits :

ap. da . aa
3174—”‘_11 Ogbp+e VIOg\p
On a de plus
o MW/ )
bz_P'bp dx (Ec- g\p—ybp gb_p—_ >’
p . do p d oa bl da 6
YT w T a w(boc Y %)
¥ |

et, par suite, le systéme

d ( da Ja ) da
—_— p, —_— = 0 ,
0z \ & p

d /da Da>_e(ba >
ey g )+
J

(ba ba>_e Jda
»\w M)y

On en tire les conditions

% M da B(ba 7> 2
p 2 2z p’ p \y ° T dy p

La premiére montre que

d , . A
(= TZ— (o, y, ¢V, o étant une fonction arbitraire ;

d’ou V'on tire

ce qui montre que l'on a :

p=2z g—?(m, y,a) + o,(x,y,a). o, étant une fonction arbitraire..
p ?
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Mais on a aussi

da da (9 da iy
(Dy ‘Z> +I—_5p—<3a—? dy +3y9w>’

et par suite

et comme on a,

on en conclut :

7, o

a dyda

’

¢ n’est défini qu'a une fonction prés de x et de y. On peut donc dire que a est
défini par l'identité :

—, 2 L2
p= b—a(w,y,a) W(x,y:a)-

Mais alors I’équation

da .,
dy
donne
' __ da
p= dxdy’
eton a:

da  da dg i o
dxdy—fiy_ﬁ(x'y’a)"_iy—(w’y’a)’

et par suite

da d
dwdy —‘J&‘?(w’% a);

qui s’étudie immédiatement.
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Par conséquent, toutes les équations s = w(x, y, z, p) + ¢8(x, y. 2, p) qui admet-
tent un invariant du second ordre se raménent par une transformation de contact.
suivie d’une transformation de Bécklund & I'équation

>z

QX dy

J
:'W?(xyyyz)y

qui admet une intégrale intermédiaire de premier ordre évidente.

Deuxiéme cas. — —; :i: o.

L’équation (2) s'écrit :

o +— ” i;f+f%10g3—2{— L= ok
Or,
gz::—%:—l; en posant b”:ozz, t:z:a’.
p

On a donc
®3) g—;+%log%+p%log%+f%log%+3%“%10“':0
et
0 g log + i logt 0¥+ L —tog b + 2o

. .
— log b" = 0. Log b" est une fonction linéaire de q.
oq

, J
Supposons d’abord Y

Alors, ou bien " est constant, ou bien b" = §8,¢", 8 et 8, étant fonctions.
de x,y, 2z

Si " est constant, b = ag® + o, + «,, a==o0.

La condition (1) est une idenlité en q. Elle contient un seul terme du troisiéme

degré provenant defl, et cest ag® X 22q. On devrait avoir « = o, ce qui est.

impossible.
Si b" = §'8,eM, B et B, étant tous deux 4=0, b= 8,64 Bg + 8,.
La condition (1) contient un seul terme en e® : c'est 8,¢" x BB, ¢*.
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. o
"Il n’est nul que si B*p* = o, ce qui est impossible. Donc e log 4" 5= 0.

On a donc:
o by d
log b" log &’ —log d" :
2 9z 2 Aof 3 b
(4" A +p 52 +f+—f—%—+ =0
2 logt' Y logt’ 2 g Y L loger
T og 7 og E 0g = 108
que nous écrirons :
of 3
A+pB+f+C$+?D——O;
la signification des lettres A, B, C, D étant évidente.
On en tire
A OB df 2C d?f 3 Db
TP o () O e =
C’est-a-dire
D
CV"+3—
: A B g dof WG\
© Tt e ()=
Supposons
3G
I—I—'—aq—:O, C+q=l<w’y:z)s
c’est-3-dire
d . d v d R
q—sq—logb_l—a—q—logb +1, F{}-logb_q—l—l‘ 5 log (g —1).

On en tire
O =1(g—Dh.

6 6
=+ —==o,
C

En prenant pour nouvelle variable une fonction 6 (x, y, z) vérifiant ! St
4

la forme de I'équation ne change pas, etona ! =o0.
3 Fac. des Sc., 3° série, t. XII. 17



120 R. GOSSE.

On peut donc prendre, en changeant les notations :

pl
b =g, log b"=log» + llogq, —log b"=—,
& g % q
d’ou
* "
v logd' = — —
On a alors
",
dlog dlog ! . R
A=—g—~ B=—g—~ C=-—¢ D=-7
La relation (5) s’écrit alors
. 3 2
B 141 g (ol
dlogl n dlogl +)\q + l qbq(q )__0
0T P a o
\
Si I+ 2=0, le terme en ¢'** a pour coefficient I + 3(I + 2), et on doit avoir

3
d=—-.
2
Si [ + 2 = o, on devrait avoir A = o, ce qui est impossible. Le seul cas &
G -
considérer est donc celui ot " = 3q *, cesl-a-dire celui ou b = w(x, ¥, 2) \/q.

La relation (1) donne dans ce cas

) ( \/-' da ba) da a
now \VITy Ty D)\+\/"‘D(w> b(_by) B<bz>
Y @ » T VIe\T ) Tl g

da da ( \/— da 7 Da) da

—_ el ® g —

J J )z d dz dz
( y>—q ( >]+ s < 2

!

a' iz N a a

da da )

=l -3 ) -3 (F]
—l[‘”\/qaﬂ—a—p =/ —ag /)
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1
—3 da da .
Le seul terme en ¢ * est — S —%. On a donc W = o0; a est une fonction de
2 o d
x, z, p, et en posant
da

) hF4
7= T

I'équation précédente s’écrit :
Y NP\ ) N R o ae>
= = Fgh ) — = = =
o+ (s Vit a+p (Ve

+ (w+0va) (§+e\/6)=1(\/3?—”+£q);

p
on a donc
At
dy 2
P2 P\ N ] 20 20 A dlog dlogp 30 dlog
— — —_— 0 =r— et — + —_— = A=
dz }p Tyt p ¢ Dp+ w P +3 ’ p

N

Ecrivons les conditions d’intégrabilité de ce systéme. On a :

dp O M N 8 . w0
py oy Yy 2w’

by =

Dlogy._{_eblogp. 100

2z p + 2 =
c’est-a-dire
2ad’ da
dlog 2z iz ! 20
3 - —+ — .=+t -5-=0,
oz a a a 2 dp
ou
dloge 3 0
+-<—=0o
2z 2 p
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. dlo
Cette relation montre que \f 2
¢

ne dépend pas de y. On a en outre :

. logo  p*dlogp 3 wu_ Vlogo 3341\ 1 ¥dlogw
T dx dy 2 p Y drdy ::Dp(a) o

12

T o Yy

o ) /1 ~
Cette derniére équation montre que Y <?) = h*(x, 2).
(¢

On en tire :
L=HG4I), Ao,

et en faisant un changement de variable

0 ;
2w H -
z,=0(x,z) avec h‘—_:b—':, a = =, a=H{x, Z)\/p +H,(x, 2);
2V/p
oz
on a alors :
JH \/_‘ DH‘ _
N A 2(3 log H +aH,\/p)
- H - 2w P H
2y/p
et I'égalité
. oM,
2 d P
lng:3 dlog H 1 donne _E___O’
4 h}4 a \/p H 2z

<e qui montre qu'on peut prendre H,=o et o = I(x, y) HY(x, 2).
D’autre part,

H* 6 1 log w
4] T e c—
@ = 4p’ done H o @y

y

et comme log o = log I(x, z) + 3 log H(x, z), on aura :

6 1 dlogl . _ 1 dlogl
ﬁi;w et 6H (.I,Z)—

UPx,2) dwdyy — 77

H ™
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-donc H est indépendant de z et 6 est nul. On arrive alors sans peine (*), en inté-

\/pq

* 1
.grant l'équationiS -
w

=1, i la forme s—

(Goursat type I).

ox dy
Si
da
h=o, a"=o, azﬁ(w,z)p+a‘(w,z), «3Fo,
) a+3al R
6 — LY Ry et dlog w SDlogba — )Dag
= da PR R P 2 Oy
2z
dlogw Flog l(x,y) .
Il faut en plus que oy = o, c'est-a-dire que Tbv_ o, ce qui
-donne :
l(x, y) =XY

-et I’équation s’écrit :

d da da Jda
d—y pa—é-{—ﬁ—ka(x,z):l XY \/qbz.

Posons

) dx da da
2, =ua(x, 2), p.—sz+a—, 9.=495;

-et il vient
d da  —
ay P+ A@ )l =XY Vg,
-c’est-a-dire
d
ay [P HA® 2] =Yo,(z,2) Vg,
-et en posant Y, = / Y'dy,
d
&P TA@ ] =a @ 2V,
' QA
S=g 5, +a@2)Vg.

Cette équalion est du type s =J(x,y,9), quon intégre en posant ¢ — u.

(*) Goursat, M,, p. 45.
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s h
Troisiéme cas. — Supposons 1 + % =+ o.
¢

La relation (5)

D
o

* Cette relation donnera en général a' —=

Posons

B(x,y,2) =

s’écrit :

A
%9
3G

+p—

14+ —

g

Ll

o0

dz

o/

e

2

B

3

G

1+ —

on aura

3

a(zx,

Jda
op

g

G

d
o432

2

Y, 2)

P+ Bxy,2)°

o6

Y

0
_E a(x, v, 2)

]
dx

. .y ., da
En prenant comme nouvelle inconnue z, = 6 (x, y, 2), 'équation —=—

ne change pas de forme, et il vient :

On peut donc prendre :

ﬂ=~.0’

. da  a(x,y,2)

dp

p

dy

a=ualogp+ a(z,Yy, 2).

En modifiant b, on aura a = « log p.

Dans la relation (4), faisons

b
fz—f-—plogp<

d

log «

dlog

oy

z

!

En annulant le coefficient des termes logarithmiques, on trouve :

,D’
o9

-——;logb”(

dloga dlog oc) dloga d
3 . + —_—
dy 0z dz

b(x,y:2,q¥
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log . . .
Si 2 gzg % pétait pas nul, on en conclurait
d log o
C =
+a+ d log o« ’
oz
-ce qui est contraire a nos hypothéses.
Donc
Dlogoz:O’ bl:)ga’ X,
oz 3y

4

On peut prendre « = 1, f= pb(x,y,z,q).
La condition (1) s’écrit alors :

n a>\+b< U <ab+ ‘b+ ab)
y 1% P ) TP\ )=

°)
N .
= —, on en tire:

op
N, B, N .
ay“?;”rps(f"g—*)—“

En posant ),

-b n’est pas du premier degré en ¢. On en conclut sans peine que
A=X,plogp+a,p°+ a,p—a,.

La condition (1) devient :

ba da,
P == -’r E+Q<

)

2)me.

+ b(a,p’ +a.p+a)+p<

On en tire d’abord o, = o et

da, da, - éb L
da da hl)

(8 1y g% 20,

)] Dy+qbz +bX’+Bw 0.
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Si b ne dépend pas de x, I'équation (7) montre qu’il en est de méme de a,..
En posant :

) ’
= 2 1o D)

BT % T
I'équation devient, en prenant comme inconnue z, = H(y, 2),
s,=pb avec g¢q,=bz +g(x,y,b).

C’est le type VI des équations de M. Goursat.
Cherchons, dans le cas général, les solutions communes a (7) et (8). Posons.

!
X, = -;%(X == 0) et changeons «, en %z-. On a:
da, du,
Xty Tay =529
(Si X, est nul, il suffit de faire dans cette relation X = 1) et
‘ (28 X (-2 )
(9) Ny T )X P55 1%

W Ve, Ve, Y] ax3> da, AN
+X<Dz _Dybz—q Dz’>+<8q—bz <ﬁ_ dy qbz>_0'
En dérivant par rapport & x, on obtient une relation de la forme :

28 28 /da Na d ALY ) hoY o,
! L} i 3 3 —_— —_ ____1;1_ 1 f—
X -b—z-——ﬁ-<bwby 4 bwbz) + B dx <a“X iz T4 x + dx °

Si X’ mest pas nul, on a:

WD /1 o\ D /1 da d [ | ) < Dua\]
] — (== — (=== =] = — (2, X—=— .
dq | dx <X' Dacby) t4 dx <X’ bwbz)] 2 | X dx \ bz) T

Si X’ est nul, on a:

B/ Na, D'tx3>_ P Da3> i, A,
B_q<aacby+qbacbz _'Ba—ac<°"x w) Tt e
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Si cette relation ne se réduit pas a'une identité, on en tire :

d - ; l
~log " = — log b" = —*—,
2q gl dq g q—1
ce qui est contraire & nos hypothéses.
On a donc :
e, e, (2, X))
s =o0, =0,
drdy  Jxdz o
On en conclut sans peine qu’on peut prendre
2 B
a,=o0, bX =28, %o, Xl——{—ﬁﬁ_—:o.
dx iz, g

On retombe sur le type VI
Si X' est différent de zéro, le méme raisonnement montre que

d /1 Ve, d /1 Q- PN IS .
—\xvTo /I T,mFaol\voo ) T, o aa)&—— =v,=Y =—=O0.
dx \ X' dxdy dx \ X' dxoz dx | X' x hF4 *

En changeant la sifinification de §, on peut prendre

d
2, = X¢(y, 2) = 5~ log }(y, 2).

d
L’équation & log p = b s’écrit alors :

d d ? I
Fy‘logp-l'd—ygmg‘l‘ —i‘ﬁ(b’,zj'@-

“Posons z, = {/(y, z). On obtient, en changeant les notations,
d I
Iy logp =+ £, 2 9

Ceci revient & prendre «, =o, X =14,(y, 2) + X¢,(y, 2).
La relation (g) doit &tre une identité en X ; ce qui exige :

ﬁ(%+—§%>=0-

égalité contraire & nos hypothéses.
4 Fac. des Sc., 3 série, t. XIL. 18
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Quatriéme cas. — Il faut donc que la relation (6) ou bien donne a =l(x,y,2),
ou bien se réduise & une identité.
. \ " 26
Siona a'=1, on peut prendre, aprés un changement d’inconnue, a =p %— (x,y,2)-
oz

Posons z, = 0(x, ¥, z). L'équation donnée se raméne & la forme :
s=b(x,y,z29q):
La relation (1) donne alors :

X
A= - p* + pa(x, y, 2) + «,(x, ¥, 2),

d’ou on lire :

e . b
(IO) -b—y‘+q‘Tz—'+bx+$'—O,
dx, do, b )b
(Il) 8—+q-‘\—£+a—x+bd+bﬁ—0.
L’équation (10) donne b" = 9'(x, y, Qe .
. . 20 .
1° X =o0. En posant « = Tz(w, ¥, 2), on obtient :
30 20
b= e g—
9, ¥, 9) y 9%

et la relation (11) donne, aprés deux dérivations par rapport & ¢,

Vo (b’e Lo do 2%
—_ T —_— —_— P ———
dg* \dydz 1737 ) 3q* 27 ’
ce qui est contraire & nos hypothéses.
On en conclut
20 b e
a=£—x,, —D_z—_o’ o, =X,z +g(®,y)

et b est une fonction de x, y, ¢ définie par I'équation :

b b . dg
bﬁ—{—s—i—l-xib-l—q)xl-l—ay—-o.
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. 2
Silon a X, =X, = 9 - o, on obtient le type VIII de M. Goursat :

|

q—bx = f(y,b).

Si'ona X,=X,=o0 en posant z,=72 —{—fg(ac, y)dy, on retrouve le type VIII.

Supposons maintenant X, &= o. Posons b = 8§(x), ax, =f§(x)dac.

En déterminant £ de fagon que

’ & +X’g= (l‘i) :X;,,y

& &
on aura :
M8 hl]
= = 4L '+ X, + —(x, y) =o.
s B’ ﬁbq+bw+|ﬂxs +q s+aw(x y) o
) n
En intégrant cette équation on trouve, en posant X, = X
b X’ + 10
A UM i

gX +0=c X+ o9(y,c,).

En prenant comme nouvelle inconnue z, = zX' —I—fe(ac, y)dy, on a:
, s, X s,
S‘:C‘X, q‘:i—;-}—?(yi—f).
En prenant comme variable x, = X(x), on retombe sur I'équation VIII.

2°X=i=0. On a b:cpe_xz—J;—asq—l—a‘.

L’équation (11) donne :

dlog ¢" .
2 4+ 3b'=o0

J v ’
a—i—ﬁlogcp —X'z24+ b

et, en dérivant par rapport a z,

da X! _D_b dlog ¢" 3 '

—_—— —=0,

hF4 2z g hF4
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b
d’oti, en remplacant %2 par sa valeur et en dérivant par rapport a z,
c .

]ogcp de, e ) /e da ~, A
3 ["\z(azX> E‘\YVH \~[ ( X”’E/]“"'

Nous avons déja remarque qu'une pareille relatlon doit étre une identité en gq.
On en déduit :

m=l@y)—e lxy), e =mn@y—¢ mn@y),
o —2zX' 4 3a, =k (2, ) — k(x, y)e .

En modifiant b, on peut prendre | = m = o, b = 9e” "+ lg + m, et
a=2X'— Ke ¥ + K, (x,y).
En portant ces valeurs dans la relation (10), on trouve
X' K

1 ) t =0, '2+Xm,:0
X dy

et on peut écrire I'équation donnée :

—x: DK,
SX +qX' = Xo(x,y,q) e (\y .
Le changement d’inconnue z, = — Xz + / K,dx permet de la ramener &
s=¢"g(x,y,q).
On peut donc faire dans les équations (10) et (11), X = —1, o =o0,
b =9(x,y,¢)e’. On en tire :
2
t3, =@+ L@Y).

Nous avons déja étudié le cas ou [ est nul.
En supposant ! Z=o0, on a:

q!—+ o

o =VIg" + alq + I,(z,y),

[ K
8-6

Vig* + 2144 +1,
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L’équation (11) montre que les fonctions ! ne dépendent que de y, et que, si
-on pose a, = «,e*, on doit avoir :

da, b, .
Ty—%—l‘—o, —D7+2&0+l(y)-—-—0.

On en conclut en posant Y' =2/, que I(y)=7Y, etona:
= VI,
C’est 1'équation VII de M. Goursat.
Cinquiéme cés. — Supposons que la relation (6) se réduise 4 une identité.
A=e(g+ O+, B=BG+O+8, CV+3D+b=1y(+C)+1,

les o, 8, y ne contenant que x,y, z.

On en tire
d log b" d log b"
(12) 5 = (g +2) 5~ +
dlog b" d log b"
(13) —5;—-:(.3(]-{-3.) ‘\g + 8.,

(14) W' =b'(vq +v) + 1.0 + 1.+ 0y, — 1)
Les équations (12) et (13) donnent :

dog ' | 2 B8, d, 2B,
T (1 g2 ) +ab—be |+ 2 - —o

v 1w Py o

Cette relation doit se réduire a une identité, puisque 1 + -;E n’est pas nul.
. B ‘q .

On peut alors salisfaire de la facon la plus générale aux conditions qui en résul-
tent en posant ' ’

dw dw
Lo 08 d 20 dx iz dlogh dlog h
. =-—10 -, — —_— — T ——— == _ g
PEw 8 PERle s a= b= = b=,

2z 0z

. b P
-et on en conclut sans peine que log—h— est une fonction de y ct de q:—e-+ o(x,y, 2).
: (4
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Un changement d’inconnue z, = 6(x, y, z) — et un changement de notation — nous-

ameéne alors & poser

b=h(x,vy,2) cp(q + 0(x, v, 2), y) + ql(x, y,2) + (2, y, 2),

. 20 20 dlog h dlog h
@« =0, ?:O’ % =5 pa—_———’ %, =) Pe — "5~
e oz & hF4

. -2 .
L’équation (5) donne alors %: v, et I'équation (4")

,(ye a'e> ¥y,

Q2w )z 4 22°

Ceci exige que

¥ _Yo_ oy, Y Y B
Wz ! dy ez ez =% Ty

]

d'ou 0 =2zY+ [ (x,y). Posons: a=A+4 .
L’équation donnée prend la forme :

dA W W
-O—Iy—+q—b;+3&-—h?(q+zY+l,,y)+ql+l.-

On peut prendre ¢ = o en modifiant les fonctions I. On a alors :

ey —0o Da_o ba<Y+bl,>_ba
=n=o O p\P T ) T

Si Y est nul, un changement d’inconnue évident montre qu’'on peut prendre -
fonction de y et ¢; a fonction de x et de p.

7!

Si Y n’est pas nul, remplacons-le par 7’- (Y, == o).

Le changement d’inconnue z, = zY, + f Y, !, dy conduit & la méme conclusion..
Or l’équation (14) donne

bb' = by, +qv, + v,

avec

b=h(s(y, ) +ql+1),  h=o.
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En dérivant la relation que l'on obtient ainsi par rapport & x, puis deux fois
par rapport & ¢, on démontre que ! et !, ne dépendent pas de x; on démontrerait
-de méme qu’ils ne dépendent pas de z; on n’a donc qu’a étudier les équations :

s = h(x,y,2)a(x, p)b(y.q), a"b'Fo.
La relation (14) donne

bb = bY + qY, + Y,.

La relation (1) donne une relation de méme forme. En écrivant que ces deux
‘relations sont identiques, on obtient le systéme

«(15) ‘)‘ +a Y, =o, « (16) -3—:+a’h’YI:o,
M dlogh dloga dlogh dloga .

«(17) ¥ o + " +p Y I » + ahY = o.

On a d’abord :

th2 Lh‘
(18) -——Y +h’Y’~_Y—-
. MW
1°Y,—=o. Ona— il it

En changeant b, on peut prendre Y, = 1.,
Les équations (15) et (17) donnent alors :

. I Ylogh a
B xdy +7F“a_y'(

log Y)
-dont les coefficients ne doivent contenir que x.
On retrouve les équations I et V de M. Goursat suivant que Y est nul ou non.

2° Y, == 0. En intégrant I'équation (18), on voit que, en prenant Y, =1, et en
posant Y, =Y/, =F(x,z2+4+Y)):

Un changement d’inconnue permet de prendre Y, = o, c’est-a-dire Y, = o.
Alors A ne dépend pas de y, et on doit avoir :

,__ 1 dlogh p dlogh a
W= e TR T TR

Y est une constante k.
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o d /1 . ; .
Si k& n’est pas nul, ——\~Z<—ﬁ est une fonction de & qu’on peut prendre égale-
) [4

4 —1. On peut prendre h = %, aa'=ak + p. Cestle type IV.

Si k est nul, on retrouve les équations II et III de M. Goursat.
Nous avons donc démontré le théoréme suivant :

Théoréme. — Si I'équation s = f(x, y, z, p, ¢) admet un invariant du second’
ordre pour le systéme @ — constante, elle admet un autre invariant i)our le systéme-
y == constante, et se raméne aux équations de M. Goursat, si elle n’est pas du pre-
mier degré en q. '

Si elle est du premier degré en ¢, une transformation qui est un cas particulier-

- d
de la transformation d’Imstchenetsky la raméne & I'équation s = \iy-f(oc, ¥y, 2).
N e




CHAPITRE 11

/

Le chapitre précédent montre que nous n'avons plus qu’'a étudier les équations
s = f(x,y, z, p, ¢) qui admetltent un invariant d’ordre n supérieur a 2.

Soit u(x,y,2,p,» p,, ..., p,) un pareil invariant pour le systéme X de caractéris-
tiques. M. Gau a démontré qu’il peut toujours se meltre sous la forme :

O=1[p,+ 4@y, 2,05 - s P )IAZ, ¥, 2, DDy - - s D) s

I'équation p, + ¢ = o élant en involulion avec I'équation donnée.
Deux cas peuvent alors se présenter :

1° Il existe une fonction A(x,y, z, p,) vérifiant identiquement la relalion :

oy A A LA y

L'invariant u peut alors se mettre sous la forme :

M= A(.’L’, Y z’pg) [pn + \P(.’E, Ys2,Py - - "pn—c)]‘

2° Il est impossible de trouver une fonction A(x, y, z, p,) vérifiant E,'(A) = o.
L’invariant se met alors sous la forme : \d '

H j— pn + "}’(w’ y‘ z’])a’ |t '7pu—:)
pn——k + 0(.’17, Y2 p;’ e ’pn——k—l)

I'équation p,_, + 6(x,y,2,p,, ..., Pr_y_,) = O étant en involution avec 1’équation
donnée.

Supposons que II soit I'invariant d’ordre minimum et examinons successive-
ment les deux hypolhéses.
5 Fac. des Sc., 3¢ série, t. XII. - 19
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1° Je dis d’abord que 1'équation s = f n’admet aucune involution d’ordre infé-
rieur a n.

En eftet, si s = f était en involution avec p, , + ¢, (2, y,2, ..., P,_;_,) = O,
I'expression

Hg == [pn—h + l‘!’;(w’ y’ zZ, ""pn—h—i)}A

serait, d’aprés la réciproque du théoréme de M. Gau (*), un invariant d‘ordre n — h,
ce qui est contraire 4 I'hypothése.

Comme il est impossible que 1'équation admette deux invariants distincts d’or-
dre n, on voit ;;ar le méme raisonnement que 1'équation ne peut pas admettre deux
involulions d’ordre n pour le méme systéme de caractérisliques.

2° Dans le cas ol I'équation s — f est en involution avec chacune des deux
équations

P, +¥=o, TPy ¥O=o0.
- Nous allons d’abord. démontrer que I'équations ne peut pas non plus admettre .

deux involutions d’ordre n.
On devrail en eflet avoir simultanément dans ce cas :

) %HI .‘\i.i.f—s—"%+ (%-) LA ('Zl;_f> L (Z;—,,i.j):(pnw) %{—

l“z (\p’ apn_l
2 0 0 df> 2 a-* J> NN Y,
y et b_p‘+(——. ‘ij+...+<dwn_, Bp,,_,+<dao"_‘)_(p”+e)b_ﬁ:'

dr

En retranchant membre & membre, et posant © = ¢ — 6, on aurait :

do | e | Do (df\de I e Y
o Frageg @ @ uo=

On sait que

& o
(%) :pi—l—x:\fﬁ:_l- F(:c,y,z,p,, ""pl)'

® T. G., p. 26.
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Si donc on dérive l'idenlité précédente par rapport & p, ,, on a, en posant
dw

‘\Pn—g

Dco do’ 7df da=f 2
+ ‘\z + da:>p “'+d ’\p"‘

Cette relation exprime que o' est un invariant de I'équation s = f; comme il
est d’ordre inférieur & n, on doit avoir o' = X. '
Si X==o0, on peut prendre X =1 et w estalors égal & p, ,+ w,(x,y,2,p,. ..., Pu_y)-

En portant cette valeur dans la relation (2), on trouve :

o, o, a LAY do o
vy +f (dx> T (dx"‘“ . A (PHJF"”T

I’équation p, ,+ », = o scrait en involulion avec s = f et on pourrait former
deux invariants distincts d’ordre n :

Pty PO
pll—l + wi" p"—l + (.I)’

, ce qui est impossible.

On doit donc avoir X = o.
Supposons alors que :

dw dw dw dw

Dpn— 2 ‘\pn—a bpn—ﬁ—“ bpn—h

I'équation (2) s’écrit :

~

_ .Y

dw dw do <df>bw <d”‘"“f> do
.o+ —_—=w —,
P p

dJ)"_h:

~

et le méme raisonnement nous aménera a la conclusion = o. Il faut donc,

pn—h
puisque l'équation f ne vérifie aucune relation de la forme E,'(A) = o0, que v soit

identiquement nul. C. q.f. d.

Il est intéressant de remarquer qu’on peut, par cette méthode, pénétrer plus
avant dans la connaissance de la structure de l'invariant. Nous reviendrons a celte
question dans un prochain Mémoire.

Dans ce qui va suivre, je vais me proposer spécialement de rechercher s'il existe
des équations de la forme

s =f(a?,y, z, D, Q)
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qui admettent un invariant d’ordre supérieur a4 a2 pour chaque systéme de caracle-
ristiques, c’est-d-dire qui soient de la premiére classe.

Il est bien évident que, s’il en est ainsi, I'équation est en involution avec deux
£quations :

pn +4¢($, y’ Z, pl' b "pn—-a) =0,
G+, y.2,4, ....4,_)=o0.

M. Gau a établi que, si I'équation

YA QA daf d* £\ A .
E (A)__‘—+I| 2z f <d.’17> p +"' +<dwlc‘1>$;+A(\_p‘——o

me peut étre vérifiée par aucune fonction A de x,y, 2, p,, ..., p, pour k = o,
1 ou 2, la fonction f doit vérifier les deux conditions nécessaires :

o VS
G =y Oy gt

2 aa, aa’ Ba‘ Al Qd D
e e derl]

dy z
if >f  Rf
+ (m 1)[\1) o ‘Dplaz +fbp.bq,_ + 37 +Dp!+aq o,

a et «, ¢lant simplement fonctions de x, y, z, p,, pour pouvoir étre en involution
avec une équation du systéme X d’ordre quelconque supérieur & a.

Si I'équation s = f est de premiére classe, il est clair que la fonction f devra
vérifier les conditions

C,(x) =0, C,/ (a) =0
et les deux conditions :

Cy(p) =0, Cy’(pl) =0
{
qu’on en déduit en permutant les variables x et y.

Le troisime chapitre de ce travail est consacré & démontrer que les quatre
conditions sont incompatibles.

Nous allons maintenant montrer que, lorsqu’il existe une fonction A telle que
E,*(A) = o pour k = o, 1, 2, on peut remplacer la condition C,(2)= o par
une condition analogue I',(6) = o, la condition” C,(«) = o élant remplacée par
E*(A) = o.
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Supposons donc E,*(A) = o. .
- Si I'équation admet une involution d’ordre n avec I'équation p,+ ¢ = o d’aprés
“un théoréme de M. Gau (') plusieurs fois invoqué, I'expression A (p, + ) est un in-
variant d’ordre n. Supposons que n soit I’'ordre minimum d’involution. C est aussi

-I'ordre de I'invariant d’'ordre minimum et réciproquement.

Nous sommes donc dans les conditions d’application du théoréme démontré par
‘M. Goursat (*) a la fin de son second Mémoire : I'équation s = f admet un invariant
d’ordre minimum n, et n’est en involution avec aucune équation d’ordre inférieur.
“On a donc forcément k = 1, c’est-a-dire qu’il existe une fonclion A non nulle, et

fonction seulement de «, y, z, p,, telle que :

L) N
t‘(l) —)—y' ‘az-l—f . p = 0.

Dans ce qui Suit, nous supposerons la relation (1) vérifiée et n représentera
.I'ordre minimum d’involution (n > 2).

Lemme. — §'il existe une expression 6 fonction de x,y,z, p,, ..., p,_, telle que

J'on ait identiquement :

0 20 26 A sd S Af
L +—Dp,,_k<d_———w _k_,) tivg=o,  o<k<n,
-elle est de la forme . 0.= X0

Drabord, si i = o, 6 est un invariant d’ordre n — k; il faut donc que 6 =X,
4l est de la forme annoncée.

De méme si 6 =o :

Si 6 et i ne sont pas nuls, 6n peut poser : 6 = ¢

it

, et en posant A —=e¢*, on a :

ot ” ot T o dRN S v
RO g e () by =

Dp . Df

\y q \Z fbpl Dpl—O:

-d’ou :

W= a—pw)  A(r—p) v —p) fd"*f ‘
% to——+f P, + ..o+ T <dac”"‘“>:0'

() T. G., p. 37.
(M M,, p. 462.
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Puisqu’il n’existe pas d’invariant d’ordre inférieur & n, il faut que © — p = E(x).

Or i — ! H) — i)

X On a donc- 6 = X3!

C. q.f. d.

Ll

Je rappellerai d’autre part les résu]tats de I'élégante étude que M. Gau (*) a faite-

df) Ila demonllé que l ona:

des expressions (

a_, ¥

o =Dy, '5'[')‘1 + pth + Pi, Mi + ...

+pkM¢'+ Ki(x7y> z, ---,Pk..,),

les coefficients M, étant indépendants de p, ,, p,, ...
étant i — h + 2.
de «, v, z, p,, p,, et on voit facilement que l'on a :

, D, et I'ordre maximum des.

dérivées contenues dans M, En particulier, M’ ne dépend que

AN LY MY
v m ()] S
ou, en développant
D gf 2f f b”f M M(\
(2) Mi—“"[ p, Qx\p+p\z\p+fbpbq +Dz+n\p Dq'

Ceci posé, la condition d’involulion s’¢crit :

@ Frades (D) (D) () =0 L

p ! Dp?l—l

Dérivons par rapport & p,_, en posant

2 Yy
bl - 2 ’
apn—l D[J n—1

q]':

on aura successivement :

, B T (df \ Y (c_l_‘:J_’> M
Gyttt et Ty o\ ) T
D&]&” D'*l’" D'll” dj‘ ) DLII” D"lr " dn— > : y D
W %y +q$+f‘a;,+(—5 p bt s\ ) Ty T
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L’équation (4) est de la forme qui reléve du lemme. Elle donne "= X, et on
en conclut :

4" - )‘Xpn—i + “Pq(a"’ Y2 pl’ . ‘7pn—2)

la fonclion ¢, devant vérifier la condition

o, Dﬁ M, (AT f af n—t
—‘\-.)7 +q +f \[) SRS P,y (dx"—u> +X l,d =3 Mn—t =

-en posant, comme I'a proposé M. Goursat,

a=f af > f n—s ,
Ldl" 2 | — <d.'l?n_’ —pn—x(Tp_'_pu—z Bln—s +1{('rl Y» 2Py - "’pn~3)'

Si on représente par ," et ¢," les dérivées premiére et seconde de ¢, par rap-
port & p,_, legahle precedenle donne successivement :

“LP LA AL i (4 > R (d""’f> S ——
T p, et Py a<dw"‘ . P \dz—) T “P‘ p XM

D‘P‘” d ‘P n \‘P L\"P‘” dn—d D-II " dn— . (‘f

Y +4q 32 +f \p, -+ T <dx"“> + \p"‘,<d ,,_,) + 2, «Tﬁ =o.

L'application du lemme montre alors que ¢, = X, Nous poserons
‘Lnlle-,‘gpn—z —*—k!",({l/', Yz ""pu~3)7 4,":_.L_

‘On a alors

M 3, D L a—*
~"+q—4”;+f—\;—'+ . <—\ f)

dy &z P, \oax

n~3f '\
+ 2*X l: T —I— . + /XM"" o,
dx ‘P ap

‘\’—4”'+qb—qi’;/‘w”+... +i(ﬂ)

dy. \F p, ap,_, \dx"™*

> ,
+ 3 % WX =0
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D’une fagon générale, supposons qu’en posant :

Y,
\zh _'Xh—x)‘hpn—h++h(w’ y! Z, “"pn—h—x)7 n_h>37

on ait la relation :

L Mo (4
5y M n b M <__.
Oyt +fbp. e T \dT
ST Ly e ¥
+ X, 4 I:'CE:TFLZ—_. + X, M"_Z + (h— 1)"“"{;: o.
\‘L . ‘ ' ‘\,";’h " ol "
En reprcsenlant par ¢, et T par ¥, on a successivement :
n—h—1 P yu—h—
? q/h, 2 "l’h' o, ‘\'!Jh, dn_h_’f
Yy +q 3z +f:—]7. + ...+ D——_pn—h—i <_—\Ln——h z)
\
+ X, A MR - Ry Yo f: o
n—h—1 ! \p

et

D"l’h” DLPh" ‘)"I’h" D"'{h” dn—h—zf ) . (\f
iR g oW g

Le lemme montre alors que §," = X, 3™, et on peut poser
het
"l’h' = Xh)‘ ‘pn-h—i + q’h—H(w’ y’ Z, pl’ c ’pn—h—s) *

En portant cette valeur dans la condition que vérifie §,, on obtient la relation :-

o W " 4» M, [d"—h— f
h i1 h h~H h4-1
(6) ‘\y + q + f e + —Dpn_h_, dxn——h‘
1—h—s
4 -1 f n—h—1 \f
+ X, [d =i | X M R, ;p =o. .

La loi est donc générale. L’applicallon réilérée de ce mode de calcul nous améne-

donc & une relation de la forme

L Vs DP,,_a<df > ' f
R= ‘\y + «\Z +f dx +Xll—l dx?

of N
+(n——l;) Vs 7 — + X, NT'M = o,

ou Y, , est une fonclion de x.y,2,p,,Dp,-
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Cette relation R constitue en général une condition nécessaire simple que doit
vérifier la fonction f. On apercoit cependant que cette condition s’évanouit dans le
cas ou X,_, et X, ‘sont nuls simultanément. La relation donnerait simplement

Y — n—s
danscecas ¢, , =X, A"
Plus généralement, si I'on a X, = X,_, = o, la condition que doit vérifier J,,,
hw

se réduit a J,,, =X
On a alors

< h R
“Ph =A ‘Ehpn—h—l + O hors (CC, yi 2y nn ’pn-—h—z)j

La relation (5) donne alors :

dn—hi n—nh

b"?h—»—n D‘DhJH (l’h+| DLP,H. (d'l~h_3f>
_.S_y_.. + f e 3]),,_;,‘2 dmn—h—s
ll-h —2 a
N, L1 X = 4 (h— ), 5}{ =

~ Si I'on compare cette relation & la relation (6) on voit que la condition en §,
-est remplacée par une autre en tous points identiques, & cela prés que dans les

n——h—e
coeflicients de I:d n_hj, et de ‘\;f h est diminué d'une unité, ainsi que dans
cp .

I'ensemble du symbole X, , A" M"::‘:' .

Si donc dans le calcul qui nous améne & la relation R et qui nous donne une
suite de n — 3 relations ol figurent les fonctions ¢,, ¢,, ..., §,_., les fonctions X;,
qui figurent dans la méme relation, s’annulent simultanément pour k de ces rela-
tions, nous retrouverons encore une derniére relation en ¢, (x, y, 7, p,, p,), mais

d )
ou le coefficient de ['E{] sera X, X" celui de —b‘—lf)' n—zs N—Il—14 et ot le der-

nier terme sera

% N N—k—k N f k3 —
&) Mk+3 o.

La forme générale de la relation R sera donc

R L T e [ bd.«n_s<df>
K=y ta o s

d
+ X n—k—s[ f:l + (n k’ __4) ‘;," __.f )\n——k—-aMk—H«: o,

-3 Dp k43

ou le nombre k est certainement inférieur & n— 3. 11 ne sera égal & n— 4 que si
toutes les fonctions X;, &, ... sont nulles. .

6 Fac. des Sc., 3¢ série, t. XII. 20
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On aura alors
V=0,0,5 2D . Puy)s
o,

’.—. ——
VW =1"—=0o,
Py

b, sera indépendant de p,_,. V=24 =@y 2..,p_)0
sera de méme indépendant de p,_,, el ainsi de smte de proche en proche; {' ne
pourra donc étre fonction que de x, v, z, p,, p, .

La relation (3') doonera alors en posant

V= Yoy (z, Ys z7p|’pz)7

D yIJ‘I"—K JJ"—"X L"“‘ b " N—3 / df n—yq
c\y +q 2z +f L\ \p d.L’> Mn~c

C’est la relation R (%), oli on a fait

SN
i

k=n—4, X =—o,

La fonction f devra donc toujours vérifier une relation de la forme R ou la
fonction &(x) au moins est différente de zéro.

Posons

"\‘Ju—:;: ” e (‘CL‘ y’”7p1’p$>

La relation s’écrit :

g g o <df ) ~ LS . rhy
by+q‘ 2 T \p,+ p, \dx RN [l e

et en posant k + 3 = m, on aura en supprimant, comme nous le ferons désormais,

=/

les indices de p et g et posant p, =1r:

Y] Y] N} ?g< > [ ]
W+q—b7+fbp+bl‘ AX

. d[\f AR R A
+‘<m[daf\‘p +Bz+0p"aq =% m>3

(*) C'est, au fond, a I'établissement de cette relation dans le cas particulier des équa—
tions linéaires en p et ¢ que M. Gau a dit de pouvoir terminer la recherche de celles de

ces équations qui sont de la premicre classe.
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avec

rdf 3/‘ of S S
d.’L') D_ p\z q+ \p

<%(M>>= e

\op dxdp dzop p g op
df Y ¥ A
<2 ST dp 2P Az op +f paq Dz+ op o )
>/ D“f ANV
+bac’+2p dx R Ay \z\q :\_zb—q
v/ W RN (Y
T X g f'af/“+f<‘q/

que nous écrirons souvent :

(2 )=r2
\p’

dx*

les coefficients C, et C, ayant une signification évidente.

On peut tirer de la relation ¢ des relations plus simples. Dérivons par rapport

a r. On a successivement en posant :

o) Dby Dg f ‘i"(ia.:f.>+29"§1{+gxx§—;{;=o,
® Ltg’l \g H 4 () i =e

1° X == 0. On peut, en changeant ¢' en ¢'X et £ en %X, prendre X —=1. La
relation (8) montre que ¢g" = 2X,»*. On peut poser : :

g”: 2[Xg)\3r+)\26(x3 Y, Z,p)]- h

La relation (7) donne alors :

26 20 d ’
g8 ] +X‘[df

(9)
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Remarquons que la condition (1) peut s’écrire

sl ) mG) s =

\

d’ou

o slsE]slHE] f\p[\p< )]=55-

On aura alors :

O I O R IO A B

qui, si X, n’est pas nul, s’écrit immédiatement en changeant la signification de 6 :

0 L0 f +(‘f+p3[+f%>:o.

Dy oz N

Al T I3 . ’ .
En posant 6 = —, cette équalion s’écrit :
A

E e Ty S (j +p‘f+JLf>=0-

dy hF4 op p 0z

Cette équation, jointe & I’équation (1), exprime, comme I'a montré M. Goursat ™),
que ¢ = A + 71X est un invariant du second ordre de 1'équation s = f.
Supposons X, = o, l'équation (11) donne

d /0 :
0+$<7>:—X2.

| ) N
g" = — 2\* L)&, + 7 (—:\—)] et on peut poser :

d
g’:——a)’[‘,‘i— TI-’<% ]’ + (2, y, 2, p)

en changeant la signification de 6.

) M,, p. 36.
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La relation (6) devient alors :
20 20 20 RN df Em > f
SR R 1o | B R -

-qu’on peut écrire en changeant la signification de m et de &

T e DN

dy
*f ’?f af > Df o bf gof
+ m(“m‘p TPy f‘p“q Ty

\_/

E étant une fonction de x seul, qui peut étre nulle, et m étant un entier égal & 2.
Si £ 3= o, on peut toujours le faire disparaitre en ajoutant & cette expression

I’équation (10) multipliée par £ et en appelant 6 l’expressibn 6+ %(%\-)
2° Supposons X =o0. -
Si £ == o, la relation 3 s’écrit :

M, 9 g (df) il_(_bj_f) (bf ¥y
Ty—+qbz +fbp+ar dx +ms dx \ dx +8 W

Si £ =0, on peut remplacer la relation f par une relation analogue ot & = 1
et m=n-—r.

On peut donc toujours supposer qu’on a une relation de la forme précédente,
.ol £ n’est pas nul et ol m est supérieur ou égal & 2. En changeant g en g%, on
peut prendre & = 1.

Alors la relation (7) donne

9" = mX, 1%, g =m[X ¥r+ My, 2z, p)l

-et la relation (6) s’écrit :

D d N
:‘i+ e ‘°+xx[ I_J_"
oy

C’est la relation 1',, si X, == o.
Si X, est nul, on en tirera

=[x+ 2(D)]
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et on pourra poser, en changeant la signification de 6,

2
g = — mk [X, + ¥ (%)] + 0(x; 5, 2, p)-

On aura alors :

2 ] 2 Y /N[ d /f
g rrg—m oy ()] % ()]
J A )
AT
ap \1]

C’est la relation (12), oll £ = o et m est un entier supérieur ou égal & 2. Comme-
dans la relation (12) on peut toujours faire & = o, nous arrivons dans tous les cas.
a la relation

R A VI EA R

\f Ao df
DRYEE

ol m est un entier supérieur ou égal & 2.

Mais on a :
of d d
d)p Yy Ty, +jbp
en posant u = — log . Donc :
du d dp.:l Dpt[df—l
[dac ] by[ ] 2 El_a—c]_*_f?ﬁ dx + p Ldx_
) 2 ] } d
et-en remarquant que — A— Y <%> = — 3% et remplacant 6 par 6 + m [F-;—J’ la:

derniére condition s’écrit :

20 W rdf o A
——+q3;+_/'-b—§——m)\)x[%il+——+ =o,

dy 2z )p g

que nous pouvons écrire :

- ¢ Q p) WY )
Fx<<ﬂ>5%+qbi +f——7x<f f+f f> \£+‘\£ af;
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De méme, en permutant le réle des variables « et y on démontrerait que s'il
-existe une fonction w(x, y, z, ¢) vérifiant la relation

du ?f
YT

’

dp
—D_x+Pb_Z-+f

il est nécessaire, pour que la fonction f soit en involution avec une équation de
la forme q + 9,(x, ¥, 2, ¢,, ..., q¢,_,) = 0, que f vérifie une condition analogue

I,(x) =o.

Dans le quatriéme chapitre de ce travail, nous chercherons s’il est possible de
‘trouver des fonctions f qui ne soient linéaires ni en p ni en ¢ et'qui vérifient simul-
tanément les conditions

EO)=o et I',0) =o,
et

E'(m)=o0 et I')(x) =o.

Enfin, dans le cinquiéme et dernier chapitre, nous montrerons qu’il est impos-
.sible de trouver une fonction f qui vérifie A la fois les conditions :

E,(\)=o et I, =o,
et
C,(B)=o avec C,(8)=o.
Il en découlera qu’il est impossible de trouver une fonction f qui vérifie & la fois

les conditions qu'on déduit de celles-14 en y permutant les variables x et y.

Nous supposerons toujours expressément que f n’est lindaire ni en p, nien gq.
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Supposons que la fonction f ne vérifie, pour. m ou n égaux & o, 1 ou 2, ni la:
condition :

BP0 = bt s ()R (S

dx da™* ) p,,_,

dx™* \p Dpl =9

ni la condition :

- o tv~ af ) o (d""f dp
L _ - — —_— —
S =g+ R +(5)5 +(5=) o

dy /) 3q
a d
+ ( 7L—‘fl‘) - ¢ _‘f— ==
dy d dq,
X étant une fonction de x,y, z,p,, ..., p,.;
p étant une fonction de «, y, z,q,, ..., q,.

L’équation s = f(x, y, z. p, q) ne pourra admettre deux involutions simultanées.
de systémes différents que si f vérifie A la fois les conditions :

Doc ba d >
0 i+ ih=o,
, ba do, Df \f (f
(1) g f-37+(m—1)a<am P I
»f R AT R R A
+(m— )<\pbx pbpbz+fbpbq>+32+$b_q“0”
[ (L ¢ D
() Pt b=
o) qetpe s a—np(L el rL)
*f f f VY
+(n—1)%q\y aq\z+f\p\q)+ BT

2 P ¥
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. v ff /
« et § ne peuvent étre nuls sans que T et le soient, ce qui serait contraire
a nos hypothéses. Nous pouvons donc poser :
_Ya da__a B__b*b.bb_ v
Toprtdp ad’ YA Y R T

a" et " étant différents de o, a étant fonction de x,y,z, p et bdew,y, z, ¢, On a

alors :

3 °1’ ' 31 ' °1 ' bf—B

3) Eoga +q5;loga +fa_13 oca+$— (@, y,2,9),

da Jda — 4B 4B

(4) 5y \z+f— aB + B,(x,y,z2,q9)

et de méme

5 & b 2 b gt + v

(4) ﬁlog +pa—zlog +f@ og +W——A(w,y,z,p),
‘ 26, bb

(6) 3% +f “bA+A,(w,y,z,p)-

. . [

Ces relations nous permettent de mettre les conditions (1) et (2) sous une forme
plus simple. En effet :

S
proc+pbpbz+fap\q dz <bp>:|

et, d’aprés la relation (3),

£ 0081 hwee] o & e ] e
’ df
— S;)loba l:(%:].
En portant cette valeur dans la relation (1') il vient, si on change @, en

[ d ,
a, + (m—1) [% loga],

y 2 dy o 2B B\ A AV
() Teta g i e (5o + PP ) T =

7 Fac. des Sc., 3¢ sérle, t. XIL 21
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et on a de méme :

W WM AN Y Y
() TP -)(ay+qbz +fbp>+ +

. b‘
Les égalités (4) et (6) nous donnent deux valeurs de J

W, eton a:

Nl a B o 1, "B, X, b YA o 1 %A,
S (S E T o . \yz 5w () o
p* | da | g apt ol da ) ) N} K dh / Q | b ) op

op op dq g

les lettres a, A sont seules fonctions de p; les lettres b et B sont seules fonctions
de g. On peut donc, sans confusion possible, indiquer par des accents aussi bien

les dérivations par rapport & p que les dérivations par rapport & ¢, et, avec ces
nofations, 1'égalité précédente s’écrit :

) -a_ " " -I— " . i)" " .l_->” B
@ (F) e+ (F) e =(57) &+ (5) &

La discussion de cette relation est longue mais simple. Pour montrer sur un
exemple & quel genre de calculs on est conduit, supposons qu’on ait & la fois

1 " I "
F= G

<-;—,> ne dépend plus que de ¢. Si <—6'T> était nul, b' serait constant et " nul,

ce qui contredit nos hypothéses.
Nous pouvons donc écrire

b= b=l bl

les ¢ étant des fonctions de %, y, z.

b
Si on change b en — — o,, I'équation (6) montre que seules les fonctions A,

1
qui sont arbitraires, sont altérées. On peut donc prendre
b=1log(q+¢)
et de méme :

a=log(p+1).
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On a donc

B'(g + ) =A"(p+ ) =wxy2).

B=uw(q+¢)log(q+9)+oq+o
A=ow(p+}) log(p+ Y +o,p+o,

les » étant des fonctions de x, y et z.

S
op g
par leurs valeurs, on obtient :

Si on calcule

au moyen des relations (4) et (6), ot on a remplacé a et b

B, —w,[1 +log (¢ + 9)] = A, — o, [1 + log (p + V)] = 0(z, y,2)

et

Ay=op+{)log(p+4)+p+0,
B, = w,(¢ + ) log (¢ + ¢) +Cg -+ 0,,

les 6 étant des fonctions de , y et z.
En comparant les deux valeurs de f, on obtient sans peine :

R d g

Cette condition exprime qu’il existe une fonction =(x,ly, z) telle que I'on ait & la
fois :

T | dt T, ot

Tyiw YTuw

En prenant - comme nouvelle inconnue, on raméne la fonction f & la forme ;
S=rq(glogp.logq + g, logp + 3, l0g ¢ +3.),

les o étant des fonctions de x, y et z, et B = ¢(v log ¢ + 9,). La relation (1") devra
é&tre une identité en ¢, si on y remplace B et f par ces valeurs.
En écrivant que le coefficient du terme en log® ¢ est nul, on obtient :

soit ¢logp + 9, = o, soit (m-—1)g + ¢(1 + logp) + 9, = o,

c’est-d-dire ¢ = g, = o. f serait du premier degré en ¢, ce qui est impossible.
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Dans le cas général, I'égalité (7) s’écrit :

<a >Vl < b >ll

—a_: B’ Bl” ZT A" A{u

(8) L>l/' <L\” + _I—>ll - <i_ " L>r/ + _I_ [
@ @ G HE @

en dérivant par rapport a p et ¢, nous oblenons I'égalité :

) P ) e

! e GG

La discussion de cette relation ne présente aucune difficulté. Nous n’exposerons

I " 1 " a \VI b "
le cs énéral, ot —> , <—> , <—— et —> ne sont pas nuls.
que le cas geé ou <a’, X a’/) b p

On peut alors écrire la relation (9) :

(b)” ’ <a>" !

B" ' F A ' ‘a—v

el [ st ]
(7 )

et la relation (8) donne alors :

" I "
. 1> —A' e ({-) —B/
2 = = —4,(x, 7, 2)

& @

et

a @, b o,
A‘z?izr‘f"j"*‘“sl"f"au B,Z%F'*"gr'*'.ﬁ;dl"‘&
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les « et les B étant des fonctions de x, y et z, eton a :

2 2 b

froge e =a(TE R ) < B g g,
_&‘ p__*_sbr:b(a?"‘vg_*_ap_i_ \_{_ ‘Pi+“?s+ap+a
dx dz a ! d

En changeant a en ak + u, b en b\ + u,, les X et les u étant des fonctions de

@, y et z, il vient aprés un changement de notations :

d d bz by
RRPLCIO L il Pl Tl TR +o,
dy 2z b !
Db , aby +av, + by, + g,
+q\ tob =E TR T T T g g
2z a
On doit donc avoir
da da b b
a1‘+d2—$-—q—b—z‘ bB +B—-T’1;__p3;
ar~ ‘ - br .

Dérivons successivement par rapport & p et & ¢; il vient :

! \b

da 4 !
' 2 2z
- <T> = <T> =o@ 2,

da _ da b b
g-$(wp+w.% > = (wq + o,).
Puis
2 Q
a11+as_%§ blﬁl—l_.ﬁu_\—b—
Tt po = 4 o, = — 0, (@1, 2)
et
da da N/} D)
:\7_ p(Pw + )+ ax, + «a,. E=;—Z((1w.+%)+b?.+ﬁw
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Pour que les deux équalions en a soient compatibles, il faut que :

Dm‘ dw, da,  da,
["( Ty TR T T [T Ty
da aC+D "
qu'on peut écrire > = Api g avec C = o, sans quoi (—;—;) serait nul.

On aura d’ailleurs :

5 = DTS,
d’ou
‘(aC+D)[<»B—w.A+p%+‘;§ lOgC(A +B)]
:<%12__Dblogc>(A +B),
et on a successivement :
“C+D=2§:elf’ a,_()pjl—e"

C o . \" . . . )
ce qui est impossible : <717> serait nul, ce qui est contraire & nos hypothéses.

11 faut donc que % soit indépendant de z et que

B dlog C
wB—wlA-i—y—-B gf =o,

A dlog C . A . 2y
ol —A n =0 C est indépendant de z.

. D . ; .
Si < est indépendant de z, on pourra, sans changer la forme des équations,.

D .
changer a en a, — oL et on aura :

da, G dot <a,>"__o
p  Ap+B’ a'/)

ce qui est contraire & nos hypothéses.
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Il nous reste & supposer G = o; alors, I’égalité qui donne a’ doit étre une iden-
“tité en p.

der, - da, . . v .

20,0 et il est possible, en changeant a en a)\(x,y) + w(ax,y), de
ramener I'équation 4 une forme identique ou «, et «, sont nuls. On est alors ramené
-4 étudier les systémes :

da da (po + da _ da
"0 po + ), = (po, + o),
db b ) db b )
E_B—(—].(qw-*—mzy E_Dq(qwl—i—wz ’
L’étude précédente montre que 1’'on a :
w dw, dw, dw,
F:}T = 32 0,0, + 3 = ww, + v,
dw . dw, dw, . du,
e~z 040y dx = oo, dz
‘On en tire :
dw, do, . dw
Sy == 0o, + 3z —w,w,.
Nous pouvons prendre
. Qh dh
N Y
-et poser
] 0 hli]
w = —log —, "— =0
2z g 2z Dz:i:
On a alors : -
2h + 4 1 % h—logZ +1
=— 4 = 0g——h—
Stz g3 0g Z + log u(x, y).

N
En changeant 6 en i, on a h = log 20 + log Z.
: u oz

3
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On a alors
N lo AL J \ 20
w, = — —_ g —_—
T 8y 9Ty %%y @
et \
#0200
do, 2z* 2Lz dy dz iy 26
w T T (30)2 My 832
2z oz
et
hJi] %0 dv(a, y)
0w, — = —  —
9z dxdy dac dy
On peut changer 6 en § — V et on aura
%0
QT dy
T
2z
d’ou
6 20
a:ﬁ(m,pﬁ-{—ﬁ).

o 0 6
De méme b = f, <y, q$+§>.

Un changement d’inconnue nous raméne aux formes

a=f(xp), b=/,(y, 9.

Toutes les équations que nous retenons auront donc la forme

aby + ag, + by, + ¢,
§= ,
a'b’

a et b étant des fonctions respectives de @, p; y, q; et les » des fonctions de x, v, z.

ReMARQUE. — Cette forme ne change pas, si on change b en bY + Y, et a en

aX + X, .
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Nous allons maintenant écrire que la fonction f vérifie la relation (1"). Si nous
- N
posons

\

Q et Q, étant des fonclions de y et de ¢ seulement, on aura :

ap + ¢,

A=

ag, + 9,
a

S=AQ+A,Q, avec A=

b
et on voit que B = —(Pb—{—(fi: ¢,Q + ¢Q,.

Remarquons que si A ou A, sont nuls, I'équation peut s’écrire :

f———f.(% (I)fg(x:y, er);

elle vérifie la relation E () =0 avec p = L Nous pouvons donc supposer

VALY
" b "
A et A, différents de zéro, et p11isque'<;—,> et (»b—,> ne sont pas nuls, on pourra

supposer

Q4o0,  Q'+o.

L’équation (1") donne alors, en y remplagant o, par o :

dx \u
“y

(Q ‘°‘+Q )+(AQ FAQEQ +5Q) |

+Q +Q.\ (AQ+A’Q)(AQ’+AQ)——0,

+<m~1>[Q“P'+

i\x

que nous écrirons :

0 Fraralig eemn(end)

hF4
Ja ((P ncp 2 B '
Q[ Earm—n(Epd +$] + QQ'[AA' + Ag,(m—1)]
+QQ[AA+ A, otm—1)]+ QQ,[A'A, + Ag(m—1)] + Q'Q,[AA, +A,p,(m—1)]=0,
8 Fac. des Sc., 3¢ série, t. XII. 22
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ou encore :

Qx

(10) g+ QL0+ AQQ +hOQ/+KQQ, +KQQ =0

les coefficients I, [, &, A,, K, K,, ayant des significalions évidentes.
Mais on a

Q,=0Q, Q' '=0bQ +1, bQ=r.

On peut donc écrire

d )
(11) —‘%+q£+Q(l+bl,+bh,+K)+QQ’[beh,+b(K+Kl)+h]:

et en dérivant par rapport a ¢, on a successivement

ox

(1) Ly Q [b( 3R+ 1+ 2K 4 K, +(QQY [0k, +b(K + K ) +-h] =o.

, o Q"
b(l, + 5h,) + | + 3K + 2K, +QQ,,(1 +3h) + g (20h, + K K
(QQY’

o [0 0 (K 4 K) 4 1) =

o, .
Lo+ o) ) rale o (ow) + o]

+ (2bh, + K +K,) [(Q)Q + (gg) + <(Q(?,, )> [b*h, +b(K +K,) + h] =

+

’ !
’Si (—2 + <Q&Q”> était nul, on pourrait ramener I'équation donnée & une équation

ot Q," est nul. Nous pourrons donc écrire I’égalité précédente :

(12) L+ 10Q,+(2bh, + K +K)Q, + [6°h, + b(K + K)) +R]Q, =

les coefficients Q,, Q,, Q, étant des fonctions de y et de g ayant des significations
évidentes.

On en tire :

Q0+ 29) + b+ K4 K (@ ) + QU 18, + (R + K 4] =
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Si h, était nul, on aurait, puisque A, 5= 0 :

A +9(m—1)=0.

Si ¢ = o, cetle égalité est impossible. Si ¢ == o, I'égalilé s’écrit :
(a ,+%<I>,+(m )=o
» a'> ¢ \a' -

Cette égalité montre que s devrait n'étre qu’'une fonction de x seul, qu’on

N . . a\' o .
pourrait annuler en modifiant a; on aurait alors <?> = 0, ce qui est impossible,

On a alors :

K+ K

0 (e 28 (0 &) s (o BB ) o

(13) Q'+ Q

S Q 1 1

Si on dérive cette fois par rapport 4 p, on obtient :

(14) %(EJ,[—K) (o4 bQ;’> + Q%(hi) —o.

Premier cas. — Q,/ = o, c’est-a-dire Q, =Y.

% = 0. Dans ce cas 1'égalité (13) montre que Q,'+- 2 6’: o.

Les égalités qui définissent les fonctions Q,, Q,, Q, montrent alors qu'il faudrait

1° On peut avoir Q,’+ Q

prendre Q parmi les solutions communes aux deux équations

Q  Q,—Y.b rQ_ dq
B Yo — Y)Y, dr @ Y+

2

d
pour lesquelles ?JZ% == 0. On démontre sans peine que l'existence d'ung telle fonc-

tion est impossible.

\

' . d (K4 K
2° On peut encore avoir oy < 7

- > = o0; l'égalité (13), ott on a fait Q= o,
C .
K + K,

= 2Y

montre alors que w» Cest-d-dire, d'aprés les égalités (10) et (10,

(AA) —Y(AY + (m = ;)'(A,rq;,' +Ag—2YAg,) =o,
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ou

ml2a99, + 9,9, +'% —2Yo,(ap, +9,)]  2d’
(a9 + 9,)(as, + ¢,) — Y(ap, + ¢, a* "

Le second membre ne contient plus que x et p. Il doit en étre de méme du
premier. Or celui-ci s’écrit :

209, (¢ —Yo,) + 9,(9, — Yo,) + 9,(3 — Yo,)
as?x(q‘ - cha) +a [?l(?s - Y(PJ) + :Pa(:P - YCPA)] + q’s(‘?s - YcPs)

Si ¢, = o, il faut que , ne soit pas nul, car A ne peut pas élre nul, et en modi-
. L faN
fiant @ on lombe sur une équation ol (?) =o.

Si ¢ oet g — Yo, = o, on arrive & la méme conclusion, et en supposant
P P P ) pPp

%, 0, ¢ — Yo, == 0, on voit immédiatement que a devra vérifier une relation de
la forme : ’

a  m(a+X)
a*  a'+2wX +X,’

m
qui s’écrit aussi a' = (a* + 2aX +- X,)T.

Deuxiéme cas. — Supposons Q.= o. La relalion (14) peut alors &tre satisfaile
en prenant . N

2 K—I—K,)__ 3(i>_ _
0p< he) T p\h,) =

~dans le cas général, elle donnera :

G Q) ygny, D (KK 0y
<Q"+5' +to=Y, bp( h )+Yap<h_.)"°'

1

I
Q/

. ? /K+ K
en modifiant b on pourra prendre Y = o. On aura encore > ( B *) =o.

4
En changeant de variables = et y, et modifiant a et b, il nous reste donc A

étudier le cas ou :

m n

Q=@+,  P=—=(@+1) 7,

aby + ag, + by, + 9,
ad
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m

OnaQQ = —mb(b+ 1)—7—[, et la relationi(l 1) donne :

m m

2 2 _m _m_,
~§+q§+(b=+1) T b+ h) + K40 —mb® +1) 2 [b'h,+b(K+K,)+h] =0

qui doit étre une identité en b. On obtient les conditions :

da da
=o0, —=o,

v %
O+ 0BE+h) + K+ 1 =mb[b>h, + b(K+ K) +h],
d’ou

K+l=o, L+h =mh et h=h,.

Cette derniére relation donne (voir 10') :
AN —AA' +(m—1)(A9,—A9) =0,

-C’est-a-dire :

[(a@. o) — @ e I:a(ﬂpf—?’) Jr,?.%—?“’-] —o

a* a

-ou :

all

al!

[@°(93 —9") + 2a(0.9, — 99.) + 93 — 03] — = m [a (el — ¢*) + 9,9, — 99.];

-or

On doit donc avoir :
[@* (93 — 9" + 2a(9,9, — 99,) + 9; — 92l na = m(a" + 1) [a(¢? — ¢*) + ¢, 9, — v5,].
.don

o — s I 2 T __ 2 2
PP = 9%e> m=n, P ¢ =99,



164 R. GOSSE.

Par raison de symétrie, en permutant les variables x et y on obtiendrait les
conditions analogues :

0,9, = 9%, ¢+ =¢;+ ¢

Une founction ¢ ne peut étre nulle sans qu'une autre de ces fonctions le soit en

méme temps, et dans ce cas la fonction f contient en facteur une fonction de y, ¢
ou de x, p. Elle vérifie soit E,' = o, soit Ef =o.

Supposons toutes les fonctions ¢ différentes de o, on a:

Ps t?l _ J— 2 _ .2 p———
= =5 Ps = 9> P2 = %4> Y =9,
¥ s

P=E?:

$a
¢
Donc
sa'b’' = ¢(ab + ¢'a + bee' + ¢) = g(a + €') (b 4 ¢')
I’équation vérifie 3 la fois E,' = o

, Ey' =o0.:

11 n’y a donc aucune fonction f qui vérifie & la fois (1) et (2) et (1") et (2").




CHAPITRE IV

Nous allons maintenant étudier le cas ou I'on a simultanément :

(1) 2 \ f —I—) & 2 fonctic;n de x, v,z

A ) Dy ‘ap 7 Al ,3', ;P;
3 d d '

(2) —”+ +f ”+ f; 0, po—  x,y,5p.

M. Goursat (*) a montré qu’on doit avoir dans ce cas :

3) S=h(x.y,Da@pbly. g,  ab Fo.

Pour préciser la forme de a et b, nous nous servirons des deux conditions (*) :

I

I',(6) =o, I')(x) =o.

Portons par ex-emplc la valeur (3) de f dans I',(6) = o, ;Iui s'écrit :

of

AR IR
Lerd) v+ i=

20 26 20 o0
e e X —
+ +fbp < P dz dp dq

oy qbz

On trouve :

- 20 dlogh X fdloga dlogh dlogh 20 0
bbak’(a’— X)+ bh<p+ oz —~7< N + o Dz;) +q5—2+$:0

() M, pp. 38-39. — M,, p. 462. -
(*) La relation (1) et la condition I',(8) = o permettent, par un calcul analogue a celui

du chapitre 1, de préciser la forme des fonctions f considérées qui peuvent admettre une
involution du systéme Y, sans que (2) et I', = o soient vérifiées.
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Puisque @’ n’'est pas nul, le coefficient de bb' n’est jamais nul et b vérifie une
équation de la forme : ‘

bb' = bY + qY, + Y,,

les fonclions Y; ne dépendant que de y. En calculant les valeurs de ces fonclions,.
on est conduit & écrire le systéme :

»

26 e e 20 o _
3;+Y,ah(a—-X)__o, B—Z—G—Y,ah(a-X)_o,

op hy4 a

p g 2 g
0+blogh X (blo,,a_}_ logh_‘_pbloah

e = ]—“=
dx e dz >+hY(a X)=o.

C’est 1a un systéme que nous avons déj discuté plusieurs fois.

Un calcul tout & fait analogue & celui du premier chapitre montre que, pour
que I'équation s = abh puisse avoir une involution du systéme Y, il faut que a, b, &
satisfassent & un des dix-sept groupes de conditions du tableau Y. Il en résulte
qu’une telle équation ne sera de la premiére classe que si a, b, h-satisfont aussi & un
des dix-sept groupes de conditions du tableau X, qu’on déduit de Y en permutant
le rdle des variables 2 et y.
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7

X0 —q=,x9—99)q d= v

1+ b= .99 d=pp
3
Nmam =y 1 avatavy,
oF X 1+x9=,.99  d=po
1=9q d= o0
o=l wu? =Y : ., avatavy,

0Kk Kb—9=(X9—499) "M+, (k9—.99)q d+ vy = v»

o'y A+ QN —b=,99 X+d'y=pp
I +@”b® Q.“\Bc

.m.”c 1) avalavy],
o=F X X—4Lg=,19—,999 1+ xp=0
= A—="M9= (X9 —,99)9 ' + "o =00
A—9—=,499 1 —p—= 0D

£+
— =1 : g avaiavy, -

o=k 1+ R9=,9 d= v
o==X 1=,99 d+xv=0
1=,99 d= v
oKX eX+Ab—(+X)9=499 1+ap=pp
o 1+ X9=,99 1 + o =pp
1+9=49 °‘X+pv=p0
1= 99 I+ =00

1=y P Y avaav],

X ougisdg

L1
9!

/1
A

@”\QQ NQ!U”RNGI\:&@
b= 4qq L +d=ppp
<
o3 ;N_nm =y 4 avaiav]
oYX b= 99 1+ Xp=pp
b= 99 1=
o33 @? =Y 1 @ avaiavy,

o==X b+ qy=,99 Xd—0=(X0— )Y +,(X0— 00)D
o=Fy A+ b=, *X + o) —d=pp

b=y9 1+d=pp
W”ﬁ : D avatavy,
oFX 1+49=,99 X —ap=(X»— pp)D
oYX 1+ °9=,99 X — "o = (X0 — vv)D
1—q— =49 X —p—=,1
L4 .
; =y i g avanavy,
oY b= 99 I+ X0=pp
oK b+r9=.9 1=
b= qq 1= 0D
o=FX 1+ 49=,49q X+xd—(+x)p=0
0FX I1+9Y=,99 1+ Xp=p
‘K +9=.99 I +p=pp
1 +©“be 1= D
~”~\

1Y avaiavy

X owgyshg

L1
91

Gt
y1

¢l
cI
I1

oI

NN IO O >

23

9 Fac. des Sc., 3¢ série, t. XII.
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On ne doit évidlemment comparer que les groupes de conditions qui appartien-
nent & deux lableaux affeclés de la méme lettre. De plus, & cause de la symétrie,
on peut se borner & ne comparer une équalion satisfaisant aux conditions d’un rang
quelconque qu’a celles qui satisfont & des condilions de rang inférieur ou égal.

11 est alors facile de voir qu’en dehors des équations classées par M. Goursat, on
ne trouve que celles qui satisfont aux conditions :

1et3', sik estnuletY égalar;

hetg, siX,estnul, Y égaldyetXa —r.
On obtient ainsi, d’abord, I'équation
s:b\/; ou l'on a g=>b—1log(b+ 1)
et que la transformation classique b + 1 = g” raméne & une équalion de Lie :

du
" Dw (\y

et ensuite 1’équation :
s—_—_b\/p’+1 avec qy* = by —log (by 4+ 1).

Une transformation analogue : by + 1 = €', la raméne & une équation qui ne

tient lu E u .
contient que —— et —: v .
e dy

au i 2
%acAy:(eJ_l)\/(i_aL;) -

Parmi les équations de la forme s = abh, a"b" == o, il n’y a donc de la pre-

miére classe que celles que M. Goursat a délerminées.




CHAPITRE V

Il nous reste a étudier le cas ot I'on a a la fois

P2 P2 N
% +f$ + A =

(1)

= 0.

2y p
S0 S Y ‘f) R AR A
0 e X (PR i) L =,
X et 6 étant des fonctions de x, v, z, p et
d B Q *
® BT L =,
) R
@) 4pf s ra—ns(L el +rL)
oX ¢
>f N LN VY
+(n—1) (E}D}—Fq:}}‘b—z‘ +fn‘p«‘q> +3, 1 TR
8 et 8, étant des fonctions de x, v, z, q.
Nous poserons :
_da_ 3b b
DP ’ p_‘qu-y}_b!’
a' et b" étant == o.
Nous avons vu que I’équation (3) donne
5) ab—l— ab-}-'bb—bA(ac Z,p)+A(x,y,2,p)
( w TPty T Y 5p) A @Y, 2 p

et que I'équation (4) peut se mettre avec cette notation sous la forme :

Q of D
\I+"\£ \f =
[\¥4 p q

k4

2, 2y oy (B g 2y 2
© ErpParra—n(T el s

8, ayant changé de signification.
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On sait d’ailleurs que les équalions (1) et (2) donnent
da

da da
(7) W Ty, T/ =By29

p

et

2 2 N\ 2 o o A
® ~—+ +f¥—a'x<—f+p f’-+f—f>+\;§+l \f:O

dy 7 dx oz oq op _1;

Les égalités (5) et (7) donnent

)b N/ N Q
bA + A, ———p° _fe_ e
. _ . o 0z dy dz
(9) f'_' b! - ar ’

\6
et en égalant les deux valeurs de \—r,‘/ {- on oblient la relation :
dpaq .

y 1 u_ . b " , 1 n”o. I [ I n
w(7) = (7)) + 8 (7). (F) e () +o

aprés une discussion en tous points semblable & celles que nous avons déja rencon-

trées. On I'éerit :
A" r (b >VI + Al" r < I )"—
(1 g e

a a'

A" 4
,,) n’est pas nul, on en tire :
1
()

'

I
a

()G =[5 | ] e

al

" 1

b " . ’
En modifiant b, on oblient (F) = o0 avec [ ! ] = o. Nous traiterons ce

()

>

cas en dernier lieu.

On a de plus & examiner I'hypothése

A RY v__ 1)" L opr <_ll ' (_L)"
Al”“(?) ®- Ac "—‘<—u—r % B =9 Iy, + 9, )

Ies ¢, élant des fonctions de x, y et z.
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Premier cas. — On tire des relations précédentes :

L I oy, ‘ —ol L
A—a,+‘1p+'~°’ A,_a;+'!"|p+wu B (Pb!+bl+q‘Pa+q's’

-et la relation (g) donne :

b 2b da 2a
b(¢p+w)+"}’1p+‘”4—;\—i_pb—z q‘?s+?a_qa_z—$

b! - al

-d’ou, «, B, ,, B, désignant de nouvelles fonctions de x, y et z,

a . da Ja da

— —_— — B —
Dp(ap.*—ai)_l- DZ cpz’ Dp (pp + b |) + ‘\y ‘P;»

b b b b
5(—1(“‘I+3)+3'Z——b‘?++u 57](“.‘1'*‘154)4'%::‘””4‘%-

Pour que les équations en a soient compatibles, il faut que :

%

Y B 28,
2y <p w t

D'I . ! D 3 ! I
by‘> +(°‘P+°‘4)af3=:%—a (Pg*‘y)*‘aa(l’?'i‘f‘.)v

"
1\’ 2 . . i1 1 e
-et comme ( —- ) ne peut étre nul, cette relation doit se réduire a une identité.
a .

On pourra donc prendre

o du _u
.= )z ’ ¢ = Dy ¢
. da o8
En modifiant @, on pourra prendre ¢, = ¢, = o. On aura de plus D_y: 55 et
¢
-on pourra prendre
_ dlogy g dlogy 1)y, 1y,
=TT 0 YT T Ty AT TR T Yy

Pour que les équations en b soient compatibles, il faudra de méme que I'on ait
.da relation ‘ :

2 D(o) ‘ ,<aa, Da) /8, B W, o,
) (i) Y (S b be) e

2z
+ Yo, — w0y, =o.
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On peut I'écrire

ab v _
b b,v-l-wq—{—w‘_o.

" : ‘
I . Lo . , .
Siu=o, <F> serait nul si v n’est pas nul. Si u n’est pas nul, en modifiant b,.

. b n
on aurait (-b—,> =o. Il faut donc que u, v, w et w, soient tous nuls, c’est-a-dire-

que :

2, do,

dw
_— i — —_— = —— [
dx 2z’ dx # oz oY
dr, 2 B, g,
T — o = o
0z dx’ d%x 1 dx ne

Avant de résoudre ce systéme remarquons que le systéme qui donne a nous.
permet d’écrire :

a=a(py + 1, x).

) Q 21
La relation —* — — montre alors que «, = — o8 Y, d'ou :
o 2z X 0T
¥ _w_Yheys Ak
Qe dz dy oz’ "W

'
En prenant comme nouvelle inconnue Z, = h(x, y, z), on aura une équation de-

méme forme ol y =1, y, =0, a étant fonction de x et de p. Alors

PP __ dlogyg . dlogg
=h=a=h=e b= ma e=T0
g étant une fonction de x, y et z.
19, 19, by
‘P.Zgg’ Y et d(by) =dy,,
d’ou
b
p=9 B0 D o=t

g b'
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En changeant les notations, on peut donc prendre :

g (x.y, 2)b(y, q) + ¢,(x, y, z)

ba

P

S =
,p) (y, q)

Dans le cas ot I'une des fonctions ¢ ou ¢, est nulle, comme dans celui ou le
:rapport& est fonction de y seul, on a E/=o. '
¢

On pourra donc rejeter ces diverses hypothéses. Si ¢ et ¢, sont simultanément
indépendants de z, 1'équation peut s’écrire :

da(x, p)
dy

= f(z,y,9).

Elle se raméne immédiatement & une équation du premier degré en p, cas que
nous étudierons dans un prochain Mémoire. En effet, posons :

z, = a(x, p); ona gq,=f(x,v,9); on en tire p = a(x,z,);

o dp e
— ’ t —_—— — y
1=9®r9) et p, 2z, 0w _*_S'Dql
~qui est bien du premier degré en p,.
Ecrivons alors que f vérifie la condition (6); posons
r_ b+ 9,
- = @ p), S=wl—) A=pg.

On aura :

ST (Bt > +(n—1)[uby a—z}“*“?( - )]

bde n 9,
0z i (9b + o,
e \T ) Ter ? + %, =o.

Le coefficient de pp. est

([ 40 () voumae]
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!
. 1 , . .0

Puisque (7) n'est pas nul, ce coefficient ne peut étre nul que si -~ est une-
?

fonction de y, cas que nous pouvons exclure.
La relation précédente peut alors s'écrire :

P‘l‘l“,: P‘X +pX1 +X=’

et en posant B :Q?b;{?‘, on a:

Dﬁl ! bﬁi ! ;

E-&—X,B[B +n—r1)g]=o, :§+ X,B[B' + (n —1)g] =0,
(10) Yo g

28,  logB <W+qb—Z>(n+l) -

Dq )z + B +‘[ '+(n’_])<PJ_O‘

On a déja discuté (chapitre I) des systémes analogues et vu qu’on peut se borner
aux deux hypothéses X, =o, X,==o0, et X, g0, X, =o.

1° X, =o. B ne dépend pas de z, par conséquent

(9b+?.)[? ((%)’+ n— 1> + ¢, (%)]

ne dépend pas de z. Celle expression peut s’écrire (¢b 4 9,) (up + v9,), b, u et v
étant des fonctions non nulles de y et de ¢; on en déduit immédiatement que ¢
et ¢, ne dépendent pas de z. '

2° X, = o. On peut en modifiant a prendre’ X, = 1. On voit, comme plus haut,
que B,, 9 et ¢, ne contiennent pas x ; la troisiéme relation en 8, montre alors que X
est une constante K, et on a :

pp' = Kp +p.

Ecrivons que la relation (8) est vérifiée

NI W X /. B ,,) B,
ay+(I—D7+BHS‘I;“‘?<B":\;+P’D—Z‘“H+BBM _HJ'bz + pp' BB =o.

En prenant la dérivée seconde par rapport & ¢, on a :

0 dlo B B’ .
wb e — X (B 5 ) e+ e —X)BBY =o,
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B' est différent de zéro; on a donc

(BB  dlogB
(1) k=X + 5| S |+ S e = =o.
Si
*log B’ b\’ Yy .
par=o  W=s(y) +u(y) =hE Ko

en dérivant par rapport 4 x, on voit que k ne dépend que de z; d’autre part,

¢ _”_)" k2 (L)

I’égalité

d Jd '
2 &) 2 f) :
monire que le rapport 2 <h )% <h ne dépend plus que de y

o9 ¢ _b_)” (L\"]_ <_'_)”_
=2 Y Y, et h[(,), +Y5) =Yy ) =K»9

) . b " I " , , .
montre que : ou bien <7> +Y <7> = 0, qu’on raméne au cas réservé, ou bien
que % ne dépend que de y; il en est de méme de %; 2 ne dépend que de y,

hypothése que nous avons exclue.
Alors 1'égalité (11) ne peut avoir lieu que si

nr—y! bi 'B”
(BB)] = log X avec 1+ X(K—X)=o;

B’ dzdq

X est donc une constante K, liée 4 K par la relation

(12) 1+ K,K—K)=o, K, =Fo.
Or:
b 1
B=¢Q=5Q, enposant Q=q, Q=g
On en tire :

B" == (?Q” + CPI Ql”'
10 Fac. des Sc., 3¢ série, t. XII.
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‘égalité

BB—K +ﬁf.+q<?,+a°.

s’écrit avec ces notations :

)

@Q +9.Q)(¥Q +2,Q)=0Q (K?\f + M) + Q.< 2+ 0.9 ) T+

on en lire, par des dérivations par rapport 4 q :
QQ'=YQ, +7Q + 6g + =,
QQ'=Y,Q +1Q+6,g+rx,
QQ) =Y, Q, +%,Q+0,g +r,,

les fonctions Y,, v,, 0,, 7, ne contenant que y seul. En fenant compte des défini-
tions de Q et Q,, on peut metlre ce systéme sous la forme

d’q d
p &9 __ dq
(12) 2b db.— db (T“b—[—Y’—I) +0’q+T5,
Lq__dg ‘
b dbz——%[b(ﬂ—')'FY]‘Fe‘I-i-T

Une discussion simple montre que ces trois équations n admetteut aucune solu-
tion commune, compatible avec nos hypothéses.

. AN -
Deuxiéme cas. — Dans le cas ou <7> est nul, on peut évidemment prendre

A )1
b=gq" et f—?q+ q“"+qlogq< g(P+ ;zg?)

En écrivant que f vérifie la relation (1), on obtient les conditions

1—n Z) N (@ Z)~— Ja — ba)
dYa ¢ o (Y, +l;°’. 2 Ys 3z q 71\ 2z
— =0, f:. - 7 , A —_—
dy ; a a

m étant une fonction de y seul.
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%l - . r . r . ’ r b I .
Ecrivons que la relation (2) est vérifiée. Si n n’esl pas égal 4—, on obtient, en
2

annulant le coefficient du terme en ¢'™":

R ORI

Cette égalité esl incompatible avec nos hypothéses. La seule forme i retenir est

donc, aprés un changement de notations :

- da da
w(w,y,Z)\/quq[w.(w,y,Z)—y o,

= avec A= —p
2a

® f= Ty
‘\p 3 <y p
Faisons au préalable quelques remarques sur ces équations :

I. E ne change pas de forme, si on y fait le changement d’inconnue Z, = g(x, z).

) ,
II. Si biy‘ est nul, il suffit de changer a en a —5—/w,(w, z)dz pour obtenir une

équation de méme forme ou o, est nul.

III. Supposons que » vérifie un systéme de relations de la forme :

d
% = w'h,(x, 2); Et— = w'h,(x, 2), (h, et h, non nuls ensemble).

1° Si h, est nul, ¢ ne dépend pas de z; et on a :

RIA 1 P log w
W — —_—— A —_—
V % @ 5s =/ 0@ ), s =°

Si nous posons :
z,=g(x,2z) avec g= \/f,(x, z),
on obtient une équation de la forme E, oll » est égal & une fonction de z et de y.

2° Si h, n’est pas nul, on a :

Par conséquent, ¢ est une fonction de y et de h(zx, z).
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Si nous faisons le changement d’inconnue z, = h(x, z), I’équation E ne change

pas de forme et la fonction ¢ ne contient plus que y et z

On a donc :
do(y, z I ) log «
h,:O, <-)ﬂ——=‘<?(y’ )X , el B
Sz h(x, z) RIS
On peul donc se borner & étudier les deux cas ot
do " log »
= = h 0; = =
h,=o, Y o, h,Fo0; h=Fo, h=o, Y0y
NotaTions. — Nous poserons
1 1 da
= = — P= , P, = —
[ Ya a ’ o 1 Eio, )z
op
et nous aurons
- I da p
= A=—- — -,
S=PVq+Pg, 2=L<w. M) -

1l nous faut maintenant écrire que la fonction f vérifie les conditions 1',(8) = o

et G (B,) = o.

[\/q +q—+p<\/q +qt>

R \
Condition T',(6) : ay + q Y + ‘—(P Va +P,q)

+(P+P, \/q)(—+P \/q>]+\/q\ IPLI (2 l”\/q)< +P, \/5)——*0-

Cette relation, ot 6 ne contient pas ¢, doit étre une idenlité en g. On a donc

WX L
_0_:}_13_2::(1‘,‘(——0.&)
dy  ap 2
et .
2 X /P A3 2P PP/
e (e i)+

dp w \
2 0 X /2 2P
o k X( Py aP‘—{—Pz)—&—-—a-z—‘—i—P‘P":o‘

v\
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, . _ (% aoo
ce qui, tous calculs faits et en changeant 0 en 6 —X ﬂ-»-i—p—z + ey donne

le systéme :

26
—+———(w —uX)=o,

pl @ Q ; ? 3 J J
_:_()__E(blog) alogm>_§_a_§xw‘+ logw‘*‘*&’f‘”ﬁ‘ logp a
Ap x oz 20z 2 oz oz 20z
(13)
A o, dw, dlog w dlog w a> )
F—X<Dx+p bz>+x< dx TP oz )(0)“ _HK
dw, ) log w da | S Da> 1 1 Dp.( + da\
Ty TRy <w‘_b—z>_5w' (w'_bz 20z \ az)_o’
Condition C,(8,). — Pour écrire la condition C,(3,) = o, on peut sans inconvé-

nient supprimer l'indice de B, et on a :

o Eapli vyl CS T Trrevier |
Vgt + V) (4P =

ou

(15) D—F’Jrzg—p (\f+Pq)+C +VqC,+¢C,=o,

les coefficients G ayant des significations évidentes.
En dérivant deux fois par rapport & p, on a :

d -

() L@Va+ P+ O VI 4 g0 =0

et en remarquant que P au moins n’est pas nul,
d c” -9 C," d cr . }
p <P”\/?1 + P.”q) P <P”\/q + P."q> PAPVg+Pg

On en tire les conditions :

C‘I” P" — C"IP'” f— 0’ Cl"lp‘" — C"I P‘HI + C“IHPII —_ C’” P”’:O
(16) C'"P”—"C”PI"—-—:O, CHIPIV_CIIP HI+C.HIPII_CIIPHI=0i
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On a toujours, les ¢ représentant des fonctions de x, y,2:C" = ¢, P".
Si P," n'est pas nul, on a de plus C," = ¢,P,".
"

d /P
Si enfin m <W) est différent de zéro, on obtient sans peine C," = o, P," + ¢, P"..

L’équation (15') donne alors successivement :

2B v/, " " e/ " "
2g B VP + 0P+ PIVG) 4+ 4,'Vg + Pl =,

N —_
‘_E_i_ %, +CP3:0’ I(i—l—nq),\/(I'{‘q%"_‘?c:O'
‘q \/a

La relation (15) se décompose en trois, et on a :
(8) C, = q’*+p “4eP, =1 (P‘—}—zp\'—{— 2P, +4,P, C,= ‘P“+p e,

Ce dernier calcul nous montre que nous aurons trois grands cas a distinguer :

P’ I

[N ik .
P"=o; P ey, o)

1

\ ”
et enfin le cas général ou —p <_]ﬁ> n’est pas nul.

La discussion ne présente aucune difficulté : Les remarques faites au début du
chapitre permettent de l'abréger considérablement. On peut aussi profiter, pour
limiter les calculs, du théoréme suivant :

L’équation

>
s = p(x, p)f(®,y,q) ou ;—p =X 4=

se raméne A une équation qui ne contient plus p.
Il suffit de poser 1+ p = e® pour étre ramené i I'équation

f 4,
ST @Ot o ET

ou ¢ est une fonction de wx, y, g, définie par 1'équation 9, =f(x,y,9).

La conclusion générale est encore que les conditions (1), (2), (3), (4) sont incom-
patibles.

~ 2




