SUR LES SYSTEMES PARTIELS LINEAIRES

COMPOSES D'EQUATIONS EN NOMBRE EGAL A CELUI DE LEURS FONCTIONS INCONNUES

Par Cmaries RIQUIER

Professeur & I’'Université de Caen.

Si T'on considére un systéme d’équations aux dérivées partielles, composé
d’équations en nombre égal a celui des fonctions inconnues qui s’y trouvent
engagées, et présentant la forme linéaire par rapport a I'ensemble des fonclions
inconnues et de leurs dérivées, on sait qu’il n’est pas toujours possible de le ramener,
par le changement des variables indépendantes, a la forme kowaleskienne : ce fait,
que 'on s’est borné jusqu’ici & constater a 1'aide d’exemples, dépend, comme nous
I'établissons, d’une condition simple, ot intervient une certaine forme algébrique
dont nous étudions les propriétés. Tel est I'objet de la premiére Partic du présent
travail.

Dans la deuxiéme Partie, nous supposons essentiellement qu’il n’y ait que deux
variables indépendantes, x, v, et nous faisons, de plus, les hypothéses suivantes :

Dans le systéme proposé, comprenant, pour fixer les idées, trois équations, impli-
quant trois fonctions inconnues, u, v, w, de x,y, et présentant par rapport i ces
inconnues les ordres respectifs m, n. p, ne figurent, outre les termes indépendants
de u,v, w et de leurs dérivées, que les dérivées d’ordre m de u, les dérivées d’ordre n
de v et les dérivées d’ordre p de w, & 'exclusion des dérivées d’ordres respectivement
inférieurs et des fonctions®inconnues elles-mémes; les dérivées de u, v, w d'ordres
respeclifs m, n, p y ont d’ailleurs pour coefficients des constantes données quelcon-
ques, telles cependant que, par un changement (linéaire) des variables indépen-
dantes, le systéme soil réductible & la forme kowaleskienne.

Cela étant, I'intégration du systéme proposé sec rameéne, comme nous le faisons
voir, & des quadratures.

Ces résultats ont été formulés dans une Note communiquée & I'Académie des
Sciences le 19 avril 1915, et le lecteur en trouvera ci-aprés I'exposé complet.
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PREMIERE PARTIE

Systéme partiel linéaire a un nombre quelconque de variables indépen-
dantes et composé d'équations en nombre égal a celui des fonctions
inconnues. — Déterminant caractéristique; ses propriétés. — Condition
pour que le systéme soit réductible a la forme kowaleskienne.

[1] Considérons un systéme d’équations aux dérivées partielles, composé d’équa-
tions en nombre égal & celui des fonclions inconnues qui s’y trouvent engagées, et
présentant la forme linéaire par rapport a 'ensemble des fonctions inconnues et de
leurs dérivées : pour fixer les idées, nous supposerons qu’il comprenne trois équa-
tions, et qu’il implique trois fonctions inconnues, u,v,w, de variables indépen-
dantes, x, v, ..., en nombre quelconque, les coefficients de ces inconnues et de leurs
dérivées, ainsi que les termes indépendants, étant des fonctions données de x, vy, ...
Désignant alors par-m, n, p les ordres respectifs du sysléme par rapport a u, v, w,
nous mellrons en évidence, dans chaque équation, trois groupes de termes compre-
nant respectivement les dérivées d'ordre m de u, les dérivées d’ordre n de v, les déri-

vées d'ordre p de w; notre systéme se trouvera ainsi représenté & I'aide des formules
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ou les lettres U, V, W, affectées d’indices, désignent, d’aprés ce qui a ¢été dit plus
haut, des fonctions données de x, y, .... Nous en déduirons, & I'aide d’'un mécanisme
évident, le déterminant
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qui se trouve ainsi défini au signe prés, et que nous nommerons délerminant carac-
téristique du systéme (1); c’est une forme algébrique de degré m + n + p. aux indé-
termindes X, Y. ..., ayant pour cocfficients des fonctions connues de x, v, .... Cetle
expression posséde d’intéressanles propriélés que nous allons exposer. ‘

Dans tout le cours de cette étude, il sera constamment sous-entendu que les
variables x,y, ... sont assujetties & ne pas excéder les limiles d’ololropie communes
aux divers coefficienls du systéme ().

[2] Des valeurs iniliales déterminées, x,.y,.... ayant élé choisies pour les variables
indépendantes x,y, ..., pour que le systtme (1) soil résoluble, conformément a Ualgo-
rithme de Cramer, par rappor{ aux dérivées
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d’ordres respeclivement maxima pour ses diverses fonclions inconnues el n’inléressanl
que la seule variable x, il faul el il suffit que, dans le déterminant caractéristique (2),
I hypothése numérique initiale,

) x,y, ...

|
8

02 Jor 0t

n’annule pas le coefficient de X™ ™",

Effectivement, ’hypothése numérique (4) ayant été introduite dans les coeflicients
du systéme (1), pour que ce dernier soit résoluble par rapport aux quantités (3), il
faut et il suffit que, dans cette méme hypothése numérique, le délerminant

(1) v X
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m,o. ..., n,0. ., ‘(p,o....
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soit différent de zéro.

D’autre part, le terme en X" du déterminant caractéristique (2) s’obtient
manifestement en y remplacant par zéro les diverses indéterminées Y, ... sans toucher
a X, ce qui donne

W
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il a donc pour coefficient le déterminant (5).
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Le simple rapprochement de ces deux points suffit a établir 'exactitude de notre
¢noncé.

[3] Des wvaleurs initiales déterminées, x,, v,, ..., ayant élé choisies pour les
variables indépendantes x,y, ..., pour que le systéme (1) soit, par un changement des
variables, réduclible & la forme lkowaleskienne, il faut el il suffit quen infroduisant
dans les fonctions U, V, W Uhypothése numérique initiale (4), le déterminant caracte-
ristique (2) ne devienne pas identiqguement nul quels que soient X, Y, ....

I. Considérons la transformation linéaire définie par les formules

(s=ax +by+ ...,

(6) sl=ax +by+ ...,

o s, 1, ... désignent des variables nouvelles substituées & @, y, ..., et

des constantes quelconques formant, comme de raison, un déterminant différent de
zéro. Cela étant, si l'on transforme & Uaide des formules (6) le sysléme différentiel (1),
le déterminant caractérislique du systéme transformé, forme algébrique aux indéter-
minées-S, T, .... se déduit du délerminant caractéristique de (1) en y effectuant, d'une
part, sur les variables x,y, .... qui figurent dans les fonctions U, V, W, la transfor-
mation (6), et, d’autre part, sur les indéterminées X, Y, ... la transformation

alS+aTl+ ...,
Y=bS+ 0T+ ...,

On sait en effet qu'en désignant par f une fonction quelconque de x, y, ..., et
opérant sur elle la transformation (6), une dérivée ancienne de cette fonction
s'exprime & l'aide des dérivées nouvelles du méme ordre par la formule symbolique

)h»k-k-‘r .o f h) d \h D D k
(7) ———————(a,—_—l—a%——{- ) <b’_‘\§ + 1)23—[-}- > S

My T

On en déduit immédialement le point & démontrer.

Il. La proposition formulée au débul du présent numéro [3] est exacle, st lon con-
sideére exclusivement les changemenls linéaires des variables indépendantes.
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Soient
(i) ) (i)

u , v,

LA

225

. i=10,3)
les valeurs numériques que prennent, par l'introduction de I'hypothése initiale (4),

les coefficients

U “/v.”.'i”....

des termes mis en évidence dans Iécriture du systéme (1). Si I'on applique & ce
dernier la transformation (G), ol les lettres a, b, ..., affectées d’indices, désignent
des constantes provisoirement indélerminées, le déterminant caractéristique du sys-
téme transformé aura, en verlu de I, sa ligne de rang i (i=1, 2, 3) formée des trois

¢léments
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les U, V, W étant les mémes que dans (1) et (2), & cela prés que les anciennes
variables x, y, ... y sont supposées remplacées par leurs valeurs en s, {. ... tirées des
formules (6).

Cela ¢tant, pour que le systéme transformé soit résoluble par rapport aux dérivées

D"lll (\"v apw
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D

il faut et il suffit, en vertu du numéro précédent [2], que le coefficient du terme
en S™"? dans son déterminant caractérislique ait une valeur initiale différente de

zéro, c’est-a-dire que l'on ait :
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Semblablement, pour que le systéme transformé soit résoluble par rapport aux
trois dérivées
"u " dPw

K ’ & ’ Y

P

il faut et il suffit que le coefficient du terme en T"*" " dans son déterminant carac-
téristique ait une valeur initiale différente de zéro, ce qui conduit & une inégalité ne
diftérant de la précédente que par le changement de a,. b,, ... en a,, b,, .... Et ainsi
de suite. Nous avons donc & examiner si, pour des valeurs convenablement choisies
des constantes a, b. ..., on peut satisfaire & 'une au moins des inégalités ainsi for-
mées, en niéme temps qu’a Uinégalité

(9) a, b, ... = 0.

Or, pour que la chose soit possible, il faut ct il suffit, comme il est dit dans
I'énoncé, que le déterminant

eti24...=m . o+, . =n ' o'+ =p B
DY X*YE L. Yo Ny DT Xy
(10) heed Ut e AN — LU
atit...=m W+ .. .=n o'+ o=p
«+;+A.,=m‘ W4l =n ‘ a3+ =p I

ne soit pas identiquement nul quels que soient \, Y, ....

La condition est nécessaire : car, sile déterminant (10) est identiquement nul, il
s’annulera, de quelque maniére qu’on choisisse les constantes a, b, ..., dans chacune,
des hypothéses numériques

aucune des inégalités telles que (8) ne pourra donc en pareil cas élre vérifiée.

La condition est suffisante. En effet, si le déterminant (10) n’est pas identique-
ment nul, il existe quelque systéme de valeurs de X, Y, ... ne 'annulant pas, et ces
valeurs ne peuvent évidemment étre nulles a la fois : on pourra donc trouver, pour
telle ligne qu'on voudra du déterminant de la transformation (6), par exemple pour
la premicre, des éléments, a,, b,. ..., non nuls a la fois, qui vérifient I'inégalité (8),
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apres quoi on pourra déterminer les éléments des lignes restantes de telle facon que
I'inégalité (g) soit elle-méme satisfaite (*).

IL. Notre proposilion est vraie, indépendamment de la restriction formulée dans
lalinéa 11 sur la nature linéaire du changement des variables.

Supposons en effet qu'au lieu de la transformation linéaire définic par les for-
mules (6), on effectue le changement de variables quelconque

(s=m=,(x,y,...),

(o) yiE==,(x,y,...),

La formule (7) se trouve alors remplacée par

ik <:‘7:. D +372 d >"<bn, d +D7rg D N >’“ i

(les termes non éerits ne contenant que des dérivées de f d’ordre inférieur & h+k+ cer)s
ct le délerminant caractéristique du systéme transformé aura sa ligne de rang i
(i=1, 2, 3) formée des trois ¢léments
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ou z,y, ... sont supposés remplacés par leurs valeurs en s, £, ... tirées de (11). Cela
¢tant, désignons, comme ci-dessus (11), par

(i) (i) (@) .
w (i=1,2,3)

AR

les valeurs numériques que prennent, par I'introduction de I'hypothése initiale (4),
les coefficients

L(0)

) (0
U, o,V

,,<A’ -‘V

v.”."ﬁ”, ces

(*) 11 convient d’ajouter que les coefficients de celte transformation peuvent toujours
élre supposés réels : car, le déterminant (10) dtant supposé non identiquement nul, I'inéga-

lité (8) pourra toujours étre vérifiée par quelque systéme de valeurs réelles de a,, b, ....

Fac. de T., 3¢ 8., VI. 19
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des termes mis en ¢vidence dans I'écriture du systéme (1): désignons en oulre par

a,, b,
a,, b,.
les valeurs numériques initiales de
A — —
0%,
dway o
dw, 0w,
A\ (\y )

pour que le systéme déduit de (1) par la transformation (11) soit kowaleskien, il faul
et il suffit que 'une au moins des indgalités telles que (8) se trouve satisfaite en
méme temps que l'inégalité (). Or, pour qu’il en puisse &tre ainsi, il faut et il suffit.
en vertu du raisonnement exposé dans II, que le délerminant (10) ne soit pas identi-
quement nul quels que soient X, Y, ....

[4] Si, désignant par

les trois équations du systéeme proposé (1), et par
) ( I

P S

P‘x ’ {1'2 ) Py

trois systémes de mulliplicaleurs fonctions de x.y, ..., on considére le systéme

(7,0, 1, A, A, =0,
P‘a'la + {J‘L’Ae + !J';tAs:OY
VIAI + veAQJ’_ V:;A:;:O’

(12)

~—

de méme nalure que le proposé, le délerminant caracléristique de (12) peut s oblenir en

mulliplianl celui du proposé par le délerminanl des fonclions ), w., v.

Car, en adoptant pour les éléments du déterminant caractéristique (2), relatif au
sysléme proposé (1), I'écriture abrégée

§ L., M, N.

(13) < L,, M,, N,

L, M, N\,
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celui du sysltéme (12) a pour expression

L L L MM, M, A+ M AN N+ N

w L+, L+l e M+ Mo+ M e N N+ N

v, L, + v,L, + v, L, v, M, + v, M, + \/%\[3 v, N, + v, N, + v, N\,
c'est-d-dire le produit du déterminant des quantités (13) par le déterminant des mul-
tiplicateurs %, v, v.

En supposanl, notamment, que le systéme (1), composé de lrois équations linéaires
par rapport & Uensemble des fonctions inconnues et de leurs dérivées, soil résoluble,
conformémenl & lalgorithme de Cramer, par rapport & lrois quantités déterminées de
cet ensemble, le déterminanl caractéristique du systéme oblenu par cetle résolulion ne
différe du délerminant caracléristique de (1) que par un facleur ( fonction de x, vy, ...)
différent de zéro.

[B] Les ordres respectifs du systéme (1) par rapport aux diverses fonclions incon-
nues quil implique élant supposés égaux entre eux, si lon effectue un changement
linéaire de ces derniéres, le délerminant caracltéristique se reproduit, mulliplié seule-

ment par le délerminant de la transformation.

Supposant, dans le systeme (1), m=n=p, cflectuons sur lui la transformation
linéaire
u=>nu + v + v+ =,
v=7n,u + w0 + v, + =,

w=21ru + w0 +v,w + =,

ou u',v', w' désignent trois inconnues nouvelles substituées a u, v, w, et les lettres
h, ., v, w, affectées d’indices, des fonctions données de x, 7y, .... Le systéme trans-

formé

NI R ! iy M’
L-.«n-u,-(/\' % Ay +‘u" % a3 +V1

@8 Q... dx*dyr... A dyE...
wti4d...=m
_(l) D’”ll, ‘\"lv/ 'b"'llvf
v A by — y
+ E Wl 2t dye .. T dxt dyE ... + 2o dye' L.
o/ +alt. o =m *
N (i) "u! My’ dMw!
M ow y =
+ id AU 3 Dxan‘\y;n”. + Py D.’Ifl”(\y?",., +V3 \x‘,,‘\y,:,, i 4+ .. o

W =m
(i=1,2,3),
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aura pour ¢iéments de la ligne de rang i, dans son déterminant caractéristique, les
expressions

) . N SIRG) o . Sy s
: 2y 3 ; FTANET 7 a2
A Y U Xy o+, Yy o XYL ) W XYL

[N -TON Y
ats4. .. =m o' 4 =m o434+ =m
\ T(l) A Y \! ‘,(f) AN N\ r(i) C AN
po Y U XY, NV, XY MW, XY
oti+...=m w43 =m o +3"4 . .=m
(D) - Q (i) . (i) o P
% 3 7 -3 - - =i
“w 3 U, NV, MoV, NV YW, e
ats+...=m o4+ =m o3 =m

Ce déterminant caracléristique est donc le produit du déterminant (2) par le
déterminant

ce qu'il s’agissait d’établir.
[8] Des valeurs initiales délerminées, x,,y,. ..., ayanl élé choisies pour les variables
indépendantes x, y, ..., et le systéme (1) élant, dans Uhypolhése numérique initiale,
LY, i =L Yy e

supposé résoluble par rapport awx dérivées

Dlnu b?lv bplv

(14)

s

N 't
la recherche des intégrales de (1) développables en séries layloriennes & lintérieur de
quelque domaine ayant pour cenlre (x,,y,. ...) se rameéne & une sefblable recherche
effectude dans un cerlain systéme, Q, de méme nalure, mais du premier ordre.
Le déterminant caraclérislique du sysléme Q peat d ailleurs s’obtenir (au signe prés)
en multipliant celui de (1) par une cerlaine puissance enliére de Uindélerminée X .
Dans T'exposé de cette propriété, nous examinerons d’abord le cas le plus simple,
celui de deux variables indépendantes, qui nous sera particuliérement ulile dans la

deuxi¢me Partie du présent travail; nous dirons ensuite un mot du cas général.
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I. CAS DE DEUX VARIABLES INDEPENDANTES, &, Y.

A. En désignant par m un entier positif, el par A, A, A, ..., A A, des coef-

m—1?

ficients indépendants de X, Y, on a l'identile

| o tm

FOAN, FANTY FAXTTY A XY AN

X —Y [} o ..... o} o
\ o X —Y o ..... o o
(1) - o) o X Y ... 0 o
) o o o ..... A =Y
\ AmY Am—l\‘ j\m—z Am-—:; \ """ \2\ AAY + \ox

Pour m=1, le premicr membre de (15) est A X+ AY, et le délerminant
d’ordre 1 qui figure dans son second membre a pour ¢lément unique AX + AY :
aucun calcul n’est donc nécessaire.

Pour m = 2, la relation (15) devient

AN+ AXY +A)Y = ) ) e
ALY AY+HANX
et se vérifie par un calcul immédiat.
Pour m =3, elle devient
AN —\ o
AN FANY +HAXNY A Y =] o X —Y
AY AY AY+AN

or, si on développe le déterminant du troisieme ordre qui y figure par rapport aux
£léments de sa premiére colonne, le coefficient de I’édlément X sera, en vertu du cas
précédent (m==1), la forme algébrique A X*+ A XY + A,Y?, le coefficient de 1'¢1¢-
ment AY sera Y°, et on tombera sur I'expression

CNAN HANY ALY+ ALY,

identique au premier membre.

D’une maniére générale, supposons l'idenlité (15) élablie pour la valeur actuelle
de m, et proposons-nous de I'étendre a la valeur suivante m 4+ 1. Parle changement
de m en m + 1, son premier membre devient '

(16) AN AX"Y AN Y L AXY A, Y

m-t-

pour en former le second membre, il suffit de border le déterminant d’ordre m, qui
figure au second membre de I'identité (15), provisoirement admise, avec une pre-
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micre ligne et une premiére colonne (de m + 1 éléments chacune) qui sont les sui-
vantes :

X —Y o o ..... o o

0

A 7

’\nr' 1\
Ce déterminant d’ordre m 4 1 ¢lant formé, développons-le par rapport aux élé-
ments de sa premicre colonne : le coefficient de I'élément X sera, en vertu de I'iden-
tité provisoirement admise,

2-

“,\0xlll +A\1‘]"—IY _{_L\ ‘111—2\‘2_*_ . +‘\m\71n:

d’autre part, le coefficient de I'élément A, | Y sera le produit de (—r1)" par un déter-
minant d’ordre m qui a sur sa diagonale principale des éléments lous égaux & —Y,
ct a droite de cette diagonale des éléments tous nuls : ce dernier étant évidemment

N

¢gal & (—Y)", il vient finalement
NAX" FANTY AN Y LAY A Y,

ce qui fait bien retomber sur la forme algébrique (16).
Ainsi se trouve établie 'identité (15).

B. Supposons que, relativement & u, 'ordre m du systéme (1) soit supérieur a
I'unité, ct, dans I'écriture de ce systéme, développons les expressions

. m
O L M .
— i=1,2,3);
D Loy =123)
eti=m
il viendra ainsi :
/ )
[ d"u ) "u v 2" Ly ?u
'm,o —'w" m—i,1 “w"l—j “y + ‘mve,e ‘\L,m*z ‘\yg + e + 0.n Dym
- (i) Ao N 0] w
@ s ¥ gk S -
i - W —_— 4 ... =o0
+ \ oy «\J?M«\y:" h ol gl Dwau‘\yyl =+
o +ul=n o' tyl'=p

\ (i=1,2,3).



SUR LES SYSTEMES PARTIELS LINEAIRES. 1h7

Adjoignons maintenant aux inconnues, u, v, w, de (17), comme inconnues auxi-
liaires, toutes les dérivées de u des ordres 1, 2, ..., m — 1 : en posant

Dl\"+k”u

—— = U K
da gy

K4+ K=r1,2....,m—ru),

le systéme (17) aura pour conséquence évidente, au point de vue de 'intégration, le
systéme formé des deux groupes suivants :

f/ u
— U, =0,
[ *
u, u, u,
~ — U, o, - =o0,
dx ; drdy
. M, M. . du
_ ula = 0, - - ) N —_— =0,
(18){ x o dy Qo dy
.................................................................. s
Dufm—z Du{,m—:xll U s Dll”m—z D“_,.”m—:x
2 U,u—=0O0, ——F———=0, ..... Loy T —o,
dx : Qw dy e dy
i (\u.,,m—e‘,! . Dll_,m—l — ?uym—w _ L\U.,ym—e
\\ dx dy o dy ’
U ,.m—t 7(") -‘\ll.,-m—‘l U(‘) Du,m—ey lv(” ‘\llyﬂl—l
m,o D.’L’ m—1,1 D,)' + ‘m—2.,2 Dy + ... + o,m TV
(i) Fw
DR PR _
( 9. + i oy \’L‘w \yar + ‘ !l 8l \.Tz// \yju T o
ol +3'=n W' +3"=p
(i=1,2,3),

I'ensemble des termes non écrits dans chacune des trois équations du groupe (ig)
4tant d’ordre zéro par rapport & u et & chacune des inconnues adjointes. d’ordre infé-
rieur & n par rapport & v, d’ordre inféricur & p par rapport & w. Dans le systtme
1(18), (19)], les équations sont d’ailleurs en nombre manifestement égal & celui des
fonctions inconnues.

Je dis que le déterminant caractéristique du systéme [(18), (19)] peul s’oblenir (au
signe prés) en multipliant celui du sysléme (17) par une certrine puissance enticre de
Lindéterminée \,.

A cet effet, considérons tout d’aberd le systéme obtenu en réduisant le groupe (18)
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4 sa derniére ligne, et le groupe (19) aux termes mis en évidence dans 1'écriture; il
vient de cette facon

Dllym-i . Dll.,wp,—z —0 u m—2 «\ll',.‘lym—s —0. Du,,m—ey . U .
Qo dy T dy T dy §
U/ - U/ - U/ . ) Mym—r
U+ Uy + U =5+ + U,
(20) AN dy dy dy
_ - n R P
O L () My L () Pw
+ NV et X W s =0
RERNY AN w8t oyt
W +2'=n ol 4o'=p
\ (l=1.2,3)

[les équations de la derniére ligne du groupe (18) se trouvent écriles ci-dessus dans
L'ordre inverse].

Le systéme ainsi formé, (20), implique les fonctions inconnues

u, m—1, lll.m—ey e s llym—x , U, W,

se compose d’équalions en nombre égal, et présente par rapport & ces inconnues les
ordres respectifs

T, I, ... , 1, n, p.

Nous allons établir que son délerminan! caractéristique est idenlique (au signe prés) a
celut du systéme (17).

Effectiverment, si I'on suppose, pour fixer les idées, m =4, le sysiéme (20), im-
pliquant les inconnues

W3, UWxzy, Ury2, Wys, U, w,

est le suivant :

diys My Qlayz Mgy Qigzy Mg
_—— — - —_ - —_— = 0;
Qe dy Y dy R dy
() Mgz - ) Uy Q) M2y i) Qyy2 [ duys
Ult [ 3,1 + U'Z e + IJ! 3 ‘0 4
Y *dy 2 dy P dy . dy
n, . P
) v A i) Pw
+ \ I ol -1 of L ‘/ U i u =0
— A s L8 Q™ dye
W +il=n o +3"=p

(t=1,2,3).
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En prenant les inconnues dans I'ordre
Uys, Urpyz, W2y, W3, UV, W,

on a, comme déterminant caractéristique,

X —Y o o o o
o X —Y o o o
o o X —Y o o
(1) (), (1) ), (1) (1) -l 8 O (1) R
UO,’AY Ul,ﬂ\ U!.EY US.IY + Ub,ox E VuV‘ 3’ \“’ Y‘, L ‘VaH‘ 3” .‘\“” \l !
(21) W' +8'=n a+4"=p
) o, ) [ T O @ .
U USLY ULY USY+USX Y V) XY Y W ey
«'e'=n o 43"=p
) (8 ) @ ©) R ) .
U, UY ULY UpY+U X Y Vo Xy N ow' Xery#
a'+8'=n «"3"=p

pour se convaincre de son identité avec le déterminant caractéristique de (17), il
suffit de le développer par rapport aux déterminants du second ordre extraits de ses
deux derniéres coloanes, et de se reporter au lemme établi dans A sur les formes
algébriques & deux variables (en y supposant m =4).

Revenons maintenant (en supposant, ici encore, pour fixer les idées, m =14) au
systeme [(18), (19)], qui implique six inconnues de plus que le systéme (20), savoir :

u; u u; U., U'I'/' uuz.

r? Y x

Parmi les équations du groupe (18). celles qui ne figurent pas dans le systéme (20)
sont également au nombre de six, savoir :

u "
oo
duy g duy
— =0, — Ugy2 —O;
X dy e
d Uy2 N Uyry Du.);y duz2 Q2
- =o, — =o, — U3 =o0.
dx dy o dy dx

En prenant les inconnues du systéme [(18), (19)] dans I'ordre

u, uy, u,; llyz, uly, U,2; llys, uxyz, uxzy, Us; U; W,

son déterminant caractéristique se déduira de celui de (20) en bordant ce dernier

Fac. de T., 3¢ S., VI. 20
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avec six colonnes el six lignes conformément aux indications du Tableau suivant :

Eléments tous nuls.

Eléments tous nuls. Déterminant (21).

On voit immédiatement que le déterminant ainsi oblenu est égal au produit du
déterminant (21) par le mineur extrait des six premiéres lignes et des six"pr‘e‘miéres
colonnes : or, ce dernier, dont la diagonalé principale a tous ses éléments égaux a X,
tandis que les ¢léments situés & gauche sont tous nuls, est manifestement égal & une’
cerlaine puissance de X. ' ' '

On raisonnera de la méme fagon pour toute valeur de m (>1).

C. Les opérations qui viennent d’étre effectudes sur le systéme (17) relativement
a I'inconnue u dans U'hypothése m >1, nous les effectuerons ensuite, si n est >,
sur le systeme [(18), (19)] relativement & I'inconnue v, et enfin, si p est >1, sur le
systéme résultant relativement & 'inconnue w : de cette maniére, nous aurons fina-
lement déduit du systéme (17) un systéme du premier ordre, €2, dont le déterminant
caractéristique, & une puissance entiére de X prés (et au signe prés), est identique a
celui de (17), et ot se trouvent engagées, oulre les inconnues primitives u, v, w, leurs
dérivées d’ordres respectivement inférieurs & m, n, p i titre d’inconnues adjointes.

Cela étant, supposons qu’il s’agisse de rechercher dans le systéme (1) ou (17),
résoluble, comme le dit notre énoncé, par rapport aux trois dérivées (14), le groupe
(unique) d’intégrales, u, v, w, développables (en séries tayloriennes) & l'intérieur de
quelque domaine ayant pour centre (x,,v,), et telles qu'en adjoignant & u, v, w res-

pectivement leurs m —1, n — 1, p—1 premicres dérivées relatives & x, ces m+n4p

fonclions se réduisent, pour x=ux, & des fonctions données de y (développables

0

elles-mémes & partir de y,).
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Le systéme Q, en vértu méme-de son mode de formation, est; au point de vue de
I'intégration, une conséquence évidente du systéme (17), en sorte qua la solution
considérée de (17) en correspond une de Q. Dailleurs. le systéme (17) étant supposé
résoluble par rapport aux dérivées (14), le coefficient du terme de degré le plus élevé
en X est forcément différent de zéro dans son délerminant caractéristique (n° 2),
par suite aussi dans le déterminant caractéristique du systéme € : le systéme €Q est
donc résoluble par rapport aux dérivées (premiéres) relatives & x de ses diverses
inconnues. Cette résolution étant effectude, les déterminations initiales des intégrales
considérées de Q, c'est-a-dire les fonctions de y auxquelles elles se réduisent pour
x=ux,, coincideront respectivement, les unes avec les fonclions données (de y) qui
figurent dans les conditions initiales imposées aux intégrales de (17), les autres avec
certaines dérivées (relalives & y) de ces fonctions données; et il suffira, pour avoir
w, v, w, d’intégrer le systéme Q en imposant & ses diverses fonctions inconnues les

délerminations initiales dont il sagit.
II. Cis D'UN NOWBRE QUELCONQUE DE VARIABLES INDEPENDANTES &, Y, ...

Dans le cas de deux variables indépendantes, on constate sans dlfﬁcult( comme
nous venons de le faire, I'exislence de la relation entre le déterminant caractéristique
du systéme (17) et celui du systéme Q. Dans le cas général, une pareille constatation
serait notablement moins simple, et nous nous bornerons a établir, de ploche en
proche, l'existence de quelque s)atcmc du premier ordre Joum%ant des propr:etcs

LI]OI]CGC‘S

A. L'ordre m, nlallj' au, du svslune (1) élan! suppose plus grand que I, on peut
de ce systéme en déduire un autre de méme nature, impliquanl les inconnues

~J

u u
u, —=u
dxr £ dy

I, m—i, m—1i,..... , N, P,

et lel que son délerminant caractérislique puisse s'oblenir (au signe prés) en multipliant
celui de (1) par une certaine puissance de X. ’

Supposons, pour fixer les idées, que les fonctions i inconnues, u, v, w, et les coefﬁ-
cients du systéme (1) dépendent de quatre variables x,y, z, t. Il est clair que toute
dérivée d’ordre k de u (k> o) coincide avec quelque dérivée d’ordre &k — 1 de quelque
dérivée premiére de u, et quune pareille coincidence a lieu d’une seule maniére ou
de plusieurs suivant que la dérivée considérée d’ordre I intéresse une seule variable
ou plusieurs. En conséquence, aprés avoir posé

u u du S
=u, = u =u, =u
dx )y vz SN
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nous introduirons dans les équations (1) les changements de nolations suivants :
Considérant une dérivée d’ordre k de u,

nous la remplacerons,

u

si >0, par ———s——s:
P yfaznar

. l1l
St a==o0 ¢t >0, par ———3:

Mty

st a=f=o0 et y>o0, par W;

Aty
. - - - ’ AJ -~ —_— [
enfin, si a=8=y=o0, d'oit 3=1¥k, par S
Considérant ensuite les trois dérivées d'ordre m
A Mu Mu
DY A DY L LA o L

(que nous prendrons ci-aprés dans l'ordre inverse), nous observerons que chacune
d’elles coincide de deux maniéres différentes avec une dérivée d’ordre m —r de

quelqu’une des quantités u,, u,, u, u,; nous égalerons entre elles ces deux dérivées

d’ordre m — 1, et nous ¢crirons en outre la relation

u .
=u,. ce qui donnera le

[}

groupe
(\ll D”l—l llt D’lﬂ—l ur “\Tll—i u; D"l—l ur
—u,=o, m—y ey — 0> m—1 =i — 0)
dx v dx dx™ e dx ™z
<22) m—1 m—1
M M,
o T.—o0.
Dwﬂl—l bmﬂl—'ﬁ ‘\y

En adjoignant le groupe (22) a celui qui résulte des modifications d’écriture
introduites dans le systtme (1), nous aurons bien, comme le dit notre énoncé (A),

un systéme de méme nature que (1), compos¢ d’équations en nombre égal a celui de
ses inconnues

u, u, u, v, w,
el présentant par rapport a celles-ci les ordres respectifs
I, m—i1, m—i1, m—i, m—i, R0, p.

Il reste 4 fairc voir que le délerminant caractéristique du systéme W, ainsi formd,
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peut s’obtenir (au signe prés) en multipliant celui de (1) par une certaine puissance
de X.

Or, le systéme (1), en groupant convenablement les termes dans chaque ¢quation,
peut s’écrire :

>0 m g>0 m
2 (&) Mua ZJ Mu
ay 878 gt ay vl + 0.8 7,98 \y 22038
atsty+d=m g4-Hd=m
>0
PN (i) h) " " Pl
(23) - 00,18 3212 0,0,0,m ™
Hi=m

v
U Y \yB’(\ﬂl(\[}’

alt, 8, 1,81 Q! L\yBI/ Y Mﬁﬂ
”+[£Il+_{ﬂ+ sll:p

+ XY

ul+;!+.l,l+srzn

(i=1,12,3).

11 devient donc, aprés les changements de notations indiquds,

>0 m g>o0
N ° _'a, + ¥ & "w,
24 “hnd Bazap i 0,878 Dyg'—' NARA
wtarti=m shrks=m
V’"'u (0 M u,
(25) + E 0,0,7,8 Jz¥1t \t" + 0,0, 0,m M
v+d=m

i) \ v
8 a0y dgY

dw

By + Z‘ ‘V PUSPURNIS Y LU N30

o 3 dx™ ay azv" o
Il+;‘/l+ H+$'l_p

)

ol 484+ 43 =n

\+ .......... =o0 (i=1,2,3).
En prenant les inconnues dans I'ordre
u, uw, u, u, uw, v, w,

et les équations du systéme [(22), (24)] dans 'ordre méme ot elles sont éerites, for-
mant d’aprés cela son déterminant caractéristique, et observant que la premiére

, . u
équation, — — u,=o, nous fournit, comme premicre ligne
da e

X o o o o o o,
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il est clair que le déterminant dont il s’agit est le produit de X par un déterminant
du sixi¢tme ordre ayant pour cinqui¢me et sixi¢tme colonnes

o] (o]
(o] (o]
(o] o
Y ) IS adk ] \' ;0 -l *énv~,y,v~a,,
X Ve y NV N Wo g XY
Qr+.’$/+],l+s!=n a"-}—;”ﬁ—*;”—f-s”:p
O (2) S - ) A CAYL 3
; : ; 8 o i
D Vo gy NOYPZT D W e g NOYPZOT
a8 =n W =
(3) . Y \ (2) an yEn 4
; 9 vt ; - S Al N
3N XY N W XYL

'/.’+[:’-|-7’+8'=n «”—i—;”+-;"+$”=p

Or, ce dernier déterminant lui-méme est le produit du déterminant caractéris-
tique de {23) par X*"™* : pour s’en convaincre, il suffit d’en compléter I'écriture ct

de le développer par rapport aux déterminants du second, ordre extraits de ses cin-
quié¢me et sixiéme colounes.

B. La méthode que nous venons d’indiquer (4), appliquée un certain nombre
de fois en prenant pour point de départ le systéme (1), permet évidemment d’en dé-
duire un systéme du premier ordre, Q, dont le déterminant caractéristique, & une
puissance entiére de X prés (et au signe pres), est identique a celui du systéme (1),
et ol se trouvent engagées, outre les inconnues primitives, leurs dérivées d’ordres
respectivement inférieurs & m, n, p a titre d’inconnues adjointes.

Cela étant, supposons qu’il s’agisse de rechercher dans le systéme (1), résoluble,
comme le dit notre énoncé, par rapport aux trois dérivées (14), le groupe (unique)
d’intégrales, u, v, w, développables (en séries tayloriennes) & partir de x,, y,. .... et
telles qu’en adjoignant & u, v, w respectivement leurs m — 1, n — 1, p — 1 premiéres
dérivées relatives & x, ces m 4+ n 4+ p fonctions se réduisent, pour x=uc,, a des.
fonctions données de y (développables elles-mémes a partir de y,, ...) : en raisonnant
comme nous l'avons fait ci-dessus (I, C), on verra que le systéme Q est résoluble
par rapport aux dérivées (premiéres) relatives a x de ses diverses fonctions inconnues,
et on se trouvera ramen¢ & I'intégrer en imposant & ces derniéres des déterminations.
initiales données.




DEUXIEME PARTIE

Etude d'un systéme partiel linéaire a denx variables indépendantes,
dont l'intégration se raméne a des quadratures.

[7] Supposons actuellement, que les coefficients du systéme (1) et les fonctions
inconnues, u, v, w, qui s’y trouvent engagées, ne dépendent que de deux variables,
x, y; supposons, de plus, que les ¢quations (1) ne contiennent,. outre les termes
indépendants de u, v, w et de leurs dérivées, que les dérivées d’ordre m de u, les dé-
rivées d’ordre n de v et les dérivées d’ordre p de w, i I'exclusion des dérivées d’ordres
respectivement inférieurs et des fonctions inconnues elles-mémes; supposons enfin
que les dérivées de u, v, w d’ordres vespectifs m, n, p y aient pour coeflicienls des
constantes données. Le systéme (1) est alors de la forme '

w=m i v=n i m=p P
Y du R v 3\ QW
" _
(2‘)) Z a;, n \.1,7" p.\yu > " \yv +- ZJ C:,n Dxpvnayn _(ll(m’ y)
n=0 v=0 =0
(i=1,2,3),

ou G;(x,y) désigne une fonction donnée de w,y, et les lettres a, b, ¢, affectées d'in-
dices, des constantes donnees, il en re%ulte pour la forme algébrique (2), dont les
coeffcnenls, en pareil cas, se redmsent cux-mémes a des conslantes, lexpressmn

w=m v=n ==
\ SN — VP ,1 - N—y \TV \ ! - p—T T
DTS S CEED VI A G DI Cdt
®n=0 v=0 ==0
. p=m . . v=n T=p 5
\! CM—p ) \! W ¥4 \ - p—T YT
(26) L az# A ) ‘>_J b!,vx X L ca,n X Y°
n=0 =0 =0
w=m v=n m=p . o
\! — - \' - p—my
> Xm n \;l Z [)3 vxu vlv Z (,3’" Xp 7‘:\ L
w=0 v=0 m=0

Cela étant, proposons-nous le probléme suivant :

La forme algébrique (206) étant supposée non identiquement nulle, et des valeurs
initiales délerminées, x,,y,, ayant élé choisies pour les variables indépendantes x.y
dans une région d'ololropie commune aux divers. seconds membres du systéme (25),
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rechercher loules les intégrales de ce sysléme développables en séries tayloriennes &
Uinlérieur de quelque domaine ayant pour centre (x,, Yo)-

Il est clair que par la transformation
r=x, 4+,  y=y,+y,

ou x'y" désignent de nouvelles variables substituées a z,y, on se trouve toujours
ramené au cas ot les valeurs initiales des variables sont nulles. Il résulte d’ailleurs
de Vhypothése relative a la forme algébrique (26) que le systéme (25) peut, par un
changement linéaire des variables indépendantes (n° 3, II), se ramener 4 la forme
kowaleskienne. Le probléme posé se raméne donc immédiatement au suivant :

Le systeme (25) élanl supposé résoluble par rapport aux trois dérivées

Mu v dPw

27 —_— P — _
( /) d" ’ Dw" ) d? »
el ses SCCOIl(lS membl'es,

(;1(‘7"’ y)’ Gg(‘l" y)v G3(x7 y)y

élanl supposés développables (a Uintérieur de quelque domaine) par la formule de
Maclaurin, en rechercher loules les intégrales développables par cetle méme. formule;
ou, ce qui revient au méme, rechercher les intégrales, u,v, w, du systéme (25) déve-
loppables par la formule dont il s’agit, et telles qu’en adjoignant & u, v, w respective-
ment leurs m-—1, n—1, p—1 premiéres dérivées relatives ¢ x, ces m+n+p
Jonclions se réduisent, pour x=o0, a des fonclions données de y (développables par la
Jormule de Maclaurin).

Or, cette derniére recherche se rameéne tout d’abord, comme nous allons le voir,
4 une semblable recherche effectuée dans le cas du premier ordre.

[8] Effectivement. si, pour les quantités

Dm—lu Dm_l u bm—a u
‘\J.Ht—l ’ \xﬂt—-ﬁ ay L ’ ‘\ylll—l )
L LS
bn-—a v Du—-l v bn—; »
— wrrosnt BRI T
.(\.U" 1 ‘\x" !‘\y ) ’ t\y" 1
M w I w P

dPt Pty T Ty
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dérivées de u,v,w d’ordres totaux respectiis m —1, n—1, p—1, on adopte les

notations .

g U, ni—1, u_lnz—-ay g e ) Llym—l ,
(28) ? U n—1, v =2y e s Uyn—i ,
\ Wos—, w,, —2yy e s lpr—-l s

on peut, du systéme (25), déduire le suivant :

Bllym-—l . Dll‘rym——g Du'rym—g . Du_,_iym—a —
dx dy ’ dx dy
Du.,m—a'f . (\ll'l.m—ey - L\ll'cm—ay .(\ll".m——l Y-
""" Y dy V dx dy
N vu"_' Q U“/n—e N l’_"/u-t_v d U‘r'l”n—';
- -— = =o, : —_ = =0, .....
& dy dx dy
Dl)_,,ll—:)yz _ c\U'ru—a” —o0 t\vl,w—e” Dv{rn—. o
""" Y dy ’ dx dy ’
Dwyp_, . DlU_ryu—a . Q U)J_up—g . D'lv_rzyp—x_
=o, =0, .....
- dy & dy
90)
,( 9) Dw_,,p-—syz_ DU)_,p—zy —o0 Du)‘rp—gy . DlUIp—q .
""" T dy ’ &z dy ’
w=m
a Du_tm——l S‘ a Du.rm_.z‘y.u_.
i & e Ty
w=1
) v=n
+ b varn—l v b Dv.r"—"y"—[
i,0 D, . e iwv Dy
v==1
r=p
W, p— dw
C 1 CWrp—ryr—1
+ ¢, N E i,n—‘\—y——"—'Gi(wvy)
T=I
(i=1,2,3).

Le systtme (29), de méme’ 1

ature que (25), comprend m + n + p équations,

implique m + n 4 p inconnues désignées par les notations (28), et est du premier

ordre par rapport a
suivantes :

chacune de

ces derniéres; il jouit d’ailleurs des propriétés
> J

1° Son délerminant caractéristique est idenlique (au signe prés) au délerminant

caractéristique du systéme (25).

Fac. de T., 3¢ S., VI,
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Il suffit, pour s’en convaincre, d’observer que le déterminant caractéristique
de (29), indépendant des seconds membres, G,(x, y) G, j/), .Ga(w, y), de ses Lrois
derniéres équations, est le méme que si ces seconds membres étaient idenliquement
nuls, et de se reporter & une démonstration antérieure [n° 6, I, B, comparaison entre
les déterminants caractéristiques des systémes (17) et (20)].

2° Le systéme (29) est résoluble par rapport aux dérivées (premiéres) relatives a
de ses diverses fonctions inconnues, el la recherche des inlégrales de (25) répondant &
des condilions initiales données, de méme forme que plus haut (n° 7, in fine), se raméne
@ une semblable recherche effectuée dans le systéme (2q), et & des quadralures.

Effecltivement, en vertu méme de son mode de formation, le systéme (29) est. au
point de vuce de lintégration, une conséquence évidenle du systéme (25), en sorle
qu'd la solution considérée de (25) en correspond une de (29). Dailleurs, le sys-
téme (29) étant supposé résoluble par rapport aux dérivées (27), le coefficient du
terme de degré le plus élevé en X est forcément différent de zéro dans son délermi-
nant caractéristique (n° 2), par suile aussi dans le délerminant caractéristique du
systéme (29) : le sysléme (29) est donc résoluble par rapport aux dérivées (premicres)
relatives & a de ses diverses inconnues. Cetle résolution étant effectuée, les détermi-
nations initiales des inlégrales considérées de (29), cest-i-dire les fonctions de y
auxquelles elles s¢ réduisent pour x = o. coincideront respectivement, les unes avec
certaines des fonctions données (de y) qui figurent dans les conditions initiales im-
posées aux intégrales de (25), les aulres avec certaines dérivées (relatives & y) de ees
fonctions données. Si I'on intégre alors le systéme (29) en imposant & ses inconnues
les déterminations initiales dont il s’agit, on obtiendra, sinon les intégrales cher-
chées, u.v,w, du systéme (25), du moins leurs diverses dérivées d’ordres totaux
respectifs m — 1, n— 1, p—1. Finalement, si l'on désigne par f(x.y), [f.(x. ),
fi(x, ) les trois fonctions ainsi obtenues pour les inconnues respectives t,m—i,
Va1, W, il ne restera plus qu'a intégrer les trois équations

\m—q

M A" ‘ P w

[§
(30) SF‘_‘:f‘(x' Y), ‘TJUT:.:fe(-%': ¥), W:.fs(x’ y)

avec les conditions initiales déduites de celles que I'on a imposées aux intégrales
de (25), cest-A-dire & effectuer (m — 1) + (n— 1) + (p — 1) quadratures relatives
ax().

Ainsi se trouvent élablies les propriétés énoncées.

(*) Les diverses dérivées de u, v, w d'ordres totaux respectifs m —1, n—1, p—1 une
fois obtenues par lintégration du systéme (29), on pourrait, au licu de considérer les
équations (30), observer que les valeurs numériques initiales des diverses dérivées d’ordres
respectivement inféricurs font partic des données initiales imposées pour la recherche de
u, v, w, et qu'il suffit dos lors, pour obtenir I'une de ces trois dernitres fonetions, d'inté-
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[9] Considérant donc, au lieu du systéme primilif, défini au n° 7. le systéme du
premier ordre auquel nous raméne la réduction opérée ci-dessus (n° 8), désignons
désormais par u.v,.... ¢ les diverses fonctlions inconnues engagées dans ce dernier
systtme, par g leur nombre (égal & m + n 4 p), et résolvons-le par rapport aux
¢ dérivées

ce qui, A un facteur constant prés différent de zéro, laisse encore identique a lui-
méme le déterminant caracléristique (il suffit, pour s’en convaincre, de raisonner
comme nous I'avons fait au n° 4). En désignant par

a, b, ..., h,
a,, b, . h,,
.............. )
a,, by, ..., h
des conslantes connues, ct par
F(e,y), -Fflz,y), ..... , Fix,y)

des fonctions connues de x, v, le systtme, une fois résolu, sera de la forme

du u N M N
ax:al—g—{—b‘ by—‘——'—hl—a&*—*—l‘l(l,y),
A o N o
—=a-—+4b~—+ ... +h~—+F

(31) oy Thy T Ty TREY
MW a
ey Ty e Ry TR,

ct nous nous trouverons ramené au probléme suivant :
Les fonctions
Fia,y),  Fuzy, ... o By,

qut figurent dans les seconds membres du systéme (31), étant supposées développables
(¢ Uintérieur de quelque domaine) par la formule de Maclaurin, rechercher les inté-

grer successivement, chaque fois avec la condition iniliale voulue, m —1, n-- roup—1
différenticlles totales du premier ordre, suivant qu’il s’agit de u, v ou w.

I1 en résulte immédiatement la conséquence suivante :

Pour que les intégrales considérées du sysiéme (25) puissenl élre prolongées analyliquement

dans yne région délerminée, il faul el il suffil que cela ait lieu pour les inlégrales correspon-
danles du systeme (29).
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grales de (31) développables par celle méme formule, et se réduisant, pour x=o, &
des fonctions données de y (développables par’la formule de Maclaurin).

Or. la considération du déterminant caractéristique permet, comme nous allons
I'exposer, de remplacer le systéme (31) par divers systémes, de forme plus simple
encore, et dont chacun peut sc trailer indépendamment des autres. Ce déterminant,
qui a pour expression

aY—X_ bY . hY
a,Y bY —X o R)Y
a,Y 5 h,Y —X

devient, si on le divise par Y?, une fonction enti¢re de degré (effectif) ¢ par rapport

au quotient

v en posant ?:1’, et égalant & zéro la fonclion dont il s’agit, on

tombera sur I'équation

a, —1 b, h,
a, b,—r ... h,

(32> N * - =0,
a, e hy —r

que nous nommerons équation caracléristique. Pour que le mécanisme des transfor-
mations & effectuer sur le systéme (31) puisse élre plus facilement saisi, nous com-
mencerons par les exposer dans le cas le plus simple, celui ol I'équation caractéris-
tique n’a pas de racine multiple.

[10] Supposons donc actuellement que [l'équation caractéristique (32), & T'in-
connue r, ait ses g racines dislincles. '

En multipliant les équations (31) respectivement par les constantes (provisoire-
ment indéterminées) p,, p,. --., p,; non nulles & la fois, et ajoutant membre & membre,
il vient :

N | u
?;:(piu-*—p:v“}‘ +pgl>:(p1a4 +pia3+ +pyag)w
Qv

+<qu1+pzba+ +Pybg) ‘T; .
e S
R
+ (pqha + pehz + ...+ pyhg) W

+pF, +pF,+ ... +ng .
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En exprimant ensuite que, dans le second membre de cette équation, 'ensemble
des termes du premier ordre est identiquement égal au produit de

P
—bv(p‘u +pv+ ... +pgt)

par un facteur conslant r (provisoirement indélerminé), on obtient les ¢ conditions

(a, —r)p, + a,p, + ... +a,p,=o,
b1p4 ‘*‘.("2"")1),4— B ,—}-bgpy:O,

e e e e e e e e e e e e e e et e e e e e e y

/
(33) B </
| h,p, + h,p, + .. +(hg—-r)py:o,
qui entrainent, puisque p,, p,. ....p, ne doivent pas étre nuls a la fois, I'équation
caracléristique (32). ‘ _
Désignant par 7', r’, ..., r® les ¢ racines (distinctes, par hypothé¢se) de celte
équation, considérons 1'une d’elles, 17, et soit

[

(34) Po P o D,

une solution correspondante du systéme (33) formée de valeurs non nulles a la fois :
si, pour fixer les idées, on suppose p', <=0, on pourra, dans le systéme (31), rem-
placer la premiére équation par la combinaison linéaire que fournissent les multi-
plicateurs (34), et le systéme résultant, que nous désignerons par

(31 bis),

sera algébriquement -équivalent a (31). Cela étant, on effectucra dans (31 bis) la
substilution
pu+po+ .. +pt=u,

ot u' désigne une nouvelle inconnue destinée & remplacer u, et il viendra

w . ' e,
M , ' , v ' o v

(35) W By Ty Tty e,
a o, w |, W L
= Sy +by-‘\—y—+.~+/lg$+ Fo(x,y)

[ou F',(x, y) désigne une fonction connuede x, y, et les letires a, b. ..., h, accenluées
et affectées d’indices, des constantes connues]. En vertu de propriétés établies plus
haut (n** 4 et 5), lorsqu'on passe, soit du systéme (31) & celui que nous avons



162 CH. RIQUIER.
appelé (31 bis), soit de ce dernier au systéme (33), les racines de 1'équation caracté-
ristique ne changent pas.

Opérons maintenant sur le systéme (33) comme nous l'avons fait sur (31),
c’est-d-dire multiplions-en les ¢quations respectivement par les constantes (provisoi-

rement indéterminées) p,, p,, ..., p,, non nulles & la fois, el ajoutons membre &
membre; il vient ainsi :

D o'
—M—_(plu’ +po+ .. +pO)=({pr+pd,+ ... +pya'g)—‘\?

, v
S LS J AL
B O
+( Pl A p ) S

+p¥, +pF,+ . +pF

En exprimant que, dans le second membre dec cetle équation, l'ensemble des
termes du premier ordre est identiquement égal au produit de

0 :
—D—&-(plu +po+ ... +p,)

par un facteur constant r (provisoirement indéterminé), on obtient les ¢ condilions

[(r'—nrp, tdp,+ ... +dp,=o0,
(36) (b’;'— ryp, + ...+ b’gpy =o,

. \ . ne A \ s .
qui entrainent, puisque p,.p,, ..., p, nc doivent pas étre nuls a la fois, I'équation
(caractéristique)

NJ ! oy
r—1 a, .. a,
o Y roo.. U
2. 9 —
G ‘""
' ! "
) M, h”—;

Dans cclle derniére, considérons la racine 1", et soit

(38) ) 2P UV T

une solution correspondante du systéme (36) formée de valeurs non nulles a la fois.
Je dis que les g —1 derniéres, p',, ..., p’,, ne peuvent étre nulles a la fois : car, si
clles I'étaicent, la premiére équation (36) donnerait

"o U
P —rh=o,
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<c'est-d-dire, puisque r"—r" n’est pas nul, p",=o, en sorte que les ¢ multiplica-
teurs (38) seraient tous nuls, contrairement & ce qui précéde. Cela étant, si, pour
fixer les idées. on suppose p”,==o, on pourra, dans le systéme (35), remplacer la
deuxiéme équation par la combinaison linéaire que fournissent les multiplica-
teurs (38), et le systéme résultant, que nous désignerons par

(35 bis),

sera algébriquement équivalent A (33). On effectuera alors dans (35 bis) la
substilution

P+ plo+ L+ p/ =",

ol v" désigne une nouvelle inconnue destinée & remplacer v, et il viendra :

[ du ;o Y
o = ———DV + F !(ZL‘, y),
A W'
d y ¢ o .
_— A \ 4
= "y + I, (x, ¥),
(39) w L,, N’ , dw w2
w o Gy Ty Ty e A ),
Lot A N’ Qw N f
i [4 " [8 " ¢ " (4 " (94 v
\ =aq O — 4 — -+ — x, ).
e T ey Ty Ty e By T @Y

Comme précédemment, lorsqu’on passe, soit du systéme (35) & celui que mous
avons appelé (35 bis), soit de ce dernier au systéme (39), les racines de I'équation
«caractéristique ne changent pas.

Multiplions & présent les équations du sysléme (39) respectivement par les cons-
tantes (provisoirement indéterminées) p,, p,. ..., p,, non nulles a la fois, ct ajoutons
membre & membre; il vient ainsi : ‘

d , . .
Xv—(p‘u +p +pw+ ..+ pl)

, ol
=(p,r \ +pd,+ ...+ p,4",) Ty
Vi U ' ‘ U bv,

+( p:r +1):s[)3+ +pgb g)Ty—
" -

+( p.c’ + . +pycgay
B
B W N

+( P, 3+"'+pg"g)_‘\_'

+ p‘14". +psF”i +paF3 + T +pgl"_q’
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En exprimant que, dans le sccond membre de cette équation, 1'ensemble des termes
du premier ordre est identiquement égal-au produit dé

o

N , , "
W(plu +pV +pw+..+pl)

,

par un facteur constant r (provisoirement indéterminé), on obtient les g conditions

[ (r! - l’)p‘ o+ a’lzlp:\ + o+ ! (l"g»pgzq,‘
(r”.—'r)pz—{"b"apa + + b"gpﬂ:o"
([IO) ) . (6”3_'-)p3+ :., . + c”gpg:O’
\\ h”:a]')s + Tt + (h”y*r)p!/ =0 ’

qui entrainent I'équation caractéristique. Dans cette dernitre; considérons la racine r”,
et soit

' " 2z " "
(4) A P SR

une solution correspondante du systéme (40) formée de valeurs non nulles a la fois.
Je dis que les g — 2 derniéres, p, ..., p.’, ne peuvent étre nulles a la fois : car, si
elles I'étaient, les deux premiéres équations (40) donneraient

(rl _ rm)p;n =o, (’,rr _ ’,m)p.;/: o,

C'est-a-dire, puisque 1" —r" et " —r" sont différents de zéro, py =0, p} =o, en
sorte que les ¢ mulliplicateurs (41) seraient tous nuls, contrairement & ce qui précéde.
Cela étant, si, pour fixer les idées, on suppose p, ==o0, on pourra, dans le sys-
téme (39), remplacer la troisiéme équation par la combinaison linéaire que four-
nissent les multiplicateurs (41), et le systéme résultant. que nous désignerons par -

N

(39 bis),

sera algébriquement ¢quivalent & (39). On effectuera alors sur (39 bis) 1a substitution

"

. pl ay +p!2HUV +p;’;”'u-’ + o +p;’"t=w',

ol w' dé¢signe une nouvelle inconnue destinée & remplacer w, et on tombera sur un
systéme ol les trois premiéres équations auront la forme réduite

r

'
P ¢ ’
e + ' (x
2 yy (&,
! hYTH B
(A P w
D =1 Dy + P i(w7 y)’
aw' dw’
— rIII + F;”(Il', y)

ox dy
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On continuera ainsi jusqu’d épuisement des racines de I'équation caractéristique.
Finalement, par le changement successif de toutes les fonctions inconnues, le sys-

téme proposé aura pris la forme

A h/A
=r — +F (x
L\-.C 3}' 4( 1y)7
Y '
" 1 h/
=r -+ I X
b.,U ‘\y ..( ’ y) b
....................... s
A NA (9)
__plo) h
7 + F (x,y
="y @Y

(11] Examinons maintenant le cas ou [l'équation caracléristique présente des
racines multiples ; pour fixer les idées, soit 1’ une racine triple de cette équation. En
raisonnant comme au début du numéro précédent (n° ro), on remplacera le sys-
téme (31) par le systéne (35), dont I'équation caractéristique est (37). Faisant alors

abstraction, dans le systéme (33), de la premiére équation,

u'

X

s

s ,
=1 W+F4(x’y)’

~/

on multiplicra les ¢ — 1 équations suivantes respectivement par les constantes (pro-
visoirement indéterminées) p,, ..., p,, non nulles i la fois, et on ajoutera membre &

membre; il viendra :

D ! ! 1 ‘\u,
S5 (P2 pw A+ p )= (P + P+ +p,,ag)—9?
v

+(p,b,+pb, + ...+ p”b,”)—c‘?

' ' ’ dw

+(pzctz+p:xcs + .. +pgcg)_gl_

e
N .

+(pah'2 +p3h,3+ e +pghg)_$‘
+psF2 + p3F3 + M +ngg)'

in exprimant que, dans le second membre de cetle équation, I'ensemble des
termes du premier ordre par rapport aux g — 1 inconnues autres que u’ est identi-

quement égal au produit de
N
-‘\—y—(pgv +pw+...+p,0)

Fac. de T., 3¢ S., VI. ’ 22
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par un facteur constant r (provisoirement indélerminé), on obtient les g — 1
conditions
/

\ ([)'z_r)p: + b’:xp:x + te + b’ypg:O’

(&2) cﬂp2+(c:;_r)1)$+"‘—*_cyp([:()’

’ ’ ’

b, —r v, v,

’ ! ’

c, c,—r ... c, Y
K, M, h —1

En la comparant & I'équation (37), on voit qu'elle n’est autre chose que I'équation
caractéristique du systéme (31), ott le degré de multiplicité de la racine ' a simple-
ment diminué d'une unité : elle admet donc ' comme racine double. Soit alors

(43) @y, Y, .. )

une solution correspondante du systéme (42) formée de valeurs non nulles i la fois :
si, pour fixer les idées, on suppose (p',)==o0, on pourra, dans le systéme (35). rem-
placer la deuxié¢me équation par la combinaison linéaire que fournissent les g — 1
multiplicateurs (43). et le systéme résultant, que nous désignerons par

(35 ter)

sera algébriquement ¢équivalent & (33). Cela ¢tant, on effectuera sur (35 ler) la
substitution

PYv+PIw+ ...+ (p =1,

ou v’ désigne une nouvelle inconnue destinée & remplacer v, et il viendra :

! o o
=7r ' (x,
!Z Y o + 1 (2, y),
' Lo , -
= (a’, r— + F W (L
o ¥ 2) y Ty (2, 9),
w N

A A
=a — + (b)) — + (")
dx P dy ' dy (,

w by ot
o 4k (h“)W +F3(w,y),

' N’ 1w i
)

A , ’ D
=gy T @) B @),
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Comme dans toutes les transformations précédentes, lorsqu’on passe, soit du
systéme (35) & celui que nous avons appelé (35 ter), soit de ce dernier au systéme (44),
les racines de I'équation caractéristique ne changent pas. En formant celte derniére
dans le systéme (44), il vient :

r'— (a') a, . a,
o r—1 (") ',

(45) o o (c')y—r ce ) =o.
o o (R') (h'p)—1

Cela étant, faisons abstraction, dans le systéme (44), des deux premiéres équa-
tions, mulliplions les g — 2 suivantes par les constantes (provisoirement indéter-
minées) p,, ..., p,, non nulles & la fois, et ajoutons membre & membre; il viendra :

(PPt + p,b)
-, , , '
=[p,a, +pa, +..... —{—p”uy] oy
r r ’ l),
S TAXCARSNCNERE Y NUM R
’ ’ r DU)
+[p3(ca) +p4(64) + o +pg(cg>] -33’«
e T Y
! ’ r (\t
+ [p,(W) +p,(H)+ ... .. + p, ()] <5
+p,F, +pF, +..... + b, Fg.

En exprimant que, dans le second membre de cette équation, l'ensemble des
termes du premier ordre par rapport aux g — 2 inconnues autres que u’ et v’ est
identiquement égal au produit de

J

—ﬁ(paw +p.z2+ ... +p)

par un facteur conslant r (provisoirement indéterminé), on obtient les g — 2
conditions ‘

[(c,a) - r]pa + ...+ (c'y)Pg =0,
(46)

( )p, + ... +[(W)—rlp,=o,
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qui entrainent 1'équation

En la comparant & I'équation (45), on voit qu'elle n’est autre chose que I'équation
caractéristique du systéme (31) ot le degré de multiplicité de la racine 7 a seulement

diminué de deux unilés : elle admet donc r' comme racine simple. Soit alors

(4

7) m, @), - N O2)

une solution correspondante du systéme (46) formée de valeurs non nulles A la fois :

, pour fixer les idées, on suppose ((p',))==o0, on pourra, dans le systéme (44),

remplacer la troisitme équation par la combinaison linéaire que fournissent les mul-

tiplicateurs (47), et le systéme résultant, que nous désignerons par

(44 bis),

sera algébriquement ¢quivalent & (44). Cela étant, on effectuera sur (44 bis) la trans-
formation

(P)Hw+ (PN + ... + (P Ht=w,

ou w' désigne une nouvelle inconnue destinée & remplacer w, et il viendra :

(48)

N .o .
= ! V + ' (x, y),
S Lo , o
=@y . then
' A Dv’ Lodw "
N () S + (b)) TN + 1 (x, y),
Az , o' W' dw' Az " o ¥
Ty ) A ED AU R )5 ),
M o Du v o

|\ S + (b ,,) ,,)) +((/ )) S )) + F, (@, y).

|

Nous allons maintenant effectuer sur le systéme (48) la suite des opérations que

nous avons effectuées jusqu’ici sur le systéme proposé (31), mais en considérant, au

lieu de r', une autre racine, 1”, de I'équation caractéristique. Fn multipliant les
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équations (48) respectivement par les constantes (provisoirement indéterminées) p,,
Pys +++5 P, DION nulles & la fois, et ¢ joutant membre 4 membre, il viendra :

d

Y [pu +po +pw +pz+.....+pi

! ! ! ! r (\u'
:[pir +p=(a2)+p3(aa)+p4(14+ """ +pgag] L\Y
r r al}'
+1 p,r 4+ p, (V) +p.(b) + . +p,(b')] "
| , : g
+ [ p,r+p () + + p,((¢'))] Y
‘ z
+1 PASD+ o+ 0] 5
o e
N Lo
+1 p(W))+ ... + P (W)l

+p1F'| +p2F'2 +p3F,3 +pI.FA + """ +ngg'

En exprimant que, dans le second membre de cette équation, I'ensemble des
termes du premier ordre est identiquement égal au produit de

d
W[p.u’ +p' +pw +pz+ ... +p,l

par un facteur constant r (provisoirement indéterminé), on obtient les g conditions

(' —r)p,+ @)p, + @Ip,+d.p,+ ..... + d,p, =0,
(=P, + (V) A B Ip A + (b')p, =0.

(49) (r' —np,+ (¢ )p,+ - + ((clg))py =0,
(S H—=rlp.+ - o ()P =0,

(HD)p, + -+ [(H)—rIp,=o,

qui entrainent I'équation caractéristique. Dans cette derniére, considérons la
racine ", et soit

'(50) l‘)”l’ p”s’ pvz? p”tn """ ’ pg

une solution correspondante du systéme (49) form¢e de valeurs non nulles 4 la fois.
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Je dis que les g — 3 derniéres, p',, ..., p",, ne peuvent étre nulles a la fois : car, si
elles I'¢laient, les trois premiéres équations (49) donneraient
(r, - l-">p"i + ("l'E,)p"‘_‘ + (a,3>p"3 =0 )

' —=rp', + (&)’

' =M,

o,

I

03

en les considérant dans I'ordre inverse et tenant compte de ce que r'—r" n’est pas.
nul, on en tirerait successivement

— — |
p3——-0,/ pz_o’ pl——_()’

en sorte que les ¢ multiplicateurs (50) seraient tous nuls, contrairement a ce qui
précede. Cela étant, si, pour fixer les idées, on suppose p”, ==o0. on pourra, dans le
systtme (48), remplacer la quatriéme équation par la combinaison linéaire que
fournissent les multiplicateurs (50), et le systéme résultant, que nous désignerons.
par

(/;8 bls) B

sera algébriquement équivalent a (48). On effectuera alors sur (48 bis) la substitution
p"’ ll' + lezvl + plls,u)! + p"l‘z _{_ . + p"gl f— z!,

o z' désigne une nouvelle inconnue destinée a remplacer z, et on tombera sur un
systéme ou les quatre premicres équations auront la forme réduite

A ;oo -
=" Yy + F' (x, y),
' Lo , ,
(\-;C - ( 2) D + Dy + Fg(xﬁ y)’
w' W po L' - )
e @) Y +((b“))—by— +7 Sy + Fo(x, ¥);
h . 7 (@)
= - 7 (x, y).
Qe d dy &Y

Et ainsi de suite.

Finalement, le systéme primitif (31) se lrouvera remplace par un certain nombre
de groupes, correspoﬁdant respectivement aux diverses racines distinctes de I'équation
caractéristique (32). Si Uon désigne par r Uune de ces racines, el par a son degré de
multiplicité, le groupe correspondant, impliqguant un nombre égal d’inconnues,

u, U, ..... , U,
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aura la forme

1 ] -
= r + K, (x, y)
d dy ! ’
u, u Ju,
== q, L+ r = + Ka('x’ y)!
QX * dy dy
G < u u u
3 1 2 3 r
—=a r K. (x, v) s
ax 1,3 by + 2,3 ay + D.V + &( ’ y/‘
-, u i . u, L,
= ! 4 a 2 o a e B K.(xz, ),
\ (\w ai,a Dy + a, x D‘V + 3,2 ay + + A1, % Dy + ‘\'v + ( y)
ou les a sont des constantes connues, et
Ky, K@y, K@y, ... . Ku(@,y)

des fonctions connues de x, y, développables (a I'intérieur de quelque domaine) par

la formule de Maclaurin.

[12] Pour passer du systéme (31) au systéme final, il suffit, comme on I'a vu par
I'exposition qui précéde (n> 1o et rr), d’exécuter sur un certain noml‘{re de systémes
successifs la double opération consistant :

1° A remplacer chaque fois le systéme d’ou I'on part par un systéme algébri-
quement équivalent, formé de combinaisons linéaires & multiplicateurs constants:

2° A remplacer ensuite ce deuxiéme systéme par un troisitme, & I'aide d’une
transformation linéaire, & coefficients constants, des fonctions inconnues.

Il va sans dire que, si I'on considére ces trois systémes, les relations linéaires
existant entre les inconnues du premier et celles du dernier relient également leurs
déterminations initiales, c’est-a-dire les fonctions de y auxquelles ces inconnues se
réduisent respectivement pour & = o. Il est manifeste, d’autre part, qu’aprés 'ache-
vement complet des calculs, chacun des groupes, de forme (51), qui composent le
systéme final, peut étre traité indépendamment des autres. En conséquence, la
recherche, & laquelle nous avons été ramené en dernier lieu (n° g), des intégrales
de (31) développables en séries de Maclaurin, et se réduisant, pour x—=o, & des fonc-
tions données de 'y, se rameéne, de proche en proche, @ une semblable recherche effectuée
dans divers systtmes dont chacun a la forme (51). ‘

Or, nous allons actuellement démontrer ce qui suit :

Les fonctions
K,(CL’, y)f Kz(m’ y)¢ """ y K'/’-(a"r Y),

qui figurenl dans les seconds membres du systéme (51), élant supposées développables
(a Uintérieur de quzlque domaine) par la formule de Maclaurin, la recherche des inié-
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grales de (51) developpables par celle méme formule, el se réduisant, pour x =o, ¢

des fonctions données de y (développables par la formule dont il §'agit), se raméne &
des quadratures.

1. Etant donnée une fonction f(x, y), développable en série taylorienne & Uintéricur
de quelque domaine ayant pour centre (x,, v,), si l'on effectue successivement sur celte
Sonction m quadratures relatives i «x, en ayant soin que le résullat de chacune s’annule
pour x=ux,, el n dérivations premiéres relalives & y, le résullal final est indépendant
de U'ordre dans lequel ces m + n opéralions onl pu élre exécutées.

Si I'on désigne en effet par

- r—z) (y—y)

(52) EA“"’ (1.2...02L (1.2.?/?1;
ab
le développement de f(x. y) construit  partir des valeurs initiales x,, y,, il suffit,
pour effectuer sur f(x, y) les m + n opérations dont il s’agit, de les effectuer sépa-
rément sur chacun des termes de la série (52) : or, quel que snit I'ordre choisi, le
terme mis en évidence sous le signe X donnera, ‘
si b est <“n, un résultat nul;

(x—x)™
1.2...(a+m)
et si b est > n, le résultat

si b=n, le résultat A,

a--m

(x—x,) (y—y)™"
@by o (a+m)1.2...(b—n)’

On pourra, notamment. exécuter sur f(x, y), d'abord les n dérivations premiéres
relatives & y, et ensuite les m quadratures relatives & «; le résultat final se présentera

alors sous la forme
£ & " )
fdacf dx/ —l—(xn—y)dx.
Lo Lo . Lo ‘\y

ou le nombre des signes f est égal 4 m.

11, Si Pon désigne par u une fonction inconnue des deux variables indépendanies x
el 'y, el par

f@y), o)

deux fonctions données, développables U'une et Uaulre (4 Uintérieur de quelque domaine)
par la formule de Maclaurin, Uintégrale de Uéqualion aux dérivées partielles

du
E:f(x’ ¥,
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développable par celte méme formaule, et satisfaisant a la condilion initiale

u=vu(y) pour x=o,

est

uw=vu(y) +[x S(x, y)dx .

III. Revenons a notre énoncé.
Si I'on opére sur le systéme (1) la transformation

(x:X,

©3) 2y=Y-——rX,

ot X, Y désignent de nouvelles variables substituées & x, y, les anciennes dérivées

premiéres d'une fonction quelconque u s’expriment a I'aide des dérivées nouvelles

du méme ordre par les formules

du  du 4 du
dr X Y’
ou u
dy Y’
et le systéme (51) devient
wu, K (X.Y .
X - 1(-’ [ rX) ’
wu, ou, X
DT_Q”@W + KX, Y—rX),
(54) du, du du
bx—alg—b—f—*—azabY +K3(X,Y-—7'X),
du, u, du, wu,_, B
\FX——(IL“—D—Y,—-{— aﬂ’a—sv-{— oo+ aa_"“ 3Y +K“(X’Y—’X),

ou, en posant K;(X, Y —rX)=P,(X,Y), j=1,2, ..., x,

u,
X P,(X,Y),
u, a u, P (X, Y
c\X_ "EW + '2(‘? );
(55) du, du, P XY
X ey Ty P&,
bu“—a u, ou, u,_, P.X. Y
X ey Theqy T P lheey FRED.

\

Fac. de T., 3¢ S., VI.
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Si l'on désigne maintenant par v,(y) [j =1, 2. ..., «] une fonction arbitraire de y

(développable en série de Maclaurin), par v'.(y), v".(y). ... ses dérivées successives,
et par -

(36) YY), Yy, o .. LTy

les intégrales de (51) répondant & la condition initiale

u,=v,(y)
u, —

(57) =) pour x=o,
U, == v, (y) J

on a les identités

LY (0,y) =1v,(y),
(58) Y, (0, ) = v,(y),

Yu(0, ¥) = vu(y)-
D'autre part, les intégrales (56), soumises 4 la transformation (53), deviennent
(59) T, Y—rX), (X Y—rX), ..... , T, (X, Y —rX),

et se réduisent, pour X=o, a

Y,(0,Y), Y,(0,Y), ..... ) Y,(0,Y),

c’est-a-dire, en vertu de (58), &

o, (Y),  u,(Y), ... . (Y).

Il suffit donc, pour avoir les fonctions (59), transformées des intégrales (56),
d’intégrer le systéme (54) ou (55) avec la condition initiale

u, =v,(Y))
u,=v, (Y
=) pour X =o,

,=0,(Y)

toute semblable a (57).
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Or, cette intégration peut s’effectuer de proche en proche de la premiére équation
du systéme (55) & la derniére, et il vient successivement, en appliquant les alinéas I
et I,

X
u, = v, (Y) + f P dX,

u,:u,(Y)-{—a,’l: v (Y)+/ debe‘dX:l / P,dX.
uszuz(Y)—i-a‘,s[ v (Y)+/ dxf dX]
+a,3|:—-u (Y)+a”$ 1(Y)+a”f de deKVY‘dX—i-f d‘(‘/‘X DP’d\i]

X
+ / pdx,

Ce calcul, qui ne comporte, comme on le voit, que des quadratures, donnera
pour u, u,, ..., U, certaines fonctions de X, Y; dans ces derniéres, on opérera‘le
changement de variables inverse de (53),

X=uwx,
Y=y+ re,

et 'on aura ainsi les intégrales de (51) répondant & la condition initiale (57).

[43] La forme algébrique (26) étant supposée non identiquement nulle, et des
valeurs initiales déterminées, x,, y,, ayant été choisies pour les variables indépendantes
x, y dans une région d’olotropie commune aux divers seconds membres du systéme (25),
la recherche des intégrales de ce systéme développables en séries tayloriennes ¢ lin-
térieur de quelque domaine ayant pour centre (x,, v,) se rameéne a des quadraltures.

C’est ce qui résulte du simple rapprochement des n** 7, 8, g et r2.



