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INTRODUCTION.

La théorie des marées offre de nombreuses difficultés théoriques et d’application

pratique. Les difficultés théoriques qui s’opposaient à l’intégration des équations
des marées ont été surmontées, en grande partie, par M. Poincaré. Au point de vue

pratique, les marées sont prédites avec une précision remarquable par l’analyse har-

rnonique ; mais les constantes qui entrent dans les formules de prédiction des marées

sont déduites de l’observation, et la portée de l’analyse harmonique est beaucoup
diminuée de ce fait.

Malgré les nombreux travaux sur les marées, l’application de la théorie à une
mer réelle n’a pas encore été faite. M. Hough a étudié les oscillations propres et

contraintes d’une mer de profondeur uniforme recouvrant le globe; on a étudié les
marées dans un canal artificiel, en le supposant tracé suivant un petit cercle; mais,

pour les mers réelles, on s’est borné à des assimilations grossières de mers avec des
canaux.

Dans le présent travail, j’ai cherché à faire une application de la théorie à la mer

Rouge; cette mer a une forme générale assez simple et peut être assimilée à un canal
de largeur et de profondeur variables; dans sa Théorie des marées, M. Poincaré

signale l’intérêt qu’il y aurait à faire une théorie complète des marées dans un golfe
ou un détroit, afin d’avoir des renseignements sur le rôle encore peu connu du frot-

tement ; je trouve que dans le cas de la mer Rouge, le frottement joue un rôle consi-
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. dérable. Avant d’appliquer à cette mer l’équation ordinaire des marées dans un
canal, je me suis demandé si cette équation, établie pour une largeur infiniment
petite, convenait à une mer de plus de 200 kilomètres de large; j’ai repris l’équation
générale des marées et j’en ai déduit les modifications à apporter à l’équation clas-
sique dans le cas où le canal est trop large et dans le cas où, pour une raison quel-
conque, on a choisi un axe inégalement distant des deux bords. J’arrive aux mêmes
résultats en partant de l’intégrale dont il faut annuler la variation pour obtenir

l’équation des marées; de plus, je montre que les équations pour les canaux ne
changent pas, qu’ils traversent ou non la latitude critique. Pour l’application numé-
rique, j’ai employé la méthode de calcul de Ritz, qui m’a semblé beaucoup plus
commode que la méthode de Fredholm; il est vrai que je n’en ai pas démontré la

légitimité; mais j’ai remarqué qu’elle conduit, dans un cas particulier, au résultat t
exact; dans le cas actuel, la convergence des approximations successives ne fait

aucun doute. Enfin, j’ai donné les formules qui permettent de calculer les oscilla-
tions propres d’un canal peu différent d’un canal régulier; malheureusement, la

mer Rouge est trop irrégulière pour que ces formules lui soient applicables. Le rôle
du frottement dans les marées de la mer Rouge est mis en évidence par ce travail;
je me réserve de reprendre cette question, afin de trouver les valeurs numériques des
coefficients que le frottement introduit dans les équations.

M. Picard m’a soutenu de ses encouragernents et de ses conseils ; je lui en exprime
ici toute ma reconnaissance. Les nombreux calculs numériques qui ont été néces-
saires pour étudier les marées de la mer Rouge m’ont été facilités par une machine
à calculer, mise à ma disposition par M. Borel ; je le remercie de m’avoir ainsi sou-
lagé dans la partie la plus ingrate de ma tâche.



CHAPITRE PREMIER.

Théorie classique des marées dans un canal.

Dans la théorie classique, l’équation des marées se simplifie parce que l’on consi-
dère la largeur du canal comme infiniment petite et aussi à cause d’hypothèses
supplémentaires. Prenons le raisonnement de M. Poincaré dans sa Théorie des

marées (p. 205). Il part des équations du mouvement d’un fluide animé d’une rota-
tion d’ensemble p, q, r ; en appelant u, v, w les composantes du déplacement (sup-
posé très petit), w est négligeable devant u et v si la profondeur est petite, ce que
nous supposerons toujours. Si maintenant le canal est très étroit, et si, de plus, sa

largeur varie très lentement, v sera aussi négligeable devant u; en eflet, sur le bord,
v sera très petit vis-à-vis de u à cause des conditions aux limites; comme les dérivées

partielles de v sont supposées petites et que le canal est étroit, v sera partout négli-
geable. Mais supposons que le canal se termine par une paroi ; le long de cette paroi,
ii sera nul et, dans une région voisine du bout du canal, u sera petit et comparable
à v; nous ne sommes donc pas sûrs que dans cette région les équations subsistent;
en particulier, il n’est pas évident que la force centrifuge composée n’ait pas

d’influence.

M. Maurice Levy donne une autre raison pour négliger la force centrifuge com-

posée : il établit l’équation du mouvement en projetant sur une tangente à l’axe du
canal toutes les forces qui s’exercent sur une molécule superficielle; or, la force cen-

trifuge composée est perpendiculaire à la vitesse relative, laquelle est voisine de l’axe
du canal ; sa projection sur la droite considérée est donc très petite et peut être né-

gligée. On voit qu’ici encore la largeur est supposée varier très lentement; de plus,
la même critique que plus haut s’applique; tout au bout d’un canal qui se termine
en cul-de-sac, rien n’autorise à croire que la vitesse relative est parallèle à l’axe du
canal ; elle est petite, mais dirigée n’importe comment.

Mais surtout, l’inconvénient de ces raisonnements est de ne pas indiquer le moins
du monde jusqu’à quelle largeur on peut considérer un détroit comme un canal.
Ainsi le canal de Suez a 54 mètres de largeur; la mer Rouge en a 200 kilomètres ; les
mêmes équations leur sont-elles applicables~ Il est évident que l’erreur devient

grande quan dla largeur du canal devient exagérée; nous verrons plus loin comment
on peut dans chaque cas particulier juger si l’équation simple classique peut suffire.

La notion de canal. - La forme la plus simple est celle d’un canal dont les deux
rives sont parallèles, c’est-à-dire telles que les normales à l’une des rives soient aussi



normales à l’autre ; si le canal est étroit, on pourra confondre ces normales avec des
droites; s’il est large, il faudra prendre les grands cercles normaux. Il existe alors
une ligne, que nous appellerons l’axe du canal, et telle que si l’on porte sur ses nor-

males, de part et d’autre, des longueurs égales à la demi-
largeur du canal, on obtienne les deux rives. Plus géné-
ralement, si sur les normales à une ligne quelconque on
porte de part et d’autre de la ligne deux longueurs varia-
bles, égales ou non, nous dirons que l’on obtient encore
les rives d’un canal, dont la ligne primitive sera l’axe.
Toutefois, nous exclurons des cas analogues aux sui

vants : Soit CABD l’axe ; AO et B 0 les norm ales en A
et B; si on porte sur les normales des longueurs supé-
rieures à A0, nous pourrons obtenir des formes de rive
telles que (i), (2), (3), (3) étant un cas particulier de (2),
le cas où le repli se recouvre lui-même; nous exclurons
de tels cas; autrement dit, nous n’admettrons les sinuo-
sités brusques (à rayon de courbure petit) qu’aux endroits
où le canal est étroit.

Si les longueurs portées de part et d’autre de l’axe

sont égales, nous dirons que c’est un axe principal. Dans la pratique, on tracera
par tâtonnements un axe principal.
Cependant, il peut exister une infi-
nité d’axes principaux, ou un seul,
ou pas du tout. Ainsi, si les deux

rives sont des droites formant un an-

gle (o, on obtient toutes les courbes

qui sont analogues à des hyperboles, et admettent pour asymptotes les bissectrices
de xOA; on obtient de plus ces bissectrices elles-mêmes; naturellement, dans ce cas

particulier, on prendrait pour axe principal la bissectrice intérieure. Si les deux rives
sont des droites parallèles, le seul axe principal est la droite équidistante.

Enfin, si un canal à rives droites parallèles fait un coude, il n’existe pas d’axe

principal. Mais cette question n’a pas d’importance pratique; il est facile dans les

applications de trouver un axe qui soit à très peu près principal.



CHAPITRE II.

Application de l’équation générale des marées au cas d’un canal.

Nous démontrerons d’abord le lemme suivant :

Étant donnée une ligne L sur une sphère, il est possible de faire une carte de la

sphèse où la ligne L soit représentée en vraie grandeur sur l’axe des x.
En effet, soit e la colatitude, et ~ la longitude d’un point ; soient x et y les coor-

données du point correspondant sur la carte, x et y sont des fonctions de e et ; qui
satisfont toutes à l’équation

le rapport de similitude est

Il faudra donc prendre pour y une solution de l’équation (i) qui soit nulle tout le

long de la courbe donnée, et qui, de plus, tout le long de cette courbe, satisfasse à

Cette solution une fois connue, x sera détermine par les équations

Il suffit donc de démontrer l’existence d’une solution de l’équation (i) satisfaisant t
aux conditions énoncées. Or, considérons trois axes

00, O03C6, Oz; dans le plan 6, 03C6, la courbe L a pour image

une courbe (/). L’équation (2) définit 2014 et ~y tout
l~ 1~,

le long de (),), puisque l’on a déjà, pour un déplace-
ment sur cette courbe, ~y d03B8+~y d03C6=o. Par suite, le

d6 1

problème revient à chercher une surface intégrale de
l’équation (i) qui passe par (À), et soit tangente le long
de (À) à une développable circonscrite.

Si la courbe (),) est analytique, on sait qu’il existe une telle surface intégrale.



Dans ce qui suit, nous appliquerons ce lemme à l’axe du canal, qui n’est pas forcé-
ment une courbe analytique; mais on sait que l’on peut trouver une courbe analy-
tique qui s’écarte d’aussi peu que l’on voudra d’une ligne donnée à l’avance, et même
dont les tangentes fassent avec les tangentes aux points correspondants de la ligne
donnée des angles aussi petits que l’on veut. Nous pourrons donc supposer que le
théorème précédent s’applique.

Si la courbe r est un petit cercle 6 == 60, la carte cherchée est une carte homethé-
tique de la projection de Mercator, donnée par les formules

Car alors on a, pour 9 = 90, y = o, et, de plus, 
’

Donc, pour 6 = 90 , on a dS ds 
= i .

Pour un petit cercle quelconque, il suffit de prendre pour origine des colatitudes
le pôle du peti t cercle.

Soit maintenant un canal; traçons un axe et faisons une carte où cet axe soit

représenté en vraie grandeur sur l’axe des x.

L’équation générale des marées est

où les notations sont celles du Traité des marées de Poincaré :

x et y sont les coordonnées sur la carte du point correspondant à la longitude c~

et à la colatitude 6 .

«T est une composante isochrone complexe du potentiel, de la forme Ce03BBt, où À
est une imaginaire pure.

k est le rapport d’un élément d’arc de la carte à l’élément correspondant de la

sphère.
h est la profondeur de la mer, et on a posé

où w est la vitesse de rotation de la terre sur elle-même.

g est l’intensité de la pesanteur.



Enfin, en appelant ~ la hauteur de la marée, on a :

La latitude critique est celle qui rend hi et h2 infinis, c’est-à-dire celle qui annule
03BB2 + 403C92 cosz 8 ; cette quantité peut être nulle, puisque 03BB2 est négatif et que |03BB| a des
valeurs voisines de 0, w ou za~.

Nous supposerons que, dans toute la largeur du canal, la fonction y peut se déve-
lopper en série

les oi étant des fonctions de x. .

Alors, si le canal rze traverse pas la latitude critique, on pourra aussi écrire :

les bi , xi , ~ji sont des fonctions réelles de x . .
Soient yq et yb les y des bords du canal correspondant à l’abscisse x; ya et y~ sont

aussi des fonctions de x. Nous poserons

ha et hb étant les profondeurs aux bords.
Remplaçons dans l’équation générale des marées les fonctions qui y entrent par

leur développement; multiplions ensuite par ymdy et intégrons de ya à yb. En remar-
quant que

et



on arrive a l’équation suivante, qui sera notre équation fondamentale :

Si le canal traverse la latitude critique, le calcul précédent ne subsiste pas, car on

ne’peut plus développer en série hi et h~. Nous traiterons ce cas plus loin. .

Choix de - Dans ce qui suit, nous allons supposer que h, ya, yv sont

petits; nous admettrons aussi que les fonctions CPi’ ~2, ... sont du même ordre de

grandeur; mais cela suppose qu’on a choisi une unité de longueur, car 03C60 a pour di-
mensions [L~], ~~ a pour dimensions [L], etc. De même, nous admettrons que
ao, ai, a2, ... sont du même ordre de grandeur; même supposition pour bo, bi, b2, ...,

no, w2, .... Ces dernières hypothèses montrent qu’il faudra prendre pour unité
de longueur le rayon terrestre, car dans le calcul de b2, t~ , etc., à côté de

quantités ne dépendant pas de l’unité choisie, s’introduisent des quantités comme

d03B8 dy. où 0 est la colatitude. Le rayon terrestre sera aussi une bonne unité au point de
vue dynamique, car il est comparable aux longueurs d’onde des ondes de marées, et

par suite, si 
-, 

If et yb R sont petits, on pourra considérer 1a, va et Yb comme

petits dans l’étude des marées. Enfin, quand, dans un cas particulier, on aura cal-
culé 90’ ..., on pourra s’assurer que ces quantités sont du même ordre de

grandeur.

Ordre de grandeur des quantités 03C3i, fJ.i. 
- Dans ce qui suit, nous supposerons, à

moins d’indication expresse, que la profondeur du canal est nulle aux deux bords :

ha = hb = o. Il en résulte que tous les 7i et ui seront nuls.
Les c d’indices pairs ne peuvent être nuls, étant donnée leur définition :

. On a



y~ étant compris entre y~ et y~,. Il en resuite est petit devant c~~. De même,

c~p_,-~=y~c~p. Donc, cz~_;2 est très petit devant mais on n’est pas sûr que 6~p;_~ soit

petit qui peut être nul. Ainsi, les ? d’indices pairs vont en décroissant

rapidement et les c d’indices impairs sont petits vis-à-vis de tous les ? d’indices pairs
qui les précèdent.

Les tJ. d’indices pairs ne peuvent être nuls, que y6

est > 0 , ya est  0 .

On a :

Ce rapport est nul si l’on a y« + yb = o; comme ya + y~ est toujours petit, on

voit facilement que sa valeur approchée est (2p + 1) ya 
+ yb.
2

De même,

et sa valeur approchée est 
2p + I 3 (yb -ya)2 2p+3 4 Donc, les p, d’indices pairs vont en dé-
2p q. fi

croissant rapidement et les y, d’indices impairs sont petits vis-à-vis de tous les y, d’in-
dices pairs qui les précèden t.

Comparons enfin les j>. aux T . On a

hc étant plus petit que la plus grande profondeur de la section considérée. Donc, 2p
est grand devant 03C32p.

g 2p+1 a pour valeur approchée (ya + yb) (yb-ya 2)2p+1. D’autre part, 03C32p est égal

à heg 2p et a pour valeur approchée 201420142014 ( yb-ya 2)2p . par suite, on aura

On ne peut donc rien dire a priori sur ce rapport; il ne pourra être petit que si
l’axe choisi est presque principal; pour un axe principal, il est nul. Dans chaque cas
particulier, il faudra comparer directement 2p+1 à En particulier, on a

hm étant la profondeu r môyenne de la section ; donc g 1 ne sera négligeable devant j
que si la distance de l’axe choisi au milieu de la section considérée est petite vis-à-vis
de la profondeur moyenne.



De même g sp+a a pour valeur approchée 2 (yb-ya 2)2p+3. Donc, on a ap_
proximativement 201420142014 = 

(yb-ya)2 hc. On ne peu donc non dire 
ce rapport ne pourra être petit que si le carré de la largeur est petit devant la pro-
fondeur moyenne, ou en d’autres termes, si le rapport de la largeur à la profondeur
moyenne est petit devant le rapport du rayon terrestre à la largeur. Dans chaque
cas particulier, il faudra comparer directement gy.~~~2 à ~~r~.

Ces considérations nous guideront quand nous chercherons à ne retenir que les
termes principaux de l’équation fondamentale (A).

Les équations exactes. - Nous avons appelé y« et vb les y du bord du canal; mais
si Ya et y~ sont des fonctions de x quelconques, l’équation (A) n’en subsiste pas
moins. Prenons donc vll= o et yb = étant une constante. Les ~p seront tous nuls,
puisque Supposons que, depuis l’a~e jusqu’au bord, la profondeur
soit développable sous la forme .

()n trouve alors :

En remplaçant dans l’équation (A), on obtient deux séries en p qui doivent être
égales, quel que soit p (entre o et y6). Il faut donc égaler les coefficients des mêmes
puissances de p. On obtient ainsi des équations qui ne dépendent pas de in ; écrivons
seulement les deux premières :

Un voit que dans la première de ces équations s’introduisent les fonctions incon-
nues Cf2; dans la seconde, il y a en plus c~3; dans la suivante, ~4 s’introdui-
rait, etc. Il y a donc toujours deux fonctions inconnues de plus que d’équations, ce ,
qui n’est pas étonnant, puisqu’on n’a pas tenu compte des conditions aux limites.



Si on a calculé les fonctions CPo et 9i et qu’on veuille avoir la marée en on point

particulier de la côte A, il suffira d’exprimer la profondeur 
,

sous forme d’un polynôme en y : : h = po + p,y + ... + 

(les pi étant des fonctions de x, qu’on pourra même supposer

linéaires) dans une petite région entourant la section droite

qui passe par A. Les équations exactes donneront f2’ -~3 et per-

mettraient ainsi de calculer la marée en A avec une grande

approximation, si on connaissait les fonctions c~~ et leurs dérivées.

REMARQUE. - On aurait pu obtenir les équations exactes directement, en rempla-
çant dans l’équation générale des marées toutes les fonctions, y compris h, par leurs

développements.

Les équations approchées. - Nous supposons la profondeur nulle aux deux bords

et, de plus, que (p est développable en série dans toute la largeur du canal, ce qui
tient compte des conditions aux limites sur les bords du canal. Nous confondrons la

section x = Consi. avec la section droite du canal par un arc de grand cercle (ce

qui serait rigoureux si l’axe du canal était un petit cercle). Alors 5o est la section du

canal, (;1 est le produit de 03C30 par l’y du centre de gravité de la section, etc. Divers cas

peuvent se présenter, suiv ant le choix de l’axe et la largeur du canal :
1° ° N,~ et 11’2 sont négligeables devant 50, ce qui revient à dire que le canal n’est pas

trop large et que l’axe est presque principal.
Écrivons l’équation (A) pour m = o, en négligeant et u~ , N,~ :

La même équation donnera pour ~:= i, dans les mêmes conditions,

En éliminant -.~1 entre ces deux équations, on obtient

Or, d’après la définition des ai et des bl, on a :

d’où



L’équation se réduit donc à

qui est l’équation classique. Cette équation sera applicable si 2 et 1 sont négligea-
bles devant ~o; la condition que doit être petit restreint le choix de l’axe, et ceci

~0
est important, car la fonction ~o(a~) peut varier notablement si l’on change l’axe, sur-
tout si le canal est assez large. De plus, le calcul précédent donne la fonction ~ . 

’

2° n’est pas négligeable, mais -’;’2 est négligeable devant j,; c’est-a-dire que
l’axe n’est pas principal, mais que le canal n’est pas trop large. L’équation (A) don-
nera alors pour m = o et ~~2 = i les deux équations

d’où

Cette dernière équation est plus compliquée que l’équation classique, mais elle est
" 

linéaire. On voit ici l’influence de la courbure de la terre, qui introduit 03B10 et 03B21, et de
la force centrifuge composée, qui introduit bo.

3° Si le canal est assez large pour que même 2 ne soit pas négligeable devant 03C30,
on pourra encore traiter le problème ; les équations (3) et (4) sont remplacées par

ou encore

et de même



Cette fois, nous avons introduit 03C62 ; nous écrirons donc une troisième équation en
faisant dans (A) ni = 2. Mais alors il faut introduire c,, ;~z et tenir compte de tJ’:I’ ;y.

On obtient ainsi l’équation

De (!~"), on tire ~1 en fonction linéaire de. c~~ et c/; de (5"), on tire 92 en fonction
linéaire de (&#x26;/, CPt’ ou encore de ~ ", J’, ~ . En portant dans (3"), on obtient

pour 90 une équation linéaire du second ordre. Ici la marée tout le long de l’axe du
canal est sensiblement modifiée par la forme des sections, ce qui se traduit par l’in-
troduction des quantités 51, ~~.

Les coudctions aux limites. - 1° Si le canal est ferrné sur lui-même, tous les 03C6i

doivent être périodiques.

~" Si le canal débouche dans un océan, tous les ri sont donnés à 

3° Le canal se terrnine par une paroi normale à l’axe. On sait que l’on doit avoir

()r

Comme la condition doit être vérifiée quel que soit y, on trouve une série de condi-
tions aux limites ,

Le canal se termine en pointe, ou encore la profondeur devient nulle o son

extrémité; alors 03C30 est nul et il faudra que les 03C6i restent finis.
Nous examinerons en particulier le cas où le canal débouche d’un coté dans un

océan et se termine de l’autre par une paroi normale à l’axe. Comment détermine-
rons-nous ~~:~ Nous avons d’abord l’équation (5) ou l’équation (5’), est connu



a une extrémité; il faut une seconde condition aux limites, qui sera + 2w 03BB03B1003C61=0.
Cette condition contient que nous remplacerons par sa valeur approchée tirée des
équations (4) ou (4’). On obtient ainsi la seconde condition aux linlites, qui est seu-
lement approchée :

dans le cas de l’équation (5) :

dans le cas de l’équation (5’) :

La valeur approchée trouvée pour ,, prend, à l’embouchure du canal, la même

valeur que ib0 a003C60’, laquelle semble n’avoir aucun rapport avec la valeur donnée de 03C61
a cette embouchure. Il s’élève donc un doute sur la question de savoir SI ib0 a003C60’ est
vraiment une valeur approchée de Yi. Or, on se donne 03C61 pour une section voisine de

l’embouchure: mais l’équation approchée p, = ib0 a003C60’ est valable dans toute l’eno-

bouchure ; donc la valeur donnée ne peut pas être très différente de ib0 a003C60’, et il n’y a
pas à s’en occuper. Remarquons encore que la véritable fonction ne satisfait qu’ap-
proximativement à l’équation (5) et aux conditions aux limites énoncées ; nous ad-
mettons qu’elle est peu différente de la fonction trouvée, mais les dérivées de cette
dernière peuvent-elles être considérées comme des approximations des dérivées de la
véritable fonction ~,°? Cela semble moins probable; nous l’admettrons encore pour
les dérivées première et seconde, qui entrent dans l’équation (5), mais la dérivée
seconde en particulier peut être beaucoup plus erronnée que la fonction elle-même,
car dans l’équation (5) est multiplié par ~°, qui est beaucoup plus petit que le

multiplicateur de ~° . La valeur donnée pour c~~ par les équations exactes ne peut
donc être qu’une approximation grossière; celle que l’on trouverait pour ~3 mériterait
encore moins de confiance.

Nous allons étudier maintenant le cas où le canal traverse la latitude critique. Et

d’abord, nous supposerons que l’axe du canal est le parallèle de latitude critique
lui-même.

Les composantes du déplacement d’une molécule sur les axes de coordonnées
sont données par les formules



L’équation générale des marées peut s’écrire sous la forme

ou encore

Nous admettrons que 03C6 est encore développable sous la mê me forme que précédem-
ment et qu’il en est de même de u et : 

obtiendrons les équations exactes en remplaçant dans l’équation c~, par

leurs développements, et aussi V, IR et h. On obtient ainsi :1~

Ecrivons l’équation générale sous la forme

y remplaçant u, v, ~, VV et I~ par leurs développements, multipliant par et
l~

intégrant de ya u v~, nous obtiendrons l’équation fondamentale suivante :

De cette équation (A/) on pourrait déduire les équations exactes, comme on l’a

fait pour l’équation (A); ces équations ont été obtenues directement plus haut. Les
équations approchées seront :

10 ° Si y.~ sont négligeables devant 



~° n’est pas négligeable,

et si était comparable à on procéderait comme il a été indiqué.
Il faut maintenant calculer les et les vz en fonction des quantités connues et

des ~i. Il suffit de se servir des équations

Introduisons les nouvelles quantités ri définies par

On aura :

En identifiant terme à terme les équations précédentes, on obtient :

et de même



Or, nous avons supposé que l’axe du canal est le parallèle de latitude critique, ce
qui donne ro - o. Mais le déplacement uo, vo est fini ; uoro et voro sont donc identique-

’ 

ment nuls. Il en résulte que

Ces deux équations se réduisent à une seule, puisque I + 403C92 03B3203B120~0. On obtient
ainsi, dans ce cas singulier, la même équation que dans le cas général. En résolvant
par rapport aux ni et vl, on trouve :

et de même

, 
. Remplaçons maintenant les ul et vi par leurs valeurs dans les équations appro-

chées trouvées, en tenant compte de ~i = ~~~~ Dans le premier cas,

et comme



Nous obtenons ainsi l’équation approchée

l’équation exacte .

et l’équation approchée

Comme conditions aux limites, 90 est donné à une extrémité, et à l’autre on

doit avoir II === 0, et en particulier c’est-à-dire

trouvons donc exactement les mêmes équations que précédemment.

Dans le second cas, où 2014*- n’est pas négligeable, on a
~0

et

d’où

et on trouve cette fois l’équation

ou

les conditions aux limites sont : ;~~ donné à une extrémité, et à l’autre u = o, en par-



ticulier uo = o ou 03C61’ -f- 203C9 03BB (203B1003C62 -E- 03B1103C61) = ô, ce qui donne, en remplaçant t 03C61 et 03C62

par leurs valeurs,

Nous trouvons donc encore les mêmes équations que précédemment, c’est-à-dire
l’équation (5’) et les conditions aux limites correspondantes; il suffit de faire dans

(5’) a infini et de remplacer ~b° ~ par 2w x . Non seulement on trouvera les mêmeso 

fonctions 90 et mais il en sera de même pour ~2; faisons la vérification seulement

dans le cas le plus compliqué. ,

Dans le cas où le canal ne traverse pas la latitude critique, on déduit ~~ de ~o et CPt
par l’équation exacte (r) de la page 160. Remarquons que, par définition,

et que, par suite,

On a aussi I = (r0+r1y+...)(a0+a1y+...), et on en déduit que a2 = - r1. Si

dans l’équation exacte considérée on remplace 03C61 par la valeur trouvée .

et si l’on divise par ao, on trouve

A représentant un ensemble de termes qui ne devient pas infini en même temps
que ao. Faisons maintenant u" infini; l’équation se réduit à

qui est justement l’équation approchée trouvée dans le cas singulier. Il y a donc ici
une permutation entre une équation approchée et une équation exacte.

Supposons enfin que le canal traverse la latitude critique sans que son axe soit le
parallèle critique. Les équations exactes et approchées trouvées plus haut, qui s’ex-



priment au moyen et vi’ subsistent : ce sont seulement les expressions de ui et vi
qui changent. En effet, /’~ n’étant plus identiquement nul, on aura :

et de mcrne

L’équation approchée donne toujours 03C61 _ quel que soi t Un

en déduit toujours u0r0=03C60’+403C92 03BB203B12003C60’=03C60’r0, d’où u0 = 03C60’
, 

et cette équation est

vérifiée pour toutes les valeurs de ro’ même pour rv=0. Il n’y a donc rien à changer
dans les résultats précédents ; le fait que le canal traverse la latitude critique n’a
aucune influence sur les équations.

CHAPITRE III.

Intégration des équations. 
’

M. Poincaré a montré que le problème des marées se ramène au calcul des varia-
tions. Je renverrai à son analyse du Traité des marées, page 299. Je la compléterai
seulernent sur un point : la formule subsiste même si la profondeur n’est pas nulle
sur les bords et aussi si l’on se donne les valeurs de f sur une partie du contour.
Nous adopterons momentanément les notations employées à cet endroit par M. Poin-

caré, c’est-à-dire que nous poserons

en mettant en évidence les quantités réelles et les quantités imaginaires, Ici, p, et ~~,
n’ont pas le même sens que dans le chapitre précédent, mais il n’y a pas de confusion



possible. De plus, comme il s’agit ici des marées d’un canal, nous négligeons II",
potentiel du bourrelet liquide produit par les marées.

La supposition h = o sur le bord sert à se débarrasser des intégrales de ligne sui-
vantes, provenant d’intégrations par parties :

Prenons le terme en c’est 
’

ou enco re

.,.., , , ... , . ~D 
Mais si h n’est pas nulle au bord; on sait L que 2014==o qui peut t~ A ~~ " ’

,, . 

h ~ .~ .s écrire A 2014 2014 2014 == o. et quL se décompose en

Or, l’expression ( r ) s’écrit t

le terrne en 0:; est donc identiquement nul, et il en est de même du terme Si

sur une portion du contour on se donne 9, Cft et sont nuls, et les intégrales de
ligne considérées le sont aussi.

L’intégrale J, dont il faut annuler la variation, est (en négligeant Il")

’ 

(il y a une faute de signe dans l’expression de 8J, à la page 302 de la Théorie des



il faut y changer ~ de signe). Cette expression se simplifie facilement en
tenant compte de et ~~==:).~~2014W~. On obtient simplement :

Nous allons calculer cette intégrale J dans le cas d’un canal. Mais pour éviter les
confusions, nous poserons désormais

et par suite

j étant supposé développable suivant les puissances de y, on aura :

Nous poserons de même M~==W~ -+- iWo, et, d’une manière générale :

On aura alors W = (Wo ~ yW, ~ ...) ~ + yW, ~ ...).
Rappelons que, si le canal ne traverse pas la latitude critique, nous avons posé

d’où

et enfin

en remplaçant dans J et effectuant l’intégration par rapport à y, on obtient



où H,, 1(2 sont des fonctions de x de forme compliquée ; par exemple,

Si on se borne aux termes en et on obtient une valeur approchée de J ,
et les règles ordinaires du calcul des variations donnent :

Les deux dernières équations donnent ~I>~ et 4B en fonction de ÏB et de ~I>o; en
portant les valeurs obtenues dans les deux premières, on trouve

En multipliant la seconde de ces équations pai et ajoutant à la première, on
retrouve l’équation (5’) de la page 162 ; cette méthode nous donne donc les mêmes
résultats que la première, mais, de plus, elle montre que l’équation (5’) s’obtient en
annulant la première variation de l’intégrale J, où l’on conserve seulernent les termes
en {J’t; dans l’expression ainsi obtenue, on peut remplacer et ~h, par leurs



valeurs en fonction de ~~>~ et ~o, et on obtient ainsi l’expression approchée suivante
de J :

Si est négligeable, on obtient une expression très simple :

en posant

Nous avons donc vérifié directement que les équations du chapitre précédent
proviennent de ~J ~ o; comme ces équations sont valables dans tous les cas, même

. quand le canal traverse la latitude critique, l’équation ôJ = o est aussi valable dans
tous les cas. On aurait pu le voir directement en exprimant J au moyen du déplace-
ment u, v. Posons

on obtient alors

et des équations analogues pour U, ~~T et V . Au moyen de ces équations, on peut
voir que J se met sous la forme

où rien ne devient plus infini à la latitude critique.
Si maintenant on développe les composantes du déplacement t

et si l’on prend dans J seulement les termes en co, on obtient une intégrale
simple, et en égalant sa variation à zéro, on trouve :

Il suffit d’exprimer tout au moyen de ÏB pour parvenir aux mêmes équations
différentielles et à la même expression de J que précédemment.



Les conditions aux limites pour ~~~ et se déduisent des conditions correspon-
dantes pour -.~o. Par exemple, si le canal débouche dans un océan, ~~~ et ~po sont
donnés; s’il se termine en cul-de-sac, on devra avoir

Le problème des marées dans un canal se ramenant à un problème de calcul des
variations, on pourra, pour trouver une solution approchée de l’équation du pro-
blème, employer la méthode de calcul de Ritz.

Ritz a exposé sa méthode d’une manière générale, mais a démontré seulement t
dans deux cas qu’elle conduit sûrement au résultat_ exact : dans le cas du problème
des plaques encastrées et du problème de Dirichlet. Dans ces deux cas, la forme

quadratique qui entre dans l’intégrale est et il n’existe pas de solutions fon-
damentales. Mais Ritz remarque que sa méthode donne des résultats numériques
exacts même dans des problèmes comme celui des cordes ou des plaques vibrantes.
Le problème des marées est dans le même cas que ces derniers problèmes; nous
nous bornerons à admettre que la méthode de Ritz s’applique ici. Pourtant, dans un
cacs particulier, nous montrerons comment elle se rattache à la solution donnée par
K. Schmidt d’une équation de Fredholm, et aussi comment elle se justifie très sim-
plement en adoptant pour le potentiel une forme approchée particulière.

Remarquons enfin que nous avons une intégrale J contenant deux fonctions in-
connues ~po et Dans le cas d’un axe principal, ces fonctions se séparent, et on
peut appliquer la méthode de Ritz telle quelle. Mais si l’axe n’est pas principal, il

n’en est plus ainsi : les fonctions ~~o et entrent par leurs produits sous le signe
somme, et elles entrent aussi toutes deux dans chaque condition aux limites. Voici
alors comment on pourrait conduire le calcul; on choisira des fonctions -~~~, ~! 2 ...

quelconques, mais telles que l’on suppose (1B et ~~ représentables sous la forme

On remplacera et 03A60 par ces expressions dans J, et on annulera ôJ, en assu-

jettissant les et 03B1i à satisfaire aux conditions aux limites. (Ce procédé ne marche-
rait plus du tout dans le cas de deux variables, parce qu’il y a alors une infinité de
conditions aux limités.) Il est beaucoup plus simple de choisir l’axe de manière qu’il
se termine juste au milieu de la paroi qui limite le canal; les conditions aux limites
sont alors 03A60’ _ 03A60’ = o ; on choisira pour les 03C8i des fonctions satisfaisant aux condi-
tions aux limites, et les 03B1i et ai ne seront liés par aucune condition.



CHAPITRE 

Les marées de la mer Rouge.

Tous les renseignements numériques ont été tirés du Manual of Tides de Rol-

lin A. Harris ; le Manual of Tides est publié dans les Report of the LT. S. Coast arzd

Geodetic Survey de I894, igoo, I904, I907.
J’ai commencé par dessiner une carte de la mer Rouge, en y traçant les lignes

d’égales profondeurs de 100 en 100 fathoms (brasses anglaises) [un fathom égale
J’avais d’abord craint que j, ne soit trop grand et j’ai dessiné un axe non

principal, mais passant à peu près par les centres de gravité des sections transver-
sales ; nous l’appellerons axe I. Puis, après avoir reconnu les avantages d’un axe

principal, j’ai tracé l’axe principal de la mer Rouge, que nous appellerons axe II.

Remarquons que nous avons défini axe principal un axe à égale distance des deux
bords sur lce carte spéciale ; j’ai tracé l’axe II à égale distance des deux bords sur une

projection de Mercator, mais cela n’a pas d’importance. En effet, l’axe II correspond
a une ligne à très peu près également distante des deux bords dans la réalité, comme
on le voit facilement; d’autre part, une ligne également distante des deux bords est
très voisine d’un axe principal ; par exemple, supposons que cette ligne soit un petit
cercle. Soit 60 la colatitude de ce petit cercle par rapport à son pôle et ~ la longitude
d’un point ; nous avons vu que ~

On voit aisément que 
2°

Soient l~ et lG les distances de l’axe aux deux bords; on aura

et de même pour - lb. En appelant 2l la largeur du canal, on trouve

L’axe étant principal,

d’où

En posant 2d, on trouve



Pour l= 100 kilom. et 0 = 50°, par exemple, on a que cl est

tout à fait négligeable. Ce résultat est certainement applicable à la mer Rouge, dont
l’axe n’est pas très éloigné d’un petit cercle. - La meilleure raison pour justifier
cette manière de faire est que les bords de la mer Rouge sont découpés et qu’il est
impossible de tenir compte de tous les golfes et caps; par suite, on ne pourra jamais
tracer un axe principal qu’approximativement.

Puis j’ai choisi sur chacun des axes 1 et II un certain nombre de points, où j’ai
mené les sections droites : pour l’axe 1 j’avais mené 29 sections droites; pour l’axe II
j’en ai tracé 18 seulement, m’étant aperçu que la forme de la mer Rouge était ainsi
assez bien déterminée. Pour chacune des sections j’ai mesuré son abscisse, c’est-à-
dire sa distance à Périm, comptée sur l’axe, la largeur, la profondeur moyenne; pour
avoir cette dernière quantité, j’ai considéré toute la région comprise entre les lignes
d’égale profondeur de 100 et 200 fathoms, par exemple comme ayant 15o fathoms
de profondeur. Ce procédé aurait donné des résultats inexacts entre o et I00 fathoms,
car il existe de très grandes étendues où la profondeur est très petite; aussi j’ai tracé
la ligne d’égale profondeur de 5o fathoms et j’ai séparé la région comprise entre o et
100 fathoms en deux régions, que j’ai considérées comme ayant t les profondeurs
constantes 25 et 75 fathoms. J’ai mesuré aussi la longitude et la latitude des points
choisis sur l’axe. Voici les résultats des mesures pour l’axe II seulement :



La colonne (i) contient les numéros d’ordre des sections ;
2014 (2) 2014 l’abscisse, B j exprimées en prenant pour unité
- (3) - la 1 en prenant pour unité

2014 (4) 2014 la profondeur, } de longueur , 
le rayon .- terrestre

2014 (o) 2014 la section, 
2014 (6) 2014 la latitude (Nord) ;
2014 (7) 2014 la longitude (à l’Est de Greenwich).

Pour 1 axe I, la longueur de la mer Rouge est 0,300 ou kilomètres; pour
l’axe Il, elle est o,3m ou i.()y5 kilomètres.

’ 

J’ai vérifie que, pour l’axe I, 2014’- est inférieur à o,oo3; pour l’axe Il, ce rapport. 
’

Ci’ 0
ne dépasse certainement pas beaucoup o,0ï, si même il atteint cette valeur : en tous

cas -~- est négligeable. 
’

~0

2014~- pour l’axe 1 est inférieur à o,ooo3, et pour l’axe Il encore plus petit ou au
~0

moins du même ordre.

Comparons maintenant les i à 03C30. Nous prendrons pour unité de temps l’heure

moyenne; avec cette unité, le coefficient 03BB2 qui entre dans l’équation des marées a

une valeur absolue voisine de I 4 ou de 2014, , suivant qu’il s’agit de marées semi-

diurnes ou diurnes. En prenant pour unités le mètre et la seconde de temps moyen,
nous prendrons ~ = (),8o5 ; avec les unités adoptées, nous aurons

Nous trouvons alors que, pour l’axe 1, ’-’ est de l’ordre de grandeur de l’unité;
co 0

pour l’axe 11, au contraire, ce rapport, s’il n’est pas absolument nul, sera négligeable.

2 03C30, pour l’axe I, atteint la valeur o,5 qui est une valeur exceptionnelle ; ce rap-
co

port a une valeur moyenne un peu plus grande que 0,1. Pour l’axe II. il est du

même ordre et plutôt plus petit; nous négligerons aussi {1’2 devant c-~. de sorte que
nous pourrons appliquer pour l’étude de la mer Rouge l’équation la plus simple.

Potentiel. - Les marées les plus importantes sont :
onde lunaire principale semi-diurne;

S2 onde solaire principale semi-diurne ;

T~ onde lunaire elliptique majeure;
K onde luni-solaire diurne (surtout lunaire);

(B t onde lunaire principole diurne ;

P~ onde solaire diurne.



Le potentiel générateur d’une onde est de la forme

U est le coefficient universel 3 2 M E(a e)3a et est égal à h 362 E e

G est un coefficient égal à cos2 ). pour les marées senni-diurnes, à sin 2), pour les

marées diurnes (i. étant la latitude).

C est le coefficient astronomique; l’onde correspondante est souvent désignée par
la lettre C.

c est la vitesse angulaire de l’onde.

u est la phase au temps initial.

En comptant le temps en heures moyennes à partir d’un passage au méridien de
Crcenwich de la lune fictive correspondant à chaque onde, on a :

~~ étant la longitude comptée positivement à l’ouest de Greenv-ich. Il faut donc cal-
culer les fonctions cos203BB cos 203C8, cos203BB sin 203C8 et sin tout le long de
l’axe. Voici le tableau de ces valeurs pour l’axe II : :



On constate que ces expressions peuvent se mettre sous la forme approchée
a + bx + cx2 . Voici les valeurs de a, b, c pour chacune des quatre expressions et pour
les axes I et II : :

Les expressions précédentes sont très bien représentées par a + b:c + cx2; les ré-
sidus sont plus petits pour l’axe 1 que pour l’axe II, en tous cas ils sont toujours

inférieurs à 0,01, qui est une valeur exceptionnelle. Il en résulte que W g pourra tou-

jours se mettre sous forme d’une expression du second degré en x .
Les coefficients cc, b, c ont été calculés par la méthode des moindres carrés: on

voit qu’ils diffèrent assez sensiblement quand on passe d’un axe à l’autre.

Marées à Périm. - Pour étudier les marées dans la mer Rouge, il faut d’abord
avoir les marées à Périm. Les seuls renseignements que j’aie trouvés sont les

suivants :

L’établissement, à la pleine et à la nouvelle lune, est 8hoo"’, c’est-à-dire que la

haute mer a lieu à 8 heures à ces époques. De plus, la mer manne de 6 ‘/~ à ~ ’/~ pieds
anglais en marée de vives eaux, et de 5 à 6 1/4 pieds en mortes eaux. Mais les
ondes n’ont pas du tout été séparées.

On a des renseignements plus précis pour Aden et Djibouti. On connaît, pour
chacune des ondes S~, ~1~, K,, 0,, P,, l’amplitude et le retard de la marée sur sa
lune fictive. Voici les données numériques, l’amplitude étant exprimée en pieds

anglais :



Les données pour Aden et Djibouti diffèrent très peu. Nous admettrons qu’au
point A , situé à égale distance d’Aden et de Djibouti, les données sont les suivantes,
moyennes arithmétiques des premières : .

Nous allons traiter la petite portion de mer comprise entre A et Périm comme un
canal; un calcul grossier suffira, étant donnée la courte distance de A à 

Prenons pour unité de longueur le rayon terrestre. En choisissant A pour origine
des abcisses, on trouve que la largeur, la profondeur et la section sont sumsamment t
bien représentées par les formules :

Dans ces formules, le golfe de l’adjoura a été négligé.
Nous connaissons la marée au point A; mais à Périm, on ne peut donner aucune

condition aux lirnites ; en effet, la masse d’eau qui traverse les détroits de Bal-el-
Mandeb dépend de la forme de la mer Rouge au delà de Périm. Mais cela est peu



important, parce que l’ouverture formée par les détroits est très étroite; la masse
d’eau qui les traverse ne peut pas être très considérable, et par suite des conditions
aux limites quelconques à donneront toujours à très peu près les mêmes ré-
sultats. Aussi, nous ne nous préoccuperons pas de ces conditions aux limites, et

nous chercherons seulement à satisfaire le mieux possible a l’équation des marées,
en adoptant pour la fonction inconnue 03A60 la forme

Il faut rendre rninimnurn l’intégrale

,Vu étant la partie réelle d’une composante isochrone du potentiel. Si on appelle ~Y
la somme de cette composante et de la composante conjugée, somme qui est réelle,
on aura

La marée correspondant à W sera

Nous appellerons [~] et [V] la marée et le potentiel au point A .
La constante A sera déterminée par

Nous déterminerons ensuite B et C en annulant la première variation de ce

qui donnera les deux équations linéaires suivantes :

x~ étant l’abscisse de Périm. On a (environ 100 kilomètres).
Comptons les longitudes à partir du point A, positivenlent vers l’ouest, et le

temps, pour chaque composante, à partir d’un passage au méridien de A de la lune
fictive correspondante. On aura alors, pour l’onde 1Z~, .

et de même pour toutes les autres ondes.

On constate que, du point A à Périm, cos2 03BB cos 203C8 varie de 0,956 u 0,95I ;
cos2 A sin 2~~ varie de o à o,023; sin 2À cos ’f varie de o,~ ~o a sin ~i, sin ~rt varie
de o à o,oo5, et l’on peut poser :



w
Au moyen de ces expressions, on peut mettre, pour chaque onde, - sous la

forme x + Les valeurs de x nous importent peu; celles de 03B2 sont de la forme

03B21 cos ct + 03B22 sin ct, et l’on constate que 03B21 et 03B22 sont inférieurs pour toutes les ondes à
~ ô ’° X 250. Il est inutile d’écrire le tableau des valeurs de ~3, parce que nous verrons

plus loin que ~ n’intervient pas dans le résultat.
La marée M2 au point A est I pied,65 cos - 223°).
En prenant pour unité le rayon terrestre, on obtient :

Dans les équations qui donnent B et C, remplaçons / et c par leurs valeurs en

fonction de .~; en remarquant que 2~ a A - ~~~~- [~], on obtient :

On voit tout de suite que le terme en 03B2 est tout à fait négligeable devant le terme
en [~], c’est-à-dire que tout se passe comme si le potentiel était constant dans toute
la petite région considérée. Il suffit maintenant de remplacer i,~ et [~] par leurs va-
leurs pour chaque onde considérée, et de résoudre les équations en B et C obtenues.
En remarquant que g = ~ g,g5 ~ et que l’on a :



le calcul s’achève aisément, et l’on trouve les composantes suivantes de la marée a

Périm :

La longitude du point A par rapport à Greenwich est En comptant le

temps à partir du passage au méridien de Greenwich de la lune fictive relative à 
on aurait pour cette onde

du temps. - Co-mptons maintenant le temps il partir de minuit moyen de

précédant janvier 1 de 1905; une table de Harris donne pour toutes les

années et pour toutes les composantes l’angle horaire des lunes fictives à minuit

rnoyen précédant janvier 1 ; en faisant le changement d’origine du temps, on trouve
les composantes suivantes :

Les résultats pour Périm sont donc très voisins de ceux d’Aden. Par suite, il est

inutile de vérifier que les résultats trouvés donnent bien pour l’établissement et la

hauteur des marées les nombres indiqués au début, car ces nombres sont très voisins

pour Aden et Périm, la hauteur de la marée étant seulement un peu plus grande

pour Périm.

Calcul de la marée la mer Rou ge en l’assimilant à urt canal de largeur et

de profondeur constantes. - Nous choisissons pour axe l’axe II et nous adoptons pour

origine du temps minuit précédant janvier 1 de 1905 (temps moyen de Greenwich).
Unité de longueur : rayon terrestre. - Unité de ternps : heure moyenne.
La largeur moyenne de la mer Rouge est o,o35y6 (228 kilomètres), et sa profon-

deur moyenne est o,oooo659 (420 mètres). Sa longueur totale est o,3 (1.975 kilo-

mètres). Nous avons vu que le potentiel générateur de la marée est



La valeur moyenne de est o,45426, et le facteur d’auglnentation f est égal,
pour l’origine du temps adopté, à I,o356. Nous aurons donc

Avec les unités adoptées, on aura :

~V = cos + 12~~, ~2~ -~- sin 2’.~ sin ~i1~.~t + I2~, ~2~~.

D’autre part, nous avons exprimé et sous la forme

a + 6,r -}- cx2; nous obtiendrons donc 2014 sous cette forme en remplaçant

et en effectuant les calculs

Nous avons déjà vu que g = 19,957.
Pour l’onde M2, on a i~, = = o, 50586 Î6.
Nous avons à résoudre

ct p étant déterminé, la marée est

Posons

d’où l’on tire

Alors

Remplaçons dans cette équation 03C6 en fonction de 03B6; nous trouvons :

Ici, 
W g 
= A + Bx + ii , B , C étant des constantes connues. L’intégrale gé-

nérale de l’équation cn ( cst



Déterminons les constantes U et Y par les conditions aux limites. Pour 

Pour x=x0, d03C6 dx est nul. Donc, d03B6 dx + d dx - est nnl , ce qui donne

On obtient ainsi l’expression suivante de 1 :

En par titulier, au fond de la mer Rouge, la marée sera

Effectuons les calculs numériques. On a :

et

ou en exprimant et [~~ en mètres :

Traitons maintenant le même problème par la méthode de Ritz. Il s’agit de
rendre minimum l’intégrale

Ici, est.la partie réelle d’une composante isochrone du potentiel; si nous ap-

comme précédemment, V la somme de deux composantes isochrones conju-

guées, nous aurons =I 2W; de même, en appelant 03C6 la somme des fonctions cor-
2

respondant aux deux composantes conjuguées, 03A60= I03C6. Nous avons donc â rendre
2

minimum l’intégrale

où ~. a la même signification que plus haut



Posons maintenant

,~ étant la valeur pour .r==o, c’est à-dire

’L devra rendre minimum l’intégrale

’f s’annule pour x= o; ~.L’ s’annule pour x=x~. Nous connaissons une infinité de
fonctions satisfaisant à ces conditions aux limites, fonctions qui correspondent aux
oscillations propres de la mer Rouge; ce sont :

Adoptons pour If la forme

En remplaçant dans l’intégrale I, on trouve

Or,

Par suite,

Les valeurs des a qui rendront minimum I sont données par



Or, 
’~ 

= -£ + I3x + Cx~ (et par suite [iV] = g,£).
Y

On connaît donc les xi; ~; étant connu, la marée sera

Calculons la marée par cette formule pou r on trou ve

Effectuons les calculs numériques. En faisant successivement n= 1, 2, 3, c’est-

à-dire en prenant pour ’f les formes

on trouve les résultats suivants :

Si l’on compare ces résultats avec les résultats exacts, on voit qu’en prenant trois

termes, on a déjà une bonne approximation, et en en prenant quatre, une très

bonne.

Nous allons montrer que, dans le cas particulier actuel, les approximations suc-
cessives de Ritz sont convergentes; pour cela, nous montrerons que le problème se
ramène à une équation de Fredholm à noyau symétrique, et nous développerons la
solution suivant les fonctions principales. Nous trouverons que la nième approxima-
tion de Ritz n’est pas autre chose que la somme des n premiers termes du dévelop-
pement de la solution, ce qui établira la convergence. 

’

Lâ fonction inconnue 03C6 satisfaisant à l’équation 03C6"=- 203C6-W gh ’i==o2014A
(A étant défini comme précédemment) satisfera à



D’autre part, ~.~ est nul pour et ~~-’ est nul pour . Or, si l’on a

03C8"=f(x), la solution de cette équation qui satisfait aux conditions aux limites indi-
quées est

on posant

En remplaçant f(x) par le second membre de l’équation en 03C8, on voit que 03C8 satis-
fait à l’équation suivante :

Posons

E. Sclmidt a montré que la solution de l’équation intégrale peut se développer
sous la forme

en effet. les fonctions principales normées relatives au noyau G sont justement les

fonctions - sin et les nombres principaux correspondants sont - 2n.

D’autre part, F(x) satisfait aux mêmes conditions aux limites que les fonctions

sin et peut se développer sous la forme

11 en résulte pour ’f l’expression

On peut facilement calculer les intégrales du second membre: on trouve



Or, dans l’application de la méthode de Ritz, nous avons justement trouvé que
le coefficient de ~~y~, c’est-à-dire de sin ;J.,~x, était égal à

le résultat annoncé est donc vérifié.

Remarquons enfin que la méthode de Ritz, toujours dans le cas particulier actuel,
se justifie très simplement de la manière suivante :

La fonction ’f satisfait à l’équation

Or, cherchons à représenter d’une façon approchée l’expression du second

membre [[03B6]- Bx - sous la forme 03A3Ai03C8i. Si nous prenons pour mesure de

o

l’approximation l’intégrale du carré de l’écart, c’est-à-dire

la meilleure façon de déterminer les sera d’annuler la variation de cette intégrale,
ce qui donne les équations

, 
/~o ~

ou, puisque / ’};~~c est égal à o ou à -~, suivant que ~~/i ou que ~=/~ ’~0 2 
-’

Si la représentation de la fonction du second membre est jugée suffisamment
bonne, on pourra remplacer l’équation en If par l’équation

Il est alors évident que la solution cherchée de cette équation est de la forme



en substituant, on trouve ;u~) _ - .ai, c’est-à-dire justement la même valeur

que précédemment.
Mais une objection se pose; ce mode de calcul revient à remplacer [~~ par

ou encore à représenter .1, x, x2 par une somme de termes de la forme xi sin ;

pourra-t-on représenter ces fonctions suffisamment bien par des expressions de cette
forme? Il semble d’abord que non, puisque l, ne satisfont pas aux conditions

aux limites auxquelles satisfont les sin mais il se produit ici quelque chose

d’analogue à ce qui arrive lorsqu’on développe en série trigonométrique une fonction

qui ne prend pas la même valeur pour x = o et x = ?~ ; le développement repré-
sente la fonction dans tout l’intervalle, sauf aux deux extrémités; de même ici les

sommes Exi sin représentent assez bien les fonctions, sauf. vers les extrémités.

Supposons que l’on prenne seulement quatre termes pour représenter i, x, X2; voici
les résultats numériques :



Les colonnes (1), (2), (3) donnent les valeurs des fonctions r, x, x~, et les co-
lonnes (Il’, (2)’, (3)’ les valeurs correspondantes des représentations approchées de
ces fonctions. L’unité est assez bien représentée partout, sauf pour cela
n’est pas étonnant, puisque l’unité satisfait bien à la même condition aux limites que
sin pour x === xo’ mais pas du tout pour x === 0; au contraire, x et x2 sont mieux
représentés au commencement du canal qu’au fond (1).

Nous allons maintenant tenir compte des variations de largeur et de profondeur
de la mer Rouge. Mais auparavant, remarquons que la rapide convergence des
expressions approchées obtenues pour la marée est due à ce que les sin sont les
fonctions principales relatives à l’équation fonctionnelle du problème. En particulier.
[J,o comprennent le nombre p., et nous avons vu que les termes en sin et
sin donnent déjà une bonne valeur pour la marée. Pour appliquer la méthode
de Ritz, il serait bon d’avoir des valeurs approchées des oscillations propres de la
mer Rouge, au moins des deux premières. On pourrait espérer y parvenir par la mé-
thode suivante :

Soit un noyau symétrique G(x, y); ; A un nombre principal et cp(x) la fonction
principale normée correspondante, de sorte que

Si G subit une variation cG, il en résultera pour A et ~ des variations 8i, et §(? dé-
terminées par les équations

cl

en posant

et

les 03BBi et 03C6i étant les nombres principaux autres que A et les fonctions principales
correspondantes. Pour la dernière formule, on a admis que G(x, y) est égal à

(1) L’identité des trois résultats ne tient évidemment pas à la forme simplifiée adoptée
pour il est facile de vérifier que le résultat subsiste, W étant quelconque.



Soit maintenant à résoudre l’équation

avec, pour conditions aux limites, et (t/(j~)=o.
En posant

comme à la page 189, la fonction cherchée satisfait à l’équation intégrale

ou, après une intégration par parties,

ou

Faisons dans cette équation x = xa ; il vient 

Nous supposerons 1 + =~= o, et cette équation nous donnera ~o; en portant
dans l’équation précédente, nous trouverons une équation de Fredholm ordinaire :

où est une fonction connue de x, et où l’on a posé

Dans le cas des marées dans un canal, l’équation à résoudre est

et par suite,

h étant la profondeur moyenne de la section d’abscisse x.



Dans le cas d’une largeur et d’une profondeur constante, le noyau est ~~ G(x, y),gh" Il
h0 étant la profondeur moyenne totale du canal. On peut écrire

~G, et dG~ étant des fonctions de x et de y ne dépendant pas de F. Ces fonctions
auront dans tout le canal de petites valeurs numériques, si la largeur et la profon-
deur sont presque constantes ; on pourra donc appliquer les formules qui donnent
les variations des nombres et des fonctions principales pour obtenir des valeurs ap-
prochées des oscillations propres. Faisons les calculs. On a :

et

Dans le cas où ôG~ et ôGz sont nuls, les nombres principaux sont ),n = - ,

les N,~~ étant les nombres déjà vus précédemment u, _~~~ + I~" , et les fonctions
2Xo J

principales normées correspondantes sont -,~,1(x) = 2 sin .

On aura donc approximativement 
’ V ~0 .

ou

Le calcul des deux intégrales qui se présentent ici est long, mais n’offre pas de
difficultés. En se servant des identités

et t



(la seconde est la même que la première, où on a permuté f et c~, x et y) ; on peut les
mettre sous la forme suivante :

Pour calculer ces expressions, il faut calculer les intégrales simples

Log désignant un logarithme népérien ; ces intégrales peuvent être calculées par qua-
cl ratures mécaniques.

D’autre part, la fonction ~(~) définie précédemment est ici égale à

ou

et la fonction y) est égale à

La série , sin ( ! J’t x sin iy est ra p idement convergente, surtout pour n = o ou I ,
, J.i l

i=0 

et on peut se borner à un petit nombre de termes. Si on prend p termes, l’erreur est

inférieure à 
, 

L 

, 
2 , qni est comparable à 4 ou à (x0 03C0)403A3 I n4; ai
- ~ ?~ Il

l’on fait P égal successivement à 4, 5, 6, 03A3I n4 est inférieur à 0,0075, a o,004,

n



à 0,002. Dans le calcul de 03A8(x, y) s’introduisent des intégrales doubles

que l’on ramènera à des intégrales simples par les identités écrites plus haut. On

pourra donc calculer les valeurs numériques des variations des fonctions principales
pour un certain nombre de points choisis arbitrairement tout le long de l’axe du
canal; cela suffit ensuite pour l’application de la méthode de Ritz. La mer Rouge
diffère trop d’un canal régulier pour que l’on puisse appliquer cette méthode; pour-
tant, j’ai fait les calculs, espérant avoir une indication grossière sur les périodes des
oscillations propres : j’ai trouvé :

Pour la mer Rouge, Ao n’est pas bien déterminé, mais il est compris entre 50

et I00; entre ces limites, 
i A0 I+A0x0 

ne varie presque pas, et on peut le prendre égal

à 3, i. On trouve alors = - 6,8.

Cette valeur semble raisonnable; mais si l’on fait le même calcul pour ;ui, on
trouve ~(v.~)=- 2yg, valeur tout à fait inacceptable. Aussi nous bornerons-nous, dans

ce qui suit, à chercher à représenter la fonction inconnue sous la forme ~J x; sin 
Nous adopterons l’axe II, qui donne les équations les plus simples; il faut alors

rendre minimum l’intégrale

en posant comme précédemment ~=~’ -t- A A=i~2014~2014-320142014 ~ , nous aurons a an-
nuler la variation de

et, puisque W g=A + Bx + Cx2,



Remplaçons dans l’expression sous le signe somme la fonction inconnue ’f

par 03A3 7i sin ix. L’expression devient
i=û

en posant t

~~t

Pour calculer l’intégrale I, il faut donc calculer les expressions

et cela, pour toutes les valeurs de et de k qui entrent dans l’approximation adoptée.
Le nombre des intégrales à calculer est un peu diminué en remarquant que

J’ai adopté pour la fonction inconnue ~~, la forme

’f = tio sin + x~ sin + x~, sin + ocg sin P 3X + x4 sin 

Il faut donc faire dans ce qui précède i et lz égaux à o, 1, 2, 3, 4. On a alors a

calculer en tout trente-cinq intégrales qui caractériseront suffisamment la mer Rouge
au point de vue des marées.

J’ai tracé les courbes représentatives des fonctions à intégrer sur du papier qua-
drillé à petits carrés; et pour avoir la valeur d’une intégrale, j’ai compté le nombre
des carrés compris entre la courbe et l’axe des x, en évaluant les fractions de carrés
traversés par la courbe. J’ai trouvé les résultats numériques suivants :



On trouve alors :



Les équations qui déterminent les inconnues sont :

Nous connaissons toutes les quantités qui entrent dans ces équations (nous avons

donné plus haut le tableau des valeurs de -203BB2 g pour les différents ordres). Voici les
valeurs obtenues pour les coefficients de ces équations pour les ondes M.,, S2, N2,
Kt’ 0~, P~ (ces coefficients sont, dans l’ordre indiqué, ceux de xo, i, , y, x3, x4 dans

la première équation: puis ceux de x~, x3, x~ dans la deuxième; puis ceux de

~y, x3, x~ dans la troisième, etc. On peut former avec ces coefficients un tableau

triangulaire que l’on complétera par symétrie) :

Dans les seconds membres, les coefficients de [~], de B.et de C sont les mêmes
pour toutes les ondes; ce sont les valeurs des li, li’, 1/’ multipliées par un facteur
convenable :



Prenons d’abord l’onde Si on prend pour [a fonction inconnue ’f deux termes
seulement, c’est-à-dire si on substitue dans l’intégrale dont il faut annuler la varia-

tion ’f = xo sin + x1 sin on trouve que

Avec trois termes (03C8 =03B10 sin Vox + 03B11 sin + tY-2 sin 2x), on trouve :

Avec quatre termes :

et enfin avec cinq termes :

On voit que les approximations successives convergent lentement et que même,
entre la quatrième et la cinquième, il y a encore un écart assez grand. Cela provient i
de ce qu’il y a presque résonance pour l’onde 11~Z~, le cas de la résonance étant le plus
défavorable possible; c’est pour cela qu’il y aurait eu avantage à avoir les premières
oscillations propres de la mer Rouge : en remplaçant sin et sin par ces oscil-

lations propres, la convergence aurait certainement été beaucoup plus rapide. Il est
admissible que cinq termes suffisent pour i~T~. Pour les autres ondes, la convergence
est bien meilleure; voici, pour chacune, les valeurs des 03B1 quand on prend quatre
termes (à gauche) et quand on prend cinq termes (à droite) :

Pour ~,.



Pour ~~.

Pour Kt.

Pour 0,.

Pour P.

On voit que l’expression de ’f ne varie pas beaucoup de la quatrième à la cin-

quième approximation, ce qui est fort rassurant pour la convergence. Pour chacune des
ondes, nous avons donné plus haut les valeurs de [Ç~. Je les reproduis ici pour ras-
sembler les éléments numériques nécessaires au calcul de la marée. En prenant pour



origine des temps 1 instant d’un passage au méridien de Grecnwich de la lune fictive
de chaque onde, on a :

1’oici quelles sont les valeurs moyennes de B et de G, multipliées par le rayon
terrestre R exprimé en mètres :

Pour avoir les valeurs de BR et de CR, il faut multiplier les valeurs précédentes
par le facteur d’augmentation f ; d’ailleurs les valeurs de [~] sont aussi très proba-
blement des valeurs moyennes, qu’il faut aussi multiplier par .f.

La marée est donnée par la formule

ou en remplaçant If par sin u,tx, et posant : 
.

Si on veut avoir la marée en mètres, il faut multiplier l’expression précédente par
le rayon terrestre exprimé en mètres R. Si donc on suppose que [~~ est exprimé en

mètres, nous aurons la formule définitive



Pour chaque onde, nous connaissons 03B2i, 03B3i, 03B4i, -, , [03B6], BR et Cli ; nous avons

donc tous les éléments numériques qui entrent dans la formule précédente. Cher-
chons quelle valeur cette formule donne pour la marée au fond de la mer Rouge;
il faut y faire et, par suite, sin ;~.ix=(- .

On trouve les marées moyennes suivantes :

Pour l’onde M2:

Pour l’onde Sz :

Pour l’onde IB, :

Pour 1 onde K~ :

Pour l’onde 0~ :

Remarquons d’abord que le calcul fait en assiniilant la mer Rouge à un canal de
largeur et de profondeur constantes donne un résultat très dînèrent du précédent;
en effet, pour l’onde 1I~_ nous avions trouvé que le coefficient de [~] est - 2,6fr!,, tan-
dis qu’ici nous trouvons - 8,580; pour la mer Rouge réelle l’onde possède une
résonance beaucoup plus parfaite que pour un canal régulier.

Dans les résultats précédents, c’est l’onde qui est de beaucoup prépondérante;
l’heure cotidale de la marée est 

~°I~,B 
= lo heures. Or, l’henre cotidale observée est

30

4 heures; de plus, l’amplitude de la marée réelle n’est pas du tout de l’ordre de
5 mètres, comme l’indiquerait la formule précédente. Il faut en conclure que, dans



le calcul de la marée, un élément important a été négligé, puisque nous obtenons
une marée théorique n’ayant aucun rapport avec la marée réelle. A quoi peu tenir
cette divergence  Elle ne tient certainement pas à la grande largeur de la mer Rouge,
car, dans la première partie de ce travail, nous avons vu que cette largeur n’était pas
exagérée : elle est à la limite où l’équation des marées dans un canal est encore

applicable, pourvu que l’on choisisse un axe principal. Elle n’est pas due non plus à
un défaut de convergence des approximations de nous avons vu que ces ap-

proximations sont légitimes dans un cas particulier et, dans le cas réel, on voit la

convergence se manifester dans les formules numériques. Il est évident que l’élé-

rnent important négligé c’est le frottement, et il a ici d’autant plus d’importance que
nous sommes plus près d’un cas de résonance. Nous avons vu que, dans le cas d’un
canal régulier, on a :

On voit que, si cos [1.xo est voisin de zéro, la marée initiale [~] se trouve considé-
rablement amplifiée, même si le potentiel est presque constant : ici, B et C ne sont pas
très grands, de sorte que l’oscillation propre de la mer Rouge n’est pas très grande : i
an contraire, le terme [r] est multiplié par un grand facteur et masque l’oscillation

propre. Dans la réalité, c’est le contraire qui se produit; M. Harris remarque que la
mer Rouge, dans son ensemble, se comporte n peu près comme un canal fermé dont
la longueur est une demi-longueur d’onde d’une onde lunaire se propageant à peu
près avec la vitesse due à la profondeur. La marée senli-diurne qui existe sur la ligne
nodale provient de la marée initiale; or, cette marée semi-diurne est très faible :

c’est que la marée initiale a été en grande partie détruite par le frottement, dont l’in-
fluence est d’autant plus grande que la profondeur est plus petite entre Périm et le
15e degré de latitude.

M. Poincaré signale qu’il existe encore une autre inconnue : les marées de la

croûte solide du globe. Mais ici il est peu probable qu’elles aient une influence sen-
sible, car la marée initiale [~] est une marée observée; elles pourraient cependant
influer sur l’oscillation propre.

Nous avons montré que le frottement a une importance considérable dans le phé-
nomène des marées; il faut donc reprendre l’étude des marées de la mer Rouge en
tenant compte du frottement. C’est ce que je me propose de faire dans un travail

qui fera suite à celui-ci. 
’





,

Nous donnons en appendice une carte de la mer Rouge qui est la réduction (dans
le rapport de 2 à I) de celle qui a servi à faire toutes les mesures. Pour ne pas trop la

charger. on n’a tracé les lignes d’égale profondeur que de 200 en 200 fathoms. Nous
donnons aussi les tableaux de nombres qui ont servi à calculer les valeurs numéri-

clnes, indiquées dans le texte, des intégrales

Ces tableaux permettent de tracer facilement les courbes représentatives des fonct.ions

entrant sous le sig.ne /, surtout en remarquant que l’on connaît u priori les 
te cos p à et de sin nx, et aussi leurs max. et pour ces dernières valeurs

~c~
1; x , la courbe est tangente à y = ou à y = 1(,r),

Produits le i o" . z par
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