FONCTIONS MODULAIRES ET FONCTIONS FUCHSIENNES

Par H. POINCARE®.

N° 1. — SERIES 4 A INDICE NEGATIF.

Les fonctions modulaires ne sont qu’un cas particulier des fonctions fuchsiennes:

A A N

~joua, By, 3
YZ+ o

sont des entiers tels que a8 — By=1. Le cercle fondamental se réduit & une droite,

axe des quantités réelles, de telle facon que les fonctions n’existent qu’au-dessus de

cet axe. Il est clair que les propriétés générales des fonctions fuchsiennes s’appli-

le groupe fuchsien correspondant est celui des substitutions <z,

quent aux fonctions modulaires ; je me suis déja occupé de cette application dans un
mémoire intitulé Sur les invariants arithmétiques, inséré au tome CXXIX du Journal
de Crelle, mais jai laissé dans l'ombre un certain nombre de points sur lesquels je
voudrais revenir. Dans les renvois qui vont suivre, la lettre A se rapportera au
mémoire Sur les fonctions fuchsiennes (Acta Mathematica, tome 1) et la lettre C au
mémoire Sur les invariants arithmétiques que je viens de citer.

Rappelons d’abord les principes fondamentaux en quelques mots :

1° Une fonction fuchsienne est une fonction de z, méromorphe dans tout I'inté-
rieur du cercle fondamental (ici pour tout point situé au-dessus de 'axe des quan-
tités réelles, cet axe étant exclu) et satisfaisant & la condition

a.z-{—.ﬁ)
vz+3 )

™ ro=/(

(*) H. Poixcark n’a pu corriger les épreuves de ce Mémoire, dont il avait envoyé le manus-
crit a impression le 7 juillet 1912.

Fac. de 7., 3¢ S., 1IL : 17
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2° Une fonction thétafuchsienne est une fonction de z, méromorphe & l'intérieur
du cercle fondamental et satisfaisant & la condition

12—{—‘(5 — A(r 2m
) o(ZE8) = 0@tz +3)

(1a fonction est alors d’ordre m).

On peut avoir avantage 4 mettre une fonction thétafuchsienne sous la forme

-

homogéne. Posons z =" et
Ul

OE ) =7n"6 G) ;

O (%, v) sera une fonction homogéne d’ordre — 2m en % et 4 et la relation (2)
deviendra

(a bis) O (2 + b, v5 + 30) = O(L, ).

Pour revenir d’ailleurs de la forme homogéne a la forme ordinaire, il suffit de
faire 2=z, n=r1.

3> Une fonction thétafuchsienne s’exprime facilement & l'aide des fonctions
fuchsiennes ; donnons en particulier cette expression dans le cas des fonctions mo-
dulaires. Dans ce cas, le polygoﬁe fuchsien est un quadrilatére formé de deux trian-
3
A, B, C les trois sommets de ce triangle, le sommet A est sur le cercle fondamental

gles égaux (au point de vue non euclidien) et dont les angles sont o, Z et . Soient
2

(je puis choisir mon polygone fuchsien de facon que ce sommet soit le point z = o).
11 existera une fonction fuchsienne

x = f(2)

A l'aide de laquelle toutes les autres pourront s’exprimer rationnellement et telle
que I'on ait

x=—oco enA, x=—o0 enB, x=1 enGC;
on aura alors pour une fonction thétafuchsienne quelcongne d’ordre m :
dx m
3 O = <—> R(x).
3) @ =(5) R@
R étant une fonction rationnelle de x; mais il convient de distinguer quatre espéces
de fonctions thétafuchsiennes : ’

1° Celles de la premiére ou de la quatriéme espéce seront celles qui deviennent
infinies & intérieur du cercle fondamental. La condition pour qu'une fonction © ne

puisse pas devenir infinie & I'intérieur de ce cercle, c’est d’abord que R ne puisse
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C dr NPT .
devenir infinie que quand 7S annule, c’est-a-dire pour xr=o0 ou x =1, et que 'ordre
z

B dx m
d’infinitude de R soit moindre que 'ordre de petitesse de 'autre facteur <EI—Z~> i on

devra donc avoir

P
() R=oe—

P étant un polynéme et %, et X, étant des entiers tels que

(4 bis) xig”f, Aggg—g"f.

2° Si les conditions (4) et (4 bis) sont remplies, la fonction © est de deuxiéme
ou de troisiéme espéce; mais une autre distinction est nécessaire. On a démontré
(A, p. 2755 A, p. 215) que pour qu'une fonction thétafuchsienne de la forme (3)
puisse étre représentée par une série thétafuchsienne, I'expression ™ R doit tendre
vers zéro quand x croit indéfiniment, si &= oo correspond A un sommet situé sur
le cercle fondamental, ce qui est ici le cas. Cela nous conduit 4 la condition

(5) pé)‘1+)‘e—m_l‘

Si plus généralement on a :
N P
T Qe w— o

P et Q étant des polyndmes de degrés p et ¢ ne s’annulant ni pour x =o, ni pour
x =1, on devra avoir
(5 bis) P—q¢X A+ —m—r1.

Si les conditions (5) ou (5 bis) sont remplies, la fonction est de premiére ou de
seconde espéce ; dans le cas contraire, elle est de troisiéme ou quatriéme espéce.

4° Une série thétafuchsienne est une série de la forme suivante; soit H(%, =) une
fonction rationnelle homogéne de degré — 2m en £ et en 7 la série en question est

\! N

D HGE + g, yC 4 2.
la sommation étant étendue & toutes les substitutions du groupe fuchsien. Pour que
cette série converge, il faut que m soit au moins égal A 2 et que la fonction H (%, )

ne devienne infinie pour aucune valeur de = située sur le cercle fondamental. Dans

le cas particulier qui nous occupe et ou le cercle fondamental se réduit i I'axe des
quantités réelles, cette seconde condition doit s’énoncer ainsi : la fonction rationnelle
H(¢. ) ne doit devenir infinie pour aucun systéme de valeurs réelles de = et de T, le
systtme 2 =o, =0 étant mis A part.
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Je suis obligé d’insister sur ce point & cause d’une inadvertance que j’ai commise
dans le mémoire cité (C., p. 92). Jai dit que H(E, v) devait avoir un zéro d’ordre
2k au moins pour v =o0; cette conclusion n’était nullement justifiée par le raison-
nement qui précédait et qui conduisait tout simplement & I'énoncé que je viens de
donner; je n’en ai heureusement fait aucun usage et le reste du mémoire a été écrit
sans en tenir aucun compte.

Quoi qu’il en soit, nous devons distinguer deux espéces de séries thétafuch-
siennes : celles ou H devient infini & Vintérieur du cercle fondamental, et celles ou
H n’y devient jamais infini. Les premiéres seules peuvent devenir infinies a I'inté-
rieur du cercle fondamental. Les séries thétafuchsiennes de premiére espéce repré-
sentent des fonctions de premiére espéce, les séries de deuxiéme espéce représentent
des fonctions de deuxiéme espéce ; les fonctions de troisiéme et de quatriéme espéces
ne peuvent étre représentées par des séries thétafuchsiennes.

5° Mais outre les séries thétafuchsiennes, nous avons d’autres séries qui peuvent
représenter des fonctions thétafuchsiennes. Nous avons en premier lieu les séries

- I
py (23 + g™

convergentes si m est au moins égal & 3. On doit y donner a « et 8 toutes les valeurs
entiéres premiéres entre elles. Ces séries ne different que par un facteur constant
simple de celles que 'on obtiendrait en donnant & = et § toutes les valeurs entiéres
sans exception, sauf bien entendu le systéme x=53=o0.

A chaque substitution du groupe correspond un systéme de valeurs entiéres et
premiéres entre elles de « et §; réciproquement & chaque pareil systéme. correspon-
dent une infinité de substitutions du groupe, comprises dans la formule

vz 43 )
<z,——mz+3~}ju ,

v et 3 étant deux entiers tels que a8 — fy=1, et p. étant un autre entier arbitraire.
Nous avons ensuile les séries

R

: I 2gin LT

6 L(E, n: g, m)= E e KT
( ) Y(. g ) (a;_*_ﬁ‘q)ell .

Ici encore m et g sont des entiers, le premier au moins égal a 2, le second positif
ou négatif ; nous donnons & « et § tous les systémes de valeurs entiéres premiéres
entre elles; enfin vy et 3 sont des entiers tels que «> — 8y =1. Peu importe d’ailleurs
la facon dont on choisit v et 2, car si I'on change v et 3 en y 4 pa et 3 4 p8, v étant
entier, U'exponentielle '
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— rentrent dans le méme type

e change pas. Il est clair que les séries —_—
ne ChHAnge P 4 X

et peuvent s’écrire
Y&, m5 0, m).
Cela poss, considérons la fonction rationnelle H(Z. ) qui sert & former la série

thétafuchsienne et décomposons-la en éléments simples par rapport a £; nous au-

rons, si tous les infinis sont simples

- ) B
(7) H(E, 'f1)=2m~

§'il y a des infinis multiples, nous aurons des termes de la forme

C

g pouvant étre d’ailleurs plus grand que 2m. Nous n’avons pas a nous inquiéter de
la partie entiére (par rapport & Z) de la décomposition de H en éléments simples.
Cette partie entiére n’existe pas; car H ne doit pas devenir infinie pour n=o0.

Nous ne pouvons pas nous servir de I'un des éléments simples du second membre
de (7) pour construire une série thétafuchsienne, car ces éléments simples devien-
nent infinis pour 4, =o, Il n’en serait pas de méme de I'élément simple (8) si ¢ était
au moins égal & am.

D’ailleurs, pour que H ne devienne pas infinie pour = o, il faut certaines rela-

tions entre les résidus B,, a savoir

(9) E B,al =o. @=0.1,2 .., 2m—2

Considérons alors la série thétafuchsienne
N\ . . -
N HGE + fn, 1% 4 20):

nous pouvons, en groupant les termes d’'une maniére convenable, la décomposer en
séries partielles; & cet effet, nous grouperons ensemble toutes les substitutions qui
correspondent aux mémes valeurs de v et de 3, I'ensemble des termes correspondants

s’écrira
N H(aE + 80+ p(E + 2n), v5 4 20),

les entiers o, B, v, 3 ayant des valeurs déterminées, tandis que I'entier p est quel-
conque. Envisageons séparément les divers éléments simples de H ; I'un de ces 614-
ments nous donnera
B, ' I
v3 )™ E (234 ) + (P — ) (Y3 + 2n)’
Fac. de T., 3¢ S., Il 18
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et il faut sommer par rapport & l'entier p; la sommation est aisée, on trouve

=B aZ + By
(IO) -,.—:r—mCOlO’T:<",:—"——a>.
o N N

Or, la cotangente de a peut &tre développée suivant les puissances soit croissantes,
soit décroissantes de €**, suivant que le module de cette exponentielle est trés petit
ou trés grand ; nous aurons, dans le premier cas :

— oo S p2ipw (d’ailleurs %) = + iz pour p = 0
= CO'g L= 2 A, erirse ot Sin pole p % 0)

et dans le second :

zeotg mar =— Y A e—tiowx,
"

L’expression (10) s'écrira donc, si la partie imaginaire de a, est grande et négative :

af + py

ipm ————
vE+ o

2
B, E Y O R

el, si elle est grande et positive :

13
B, N eriprag(of 4 3 )—2m —aipe S ER
— Pk 2y 2€ ({,+Cq) 4 v+ 8 -

Il nous faut sommer, par rapport & p et par rapport & k, ainsi que par rapport
aux systemes d’entiers v et 3. Nous observerons & I'égard de cette seconde somma-
tion que

. ab+tdn
» > _ﬁ)m '2 T !+8 ' "
E(‘H + Zn)7me AN =1{(%, % —p, m)

& cause de la permutation du rdle des entiers a, 8 avec celui des entiers y, 2.
Nous aurons donc, & supposer que tous les a, aient leur partie imaginaire
grande :

() 0= Y\ B et (3, 05— p, m) — ¥ B etiorand (%, g:p, m) ;

le premier terme du second membre se rapporte aux a, dont la partie imaginaire est
négative et le second terme aux a, dont la partie imaginaire est positive.

Dans le cas ot nous aurions des infinis multiples, nous n’aurions qu’a remar-
quer que (8) n’est. & un facteur constant pres, que la dérivée (¢ — 1)°du terme général
du second membre de (7), dérivée prise par rapport & a,: nous introduirions ainsi,
par exemple, dans le second membre de (11), des termes de la forme

(11 bis) MY Cprti e=2immary (2. 45 — p, m),

M étant un facteur numérique simple dépendant de‘q.
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Il importe de nous rendre compte de ce que nous devons entendre par grande,
quand il s’agit de la partie imaginaire de a,. Les deux développements de cotg ma
sont toujours valables, le premier toutes les fois que la partie imaginaire de x est
positive, le second toutes les fois qu'elle est négative. Considérons, d’autre part,
les différentes valeurs que peut prendre I'expression

« + By
73+ o

pour les différentes substitutions du groupe; ce sont les différents transformés du

point z= = IIs sont tous au-dessus de I'axe des quantités réelles, leur partie ima-
N

ginaire est toujours positive et elle peut varier depuis o jusqu’a une certaine limite
supérieure L qui correspond & ceux des transformés de z qui se trouvent dans ceux
des polygones fuchsiens transformés du polygone fuchsien fondamental qui s’éten-
dent a I'infini. Toutes les expressions

of + 61

devront donc avoir leurs parties imaginaires de méme signe, cest-d-dire que a,
devra avoir sa partie imaginaire négative ou bien plus grande que L.

Supposons d’abord que tous les a, aient leur partie réelle négative. Dans ce cas,
la série thétafuchsienne sera de seconde espéce et ne pourra représenter qu’une fonc-
tion de seconde espéce; mais nous savons que le nombre des fonctions thétafuch-
siennes de seconde espéce linéairement indépendantes est limité. Ce nombre est
égal a

n, n, n, n, n+1, n
pour '
m=¢6n+2, 6n+3, 6n+4, 6n+5, 6n-+6, 6n 4 7.

(C., p- 100; A., pp. 236, 275.)

Donc, pour m=12. 3, 4, 5 et 7, il n’y a pas de fonction de seconde espéce et toute
série de seconde espéce est identiquement nulle. Nous considérerons en particulier
la série formée avec une fonction rationnelle H présentant un seul infini a d’ordre am

1

Hee—ro— .
(g . a,ﬁ)zm

Si nous lui appliquons la formule (11) convenablement modifiée, il viendra
(12) 0=M Ep‘.’m—ﬂ X, e=tinmay (2, n; — p, m).

Cette expression, qui est développée suivant les puissances de e—%a=, doit &tre identi-
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quement nulle, quel que soit a; il faut donc que tous les coefficients de la séric
soient identiquemenl nuls; la série commence par le terme ot p =1, le terme ou
p =o est nul & cause du facteur p*"—*. Donc lexpression

1.4, p,om)

est nulle idenliquement toutes les fois que p est négalif el que m=2, 3, 4, 5 ou 7.
Pour d’autres valeurs de m, il y a des fonctions de premiére espéce, mais il n'y
en a qu'un nombre fini; Pexpression (12) doit donc s’écrire

(12 bis) 0=K0,+K06,+..+K0,

ou ¢ est le nombre des fonctions de seconde espéce linéairement indépendantes, ot
les O, sont ces fonctions elles-mémes, ou les K, sont des coefficients qui dépendent
seulement de a. En identifiant les expressions (12) et (12 bis), nous voyons que,
I'identité devant subsister, quels que soient % et v, d’'une part, et quel que soit a,

d’autre part, les coefficients K, sont développables suivant les puissances de ¢~ et
qu’en identifiant les coefficients des puissances de cette variable on trouve

YE, s —p,m)=k0O, +k06,+ .. +k06,
les &k étant des coefficients constants; donc :

1° Quel que soit m, Uexpression L(Z, n; p, m), ol p est négalif, représenle une
fonction thélafuchsienne de seconde espéce.

a° Il y a toujours une relation linéaire entre q + 1 de ces exp¥essions si p est né-
galif.
11 resterait & former effectivement ces relations lineaires.

N° 2. — SERIES Y A INDICE POSITIF.

Pour pouvoir aborder I'étude des expressions ¥ quand p est positif, il faut nous
placer un instant & un autre point de vue. Considérons la fonction

x = f(2)

pour z == oo, cest-d-dire pour le sommet A du polygone fuchsien; on aura x —=oo.
Je puis méme écrire

1 \ PYon
(1) —= }J N

en développant x suivant les puissances de ¢*7; le développement commence par un
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terme du premier degré, je veux dire que p,=o0, p, =0 (A., p. 274). Je puis d’ail-
leurs renvoyer, pour le cas particulier des fonctions modulaires, aux relations con-
nues entre le module et les périodes. On tire de 1A un autre développement :

d .
(2) C_l:_: — e—2izr 2 v, eliqex; (Vo oy 0)

, dx ,
donc le développement de 4, commence par un terme de degré — 1 en ",
z

Soit alors une fonction R quelconque, et
/dx m
9 —={(—) R.
® Kdz)

_ P(x)
T aM(a— 1)e(x—c)’

Nous prendrons, par exemple :

les entiers %, et X, et le degré p du polyndme P satisfaisant aux conditions

(3) 1,§'—:-, ‘A,gggﬁ. p=7 4 —m.

Cette fonction & ne pourra devenir infinie 4 U'intérieur du cercle fondamental que
pour la valeur z=a qui correspond 4 & =c. Si nous voulons former la série théta-
fuchsienne correspondante, il faudra donc que nous prenions (en renongant & I'ho-
mogeénéité et faisant, par conséquent, £ =z, y=1)

B, B
_\_ B
H_Zz—ak’+z—a'

Les a,’ sont les péles de H qui sont & I'extérieur du cercle fondamental, les B,’ sont
les résidus correspondants; a est le pole unique intérieur au cercle fondamental et
B est le résidu correspondant.

Appliquons la formule (11) du numéro précédent A cette série thétafuchsienne,
il viendra '

(4) 0= 2 B, %, e=2wma'k | (— p) — B E A e2ipmal(p).

Nons écrivons pour abréger ¢ (p) au lieu de (%, n; p, m).
Le premier terme du second membre de (4) représente une fonction thétafuch-
sienne de seconde espéce, que nous pourrons écrire

K0, +K06,4..+K,0,
q étant le nombre des fonctions de seconde espéce, les @, ces fonctions elles-mémes
et les K des coefficients qui dépendent de a.

Nous savons, par les développements (1) et (2), que ¢ et Z—; sont développables
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suivant les puissances de e*", le premier développement commengant par un terme
de degré 1 et le second par un terme de degré — 1. Nous aurons donc

_ " P(x) x"
@ E <dz> w)i(x_I)chh_ﬂ-

On peut développer suivant les puissances de e**?, le développement com-

hﬂ‘l

mencera par un terme de degré h + 1; nous en déduirons

m
0 —— Z <9l:_7c> __pk_ezikm ,
dz/) xM(x— 1)
le polynéme P, étant de degré p + k— 1.
D’autre part, nous avons
B— <dc>'"_‘ P(c)
T \da)  cM(c—1)e’
Développons encore suivant les puissances de e*™; nous voyons que le dévelop-
m—
~ pement du premier facteur <%> commence par un terme de degré 1 — m et celui

du second facteur par un terme de degré A, + X, —p: donc le développement de B
commencera par un terme de degré

(r—m)+ (0O, +)1,—p)=1,
et nous pourrons écrire ‘

B= E b;erimia. (bo =0, b,350,)

De plus, les coefficients K, pourront aussi étre développés sous la forme

K=— Mk, etme,

de sorte que I'équation (4) deviendra

d m P o
2 <_£> 9 plinqa — Vl‘;q(a elinga + 2 q_j.‘P (q ___J)e..mqa’

dz) xM(x— 1)
d’ou
da\™ P :
| — I ——— o

Mo g == (dz> P Frp— N k,0,
(le nombre j peut prendre les valeurs 1, 2, ..., ¢). On en déduit aisément
- _(d=\"_ Q,
) 4’((])—<J£> m‘F EgiGi’

Q, étant un polynéme en x entiérement déterminé de degré p + g —1 et les g, des
coefficients indéterminés.

La formule (5) donne donc la valeur de la fonction ¢(g) pour ¢ nul ou positif 4
une fonction the’tafubhsienne de seconde espéce preés.
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N° 3. — CONVERGENCE DES SERIES THETAFUCHSIENNES.

Jusqu’a présent, nous nous sommes astreints, dans la formation des séries théta-
fuchsiennes, & 'hypothése que H ne peut devenir infinie sur le cercle fondamental:;
nous savons, en effet, que cette hypothése est suffisante pour que la série converge
(A., 208). Mais elle n’est pas nécessaire et il est possible de I'étendre; pour chercher
les conditions de convergence, nous montrons, en effet, que

X lvz+ 3

converge (A., 196), et nous en avons conclu que la série thétafuchsienne

1 az+IB S\—2m
}—JH (-\(z +8> (Yz + ')

converge également, pourvu que l'on puisse assigner une limite supérieure au mo-
dule de H, ce qui arrive quand H ne devient pas infinie sur le cercle fondamental.

Supposons maintenant que H devienne infinie au point z=a situé¢ sur le cercle
fondamental ; alors il pourra se faire que parmi les expressions

az—l—\(ﬁ
vz +38

il y en ait unc infinité qui soient infiniment prés de a, auquel cas les valeurs corres-
pondantes de H pourront devenir infiniment grandes. Mais si le cercle fondamental
a pour centre l'origine et pour rayon 'unité, on a

. «z + B|°
a—a vz +3 !
IYZ—{—“’ - I__lzlz
(A., 204, lemme V); de plus. il est clair que
il P S DY e o [P 2 L 2l
vz 4+ 38 vz 438 vz + 38 2 2 |yz +3
donc
U.Z-}—ﬁ I 2 —a
| > — eyl

Si donc H devient infinie du premier ordre pour z=a, U'expression H (

az—l—ﬁ)
Nz 43
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sera de l'ordre de |yz + 3| et le terme général de la série thétafuchsienne sera de
I'ordre de

vz + 3™
Donc la série convergera encore, pourvu que m soit au moins égal & 3.
Le nombre m devrait pour la convergence étre au moins égal & 4 ou a 5, si H
possédait sur le cercle fondamental des infinis doubles ou triples.
Si nous appliquons ce principe en particulier & 'hypothése
G

";szm—q (E _ ak"])q

H=

(formule 8 du n° 1), nous voyons que H a un infini d’ordre 2m — ¢ sur le cercle fon-
damental; la condition de convergence serait

m>=2+4am—gq
ou

q=m+ 2.

Nous n’aurions ainsi qu’'une idée inexacte de la véritable limite de convergence; en
effet, si a est un point double d'une substitution parabolique appartenant au groupe
fuchsien, la différence

2z 4 B

vz + 38 -
n’est pas de ordre de (vyz + 3)™® comme dans le cas général, mais seulement de
I'ordre de (yz + 2)™": on s’en rendra compte de la facon suivante : je puis d’abord
supposer a =o0; soient ensuite

a

une infinité de transformés de z, choisis de telle sorte que tout transformé de z par
le groupe fuchsien puisse étre regardé d’'une maniére et d'une seule comme le trans-
formé de I'un des z; par une des puissances de la substitution parabolique; tous ces
transformés de z seront donc de la forme

«z 4+ B zZ

1

- 9’
vz + 3 mhz, 4 1

m étant un entier (qui est I'exposant de la puissance & laquelle est élevée la substi-
tution parabolique) et & une constante; on aura d’ailleurs

I dz, I

1

(vz + S)QZEZ(mhzi + 1)

On peut choisir les z; de facon qu’ils soient tous a distance finie du cercle fonda-

i +'§ est de l'ordre

- dz; . .
mental. Dans ces conditions, z; et T sont finis; on voit que o
z b
de (mhz, 4+ 1)™ et que (yz+32)7* est de Lordre de (mhz,+ 1)7%, cest-d-dire que
2z 4 8

~

vZ+9o

est de I'ordre de (vz 4 3)™". C.q.f. d.
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Nous nous en rendrons d’ailleurs mieux compte en revenant  ’hypothése
C ,

7" (E — an)

H=

dans le cas particulier du groupe modulaire.
Le terme général de la série est
C
(& + )" (eF + ) —a(yE + 3]

Dans le cas du groupe modulaire, «, 8, v, 3 sont des entiers tels que «3 — fy=1.
Nous pouvons grouper les termes qui correspondent 4 un méme systéme de valeurs
de y et 3; tous ces termes se déduisent de 'un d’entre eux en changeant « et 8 en

« 4 py et 8 4 p3, p étant un entier. Le terme général est alors

) C 1
([) = So\2m A 6 q
(.{!+CG> g“3+an+p__a:|
Y5 + 30
L’expression
12+ B
il L
v+ e
ne peut s’annuler ni devenir infinie ; et en effet nous pouvons toujours choisir =« et 8,
af 4 Bn . o .
de telle fagon que :—j_—sn ait sa partie réelle comprise entre o et 1; de plus, cette
1S "

expression est imaginaire, mais il n’y a qu'un nombre fini de ses déterminations
dont la partie imaginaire dépasse une limite donnée ; de plus, a est imaginaire; nous
pouvons donc assigner une limite supérieure et une limite inférieure au module du
rapport

1 af + By g

22 4 Cry
i [

d’ou I'on conclura que le second facteur de (1) est de 'ordre de p~%; de sorte que la
série sera convergente ou divergente avec celle dont le terme général est

C

I
(2) TS s gt
(3 +2a)™ p*

Celle-ci se présente comme le produit de deux séries, dont la premiére converge
sim>2etla secgonde sig>o2.

Notre série convergera donc pourva que ¢ soit au moins égal & 2. Pour g =1
elle ne convergerait plus absolument, mais on pourrait en grouper les termes de
facon a obtenir une série semi-convergente. ]

Nous pouvons définir par 1a des séries thétafuchsiennes que nous appellerons de
troisiéme et de quatriéme espéces. Celles de troisiéme espéce seront celles ou H aura

Fac. de T., 3¢ S., IIl. ) 19
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des infinis sur le cercle fondamental et & 'extérieur, mais pas & U'intérieur; celles de
quatriéme seront celles ot H aura des infinis sur le cercle et & I'intérieur, et pourra
en avoir aussi & U'extérieur. Il est clair qu'une série de quatriéme espéce peut toujours
étre regardée comme la somme d’une série de premiére espéce et d’une série de troi-
siéme espéce.

Pour rechercher ce que représente une série de troisiéme espeéce, il faut distin-
guer deux cas. Soit a la valeur de z située sur le cercle fondamental et pour laquelle
H devient infinie ; de deux choses I'une, ou bien a n’est pas un sommet du polygone
fuchsien fondamental, ou bien c’est un sommet de ce polygone.

Dans le premier cas, la série ® ne devient infinie pour aucun point du polygone
fuchsien, ni par conséquent pour aucune valeur de la fonction fuchsienne x: elle
représente donc une fonction thétafuchsienne de seconde espéce.

Dans le secondcas, elle représenlera encore une fonction thétafuchsienne, qui
ne pourra pas devenir infinie a I'intérieur du cercle fondamental, ni par conséquent
pour aucune valeur finie de x ; elle satisfera donc aux conditions (4) et (4 bis) du n° 1.
Mais elle ne satisfera plus & la condition (5); il n’est plus vrai en effet'que ™R tende
vers o quand « croit indéfiniment, car la démonstration qui en a été donnée
(A., p- 21b) suppose expressément que H ne devient pas infinie sur le cercle fonda-
mental. La série représente donc une fonction de troisiéme espéce.

N° 4. — INTRODUCTION DES FONCTIONS A.

Le procédé du n° 2 nous donne la somme des séries 4(p) & une fonction prés
de seconde espéce, laquelle fonction reste d’ailleurs indéterminée. On peut aller plus
loin en se servant des fonctions A (A., p. 238); ces fonctions nous permeltent en
elfet de calculer 1a somme exacte de certaines séries thétafuchsiennes. Soit donc

A (dz >"’"‘ M (x— 1)
T \dx (x—c)(x—c,) ..... (x—c,)
. . m _am .
ot ), et %, sont les plus grands entiers contenus respectivement dans - et 5 et ou

le nombre ¢ des infinis du dénominateur est égal &
g=>)+r—m+1'

(C., p. 99). Nous poserons d’ailleurs :
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Les résidus B, sont alors liés par les relations
(1) EBkc’;:o, (h=0,1,2 ..., g —2)
Nous savons ensuite (A., pp. 239 sqq.) que la fonction A peut étre décomposée en
éléments simples sous la forme suivante :

Ak
z—a,

(2) e A=Y

Nous pouvons grouper ensemble tous les termes du second nombre de (2) qui

correspondent & une méme valeur de ¢,; nous trouverons ainsi
3) A= Y ADGEa,),

ou
E I T
(ya, +3)™ 7 aa, + §
Yo, + 3

Pz ) =

est une fonction thétafuchsienne par rapport a a,.
Différentions I'équation (3) 2m — 1 fois par rapport & z, nous aurons

(4) ' DA= Y A,Dd(z, q),

2M—1

ouD est le symbole-de 2/m — 1 différentiations par rapport & z et ol

pamand dzw_—‘
I
Say + 6} — (aa, + B

Drb(z, “k)ZME[Z(

est une fonction thétafuchsienne tant par rapport & z que par rapport & a,. D’ailleurs
M=(—1)(2m—r1)!
est une constante purement numérique.

Nous appliquerons a Dd(z, a,) les formules (11) et (11 bis) du n° 1 et nous trou-
verons

(3) Dd = + 3\, u, et (p),

ol 1, a le méme sens que dans le numéro cité et ou =+ p™ 7 (2i%)™ " On
trouve ainsi

(6) DA = 2 A, u, (D) I:Z A, gﬁipf-akjl .

D’autre part, en égalant les résidus, on trouve

da \™
A, = B,‘<d—c"> cli(ck__ ).
K
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. ’ A i I 14 . M
Mais d’aprés les formules (1) et (2) du n° 2, — est développable suivant les puis-
c
k
sances de e**a, le développement commencant par un terme du premier degré;

;. s , . . L .
réciproquement, e est développable suivant les puissances de — et le développe-

. k
ment commence par un terme du premier degré ; on a donc

T

- 2ir — —_
(/) e’,‘ak_ZthcZ’

les y étant des coeflicients connus et tels que v,, = o si & <p. D'autre part, les

développements de
da, \™ A . A,
(@) o mom g

suivant les puissances de e2i=7x commencent respectivement par des termes de degré
m, —ix, —»i, m—Xx\—i=1—4gq.

1 2

On aura donc :

A .
(8) Fk:}]ajck—l ot j>1—q.
k

Si nous substituons les développements (7) et (8) dans le second membre de (6),
il vient

. \ 1 N \ | ' h—j
(9) DA = M b0 | Do |,
ou

p=1, hzp. Jj=Zr1—q.

Cela nous permet d’écrire

(10) DA = W Q(n) [ZBkc;":I,

avec
Q(n) prmy 2 )\pp,p"', (p)‘{ph aj’
ou
p=t, hzp, J=1—q, h+j=n;
d’ott

n=>p+1—gq, n=2—gq,
ce qui prouve que Q(n) est une combinaison linéaire de
$(0, 42)s ey 4R+ g —1),

dont les coefficients peuvent étre regardés comme connus.
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D’autre part, nous avons

L ((%)m_.w_h @—n Y wir%: Ve, [2 Bkck—"]’

P, = —-<Z—%> =k (o — 1) (n>1).

En rapprochant de (10) on trouve

(11) ZDP,,[E Bkc;"]z}]gz(n)[zlakck—"].

Dans le premier membre, n prend toutes les valeurs A partir de 1, et dans le
second membre, & partir de 2 —gq. Cela ne fait rien, car les termes du second
membre correspondant 4

n=o, —1, —2, ..... , 2—(q
disparaissent en vertu des relations (1). Je dis que pour n > 1, on aura

Q(n) =DP,.

Soit en effet :

(=<}

F(e) =Y, [Q(n)— DP,Jc™"

n=I
La relation (11) pourra s'écrire

\'B,F(c,) =0

ot elle devra avoir lieu non pas quels que soient les B, et les ¢,, mais toutes les fois
que les B, et les c, satisferont aux relations (1); il faut donc que le déterminant des

—2
1, Cpy Cpy --or Cp 5 F(cp)

s'annule identiquement, quels que soient les ¢,. En écrivant que ce déterminant est
nul et donnant a c,, ¢,, ..., ¢, des valeurs constantes quelconques, on obtiendra une
relation linéaire entre
1, ¢, ¢, ... ¢72, F(c),
c'est-a-dire que F(c) devra étre égal a un polyndme entier de degré ¢ — 2 en c¢. Mais
, . . .y I » s s
F(c) est développable suivant les puissances posilives de —; I'égalité n’est donc pos-
c
sible que si le polynéme entier est identiquement nul, ce qui entraine
F(¢c)=o.
Tous les coefficients de F(c) devant étre nuls, on aura

(12) Q(n)—=DP,.



142 : H. POINCARE.

Cela permet de sommer exactement non pas sans doute les séries §(p), mais cer-
taines combinaisons linéaires de ces séries. Rendons-nous compte du progrés accom-
pli; au n° 2, nous avions trouvé la somme des séries L (p) & une fonclion prés de
seconde espéce. Pour achever la détermination, il aurait donc fallu connaitre pour
chacune des séries L (p> un certain nombre de constantes arbitraires, de sorte que le
nombre de ces constantes restées inconnues pour foufes les séries | (p) aurait ¢té
infini.

Mais maintenant que la formule (12) est démontrée, supposons que I'on ait déter-
miné ces constantes pour

(13) $(0)s 4(1)s 3 (2)s ooy H(g— 1),

la formule (12) nous donnera exactement Q(1), qui est une combinaison des fonc-
tions (13) et de ¢ (q); les constantes pourront donc étre regardées comme détermi-
nées pour (g). La formule (12) nous donnera ensuite Q(2), qui est une combinaison
linéaire des fonctions (13), de {(g) et de ¢ (g + 1); les constantes pourront donc étre
regardées comme déterminées pour (g + 1), et ainsi de suite.

Si donc nous connaissons les constantes pour les fonctions (13), nous les connai-
trons pour foutes les séries b (p). Pour déterminer toutes ces séries, il suffirait donc
de déterminer un nombre fini de constantes jusqu’ici inconnues. Ces constantes
paraissent d’ailleurs étre transcendantes.

Si nous considérons une série thétafuchsienne quelconque de premiére espéce et,
d’autre part, une fonction thétafuchsienne de premiére espéce qui ait les mémes
infinis & lintérieur du cercle fondamental avec les mémes résidus, cette série sera
égale A cette fonction & une fonction prés de seconde espéce, c’est-a-dire que sa somme
serait entiérement déterminée si I'on connaissait la valeur d'un certain nombre de
constantes transcendantes qui restent inconnues jusqu’ici.

Mais la série thétafuchsienne peut étre développée suivant les &4 (p) par la for-
mule (11) du n° 1. On connaitra donc les constantes transcendantes dont dépend la
somme de la série thétafuchsienne quand on connaitra celles dont dépendent les
séries Y (p) et, par conséquent, quand on connaitra celles dont dépendent les fonc-
tions (13).

Pour achever la détermination de toules les séries thétafuchsiennes (pour une
valeur donnée de m, bien entendu), il nous suffirait donc de connaitre un nombre
fini de constantes transcendantes. Ces constantes sont évidemment apparentées avec
ce que j'ai appelé les périodes de certaines expressions que j'ai considérées comme la
généralisation des intégrales abéliennes de premiére et de seconde espéce (C.. p. 104
a4 108). ’ '
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N° 5. — EXTENSION AUX SERIES Y D'INDICE NEGATIF.

Cherchons maintenant a obtenir des résultats analogues en ce qui concerne les
fonctions { (p) ou p est négatif. Reprenons la formule (3) du numéro précédent :

A= 2 A D(z, a,),

RN I T
. @(Zyak)_Z(Yak_*‘s)zmz_lak‘*_ﬁ

T+ 8

est une série thétafuchsienne en a, engendrée par la fonction rationnelle

1

H(a) =——.
k

de telle sorte que

b a) =Y (ra, + "H (;‘Z—k—i-@ :
k

c’est ce que j'exprimerai d'une fagon abrégée en écrivant avec des crochets carrés :

$(z a) = O[H(a)] = 0 [z —Iak]'

Nous aurons donc, avec cette notation :

I
A =340 z_ak].

Mais ce n’est pas tout. Soit 3(z) une fonction rationnelle quelconque n’ayant pas

d’infini & I'intérieur du cercle fondamental; on aura (A., p. 239 sqq.)
Az = VA ?(ak)
HOOEIWWCE .

On en déduit

(1) . EA e [?(l) 9(a,) —o0.

z—a,

Soit maintenant H(a,) une fonction rationnelle quelconque de a, ayant tous ses
infinis & 'extérieur du cercle fondamental et s’annulant pour a, = oo, engendrant,
par conséquent, une série thétafuchsienne de seconde espéce; soit z, une valeur
quelconque de z intérieure au cercle fondamental ; soit

¢(a) = (a, —z,)H(ay);
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¢(a,) sera une fonction rationnelle de @, n’ayant pas d’infini a Vintérieur du cercle
fondamental et on aura

e(z,) =o,
et par conséquent ‘ e
| oy — 2= 5000
et
(2) Y AB[H(e)] =o.

Soit maintenant H(%, %) une fonction rationnelle quelconque homogéne de degré
—amen Z, et 7, ayant tous ses infinis extérieurs au cercle fondamental (ce qui veut
dire, dans le cas qui nous occupe, que tous ses infinis ont leur partie imaginaire
négative) de facon 4 engendrer une série de seconde espéce ; on aura

|
_qmnH(:;“ ,'_l) — H (:’_’ 1);
n

on voit que. quand 4 tendra vers zéro, = deviendra infini, le facteur 4 du premier

= e

membre s'annulera, le second facteur H restera fini, puisque H ne doit pas avoir
d’infini sur le cercle fondamental, qui se réduit dans le cas particulier & Iaxe des
quantités réelles, ni en particulier pour =o; donc le second membre s’annule.
Donc ‘ '

H(eo, 1) = 0.

Toute fonction rationnelle H(a,) susceptible d’engendrer une série de seconde
espéce satisfera donc bien & la condition de s’annuler pour a,= o et, par consé-
quent, & la condition (2); nous pouvons donc écrire

3) E‘Ake(ak) =0, )

© étant le symbole d’une fonction thétafuchsienne quelconque de seconde espéce.
Reprenons maintenant la formule (4) du numéro précédent :

DA= YADP(. a)

et voyons ce que devient le second membre quand la partie imaginaire de z est néga-
tive. L’expression D®(z, a,) est une série thétafuchsienne en a,; elle ne peut devenir
infinie que pour a, =z et pour ses transformeés, c'est-a-dire pour '

—38z+ 8
yz—a

a, —
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Si donc la partie imaginaire de z est négative, tous ces infinis seront extérieurs a

cercle fondamental et la série sera de seconde espéce; on aura donc
\"
%) N ADDE a)=o.

Mais Dd(z, a,) est une série tétafuchsienne non seulement par rapport a a,, mais
par rapport & z. Nous pourrons lui appliquer les formules (11) et (11 bis) du n° 1 et
nous retrouverons la formule (5) du numéro précédent :

() DO = ¥ h,u, ety (p).

'

L’analyse du numéro précédent nous donnait la formule suivante, équivalenle a

la formule (10) du numéro précédent :

(6) 2 Q(n) [Z Bkck—":l =o,

ot Q(n) est une combinaison linéaire a coefficients connus de
(), $(2)s s YR+ g—1).
Dans la formule (6), n prend toutes les valeurs & partir de 2 — ¢, mais pour
‘n=o, —1, ..., 2—¢(
le coefficient 2 B¢, s'annule; comme la relation (6) doit avoir lieu pour toutes

les valeurs des ¢, et des B, qui satisfont aux conditions (1) du numéro précédent,
on verrait, comme dans le numéro précédent, que I'on aura

(‘7) Q(n) =o. (pour n > 1)

Cela a lieu pour toutes les valeurs de z dont la partie imaginaire est négative. Or, si
z et z, sont imaginaires conjuguées, ¥ (z, 1: p, m) et Y(z,, 1; — p, m) seront imagi-
naires conjuguées. )

Soit alors

Q)= Y e, ¥(p),

les e étant des coefficients numériques.
Soit, d’autre part,

Qr)= Y ¢u.p (— p)>

' v . o . . ’ s ) . ,
¢'s.p €tant imaginaire conjugué de =, ,; alors Q'(z,, n) sera imaginaire conjugué de
Q(z, n). Si donc Q(n) s'annule quand la partie imaginaire de z est négative, Q'(n)
s’annulera quand elle sera positive. On aura donc

®) Q'(n) = o,
Fuc. de T., 3¢ S,, III. 20



146 » H. POINCARE.

cette fois pour toutes les valeurs de z intérieures au cercle fondamental. C’est une
relation linéaire entre '

-

$(—1), 'x'v(j—2)’ v M1 —n—yq).

Nous avons vu au n° 1 que toutes les 4 (p) d’indice négatif sont des fonctions de
seconde espéce; elles sont donc déterminées & un certain nombre de conslantes
transcendantes prés; mais si ces constantes sont délerminées pour

Y(—1), Y(—=2), s L1 —0),

les relations (8) permettront de les déterminer pour toutes les autres fonctions ¢
d’indice négatif. Donc la somme de toufes les séries ¢ d’indice négatif, et par consé-
quent celle de foutes les séries thétafuchsiennes de seconde espéce (pour une valeur
donnée de m, bien entendu), ne dépend que d'un nombre fini de constantes trans-
cendantes jusqu’ici inconnues.

N° 6. — DEVELOPPEMENT SUIVANT LES PUISSANCES DE (.

Pour aller plus loin, je vais chercher & développer les fonctions
4@ 15 p,m)

suivant les puissances de €*™, qui n’est autre chose que le ¢ de Jacobi. Soit donc

A chaque terme correspond un couple de nombres premiers entre eux, y et 3, et
inversement. Nous allons grouper ensemble les termes qui correspondent a une
méme valeur de y et & des valeurs de & congrues entre clles suivant le module +.
Jappellerai

oy, 3)
I’ensemble de ces termes, et comme

az+f_ o 1
vz+3" v y(yz+3)’
il viendra

3 2pir
—2i=p —

I A
o(y.3)=e ¥ Z((u-_a——)"” e 1(xz+9) |

ou, en développant I'exponentielle,

o il apiz\" I s
(1)(‘{, O)—e YZZ( ‘f ) (Yz+8)zm+h hl'
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I’un des deux signes 2 se rapporte a h, qui prend toutes les valeurs enti¢res de o

& oo, lautre a 3, qui prend toutes les valeurs congrues entre elles suivant le mo-

dule y. Si nous posons, pour abréger,

o .
—2iwp — 2 plw
e 1T = A, pﬂ p— B,

y

nous pourrons écrire
N N\ I 1
o(v, 2) = AZ B .
' (Z + E + n)2m+h h!
"‘/
Nous devrons faire varier sous le signe E I'entier & de 0 & oo et I'entier n depuis

— oo jusqu’d + oo et attribuer a 2 une valeur constante.

Rappelons que nous avons

I iy
2 == cotg zx—E‘A.ei"J"f,
zZ+n 7
ct par conséquent, en différentiant am + h — 1 fois par rapport 4 z,

v I . (——- I)h_x
— (Z + n)im+h - (2m + h— ])

y 1] )2 h—1 p2%jx
!/\j(ZLJﬂ) m+h—1 o2ijns

, . . g -
Nous n’avons qu’a substituer, en remplagant z par z + —, ce qui revient & remplacer
b

e2i=z par (qC)’ en posant’

C _ e?i‘*’; .
on trouve ainsi
— h ’ T, 2M—1 .' - h q] Cj
0= = A X XU (—aiEB) ot

TLe coefficient de ¢’ dans w(y, 3) s’écrira donc

Gh
— E)\ "'K 2Mm—A —_—
s(247) Eh!(2m+h—l)!’
ol
X =) Lpj=*
]:ACf:e'r ’ pa; G:——QijﬁB:—#,
Y

Le coefficient — %, (2{j=)""~" est une constanle que je puis appeler ;5 quant &
I'expression :

N
~hla2m+h—1)!’
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c¢’esl une fonction qui se déduit immédiatement des fonctions de Bessel et que j’écri-
ai J(m, G); on aura donc

o(y, 2)= ¥ wEgI(m, G).

Nous allons maintenant grouper ensemble les termes qui correspondent aux diverses
valeurs de ¢ non congrues entre elles suivant le module v. Si nous appelons v (y) la
somme de ces termes, le coefficient de ¢’ dans w(y) sera

. .
p,d(m, G) M E.
I1 faut donc calculer Z E, cest-a-dire
2z
y — (J3-—pa)
e .
L

Les entiers j, p et v sont donnés; mais on donne &  toultes les valeurs entiéres pre-
micres avec y et incongrues entre elles par rapport au module ¥, el & 3 les valeurs
correspondantes, de telle fagon que

w3 =1 (mod v).

. N Lo
Je me bornerai & constater que L E n’est pas nul en général. Il reste & sommer

par rapport a y et nolre coefficient s’écrit :

Z«/ Py I:E E:I J (m, gt]:—> .

II n’y a aucune raison pour qu’il y ait des relations linéaires entre les valeurs des

v

fonctions de Bessel J</n, ip.

2
~
‘

donc aucune raison pour que ce coefficient s’annule.

) correspondant aux différentes valeurs de y. Il n’y a

Il en va tout différemment dans le cas de p=o0; nos fonctions J se.réduisent A

. . . . . . \ ) \
une conslante simple que je puis faire sortir du signe Z , de sorte que notre coeffi-

a [\
y.jJ(m, 0) >_J‘{ [Z ],u:l .

cient s’écrit :

¢ prenant toutes les valeurs entiéres premiéres & y. Soit v’ un diviseur quelconque de

-
y's: la valeur correspondante de Z E sera

v, de telle sorte que y

ir 3! 2inj8le

2}‘:237—_—23 Y,
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ou 3’ esl premier & vy’ et ou, par conséquent, g’z et y ont pour plus grand commun

diviseur ¢. Si nous prenons en particulier y'=1, nous aurons '=o ei
Z E=1.

Si donc nous réunissons tous les 2_‘ E relatifs au nombre v et & fous ses diviseurs,

un compris, il viendra
' 2irj

NNE=Ye

¢ prenant celte fois toutes les valeurs entiéres incongrues par rapport au module ~,

qu’elles soient ou non premiéres avec v.
Cette expression est nulle, & moins que j ne soit divisible par y. Donc, dans le
calcul du coefficient

p;d(m, o) EYI:Z E:I ,

il suffira de donner a vy les valeurs qui divisent j et qui sont en nombre fini. Ce coeffi-
cient sera donc une constante qui ne sera pas transcendante.

Ainsi s’explique la différence qu’il y a entre ! (o) et les autres ¢ (p). Pour la pre-
micre, les constantes non encore déterminées dont il a été (juestion dans les numéros
précédents ne sont pas transcendantes et on peut en achever la détermination, comme
on le fait facilement par la théorie des fonctions elliptiques. Pour les autres ¢ (p),
ces constantes sont effectivement transcendantes et on ne peut pas aller plus loin.

Voila ce que l'on peut dire au sujet de la sommation des séries

as+3
ve43

-—2piT
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PI yp——
1 (‘{Z + E).ﬂl
et sur leurs relations avec les séries thétafuchsiennes des diverses espéces. Je me suis

borné aux fonctions modulaires, mais on verra sans peine & quelles catégories de
fonctions fuchsiennes chacun des résultats peut étre étendu.
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