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PREMIERE PARTIE.

THEORIE GENERALE DU CORPS ALGEBRIQUE.

CHAPITRE PREMIER.

Le nombre algébrique et le corps algébrique.

§ 1. — LE CORPS ALGEBRIQUE ET LES CORPS ALGEBRIQUES CONJUGUES.

Un nombre « est dit un nombre algébrique s’il satisfait & une équation de degré m

de la forme
«"+a" a4+ a,=o0
oua,,a,, ..., a, sont des nombres rationnels.

Soient «, 3, ..., » des nombres algébriques quelconques en nombre fini, toutes
les fonctions rationnelles & coefficients entiers de «, §, ..., » forment un systéme
fermé de nombres algébriques que I'on nomme Corps de nombres, corps au domaine
de rationalité [Dedekind® 2, Kronecker'®]. Comme en particulier la somme, la diffé-
rence et le quotient de deux nombres d’'un domaine de rationalité est encore un
nombre de ce domaine, cette notion de domaine est un invariant relativement aux
quatre opérations élémentaires : addition, squstraction, multiplication, division.

TutorEME 1. — Dans tout corps k il existe un nombre 6 tel que tous les autres
nombres du corps sont des fonctions rationnelles entiéres de 6 A coefficients rationnels.

Le degré m de I'équation de plus bas degré & coefficients rationnels satisfaite par
6 s’appelle le degré du corps k. Le nombre 6 est ditle nombre qui détermine le corps k.

L’équation de degré m est irréductible dans le domaine de rationalité des nom-
bres rationnels. . )

Réciproquement, chaque racine d’une pareille équation irréductible détermine un
corps de degré m.

Si 6, 6", ..., 0™ sont les m — 1 autres racines de l’équatiop, les corps
K, k', ..., k" déterminés respectivement par o', 6", ..., ™% sont dits les corps
conjugués du corps k.

Fac. de T., 3¢ S, L. 34
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Soit « un nombre quelconque du corps k et soit
J— m—1
o=c,+¢0+...+¢,0"",
ouc, ¢, ..., ¢, sont des nombres rationnels, les nombres

W'=c¢,+cb0 +...+c, 0™,

l(m-—n:cl + 020('"—“ + . + Cm(()(m—u)m—z

sont dits les nombres conjugués de o ou encore les nombres issus de o par les substi-
tutions

P=(0:0), ..., " =(016""").

§ 2. — LE NOMBRE ALGEBRIQUE ENTIER.

Le nombre « est dit un nombre entier algébrigue ou tout simplement un nombre
entier s'il satisfait & une équation de la forme

m—a m—g .
o, + a,o +a,o +...+a,=o0,

oua, a, ..., a, sont des nombres rationnels et entiers.

TuforkME 2. — Toute fonction entiére F a coefficients entiers d'un nombre quel-
conque d’entiers a, g, ..., » est encore un nombre entier.

Démonstration. — Désignons par o', o', ..., 8, 8", ..., ', ", ... les nombres con-

¥ i

jugués & «, B, ..., x et formons toutes les expressions de la forme
Fa, b, ooen F@L8 ), Flo 8o, 2), Fla B oo0,w), F@B,...,%),

le théoréme connu sur les fonctions symétriques nous apprend que l'équation a
laquelle satisfont ces expressions n’a que des coefficients entiers et que le coefficient
de la plus haute puissance =1.

En particulier, la somme, la différence et le produit de deux nombres entiers est
un nombre entier. Le concept « entier » est un invariant pour les trois opérations :
addition, soustraction, multiplication.

Le nombre entier y est dit divisible par le nombre entier « s'il existe un nombre
entier y tel que a==§y.
TuforiMe 3. — Les racines d’une équation quelconque de degré r de la forme
o 4+ alaf“ + agar_z +...4+a=o0

sont toujours des nombres entiers, dés que les coefficients a,, a,, ..., a, sont des
nombres algébriques entiers.
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TuforiEME 4. — Lorsqu'un nombre entier algébrique est rationnel, il est un
nombre entier rationnel.

. . . a . . . .
Démonstration. — Si on avait 1=y, a et b étant rationnels entiers et premiers

entre eux et b>> 1, et si  satisfait & une équation dont les coefficients a,, ..., a,, sont
des entiers rationnels, on aurait, en multipliant par 5™

’

a"l/
- m—1 m—2 - m—a ____
5= —aba" " — ... —a, b =A

ol A est un nombre entier rationnel, ce qui est impossible. [Dedekind !, Kronecker'®.]

§ 3. — LA NORME, LA DIFFERENTE, LE DISCRIMINANT D UN NOMBRE.

LA BASE DU CORPS.

Soit & un nombre quelconque du corps k et soient «', ..., x™* les nombres con-
jugués a =, le produit

n(x)=aa ... gl

est dit la norme du nombre «. La norme d'un nombre « est toujours un nombre
rationnel. De plus, le produit

2= (2 — «)(x

"y (2 — oY)

est la différente du nombre «. La différente d'un nombre est encore un nombre du
corps k.

Car si l'on pose
f(‘T) :(J} — q)(x . 1.’) L (.%‘ . 1(’"_”)'

N )
°<“>—[W

=z

Enfin, le produit

d(l) — (l _ 17)2(1 . 1”)2(1, _ 0.”)2 . (l(m—z) _ 1(:11—-1))2

m—

I, %, @€, ceey (1.1 1 2
i 2 —

I, a, 2/, oL, a/met
(m—1) (m—1)\2 (m—1)\m—1

I, % , (2 ) IR ¢ )

est dit le discriminant de x.

Le discriminant d’un nombre rationnel est un nombre rationnel et au signe prés
il est égal a la norme de la différente ; en effet

m{m—1)

d(z)=(— I)Tn(a).
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Si « est un nombre qui détermine le corps, sa différente et son discriminant sont
différents de zéro. Réciproquement, si la différente et le discriminant d’un nombre.
sont différents de zéro, ce nombre détermine le corps.

Si « est entier, sa norme, sa différente et son discriminant sont entiers.
TatorEME 5. — Dans tout corps de degré m, il existe m nombres entiers
o, 0, ..., o, tels que tout autre entier du corps v puisse étre représenté par
o=a0 +aqw,+...+a,0,,
ou a, a, ..., a, sont des entiers rationnels.

Démonstration. — Si o est un nombre entier déterminant le corps, tout nombre o
est représentable par

. . om—1
O=r+roet...+7r,o ,

our,r, ..,r,sontdes nombres rationnels.

En passant aux nombres conjugués

[ — 'm—a
o=r+res+..+r,o s

(m—1) __ ., (m—1) . (m—1)\m—1
0] =r,+ra + .41, T,

il en résulte pour s =1, 2, ..., m

, _|I, Uy oey @ oo, o . A,
LT T el L TCY
ot A, comme fonction entiére de a, o', ..., «™ ™, ©, o', ..., @ est un nombre

entier. Comme, d’autre part, A, est égal au nombre entier rd(«), A, d’apres le théo-
réme 4, est un nombre entier rationnel. Tout nombre entier » peut donc étre repré-

senté par
i w:Al+An°‘+---+Am°‘m—i
d(2)
ouA, A, ..., A, sont des entiers rationnels et ol d(«) est le discriminant de «.
Soit A nouveau s un nombre de la suite 1, 2, ..., m; supposons qu’on ait calculé

tous les nombres du corps de la forme
0, +0,0 +...40, «
T d(=) '
O 4 0%y 4 ... 4 0Py
d(«) ’

W

o=
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ot les 0, O, O®, ... sont des nombres entiers rationnels, nous pouvons admettre
que O, == 0 et qu'il est le plus grand commun diviseur des O,, 0", 0¥, ... Alors les
m premiers nombres correspondants w,, ..., ©, forment un systéme satisfaisant a la
condition demandée. En effet, soit un nombre w mis sous la forme (1); d’aprés ce que
nous venons de dire, on devra avoir A,, =a,,0,, ol @, est un nombre rationnel, mais
alors la différence

o= — a, o,
a la forme

(,,*=A: +Ala+ ... +Afn_,a"'_2’

d(a)

etl'onauraA, _ =a, ,0,_,; sinousconsidérons la différence w* =0*—a__ o

m—1 - "m—1

et si nous poursuivons ce raisonnement, nous en concluerons l'exactitude du théo-
réme (5).

Les nombres w,, ..., w, forment ce que nous appellerons une base du systéme de
tous les nombres entiers du corps k, ou tout simplement une base du corps k. Toute
autre base du corps est donnée par les formules

| —
o, _“auwl +... + aimwm’

| —
W= amiwi + e + ammwm

ou le déterminant des coefficients ¢ =+ 1. [Dedekind !, Kronecker*.]

CHAPITRE 1I.

Les idéaux du corps.

$ 4. — LA MULTIPLICATION DES IDEAUX ET LEUR DIVISIBILITE. — L’IDEAL PREMIER.

Le premier probléme important de la théorie des corps algébriques est la recherche
des lois de la décomposition (divisibilité) des nombres algébriques. Ces lois sont
d’une admirable beauté et d'une grande simplicité. Elles présentent une analogie
précise avec les lois élémentaires de la divisibilité pour les nombres entiers rationnels
et elles ont la méme signification fondamentale. Ces lois ont-6té découvertes d’abord
par Kummer, mais le mérite de les avoir établies pour le corps algébrique général
revient & Dedekind et & Kronecker.

Les principes fondamentaux de cette théorie sont les suivants :
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Un systéme d'un nombre infini d’entiers algébriques o,, «,, ... du corps k, tel que
toute combinaison linéaire X, =, + X,x, ... (ou A, X, ... sont des nombres entiers du
corps) appartienne encore au systéme est dit un idéal a.

TukorkMe 6. — Dans chaque idéal a il y a m nombres i, i, ..., i, tels que tout
autre nombre de I'idéal est une combinaison linéaire

i=Li+...+10,

oul, ..., sont des entiers rationnels.

Démonstration. — Soit s un des nombres 1, 2, ..., m; imaginons qu’on ait calculé
tous les nombres de I'idéal de la forme

i, =3, 0,+ ...+ 0,

+(1 1 1
lg):Ji)ml—k 0

ou J, J, ... sont des nombres entiers rationnels; admettons que J, == o0 est le plus
grand commun diviseur des nombres J, J\", ..., on en déduira comme précédemment
que les m nombres i, ..., i, satisfont & la condition indiquée.

Les nombres i,, ..., i, sont dits la base de lU'idéal a. Toute autre base de 1'idéal
peut étre mise sous la forme

* . .
l1 =a1~1 ll + Tt + aun lm‘

g . .
Lm: amll1 + e + ammlm‘

ou le déterminant de coefficients a = 1.

Soient «,, ..., «,, r nombres de I'idéal a tels que des combinaisons linéaires de
ces nombres avec I'emploi de coefficients algébriques A donnent tous les nombres
de I'idéal, j’écrirai

a=(2,, ..., ).

Sia=(x, %, ...,2) et b=(8,, ..., §,) sont deux idéaux, je désignerai par (a, b)
I'idéal obtenu en réunissant les nombres o,, o,, ..., o ; B, B,,.... B, et j’écrirai

(@, 8)=(2,, .., 9,5 Bsovn’ By

Un idéal qui contient tous les nombres de la forme Xa et ne contient que ces
nombres ot A désigne un nombre entier quelconque appartenant au corps et « un
nombre entier déterminé du corps est dit un idéal principal; on le désigne par («),
ou plus britvement par «, dans le cas ou il ne peut étre confondu avec le nombre «.
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Tout nombre « de 'idéal a=(z,, ..., «,) est dit congru & o, suivant I'idéal a

=0 (a).

Lorsque la différence de « et B est congrue & o d’aprés a, on dit que « et 8 sont
congrus suivant a; on écrit
a=p (@);

sinon on dit qu’ils sont incongrus; on écrit

gz p (a).
Lorsqu’on multiplie chaque nombre d’'un idéal a =(«,, ..., «,) par chaque nom-
bre d'un idéal b=(8,, B,. ..., B,) et que I'on combine linéairement les nombres ainsi

obtenus au moyen de coefficients algébriques du corps, le nouvel idéal obtenu se
nomme le produit des deux idéaux a et b, c’est-a-dire

ab=(a,8,, ..., 28, ..., 0,8,...,28)

14782 ris/

Un idéal ¢ est dit divisible par 'idéal a, s’il existe un idéal b tel que ¢=ab.
Si ¢ est divisible par a, tous les nombres de ¢ sont congrus a o suivant l'idéal a.
On a relativement aux diviseurs d’un idéal le théoréme suivant :

Lemume 1. — Un idéal j n’est divisible que par un nombre limité d’idéaux.

Démonstration. — Que I'on forme la norme n d’'un nombre quelconque i(=}=0) de
Lidéal j et soit a un diviseur de i, il est évident qu’alors le nombre rationnel entier
n=o suivant a. Supposons que les m nombres de base de a soient de la forme

% =0, v, + .. +aamwm’ cr g{m:ama("’i_‘_ +ammwm’
\ . . . r 14
ou a,,, ..., a,, sont des nombres entiers rationnels. Soient a;,, ..., a,,, les plus
petits restes possibles des nombres a,,. ..., a,, parn, on a:
a= ((1“ o, + st a-xmmm >ttt ama Wy + et + amm(‘)m
A 1 4
=(a, 0, + ... +a,0,, ..., G o +...+a, o, 0

et cette derniére représentation de 1'idéal a montre I’exactitude de notre affirmation.

Un idéal différent de 1 et qui n’est divisible par aucun autre idéal que par lui-
méme et par 'unité est dit un idéal premier.

Deux idéaux sont dits premiers entre eux, si & part 1 ils ne sont divisibles en
commun par aucun autre idéal.

Deux nombres entiers « et §, un nombre entier « et un idéal a sont dits premiers
si les idéaux principaux () et () ou si I'idéal principal (z) et a sont premiers entre
cux. [Dedekind!.]
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§ 5. — UN IDEAL N'EST DECOMPOSABLE QUE D’ UNE SEULE MANIERE EN IDEAUX PREMIERS.

On a le fait fondamental :

TutorkME 7. — Tout idéal j peut étre décomposé en un produit d’idéaux pre-
miers et il ne peut I'étre que d’une seule maniére.

Dedekind a donné récemment une nouvelle exposition de sa démonstration.
[Dedekind'.] La démonstration de Kronecker repose sur la théorie (créée par lui) des
formes algébriques appartenant & un corps. La signification de cette théorie se com-
prend mieux, si I'on établit d’abord les théorémes de la théorie des idéaux; c’est alors
que le lemme suivant rend de grands services.

Lemue 2. — Lorsque les coefficients de deux fonctions entiéres de la variable x :

Fa)=ax + a2 +...,
Gax)=28,2" + g, " +...

sont des nombres algébriques entiers et que les coefficients v,, v,, v,, ... du produit
Fx)G@)=y,™ + 1,24 ...

sont tous divisibles par le nombre entier w, chacun des nombres «, 8, «,8

AEEEES]

«,B8,, «,8, est divisible par w. [Kronecker®, Dedekind?, Mertens!, Harwitz' 2.]

De ce lemme on déduit successivement [ Hurwitz'] :

TutoriME 8. — A chaque idéal donné a = (x, «,, ..., @), on peut faire corres-
pondre un ideal b tel que le produit ab soit un idéal principal.

Démonstration. — Posons I = «,u, + ... + «_ u, et formons le produit des m — 1
formes avec les coefficients conjugués

R=(du,+...+alu)... " u,+ ... +a"u)=8,f.+... +8.f,

ou f,, ..., f, sont certaines puissances différentes ou des produits de puissances des

u, u, ..., u,etou B, 8, ..., 8 sont des nombres entiers du corps K, FR=nU ot n

12 T2 DESEE

est un nombre entier rationnel et U une puissance entiére & coefficients entiers, dont
les coefficients n’ont pas de diviseur commun. Il en résulte que n = o suivant le pro-
duit des deux idéaux a et b=(83,, 8,, ..., 3,). Le lemme 2 nous montre que chaque
nombre «,§; est divisible par n; en appliquant ce lemme (2) aux deux fonctions obte-
nues lorsque dans F et R on pose

2
u,=x, w,=z"", u=x"", ..., u=x

(m+1)T—1

On a donc
ab—=—n.
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TuforEME g. — Si 'on a pour les trois idéaux abe¢, a¢ —="b¢, on a aussi
a=5b.
Démonstration. — Soit m un idéal tel que em soit un idéal principal (x) d’aprés
I'hypothése
acm="bem,
aa=uab,

et par suite
a=50.

TuforkEME 10. — Si tous les nombres d’un idéal ¢ sont = o suivant a, ¢ est divi-

sible par a.

Démonstration. — Si am est égal & I'idéal principal (), tous les nombres nt¢ sont
divisibles par « et par suite il existe un idéal tel que

ne—=ub,
et par suite
ante = qaab,
ac=oaab,
c=ab.
TafortME 11. — Lorsque le produit de deux idéaux ab est divisible par un idéal

premier 9, I'un des deux idéaux a ou b est divisible par p.

Démonstration. — Si a n’est pas divisible par p, I'idéal (a, 9) est différent de 9 et
de plus contenu dans 9, c’est-a-dire = 1; d’aprés cela, on aurait 1 =« + =, ol « est
un nombre de a et = un nombre de p; en multipliant par un nombre quelconque
B deb, on aurait p =af 4 =3 = «§ suivant p par hypothése, «8 = o suivant p, par
suite aussi 8 = o suivant p.

Dés lors on démontre le théoréme fondamental 7 de la théorie des idéaux ainsi
qu’il suit :

Si j n’est pas un idéal premier, on a j—ab ou a est un diviseur de j différent de
i et de 1. Si I'un des facteurs a ou b n’est pas un idéal premier, nous le représenterons
lui-méme comme un produit d’idéaux et nous aurons j=a'b’¢’ et nous continuerons
ainsi. Nous ne pourrons pas continuer indéfiniment, car, d’aprés le lemme 1, un
idéal n’admet qu'un nombre fini de diviseurs. Soit r ce nombre, j ne peut &tre le
produit de plus de r facteurs, car si

jbtait=a,xa,x...x4q,,
il serait divisible par les r + 1 idéaux différents

a, aa, ..., a..4a.,.

1

Fac. de 7', 38 S., 1. 35
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La représentation
i=pg...1
n’est possible que d'une seule maniére, car si I'on avait
i=9'q...0,

j serait divisible par ¢', et par suite aussi I'un des facteurs du premier produit (théo-
réme 11) on aurait p =y’ et par suite d’apres le théoréme 9

q...I_—_q’...I’;

on continuerait de la méme maniére.
Nous déduirons du théoréme fondamental :

TutoriME 12. — Tout idéal j d’un corps k peut étre représenté comme le plus
grand commun diviseur de deux nombres entiers du corps » et ¢.

Démonstration. — Soit » un nombre divisible par j et p un nombre divisible par

i, mais tels que Zet :— soient premiers entre eux, on a j = (z, o).
1

§ 6. — LES FORMES DES CORPS ALG]:JBRIQUES ET LEURS CONTENUS.

La théorie des formes de Kronecker [Kronecker!®] exige d’autres formations :

Une fonction entiére rationnelle F d'un nombre quelconqﬁe de variables, dont les
coefficients sont des nombres algébriques entiers du corps k, est dite une forme du
corps k. Si I'on substitue dans la forme F aux coefficients successivement tous leurs
nombres conjugués et si I'on fait le produit des formes conjuguées ainsi obtenues
F', ..., F"" et de la forme F, on obtient une forme entiére des variables u, v, ...,
dont les coefficients sont des entiers rationnels; prenons-la sous la forme nU(u, v, ...),
ou n est un entier rationnel et U une fonction entiére rationnelle, dont les coefficients
sont des entiers rationnels sans diviseur commun, n s’appelle la norme de la forme F.
Lorsque la norme n est égale & 1, la forme se nomme une forme unité. Une fonction
entiére, dont les coefficients sont des entiers rationnels sans diviseur commun, est
dite forme unité rationnelle. Deux formes sont dites équivalentes (ce qui s’exprime
par le signe ~) lorsque leur quotient est égal au quotient de deux formes unités (1);
en particulier, toute forme unité ~ 1. Une forme H est dite divisible par une forme G
s'il existe une forme G telle que H =~ FG. Une forme P est dite une forme premiére
lorsque P, dans le sens restreint, n’est divisible que par elle-méme et par 1.

Le rapport de la théorie des formes de Kronecker avec la théorie des idéaux

(!) Kronecker emploie I'expression « équivalente au sens restreint ».
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devient claire par la remarque que de chaque idéal a =(z,, ..., =) on peut tirer une
forme T, et cela en multipliant les nombres «,, ..., «, par des produits différents de
puissances d’indéterminées u, v, ... et en additionnant ces produits. Réciproque-
ment, chaque forme de coefficients «,, ... «, fournit un idéal a={(o,, ..., ). Clest
cet idéal que 'on nomme confenu de la forme F.

On a alors :

TuéorkME 13. — Le contenu du produit de deux formes est égal au produit de

leurs contenus.

Démonstration. — Soient F et G des formes d'un nombre quelconque de variables
et soient «,, ..., o _et B

et

..., 8, leurs coefficients respectifs. Soit H=FG une forme de

coefficients v,, ..., v,. De plus, soit p* la plus haute puissance de I'idéal premier p
contenu dans a =(x,, ..., «,) et p’ la plus haute puissance de p contenu dans
b=(8,. ..., B,). Supposons qu'on ait ordonné les termes de F et de G d’aprés les

puissances décroissantes de u, puis les termes contenant les mémes puissances de a
d’aprés les puissances décroissantes de v, et ainsi de suite. Soit alors au"v' ... le pre-
mier terme de F dont le coefficient n’est pas divisible par une puissance de p supé-
rieure & la atme, et, d’autre part, Bu*v" ... le premier terme de b dont le coefficient
n’est pas divisible par une puissance de  supérieure a la béme, il est évident que le
coefficient y du terme yu***v'*' ... de H ne sera pas divisible par une puissance de
p supérieure & la (a4 b)me. Tous les autres coefficients de H seront certainement
divisibles par p**’. 11 en résulte que

(25 ever 2 ) (B oo s B)=(Ys» -+ s ¥5)-

De 13 il résulte facilement que toute forme unité a pour contenu 1, et que récipro-
quement toute forme dont les coefficients ont pour plus grand commun diviseur
idéal T'unité est une forme unité. Il en résulte aussi que deux formes équivalentes
ont le méme contenu et que toutes les formes de méme contenu sont équivalentes.

On a d’autres conséquences du théoréme 13.

TutoriME 14. — A toute forme donnée F on peut adjoindre une forme R telle que
le produit FR soit égal & un nombre entier.

TutoriME 15. — Lorsque le produit de deux formes est divisible par une forme
premiére, I'une des formes au moins est divisible par P.

TuiorEmEe 16. — Toute forme peut étre (dans le sens de I'équivalence) décomposée
en produit de formes premiéres et ne peut I'étre que d’une maniére. Ces théorémes
sont paralléles aux théorémes 8 et 11 et au théoréme 7, théoréme fondamental de la
théorie des idéaux.
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A part les méthodes suivies par Dedekind et Kronecker, il existe encore deux
méthodes plus simples pour démontrer le théoréme fondamental 7; la théorie des
nombres de Galois est la base de 'une. Voir § 36. [Hilbert!2.]

La deuxiéme méthode est fondée sur ce théoréme que les idéaux d’un corps se
répartissent en un nombre limité de classes. L'idée principale de la démonstration de
ce théoréme peut étre considérée comme la généralisation de la marche suivie pour

déterminer le plus grand commun diviseur de deux nombres, d’aprés la méthode
d’Euclide. [Hurwitz?.]

CHAPITRE III.

Les congruences suivant les idéaux.

~

§ 7. — LA NORME D'UN IDEAL ET SES PROPRIETES.

La théorie exposée au chapitre II sur la décomposition des idéaux en facteurs
nous permet d’étendre la théorie des nombres rationnels aux nombres d’'un corps
algébrique. ‘

Nous exposerons d’abord les notions et les théorémes suivants :

Le nombre des entiers incongrus I'un a Vautre suivant I'idéal a d'un corps k est
dit la norme de lidéal a; il s’écrit n(a).

TuforkMe 17. — La norme de l'idéal premier 9 est une puissance du nombre
rationnel p divisible par p.

Démonstration. — Soient les f nombres entiers «,, ..., v, d'une base du corps k
indépendants 'un de l'autre, en ce sens qu’entre ces nombres il n’existe aucune con-
gruence de la forme

a,0,+...+a0=0 (9)

ol a,, ..., a, sont des entiers rationnels non tous divisibles par p, et supposons de
plus que chacun des m — f autres nombres de la base soit congru & une expression
de la forme

a,0,+ ...+ a0,

suivant le module g; cette expression pourra étre congrue suivant $ & un nombre
quelconque, et le nombre des nombres incongrus suivant p sera p’; fest-dit le degré
de I'idéal premier $.
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TutorkME 18. — La norme du produit ab de deux idéaux est égal au produit de
leurs normes.

Démonstration. — Soit « un nombre divisible par a tel que 2 soit un idéal premier

avec b. Si £ parcourt un systéme de n(a) nombres incongrus suivant a, et vy un sys-
téme de n(b) nombres incongrus suivant b, le nombre an 4 § représentera un
systéme complet de nombres incongrus suivant ab; un pareil systéme comprend
n(a) n(b) nombres.

TuEoREME 19. — Lorsque
i1 == (l“ wi + M + aammm’

lm: am1 (‘)1 + M + amm (‘)m

représente une base de I'idéal a, la norme n(a) est égale a la valeur absolue du déter-
minant des coefficients a.

Démonsiration. — Mettons la base de I'idéal sous la forme trouvée dans la dé-
monstration du théoréme 6, ot tous les coefficients a,, sont = o pour s > r, le déter-
minant des coefficients est alors

14 22 * °* 'mmn ®

D’autre part, 'expression

4o+ ...+ 10,0,

u=o0, I, ..., a,—1I, ..., U

1 11

-0, I, ..., a,  —1

m mm

représente un systéme complet de nombres incongrus 4 a, ce qui démontre le théo-
réme 19. De plus, on voit que la réciproque est vraie. Les rapports de ce qui précéde
avec la théorie des formes de Kronecker résultent du

THEOREME 20. — Soit F une forme qui a pour contenu a, la norme de la forme F
est égale & la norme de l'idéal a, c’est-a-dire n(F)=n(a). En particulier, la norme
d’un entier « est égale & la valeur absolue de la norme de I'idéal principal a =(«).

Démonstration. — Soient i, ..., i, une base de I'idéal a; construisons une forme F

F=iu+...+1i,u,:

alors
w, F:lu l1+ + lam lm

wm F - lnm l1 + M + lmm lm

oul,, ..., L, sont les formes linéaires des u,, ..., u, a coefficients entiers et ration-
nels. Nous démontrerons tout d’abord que le déterminant [/, ] des formes {,,, ..., [,

est une forme unité rationnelle.
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En effet, car si au contraire tous les coefficients du déterminant [/ ] étaient divi-
sibles par un nombre premier p, il exciterait au moins m formes L,, ..., L,,, dont les
coefficients sont des entiers rationnels, non tous divisibles par p, et tels que

Ldlld +"‘+Lmlm4_=—'o (p)’
L4 lun + e + I"m. lmmE o (p)

11 en résulterait
L,o,+...+L,0,)F=o0, (pa)

c’est-d-dire que le produit fa serait divisible par pa ot [ désigne le contenu de la

forme L o, 4+ ... + L,w,, et par suite [ serait divisible par p, ce qui n’est pas

possible, car un nombre de la forme a,0, + ... + a,w,, ot a, ..., a, sont des entiers

rationnels ne peut étre divisible par p que si tous les coefficients a,, ..., a,, le sont.
D’aprés le théoréme de la multiplication des déterminants

, ~ . .
w'l.F ’ cee wmb 11’ ’ lun s ’ lm
' IR -r .
w1F, ey u)mF N T ...,lgm X [ ooy Uy
(m—1) pp(m—1) (m—1) p(m—1) (m—1) “(m—1)
W, F s ey W, F lrru ’ ’ lmm N ’ s b

et en divisant par le facteur

W, ’ wm
i l
©,, y W
—4 m—1
o™, o

on a la relation

La deuxiéme partie du théoréme est évidente pour F—=a.

SiI'on applique & tous les nombres «,, a,, ... de I'idéal a la substitution ¢'=(0:6'),
l'idéal a’ qui résulte de I'idéal a par la substitution t', a=(t'z, t'«,...). s'appelle
lidéal conjugué de a.

Si 'on considére le corps composé de k, k', ..., k™™, les théorémes 18 et 20 nous
apprennent que le produit de a et de tous les idéaux conjugués a @ est égal & un
nombre entier rationnel n(a).

De 14 découle une nouvelle définition de la norme d’un idéal a qui correspond &
la définition de la norme d’un nombre entier et qui est susceptible d'une importante
généralisation. (Voir § 14.)
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THEOREME 21. — Dans tout idéal j il existe deux nombres dont les normes ont

pour plus grand diviseur la norme de j.
. . . . . @ . .

Démonstration. — Soit a = n(j) et soit « un nombre de j tel que 7 soit premier
avec a. Alors si o/, ..., «™* sont les nombres conjugués de e et j', ..., i"* les idéaux

) , Lo o™t ., n(e)  n(x) . s e
conjugués de j, 7T et par suite %:T seront premiers avec a, c’est-a-dire
que

n()=a=(a" n(x)=(n(), n(»)).

§ 8. — LE THEOREME DE FERMAT DANS LA THEORIE DES IDEAUX ET LA FONCTION ¢(x).

En s’appuyant sur les mémes conclusions que dans la théorie des nombres
rationnels, on obtient le fait suivant correspondant au théoréme de Fermat. [De-
dekind'.]

TuforEME 22. — Si 9 est un idéal premier de degré f, tout nombre entier » du

corps satisfait & la congruence
-
(x)p = W, (p).

Le théoréme de Fermat généralisé se transporte aussi facilement dans la théorie
des corps. On démontre sans peine les théorémes suivants. [Dedekind .]

TaEorimME 23. — Le nombre des nombres incongrus suivant I'idéal a et premier

=1 —5) = i3) (~ )

ou 9, 9, --., », sont les idéaux premiers différents qui divisent a. On a pour le
nombre ¢ les formules

avec a est

¢(a)3(6) =4 (ab),
bien entendu si a et b sont premiers entre eux :
S (t)=n(a);

dans cette derniére formule la sommation s’étend A tous les idéaux t diviseurs de a.

TutoriME 24. — Chaque nombre entier w premier avec un idéal a satisfait a la
congruence
) =1 (a).
Ainsi chaque nombre entier qui n’est pas divisible par un idéal premier de degré f
satisfait &
w0 = (Y.

On a de plus les faits suivants :
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TrEorEME 25. — Sia,, ..., a,_ sont des idéaux premiers entre eux deux a deux et
si w,, ..., , sont des entiers quelconques, il y a toujours un nombre entier v satis-
faisant aux congruences

TutorkME 26. — Une congruence de degré r suivant I'idéal p de la forme
e+, 4. o, =0 (»)
\ . . .
ou a,4a, ..., 2, sont des nombres entiers, admet au plus r racines incongrues

d’aprés .

TutorEME 27. — Soit p un idéal premier diviseur du nombre premier rationnel p
et soit « une racine de la congruence

e+ o . e, =0 ()
oua, a, ..., a, sont des nombres entiers rationnels, «” est aussi racine de cette
congruence.
Démonstration. — Désignons le premier membre de la congruence par Fx; on a,

d’aprés le théoréme de Fermat, la congruence identique en x,

F(z")=(F(x))" suivant p,
ce qui implique le théoréme. :

§ 9. — LES NOMBRES PRIMITIFS SUIVANT UN IDEAL PREMIER.

Un nombre entier ¢ du corps k est dit un nombre primitif suivant lidéal pre-
mier 9 si les p’ — 1 premiéres puissances de ce nombre représentent p’ — 1 nombres
incongrus suivant p premiers avec p. En procédant comme pour les nombres ration-
nels, on arrive facilement & démontrer les faits suivants.

TukorkME 28. — I1 y a ®(p/ — 1) nombres primitifs pour I'idéal premier p ot
®(p’ — 1) désigne le nombre des restes rationnels incongrus suivant p/ — 1 et pre-
miers avec p’ — I. .

On n’a pas encore développé une théorie des nombres primitifs pour les puis-
sances d’un idéal premier p; mais on reconnait sans peine les résultats suivants.
[Dedekind ®.)

TufoREME 29. — Soit $ un idéal premier quelconque du corps k, on peut toujours
trouver dans & un nombre p tel que tout autre nombre du corps soit congru i une
certaine fonction de ¢ & coefficients entiers rationnels suivant une puissance p' de
I'idéal premier p, quel que soit L
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Démonstration. — Soit ¢* un nombre primitif quelconque de p, il est évident que
tous les nombres entiers sont congrus a certaines fonctions a coeflicients entiers de p*

suivant 9. Soit
' P(M)=o (»)

la congruence de degré la moins élevée a laquelle satisfait p*.
Si le degré de la fonction P—=f’, aucune expression de la forme

a,+ap*+ ... +a,,p*f'-‘

4 coefficients entiers a,, a,, ..., a, ne peut étre congrue & o d’aprés (p); & moins que
tous ses coefficients a,, a,, ..., a,» ne soient congrus a o d’aprés p. Comme, d’autre
part, tout nombre entier du corps est une expression de cette forme, il en résulte f'=F.

Dans le cas ou P(p*) = o suivant $°, on posera p=* + =, ol = est divisible par p

dpP(p* .
et non par °. On a alors a cause de d(i );ls o, suivant $ nécessairement,
. o o 9P(EY
PE=P@E +m) =P +r— =0, (9)
p est un nombre ayant la propriété demandée, car si x,, a,, ..., o, parcourent toutes

les expressions de la forme a, + a,p + ... + a2, ol q,, qa, ..., a, sont des nombres
de la suite o, 1, ..., p—1, la somme «, + «,P(p) + ... + o,[P(p)]"™ représente des
nombres incongrus par rapport & p’, et comme il y a ici p” nombres, on a épuisé les
restes incongrus d’aprés p'.
Il est évident que tout nombre congru & p suivant p* posséde la méme propriété.
Nous utiliserons cette dernicre circonstance pour représenter un idéal .

TuforiMe 30. — Etant donné un idéal p de degré f, il y a toujours dans le corps k&
un nombre p entier satisfaisant au théoréme 29 et de plus tel que

p=(p. P(»))
ou P(p) est une fonction entiére de degré f de p & coefficients rationnels et entiers.

Démonstration. — Soit p=p'a ot I'idéal a n’est pas divisible par 9. De plus, soit
« un nombre entier non divisible par $ mais divisible par a. D’aprés le théoréme 24,
o/~ = 1 suivant *. Remplagons le nombre ¢ trouvé tout & I'heure par parl ol
le nombre ¢ conserve sa propriété précédente; comme de plus le dernier coefficient
de P(p) n’est pas divisible par p, pour le nouveau nombre ¢ P(¢) est premier avec a,
de sorte que '
»=(p, P(p)).

Fac. de T., 3¢ S, L. 36
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CHAPITRE 1V.

Le discriminant du corps et ses diviseurs.

§ 10. — LE THEOREME RELATIF AUX DIVISEURS DU DISCRIMINANT DU CORPS.

THEOREMES AUXILIAIRES POUR LES FONGCTIONS ENTIERES.

Le discriminant du corps k est défini par

2
w,, cees O,
’ r
W, ceey W,
w(:"_”, ey u)(,;"_“
ol ®,, w,, ..., w, est une base du corps; le discriminant est un nombre entier

rationnel. La recherche des diviseurs idéaux de d a une importance fondamentale

dans le développement de la théorie des corps. On a le théoréme fondamental suivant :

TutorkME 31. — Le discriminant ¢ du corps contient comme facteurs premiers
rationnels tous les nombres premiers rationnels divisibles par le carré d’un idéal
premier et ne contient que ceux-l1a. '

La démonstration de ce théoréme présentait de sérieuses difficultés, Dedekind
parvint & les surmonter pour la premiére fois. [Dedekind °.]

Hensel a donné une deuxiéme démonstration de ce théoréme qui compléte sur un
point important la théorie de Kronecker relative aux nombres algébriques. La
démonstration de Hensel repose sur les concepts suivants créés par Kronecker. [Kro-
necker'®, Hensel *.]

Soient u,, ..., u,, des indéterminées et w,, ..., w, une base, la forme

S
g—wlul-i- e + mmum
est dite 1la forme fondamentale du corps k; elle satisfait & I'équation en «,
' ' (m—1) m—1) 1y —
(T —ou,— ... —0,u)(T—ol,—...—o,u,) ... (T—t,—..—o, " 'u,)=0,
qu’on peut écrire
"+ Uz 4+ U™+ ...4+U,=o0

ou U, ..., U, sont des fonctions de u,, ..., u,, a coefficients entiers et rationnels.
Cette équation de degré m est dite 1'équation fondamentale. Pour pouvoir opérer avec
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les concepts que 1'on vient de définir, il est nécessaire d’étendre les théorémes sur la
décomposition des fonctions entiéres d'une variable x suivant un nombre rationnel
premier p [Serret'] au cas plus général ou les fonctions entiéres contiennent en plus
de la variable x les m paramétres indéterminés u,, u,, ..., u,,.

Dans ce qui suit, nous entendrons toujours par fonction a coefficients entiers une
fonction rationnelle entiére de la variable et des indéterminées dont les coefficients
sont des nombres entiers rationnels. De plus, nous dirons qu'une fonction entiére
Z(x; u,, ..., u,) est divisible suivant p par une autre fonction entiére X, s’il existe une
troisiéme fonction entiére Y, telle que la congruence

Z=XY (p)

ait lieu identiquement par rapport aux variables x, u,, ..., u,,.
Lorsqu'une fonction entiére a coefficients entiers n’est divisible suivant le mo-
dule p que par des fonctions congrues & un nombre rationnel ou 4 la fonction P
elle-méme suivant p, nous dirons que la fonction P est irréductible suivant le mo-
dule p, ou encore qu’elle est premiére suivant le module p (Primfunction).
Les théorémes relatifs & la divisibilité se démontrent comme dans la théorie des
fonctions d'une seule variable; nous ferons remarquer en particulier le théoréme

suivant que I'on démontre facilement par la récurrence enclidienne.

TutoriMe 32. — Lorsque deux fonctions entiéres & coefficients entiers X et Y de
x, u,, ..., u, n'ont pas de diviseur commun suivant le module p, il existe une fonc-

tion U entiére & coefficients entiers de u,, ..., u, seulement non congrue a o sui-

vant p, telle que
U=AX + BY (p)s

ot A et B sont des fonctions convenablement calculées de x, u,, u,, ..., u,,.

Notre but est de décomposer le premier membre F de I'équation fondamentale en
fonctions irréductibles suivant le module p. Nous démontrerons tout d’abord les
lemmes suivants :

Lemve 3. — Soit  un idéal premier diviseur de p et de degré f; on peut toujours
construire une fonction Il (x; u,, u,, ..., u,) de degré f en x irréductible suivant p et
qui, lorsqu’on y remplace x par la forme fondamentale £, a les propriétés suivantes :
les coeflicients des puissances et produits des u,, u,, ..., u, dans cette fonction sont
tous divisibles par g et ne le sont pas par p°, et ils ne sont pas tous divisibles par un
idéal premier différent de p et diviseur de p.

Démonstration. — Soit p = p°a, a n’étant plus divisible par p. De plus, soit p une
racine primitive de p qui a les propriétés indiquées par les théorémes 29 et 3o, et soit
P(p) une fonction déterminée comme il a été dit, elle est entiére 4 coefficients entiers
de degré f, elle appartient & p et telle que p = (p, P(p)).
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P(x) est irréductible suivant p, sans quoi p satisferait & une congruence suivant g
de degré inférieur & f. Posons

P:a1w1+ ttt + amwm

ou a,, ..., a, sont des entiers rationnels, et nous admettrons que le coefficient de
¢/ dans P(p) est =1. Comme on a

Pe)=o (9

d’aprés le théoréme 27, on a aussi '
PE)=o. PE)=o, ..., PE@ =0 (),
c¢’est-a-dire que la congruence P(x) = o () admet les f racines incongrues

or ot -ees P

et on a identiquement
Pr)=(x—p)(@—¢) ... (x— ™) ®),

c'est-d-dire que les fonctions symétriques ¢lémentaires de p, ¢, ..., ppf_‘ sont con-
grues suivant p & certains nombres entiers rationnels.

Comme tout nombre entier du corps k est congru suivant $ 3 une fonction
entiere A coefficients entiers de p, nous pouvons poser

EEL(P;uA’ "‘:um)

suivant p, L fonction & coefficients entiers de p, u,, u,, ..., U,
D’aprés ce qu'on vient de lire, I'expression

(o —L(p; u, -y w)l[@—L(?s u, ooy w)] oo [e— LS a, ., )]

est congrue suivant $ a une fonction entiére & coefficients entiers de x, u,, u,, ..., u,:
nous la mettrons sous la forme

O; u, ...,0,)=z'+ Vo™ +...+V,

ouV, .., V, sont des fonctions entiéres A coefficients entiers de u,, u,, ..., u,. Il est
évident que £ mis & la place de x satisfait a

M(x; u,, ..., u,)=0 (9).
Comme la fonction I (x; u,, ..., u,,) = P(x) suivant p, il en résulte que
p=(p Upsu, ..., u,)

et que par suite les coefficients des puissances et produits de u, ..., u, dans

I u,, ..., u,) ne sont pas tous divisibles par p* et pas tous par un idéal premier
diftérent de p et contenu dans a.
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Levmve 4. — Toute fonction entiére & (x; u,, ..., u,) & coefficients entiers qui est
identiquement congrue & o (9) lorsqu’on remplace «x par la forme fondamentale £ est
divisible suivant p par la fonction I (x; u,, ..., u,,).

Démonstration. — Dans le cas contraire, ® et IT n’aurait pas de diviseur commun
suivant p, et d’aprés le théoréme 32 il y aurait une fonction U & coefficients entiers
des suites variables u,, u,, ..., u,, non congrue a zéro suivant p, telle que

U=A®P + B suivant p,

A et B étant des fonctions a coefficients entiers de x, u,, u,, ..., u,. D’aprés cela, en

remplagant & par £, on aurait U= o suivant 9 et par suite suivant p, ce qui est con-

99 ¢

traire & 'hypothése.

Lemue 5. — Si ® est une fonction & coefficients entiers de x, u u,, qui devient

identiquement congrue a o suivant $* pour x=2%, & est divisible suivant p par II°.

RIEEES

Démonstration. — Posons ® = I1° F suivant p ou ¢'< e et F une fonction & coefli-
cients entiers de x, u,, u,, ..., #,, qui n’est plus divisible par II suivant p; il en résulte
que tous les coefficients des puissances et produits de u,, ..., u,, dans

{0G: u, ..., um)ze' FGiu,...,u

m

sont divisibles par p°. Ordonnons II(%; u,, ..., u,) FG; u, ..., u,,) par rapport aux
puissances décroissantes de u, et les coefficients des puissances de u, par rapport aux
puissances décroissantes de u, et ainsi de suite. Soit = le premier coefficient dans II
qui n’est pas divisible par p* et en méme temps par x le premier coefficient de F qui
n’est pas divisible par p, on aurait =“x = o suivant $°, ce qui n’est pas possible;
c’est-a-dire que tous les coeflicients de F sont divisibles par p, et il en résulte d’aprés
le lemme précédent que F(x; u,, ..., u,) est encore divisible par I(x; u,, ..., u,,) sui-
vant p. Ce qui est contraire a I'hypothése.

§ 1. — LA DECOMPOSITION DU PREMIER MEMBRE DE L,]:]QUATION FONDAMENTALE.

LE DISCRIMINANT DE L'EQUATION FONDAMENTALE.

Des lemmes 3, 4 et 5, nous tirerons :

TutoriME 33. — Si p décomposé en idéaux premiers donne p=yp°p’..., on a,

pour le premier nombre de I'équation fondamentale au sens de la congruence sui-
vant p,

F=nen*... (p)
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ou II, I’ représentent certaines fonctions irréductibles suivant p de x; u,, U, ..., U,;
de plus, on peut poser
F=1Ilne... + pG

ou G est une fonction entiére & coefficients entiers contenant les variables x;

u, u, ..., u,, et qui n'est divisible suivant p par aucune des fonctions irréduc-
tibles I, ' ...

TutorkME 34. — La congruence de degré m résultant de 1'équation fondamentale
Flx;u,...,u,)=o0 (p)

est la congruence de degré le moins élevée suivant p a laquelle satisfait la forme fon-
damentale ¢ mise & la place de .

Démonstration. — Soit ® une fonction entiére a coefficients entiers de «, u,, u,,
..., u,, telle que % satisfasse & ®(x) = o suivant p, £ étant la forme fondamentale.
De plus, soient 9, p' ... les idéaux qui divisent p de degrés respectifs f, f'... Si l'on
forme la norme, on a p™ = p/t+/+- c'est-a-dire m = fe + f'e’ 4 ...

De plus, soient I, I ... les fonctions irréductibles relatives aux idéaux 9, 9'... qui
ont été employées dans les lemmes précédentes. Du lemme (5) nous pouvons con-
clure que

d=107...¢  (p)

ou W est une fonction entiére. Comme II, I sont de degrés f, f' ... en «, il en résulte
que ® est au moins de degré m, et cette circonstance nous donne, en prenant pour ¢
le premier membre F de I'équation fondamentale, la premiére partie du théoréme 33
et le théoréme 34.

Si enfin G(x) était divisible par [I(x) suivant p, Z mis & la place de a satisferait &
G(x)=o (p) et par suite § satisferait & la congruence IT°(x) [I''(x) ... = o suivant p*™,
ce qui n’est pas possible d’apres le lemme (5), ce qui démontre la deuxiéme partie du
théoréme 33.

Les faits que nous venons d’établir entrainent une suite d’importants théorémes
relatifs aux discriminants.

TrtoriME 35. — Le plus grand facteur numérique du discriminant de I'équation
fondamentale est égal au discriminant du corps.

Démonstration. — Posons

I:U“ O, ... —|—U“n ®,,
t=U,0,+...4+U,, 0,,

( Z""’:Umle +...4U0 w

mm - m?
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ou des U, sont des fonctions entiéres & coefficients entiers de u,, ..., u,,. Si le déter-
minant U de ces m* fonctions était une fonction dont tous les coefficients sont divi-
sibles par p (nombre premier), il existerait V,, ..., V, fonctions entiéres A coefficients

entiers de u,, ..., u, non congrues entre elles suivant p et telles que l'on ait identi-
quement en u,, ..., U

VIUM + M +‘rmU7m =0, (p)

o e e . e e e 4o

V1U1m+ +VmUmmEO; (p)
par suite, la forme fondamentale £ satisferait & la congruence
V,+VE+...+V " '=0 (p)

qui est de degré inférieur & m, ce qui est impossible d’aprés le théoréme (34).
Il en résulte que U est une forme rationnelle unité. Les équations (2) et le théo-
reme relatif & la multiplication des déterminants nous donnent

m—1
1. &, ..., & w,, ceey Wy,
’ Im— ’ ’
1, ¢, vee, Emm Ul e cees O,
(m—1) (m—a)\m—a m—1) m—1
I, & ,-.-.(E ) (’)(a ""’(’)in )

En élevant au carré d(£) = U, d(¥) ~ d ot d(£) désigne le discriminant de 1'équa-
tion fondamentale et d le discriminant du corps.

En résolvant les équations (2) on a le résultat suivant :

TuéorkmEe 36. — Tout nombre entier du corps k est égal a une fonction rationnelle

entiére de degré m — 1 de la forme fondamentale et les coefficients de cette fonc-
tion sont des fonctions entiéres A coefficients entiers des u, ..., u, divisées par la
forme unité U. [Kronecker'®, Hensel4.]

§ 12. — LES ELEMENTS ET LA DIFFERENTE DU CORPS. — DEMONSTRATION DU THEOREME

RELATIF AUX DIVISEURS DU DISCRIMINANT DU CORPS.

Le théoréme 35 permet la décomposition du discriminant d du corps en certains
facteurs idéaux. Les m — 1 idéaux
I ’ ’
e-((wl-wa)’ cee ((’)m“wm)’

e”:(("%—“":’)’ cees (mm——w;'"),

elm—1) — ((w1 — o), .., (0, — em)

m
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seront dits les m — 1 éléments du corps k. Ce sont des idéaux qui, en général, ne
font pas partie du corps k; mais le produit d=-¢'¢" ... ¢/~ est un idéal du corps k.

On expliquera plus loin comment certains idéaux d’un corps k peuvent étre
congus aussi comme idéaux d’un corps plus élevé, car, si nous considérons que les
éléments ¢ ..., ¢ sont les contenus des formes £ — &/, ..., ¥ — £ nous recon-
naissons, d’aprés le théoréme 13, que I'idéal d est le contenu de la différente de la
forme fondamentale, c’est-a-dire de

F=E—) . G — )

qui est, elle, une forme du corps k. Nous dirons que d est la différente du corps (*). La
norme de cet ideal est égal au plus grand facteur numérique du discriminant de la
forme fondamentale, et, comme ce dernier est égal & d, on en conclut le théoréme.

TueoreME 37. — La norme de la différente d’un corps est égale au discriminant
du corps.
De la congruence

N
‘F(w) = e[l*— ?_l:l_ e ... 4+ e mef'e—
e o

~
=

o+ (p)

1y

x

il résulte de plus que la différente est toujours divisible par p°* et qu’elle ne contient
pas de puissance plus élevée de p, dés que U'exposant e est premier avec p. En passant
4 la norme, on voit que le discriminant d'un corps est toujours divisible par
ple=N+re=h+.. et que de plus il ne contient pas p & une puissance plus élevée, si
tous les exposants e, ¢/, ... sont premiers avec p; ceci démontre le théoréme fonda-
mental annoncé dés le début du paragraphe 1o.

§ 13. — LA FORMATION DES IDEAUX PREMIERS. — LE DIVISEUR NUMERIQUE ENTIER

DE LA FORME UNITE U.

Le calcul effectif des idéaux premiers qui divisent un nombre premier rationnel p
peut étre effectué d’aprés le paragraphe 33 en décomposant le premier nombre de
I'équation fondamentale. 11 est bon cependant de savoir dans quelles circonstances il
est permis de donner aux paramétres u,, u,, ..., i, des valeurs particuliéres. C’est
dans ce but que nous ferons les considérations suivantes.

On obtient les discriminants de tous les nombres entiers du corps en donnant
dans Ud &4 u,, ..., u, toutes les valeurs entiéres et rationnelles. Il n’est pas nécessaire

(1) D’aprés Dedekind, L'idéal fondamental « das Grundideal ».
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que le plus grand commun diviseur de ces discriminants soit d, car il peut trés bien
se présenter le cas ot la forme unité prend pour tous les nombres entiers de u,, ..., u,,
une suite de valeurs ayant un diviseur entier o= 1. C’est cela qui met en pleine
lumiére I'usage des indéterminées u,, ..., u,,.

On trouve facilement une condition nécessaire et suffisante pour que le nombre
premier rationnel p soit un diviseur entier de U; cette condition consiste en ce

que U peut se mettre sous la forme
pV+ @ —u)V,+ ...+ @, —u,V,
ou V, V,, V, sont des fonctions entiéres & coefficients entiers de u,, ..., u

[Hensel > 2 5.]

Sidonc il est possible de donner aux indéterminées u,, u,, des valeurs numériques

m*

entiéres rationnelles a, a,, ..., a,, telles que la forme unité devienne un nombre non
divisible par p, lorsqu'on voudra décomposer p on pourra particulariser 1'équation
fondamentale en ce sens que la forme f pourra étre remplacée par @ =a,w, + ...
+ o,w, ---- Et, en effet, sous les hypothéses que l'on a faites, et comme cela résulte
du théoréme 36, tout nombre entier » du corps est congru & une certaine fonction
de a suivant p, et c’est pourquoi une fonction entiére & coefficients entiers de degré
inférieur & m en a n’est jamais divisible par p si tous ses coefficients ne le sont.
Désignons les fonctions de la seule variable x résultant des fonctions [1(x; u,, ..., u,),
[l'(x; u,, ..., w,), ... par la substitution uv,=a,, ..., u,=a,; désignons-les par
P(x), P'(z), ..., nous reconnaitrons que ces fonctions, au sens de la congruence
d’apres p, sont des fonctions premiéres différentes les unes des autres et que

p=(p.P®). v'=(p. P(»),

Et, en effet, si aprés avoir enlevé le facteur p, P(a) contenait encore un facteur

contenu dans p soit ', on aurait
PO PP, (p)

ce qui, d’aprés la remarque précédente, n’est pas possible, car nous avons 13 une
congruence de degré inférieur & m en o.

Réciproquement on a le fait suivant : Si dans un corps on a p=p°p" ... o0
p, » ... sont des idéaux premiers différents de degrés f, f/, ... et si & chacun de ces
idéaux on peut faire correspondre une fonction entiére A coefficients entiers P(x),
P'(x), ... de la seule variable x de degrés f, f', ... irréductibles suivant p et toutes
différentes, on peut toujours trouver un nombre a=a,v, + ... +a, v, tel que la
valeur de U correspondante ne soit pas divisible par p.

La non-existence de fonctions premiéres P(x), P'(x), ... dans le sens de la con-
gruence suivant le nombre rationnel p, forme donc une nouvelle condition nécessaire
et suffisante pour que p soit diviseur entier de U. [Dedekind *.]

Fac. de 7., 3¢ S., L. 37
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Chacune des deux conditions trouvées dans ce paragraphe, et qui sont essen-
tiellement différentes, peut servir au calcul d’exemples numériques pour des corps
algébriques, dans laquelle les U contiennent des facteurs numériques entiers == 1 et
répondant a la question. [Dedekind , Kronecker'®, Hensel* 2 5.]

Il faut cependant remarquer que la forme U perd la propriété de contenir des
diviseurs entiers, si l'on y fait prendre & u,, ..., u,, les valeurs des nombres algébri-
ques entiers d'un corps choisis de telle sorte que tous les nombres ainsi représentés
par U aient pour plus grand commun diviseur 1.

CHAPITRE V.

Le corps relatif.

§ 14. — LA NORME RELATIVE, LA DIFFERENTE RELATIVE ET LE DISCRIMINANT RELATIF.

Les concepts de norme, de différente et de discriminant sont susceptibles d’'une
généralisation importante.

Si K est un corps de degré M, qui contient tous les nombres du corps & de
degré m, I est dit un sous corps de K. Le corps K est dit le sur-corps ou le corps
relatif par rapport & k. Soit ® un nombre déterminant K. Parmi les équations en
nombre infini & coefficients algébriques situés dans k auxquelles satisfait 0. soit
I'équation de degré r

q ” Qr—1 _
(3) O +a,0 " +...+o,=0
celle de degré le moins élevé; a,, ..., o, sont alors des nombres déterminés de k;

r s’appelle le degré relalif du corps K par rapport a k, et on a M = rm. L’équation (3)
est irréductible dans le domaine de rationalité k. Si @', ..., 0" sont les r — 1 autres

racines de I'équation (3), on dit que les » — 1 nombres algébriques sont les nombres
relativement conjugués & 0, et les corps déterminés par @', ..., "~ K'K", ..., K"
sont dits les corps relativement conjugués a K. Soit A un nombre quelconque du
corps K et

A=y, +v,0+...++v,60™

Ol ¥,, ¥,s +++» ¥, SOnt des nombres dans %, les nombres

A=y, +7,0'+... +y,0",

A(r_,)_ v, + _(26(7‘-1) + . Yr(@(r—n))r-—i
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sont dits issus de A par les substitutions T'=(0:0"). ..., T " =(0:0"""), ou encore
les nombres relativement conjugués ¢ A. Si 'on applique la substitution T’ & tous les
nombres d'un idéal JF, on obtient un idéal I’ qui est I'idéal issu de JF par la substi-
tution T’ ou I'idéal relativement conjugué i J.

Soient «,, ..., 2, des nombres quelconques dans k et soit j={(z,, ..., «,) l'idéal
que ces nombres déterminent dans k&, ces mémes nombres déterminent un idéal
JF=(a,, ..., ,) dans K. Cet idéal F ne doit pas &tre considéré comme différent de j.

Le théoréme qui va suivre nous permet de considérer (z,, ..., «,) & la fois comme
un idéal dans k et dans K.

Si a, a, ..., o, et a, ..., a sont des entiers dans k tels que dans K les idéaux
FI=(2,, --» 2), I°=(a], ..., o) coincident, dans k les deux idéaux j=/(z,, ..., x),
j,=1(2;, ..., «;) coincident aussi. En effet, par suite de 'hypothése, si «° est un des

nombres o, ..., «f, onaa’"=A, 2, + ... + Ao, o A, ..., A_ sont certains nombres
entiers dans K. Si nous formons la norme relative de chacune de ces deux expressions,
nous reconnaissons que, dans %, «*" doit étre divisible par j"; par suite, dans k, «° est
divisible par j et par suite aussi j° est divisible par j. Comme, d’autre part, on peut
démontrer la réciproque, il faut que dans ce cas j=j".

Au contraire, un idéal I=(A,, ..., A, du corps K ne sera un idéal j du corps k
que si J est diviseur commun de certains nombres o, ..., o, du corps k.

Le produit d'un nombre A par tous ses conjuguds relatifs

N (A)= AN, AL

est dit la norme relative du nombre A par rapport au corps k ou dans le domaine de
rationalité /. La norme relative N, est un nombre de k.

Soit J=(A,, ..., A)) un idéal quelconque dans K, le produit de J par tous les
idéaux relativement conjugués

N (@) =3F... 3

est la norme relative de J. La norme relative N, (J) est un idéal du corps k. Car si
U,. ..., Ug désignent des indéterminées, les coefficients du produit

QU+ AU+ AU - AU 4L AT
sont des nombres entiers dans %, dont le plus grand diviseur coincide avec ce produit
d’idéaux d’apres le théorétme 13.
L’expression
AAQA)=A—=A)YA—A" ... (A=A
représente un nombre du corps K et se nomme la différente relative du nombre A par
rapport a k. L’expression

D,(A)= (A — AP(A — A" (A" — APy
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est de discriminant relatif du nombre A. Ce discriminant est égal au signe prés a la
norme relative de la différente relative de A; car on a

r(r—1)

D,(A)=(— I)T N,(8)-

Si Q,, ..., Q, sont les M nombres de la base du corps K, I'idéal que 1'on obtient
en faisant le produit des » — 1 éléments

E=((Q,—Q), ... Qu—Q)

G =((Q,— Q™) ..., (@y— Q™).

c’est-a-dire
gk: GG ... (g(r—-i)

est la différente relative du corps K par rapport.a k.
Si I'on désigne par
E=0,U,+...+Q,U,

la forme fondamentale de K, la différente relative de I est
4@ =@E—&)...E—E").

Les coefficients de cette forme sont des nombres du corps K, et comme d’aprés le
théoréme 13 leur plus grand commun diviseur est la différente relative ®,, ®, est un
idéal du corps K.

Le carré du plus grand commun diviseur de tous les déterminants a r lignes de la
matrice
Q, Q,, ..., Q
Q, Q. ..., Q

(4)

s’appelle le discriminant relatif D, du corps K relatif & k; ce discriminant, on le voit
facilement, est un idéal du corps k.

§ 15. — PROPRIETES DE LA DIFFERENTE RELATIVE ET DU DISCRIMINANT RELATIF D'UN CORPS.

Pour les concepts que I'on vient de définir, on a les théorémes suivants [Hilbert?] :

TutorkME 38. — Le discriminant relatif du corps K par rapport au sous-corps %
est égal & la norme relative de la différente relative de K. c’est-a-dire

D,=N,(Dp-
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Démonstration. — La norme relative de la différente relative de la forme fonda-
mentale = est

N(4@)=£E—-EPE—-E)... -2

bron —r—a 2
I, &, , &

Lrend) =\ r—1
1, &, e (ED

= (r—1) = (r—1)\r—
I, &7, L, (&Y

D’autre part, le carré du déterminant est une forme du corps K dont le contenu
est égal au discriminant relatif D,. Car si nous exprimons les termes de ce déter-
minant en fonction linéaire de Q,, ..., Q, et de leurs conjugués dans le corps K, ou
les coefficients de ces expressions sont des fonctions entiéres a coefficients entiers de
U,, ..., Uy, nous reconnaitrons que le carré de ce déterminant n’a que des coefficients
divisibles par D,.

Réciproquement, une généralisation du théoréme 36 nous montre que chaque
déterminant & r lignes de la matrice (4) multipliée par la réme puissance d'une cer-

taine forme unitaire rationnelle des paramétres U,, ..., U, est divisible par le produit

[ren
(E—

[xl

,)(E _ EII) . (E(r—ﬂ) - E("—i))_

Il en résulte que N, (A(E)) ~D,.

TutorkmE 3g. — Si D et d désignent le discriminant du sur-corps K et du sous-
corps k, et si I'on désigne par n(D,) la norme du discriminant relatif D, pris dans le

corps k&, on a
D=d'n(D,).

Démonstration. — Si £=w,u, +"... + v, u,, est la forme fondamentale du corps &,
Z mis & la place de X satisfait & une équation de degré r en X de la forme

(X, 5=®X + X" +...+d =0

»

ou ®,, ..., d_sont des fonctions entiéres & coefficients entiers de £ et des indéter-
U

terminées u,. ..., u,,. Les autres racines de I'équation de degré dont nous venons de

minées u,, ..., u -» Uy, et ot @, est une forme unitaire rationnelle des indé-

m? IR

o (r—1)

parler sont X=Eg', ..., E". Soit donc £" une des m — 1 formes fondamentales
conjuguées & %, et soient Z,, E. ..., Z{" les racines de I'équation de degré r,
P (X, E") =o0. Comme £ satisfait & une équation de degré M, il est évident que toute
puissance de & multipliée par une puissance de @, est égale 4 une fonction entiére
de £ et de &, qui est au plus de degré m — 1 en £ et au plus de degré r — 1 en E et

dont les coefficients sont des fonctions entiéres & coefficients entiers des paramétres
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a, ..., u, U, .., Uy. Dapres cela, le discriminant de la forme fondamentale =,
multiplié par une puissance de ®,, est divisible par le carré du déterminant A M—rm
lignes.

- — » — ¥ =r—t m—1  rm—1r m—i =r—q
= = =
L, &, ..., &7 EEE, Lo, B2 e, EMTL R, L, R
=" =rr—i r ey = m—1  pm—1r= rM—1
= ] ) 1 z r—1
I, &, ceey I, G, oA, cea, ST R L S =, ey & iCH
,r—t =)y 7z zea(r—) = (r—1)\r—1 m—  rpm—iTr—i rmM—1 f = (P—a)\T—1
=
I,\—l "~"(\:l )’ S sdl "'-yE(\-'L ) ’ -"E » 3 e 5 eees § (:- )

Dans ce schéma, nous n’avons écrit que les r premiéres lignes horizontales; on
obtiendra les (m — 1)r autres en donnant successivement aux lettres ¥ le signe
(h)=(1), .... (m — 1) comme indices supéricurs et & toutes les lettres = les mémes
signes comme indices inférieurs.

Si I'on exprime les éléments du déterminant A en fonction linéaire des nombres
de la base, on reconnait I'exactitude de la formule

Q, ..., Q
Q,, ..., Q
A=|™ Y |F,
— (M—1)
Q- Qf

ou F est une fonction entiére & coefficients entiers des paramétres u,, ..., u,, U,, ..., U,
Mais comme le facteur numérique du discriminant de & d’aprés le théoréme 35 =D,
il résulte du développement précédent que réciproquement D est divisible par le fac-
leur numérique du carré de A, c’est-d-dire que le facteur numérique de A®est égal & D.

Par les théorémes ¢lémentaires de la théorie des déterminantes, on obtient
I'identité

rm—1 r
1, £, , 5
td Im—
Al g 1,
r(m—1) z{m—1)\ym—1
I, - Y ‘
—1 = =r—1 = (r—1) = (r—1) \r—1
1, &, R I, &gy, ce Sy | ) (:"(m-—-i)>
—_— r—rp—{ fenld ='r—1 ol —=(r—1)"
. I, ~, ey T I, Xy . y ) I, ‘:’(171—1)’ cesy L(m—l)
fd . )
=(r—1 = (r—1)\r—1 =(r—1) = (r—1)\r—1 il m(r—1)\r—1
1, di{ ] (':-i ) I, :((” 9 sy (1"(1) ) I, ‘:‘(m—l) » (‘:’(m——ij)

ce qui donne immédiatement le théoréme 3g.

Le théoréme démontré & I'instant ne montre pas seulement que le déterminant
d'un corps est divisible par le discriminant de tout sous-corps, mais il indique la
puissance de ce dernier qui est contenue dans le discriminant du sur-corps, et il
donne la signification simple du facteur restant dans le déterminant du sur-corps.
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§ 16. — LA DECOMPOSITION D’'UN ELEMENT DU CORPS & DANS LE SUR-CORPS K.
LE THEOREME SUR LA DIFFERENTE DU SUR-CORPS K.

TuEorEME 40. — Tout élément du sous-corps k est égal & un produit de r certains
éléments du sur-corps K, et on a les formules

= (1)

" ~E— E(h)) (E— E;h)) N =(n) )~E— ‘E(h)) (E'— E"(h)) s (E‘r_i) - E’(h))'

e

Démonstration. — Soit
FX)=X"+F X"+ ...+ F,=o
I'équation fondamentale de degré M du corps K, ou F,, ..., F, sont des fonctions
entieres a coefficients entiersdes U,, ..., Uy, on a identiquement
PrFX)=® (X, &) B(X, &) ... DX, "),
La différente de la forme fondamentale = est donc représentée par la formule

_W@E) 1 (E D)

A==z PE V... E ")

en vertu de ®(E, ¥) = o.
Mais on a d’une part
() BE, EN=D(E—Z,)E—E,) .- (E—EH™),
(h=1,2,..,m—1)

et d’autre part

©) BE, 1) =B(E, 1) — B(E, = — )G
ot G représente une forme algébrique entiére ; il résulte de ces formules que
WW(E) IPE. ¢ .
(I)‘;n d D’(:‘i—l) — ;7 ) (: _ ;!) . (’;- . 2(771—1)) Gr . G(m—i).
— N
I b(I)(E, 2) ’ cppr . —_ r > 3\
Comme T wE représente la différente relative de E, il résulte, d’aprés le

0 i
théoréme 13 de la derniére formule, que
™) D=D,3

ot ® est la différente de k, ®, la différente relative de K par rapport & k, et ot I
représente I'idéal égal au contenu de la forme G/, ..., G™?,

En passant aux normes
D=n(D,)d"N(J)

et, par suite, d’aprés le théoréme 39, N(J) = 1, c’est-d-dire I — 1. Les formes
G,, ..., G™" sont donc toutes des formes unités, et les formules (5) et (6) démon-
trent notre théoréme 4o.
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Le théoréme 4o donne la décomposition des ¢éléments du corps k dans le sur-
corps K; il est le théoréme fondamental de la théorie des discriminants.
La formule (7) nous fournit de plus 'important fait suivant :

TrEorEME 41. — La différente ® du corps K est égale au produit de la différente
relative ®, de K par rapport au sous-corps k et la différente d du corps k, c’est-a-dire

D=2D,b.

On voit quel rapport simple existe entre les différentes.
La différente du corps supérieur s’obtient en multipliant la différente du corps
inférieur par la différente relative correspondante.

CHAPITRE VI.

Les unités du cdrps.

§ 17. — DE L’EXISTENCE DES NOMBRES GONJUGUES, DONT LES VALEURS ABSOLUES SATISFONT

A CERTAINES INEGALITES.

Nous avons établi au chapitre 1II les lois de la divisibilité des nombres d’un corps
algébrique, nous allons établir maintenant des vérités fondées avant tout sur l'idée
de grandeur. C’est le théoréme de [Minkowski®] qui va nous fournir le moyen le plus
puissant dans ces recherches; il s'énonce ainsi :

LemME 6. — Soit

fl :au ul + tee + aun um’

fm: anuui + ce + amm um

m formes linéaires et homogénes de u,, ..., u,, a coefficients réels quelconques et de
déterminant égal & 1; on peut déterminer pour u,, u,, ..., u,, des valeurs entiéres et
rationnelles qui ne sont pas toutes nulles telles que les m formes f,, ..., f,, soient
toutes en valeur absolue < 1.

Ce théortme, légérement transformé, nous donne :

Leyye 7. — Soient f,, f,, ..., f,, m formes linéaires et homogenes de u,, u,, ..., u,
A coefficients réels quelconques avec un déterminant positif A, et soient %, %, %, .-+, %,
m constantes quelconques positives dont le produit est ¢gal & A, on peut toujours
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déterminer m valeurs entiéres et rationnelles pour u, u,, ..., u, qui ne sont pas
toutes nulles et telles que

If1|<7'1’ trt ]fm!g/

Dans ce chapitre, nous désignerons le corps k& et les m — 1 conjuguées par
p ] p

=k, ¥, .., k™, et nous désignerons les m nombres de bases du corps k* par

o, o, ol

Nous appliquerons le lemme 7 pour démontrer le

TutorkME 42. — Soient %, %,, ..., %,, m constantes positives quelconques dont le
produit est égal & \/d, et qui satisfont aux conditions %, =, dans le cas ot k" et k"
sont deux corps imaginaires conjugués, il y a toujours dans le corps k un nombre
entier différent de zéro o tel que

e e [ B
Démonstration. — Nous attribuerons aux corps k&, k®, ..., k™ certaines formes
linéaires, et nous nous placerons au point de vue suivant. Si k" est un corps réel,

nous lui attribuerons la forme réelle
Se=olu 4t ogle,;

si k) est un corps imaginaire et si k¥ est son imaginaire conjugué, nous attribuerons

aux deux corps k¥ et k) les deux formes lindaires

So=—= {0+ o, + ..+ ) + o, ],

\/ 2
8)

f; %(w(?) + m(x ))u o+ (w(s) + w(v)) u, g

z\/ 2
dont les coeflicients sont réels. Le déterminant de ces m formes pris en valeur
absolue = l\/dl Le lemme 7 apporte immédiatement la preuve de notre affirmation
si 'on remarque que

2 2 s s
fi4+fi=2 ](n(;)u1 4+ ...+ (1)5,‘) u, 2

I1 résulte de 13, en outre, le

Tutorime 43. — Le degré m et la constante positive x étant donnés, il n’y a qu'un
nombre limité de nombres entiers algébriques de degré m, qui, avec leurs conjugués,
sont tous < % en valeur absolue.

Démonstration. — Les m coefficients entiers de I'équation A laquelle satisfait un
pareil nombre sont tous inférieurs & une limite qui ne dépend que de m et de »; leur
-nombre est donc limité.
Fac. de T., 3¢ S., 1. 38
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.

§ 18. — THEOREMES RELATIFS A LA VALEUR ABSOLUE DU DISCRIMINANT DU CORPS.

TutortME 44. — Le discriminant d d’'un corps &k n’est jamais égal & =4 1. [Min-
kowski® % 3.]

TutorkME 45. — Il n’y a qu'un nombre fini de corps de degré m et de discriminant
donné d. [Hermite' 2, Minkowski?.]

Nous démontrerons d’abord le

Lemve 8. — Soient f,, f,, ..., f,, les m formes réelles linéaires définies par les
formules (8) des variables u, u,, ..., u,, il y a toujours dans le corps un nombre
entier différent de zéro a=a,w, + ... + a,, v, tel que les valeurs absolues de ces
formes pour u, =a, ... u,, = a,, satisfassent aux conditions

© LIVl i< < Ind<
Démonstration. — D’aprés le théoréme 43, il n’y a qu'un nombre fini de nombres
a, a,, @, ... du corps I satisfaisant &
FARS 2 E R VA R VAT S

!

Soit o parmi ces nombres celui qui donne & |f,| la plus petite valeur et soit o
cette plus petite valeur. S’il n’existait pas de pareil nombre, on poserait ¢ = |\/le + 1.
Si g | \/c_l| le théoréme est évident. Dans le premier cas, nous déterminerons un
nombre positif ¢ tel que (1 4 ¢)"™* 1 \/& | < ¢. D’aprés le lemme 7, il y a toujours un

systéme d’entiers rationnels u,, ..., u, tels que
I 1
I m—1 .
WI<e+o Vil A< o Ml
et par suite
Vil<e, A<t - I8,

ce qui est contraire & 'hypothése qui nous a fait choisir a.
Pour démontrer dés lors les théorémes 44 et 45, nous procéderons ainsi. Si
k=Fk" est un corps réel, la forme f, est parfaitement déterminée; si k* est corps

imaginaire et k® son corps imaginaire conjugué, nous pouvons choisir pour f, entre
deux formes ; nous prendrons

1 .
fo=—= {00 — o, + .+ () — of)a,
AV

La suite dans laquelle nous adopterons les autres formes f,, ..., f,, n'importe pas.
Le lemme 8 nous montre I'existence d’un nombre « satisfaisant aux conditions (g).
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D’autre part,
Sot+Ji
i — o)
comme on a nécessairement | n(ax)| > 1, il en résulte | f,| > 1, et par suite | \/c‘” >1.
Le théoréme 44 est démontré.

11 résulte, d’autre part, des inégalités |f,| > 1, | f,| <1, |f,]| <1, |f,] <1, que «
est un nombre du corps k= k" qui différe de tous ses conjugués, c’est-a-dire que la
différente 3() =[= 0. D’aprés une remarque faite précédemment, o est un nombre qui
détermine le corps k.

D’autre part, comme d est un nombre donné, on voit, d’aprés le théoréme 43,
qu’il n’y a qu'un nombre limité de nombres entiers algébriques de degré m, qui,
avec leurs conjugués, satisfont aux conditions (g), ce qui nous démontre immédia-
tement le théoréme 45.

Le théoréme 44 exprime une propriété essentielle des corps algébriques ; il montre
que le discriminant de tout corps contient au moins un nombre premier.

En employant au lieu du lemme 6 un théoréme plus profond dit également &
Minkowski, le méme raisonnement nous aurait montré que le discriminant d’un

2 my 2
corps de degré m dépasse certainement en valeur absolue (‘i) ’ (%) et & plus
=\ 22 egm_%‘
forte raison <Z> Py ot r, désigne le nombre de couples de corps imaginaires
qui se trouvent parmi k", ..., &™), [Minkowski® 23.]

Ce dernier fait, appliqué de la méme maniére, montre que parmi les corps de tous
les degrés possibles il n’y en a qu'un nombre limité ayant un discriminant donné d.

De ces mémes principes, nous tirerons encore une conséquence trés importante
pour le chapitre vir. [Minkowski?’ ?.]

Tuforkme 46. — Soit a un idéal donné du corps k, il y a toujours un nombre «
du corps différent de o divisible par a et tel que
|n()<In(@)Val.
Démonstration. — Soient
L, =a, o, + oo+ Ay Oy

by =20,,0,+ ...+ Ay O
les m nombres de base de I'idéal a; formons comme nous I'avons fait précédemment,
au moyen de o,, ..., w,, m formes linéaires f,, ..., f, & coefficients réels; la valeur du
déterminant de ces m formes sera

+(1 .]
O, .., @ a [0, o, o
|

(m)

P i (m)

m
Qs ooes amm (_,)(1 ), ceey W,
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qui, d’aprés le théoréme 19, égale en valeur absolue |n(a)\/d |. Si maintenant nous
attribuons aux m formes f,, f,, ..., f, I'une des constantes réelles »,, %, ..., %, dont
le produit = l n(a)\/ d l et qui satisfont aux conditions z,—=, dans le cas ot k" et k¥
sont des corps imaginaires conjugués, le théoréme 46 résulte du théoréme 4o.

§ 19. — LE THEOREME QUI PROUVE L’EXISTENGE DES UNITES DU GORPS. — UN THEOREME

AUXILIAIRE AU SUJET D' UNE UNITE POSSEDANT UNE PROPRIETE PARTICULIERE.

Le théoréme qui va suivre, relatif aux unités du corps %, nous donne la base fon-
damentale d’une étude plus approfondie des nombres entiers algébriques.
Mais tout d’abord nous appellerons unité du corps k tout nombre entier ¢ dont la

valeur inverse — est encore un nombre entier. La norme d'une unité =——- 1, et, réci-
3

proquement, si la norme d'un entier du corps == 1, ce nombre est une unité du
corps.

TukorkME 47. — Supposons que parmi les m corps conjugués kY, ..., k™ il y ait r,
m— ri . . . . I3 (1) .
corps réels et r,— ———" corps imaginaires conjugués, le corps k=Fk" contient un
2

systéme de r=r, + r,— 1 unités <,, ..., ¢, telles que loule aulre unité du corps peut
étre mise sous la forme e =pe}r ... <" et cela d’'une seule maniére, a,, ..., a, élant des
nombres entiers rationnels et o une racine de U'unilé située dans .

Pour préparer la démonstration de ce théoréme, nous ordonnerons les m corps

conjugués kY, ..., k"™ de la fagon suivante :

Nous écrirons d’abord les r, corps réels k" ..., k", puis nous prendrons un corps
de chaque couple de corps imaginaires conjugués k"™, ..., k""" et nous ferons
suivre ces derniers de leurs corps conjugués k"7 ... k™. Nous formerons,
avec m variables réelles quelconques u,, u,, ..., u,,. les m formes linéaires

E=ou,+ ... +olu,, 5=1,2,..,m)
et nous écrirons £, =%. Si £, ..., £, sont tous == o, nous poserons, dans le cas de
k" réel :

log 5| = 1,3,

et dans le cas ou k® et k%) sont des corps imaginaires conjugués :
log (E.s) - %ls (E) - ils’ (E> ’
log (2,) =3L() + i, (¥),

ot (), ..., 1, (%) sont tous des grandeurs réelles et ou en particulier les formes 4,(3)
satisfont &

oL (B)<aw;
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les grandeurs [(%), ..., [,(§) ont donc une détermination unique en fonction des
variables réelles u,, u,, ..., u,,, nous les appellerons logarithmes de la forme %. De plus,
si I'on désigne par In(£) la partie réelle du logarithme de n(g), on a

LG+ ...+ 1.,,G=Ih3E).

Si u,, ..., u, sont des entiers rationnels qui ne sont pas tous nuls, £=E&, repré-
sente un nombre « == o du corps k=k". Les grandeurs [ (&), ..., [,(5) sont alors
parfaitement déterminées par « et nous les nommerons les logarithmes du nombre «.

Si ¢ est une unité du corps k, on a en vertu de n(z) =—+1:

LO+ L6+ +1.,0=o0.

Par contre, les logarithmes [ (), ..., [,(E) nous donnent pour les variables
u,, u, ..., u, 2" valeurs, car les r valeurs réelles ,, &

=2 ?

. En ne sont déterminées
qu'au signe prés, tandis que les valeurs imaginaires conjuguées &, ,, ..., &, sont
parfaitement déterminées.

Nous aurons 4 nous servir du déterminant fonctionnel de ces relations; nous dési-
gnerons le déterminant fonctionnel des fonctions f,, f,, ..., f, des variables x,,

Lo i fn

XL,y eoey XL ar
’ mp X

2

EC A m

On a entre les valeurs absolues les relations

»
El’ e ;m

ll(g)’ MR lm(z)

gy e Uy

T

m

_|21 e xg’mlzln(gﬂ’

I
Vd
el en multipliant ces deux relations nous aurons

Uy ooy Uy,

1

LB, - 5, (5)

Dans ce qui suit, nous considérerons surtout les r premiers logarithmes de la
forme £ ou du nombre «. Pour ces r premiers logarithmes, on a évidemment

L) =1+ L))
L(2B) = 1(«) + ,(8) g

Nous démontrerons dés lors le

LemMe g. — Il y a toujours dans le corps & une unité = qui satisfait a
‘{‘l‘(é) + e + ler(e) :I:O

ol Y,. ¥, ---» Y, Sont des constantes réelles quelconques données qui ne sont pas
toutes nulles.
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Démonstration. — Soit » un nombre quelconque du corps qui n'est pas nul:
posons pour abréger

L@)=v,L(0)+ ... + v, (0);

déterminons ensuite un systéme de r grandeurs réelles telles que YAy h =1,
et posons

2t o D, it i
A‘:e ’ ey Ar1:e ', A,.r'_l:ez ' » e A’\2

ou ¢ représente un parameétre arbitraire.

Nous distinguerons deux cas suivant que les m corps conjugués k®, ..., k™ sont
réels ou non. Dans le premier cas, nous attribuerons aux r=m — 1 corps k%, ..., k"
les grandeurs A, ..., A, et au dernier corps £™ la constante

A=Vl

m —_——

Ao A,

m-+-1

Dans le second cas, nous attribuerons aux corps k", ..., k' les grandeurs Ay A

gy

et au corps imaginaire k""" nous ferons correspondre

Vi g

A’““:”Ai..“\ N A

[ e A L S

Enfin, aux m —r— 1 corps imaginaires qui restent k"**, ... k™ nous ferons
correspondre les mémes constantes que celles qui correspondent déja a leurs conju-

gués, nous désignerons ces constantes par A,_,, ..., A,,.

Ai...;\mzl\/gl,

et les constantes A,, ..., A, remplissent les conditions imposées aux constantes
%o %y -5 %, AU théoréme 42.

Dans les deux cas

Il y a donc, suivant ce théoréme 42, un nombre « du corps k diftérent de zéro et
tel que

(10) [ <A, s ™LA

m’

et par suite tel que |n(x)| <|¢&| Mais comme |n(«)| > 1, on a pour toutes les
valeursde s =1, 2, ..., m

I

(1) (s—1) (s--1) (m) ;
2O [ a5

|2 >

si donc nous tenons compte de

I I
—| ==, ..., —_— > —
//\ ,7'{’"),/1\"1

et de

Aa e ‘\m: l\/c—ll
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il en résulte

A
o] > —.
“ “ v
Désignons la valeur réelle de log |\/c_l] par 3, (10) et (11) nous donnent
' ML () >0t — 23
ou o | () — At 23

(s=1,2,...,7),

On voit donc que I'expression
L@ =Nt + L@ =t =L) —t

est comprise entre deux limites finies 3, et 3, > 3,, qui ne dépendent que de d et des
valeurs y,, ..., v,, mais qui ne dépendent pas de la valeur du paramétre ¢.

Soit une grandeur A >3, — 3, et donnons & ¢ successivement les valeurs {=o.
A, 24, 34, ..., on obtiendra une suite infinie de nombres «, 8, v, ..., dont les normes
prises en valeur absolue sont < ]\/c_ll et qui de plus satisfont aux conditions
L(2) < L(®) <L) < ...

Comme les nombres rationnels qui en valeur absolue sont < | \/ d [ ne contiennent
qu'un nombre fini d’idéaux différents en facteur, la suite illimitée d’idéaux princi-
paux («), (8), (), ... ne peut contenir qu'un nombre limité d’idéaux différents, et par
suite on trouvera une infinité de fois dans cette suite deux idéaux égaux. Soit, par

B s cir oy
exemple () =(8), alors e == est une unité, et cette unité, & cause de
e

L(e)=L(#) — L(=x) >o,

remplit les conditions du lemme g.

§ 20. — DEMONSTRATION DE L’EXISTENCE DES UNITES.

Pour démontrer dés lors le théoréme 47, nous choisirons dans & une unité «, con-

forme au lemme g, telle que /,(n,)==0, et ensuite une unité 7, telle que le déter-
minant

L(n)s  L(n,)
L(n), (v

ensuite une unité v, telle que le déterminant

li (na) ’ ll (ne) ’ 14 (713)
lg<"h)- lg(‘qea)’ lz("h) :l: o3
la (Th) ’ la (Yl‘j) 4 la (7]3)

“o0;




304 D. HILBERT.

et ainsi de suite, on parvient ainsi finalement au déterminant

Ln), oo L(w)

......:l:o'

L(n)s s Lm)

Par suite, si H est une unité quelconque du corps, les r premiers logarithmes
peuvent toujours étre mis sous la forme

ll(H> - el la (Th) + M + e1'll(n1') ’

L(M)y=el(m)+...+¢e.l(n)

ou e, ..., e, sont des grandeurs réelles. Cette représentation montre & son tour que
I'on peut écrire
li(H) - m’i ll (']1) + M + mrll (qy) + E-l ’

ou m,, ..., m_ sont les plus grandes valeurs numériques rationnelles entiéres conte-
nues dans e,. ..., ¢,. Les nombres E,, ..., E sont & leur tour de la forme

El: *y la (-’11) + e + p‘rll (Tlr) ’

Er: !J'l lr('fh) + ce + !'Lrlr(-rlr)'

Comme ici y,, ..., v, sont des valeurs réelles > o et <1, les valeurs E,, ..., E,

prises en valeur absolue sont inférieures a une limite » qui ne dépend pas de H,
c’est-d-dire que les r premiers logarithmes de 1'unité

— H
H=———F
Ny T
sont tous inférieurs a la limite ». Mais comme
L(H)+...4+ 1, ,(H)=o.
la valeur absolue de [, (H) est inférieure & rz, et on a les inégalités

09 <et, ..., |HA9<e, |H<e™

c'est-d-dire que toutes les valeurs conjuguées de l'unité H sont, en valeur absolue,
inférieures & e™.
D’aprés le théoréme 43, il n’existe qu'un nombre limité de pareilles unités. Dési-

mp

gnons-les par H,, ..., H; il en résultera H=Hg ou H=Hgv"... " ot S est I'un

des nombres 1, 2, ..., G. Soit H; I'une quelconque des unités H,, ..., H; et for-
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mons les G + 1 premiéres puissances de H;; d’aprés ce qui vient d’étre dit, deux
quelconques de ces puissances pourront étre mises sous la forme

m/, mp
Hoq™ ...
et M
"
m m
my My
Hs " o Ty

ou Hg représente chaque fois la méme de ces G unités; leur quotient pourra donc
étre mis sous la forme =77+ ... ". Nous avons donc démontré qu’a toute unité HT

M . . . egr
correspond un exposant M; tel que M,T soit un produit de puissance des unités

fy» -+ M. Soit M le plus petit multiple commun des composants H,, ..., H,, cet
exposant G aura la méme propriété pour toutes les G unités H,, ..., H,, et il en
résultera que les r premiers logarithmes d'une unité quelconque H admettent la
représentation
" m,l oo ml
ll(H): 1 1(711)_*— + r i("lr)’
M
(12) e e e
m,l oo+ ml
( lr(H): 1 7‘(711) + + r 1'("])1‘
M
oum,, ..., m, sont des nombres entiers rationnels.

En appliquant dés lors & ce systéme illimité de logarithmes de toutes les unités
du corps le raisonnement appliqué paragraphe 3 pour le théoréme (5) relatif & I'exis-
tence de la base du corps, on arrive au résultat suivant. I1y a un systéme de r unités

€ » €, telle que les logarithmes d’une unité quelconque H du corps puisse s’ex-

primer par
LM)=al()+...+al(s).

L) =al()+ ... +al(,)

oua,, ..., a, sont des entiers rationnels. Le systtme d'unités «,, ..., =, satisfait aux
conditions du théoréme 47.
En effet : Soit H une unité quelconque, dont les logarithmes ont la forme précé-
H . ) . .
dente. p=————— est une unité dont les logarithmes sont évidemment tous nuls.
€' €

1 v &

Une telle unité p est nécessairement une racine de 1'unité; car, d’aprés ce qui a été
démontré, pM=m"... 0" ou m,, ..., m_ sont certains nombres entiers rationnels.
En passant aux logarithmes on voit que

mil4(7h) + + mrli(nr):O’

m4 l,("],) + e + mrlr(-r]r)ZO’
Cest-d-dire m,=o, ..., m,==o et par suite p"==1. L'unité H est donc représentée
comme l'exige notre théoréme 47. ‘
Fac. de T., 3¢ S., 1. 39
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11 résulte de la fagon dont nous avons déterminé ¢,, ..., ¢, que
L(n)s  oeon L)
s e ... . .| =AR,
L(nje oo L(n)

ol A est un nombre entier rationnel et ot R désigne
L(z), oo L(s)
lr(51> ’ e lr(sr)

Le déterminant R =]=0, et par suite la représentation de H au moyen des ¢, ..., ¢,
n’est possible que d’une seule maniére.

Le théoréme fondamental 47 est donc complétement démontré.

§ 21. — LES UNITES FONDAMENTALES. — LE REGULATEUR DU GORPS. — UN SYSTEME
D’ UNITES INDEPENDANTES.

Le systéme des unités ¢, ..., ¢, ayant la propriété dite au théoréme 47 est dit un
systéme d’unités fondamentales du corps k. 11 en résulte facilement que si <, ..., €
représente un autre systéme d’unités fondamentales, le déterminant des r systémes
de r logarithmes est égal au signe pres & R. Nous écrirons constamment ces unités
dans un ordre tel que R soit un nombre positif. Le nombre R est alors parfailement
déterminé dans le corps k et nous le nommerons le régulateur du corps k.

Dans le courant de la démonstration précédente nous avons reconnu qu'une
unité dont tous les logarithmes sont = o est une racine de I'unité. Ce fait est contenu
dans le théoréme suivant, que I'on peut démontrer d’ailleurs d’'une facon directe.
[Kronecker®, Minkowski?®.]

Tutoriye 48. — Toute unité telle que sa valeur absolue égale 1, ainsi que les
valeurs de toutes ses conjuguées, est une racine de l'unité.

Tout corps contient les unités + 1 et — 1, le nombre de toutes les racines de
l'unité qu’on y rencontre est toujours pair, et il ne peut étre =2 que si tous les m
corps conjugués sont imaginaires.

On dit qu'un systéme de ¢ unités v,, ..., v, forme un systéme de t unités indépen-
dantes $’il n’existe entre ces unités aucune relation de la forme 7" ... 4]*=1 ou
m,, ..., m,sont des nombres entiers rationnels qui ne sont pas tous nuls; { est tou-
jours < r. En particulier les unités fondamentales ¢,, ..., ¢, forment un systéme
de r unités indépendantes. Si l'on a, d’autre part, un systéme quelconque de r unités
indépendantes v, ..., ¥,, il existe toujours un entier rationnel M tel que

M___..m Lmpy
=,
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ot les exposants m,, ..., m, sont des entiers rationnels; car si 1,=¢ <{*... & pour
§=1,2,...,r ot les p, désignent des racines de l'unité et ot «a,, ..., a, sont des
exposants entiers et rationnels, le déterminant A formé par ces exposants entiers

a,,...,a, est nécessairement == o, et cela en vertu de I'hypothése sur I'indépen-
11 ”r

dance des unités 7, ..., n,. La A puissance de toute unité ¢ du corps est égale &

un produit de puissance des ,, ..., 4, multiplié par une racine de I'unité ¢. Soit

¢®=1 pour toutes les racines de I'unité dans k le nombre M = AE aura la propriété
demandée.

La démonstration de notre théoréme fondamental 47 nous a montré la possibilité
d’obtenir les unités fondamentales ¢,, ..., ¢, par un nombre limité d’opérations
rationnelles. Lorsqu'on cherche & calculer ces unités de la fagon la plus simple on
est conduit 4 un algorithme semblable aux fractions continues, et ce qui forme alors
le principal intérét de la question c’est la périodicité des développements obtenus.
[Minkowski®*.]

CHAPITRE VII.

Les classes d’'idéaux des corps.

§ 22. — LA CLASSE DES IDEAUX. — LE NOMBRE DES CLASSES D'IDEAUX EST LIMITE.

Tout nombre entier du corps k détermine un idéal principal. Tout nombre frac-

tionnaire % de i peut étre représenté par le quotient de deux nombres entiers « et §
. . 1 v a

et par suite par le quotient de deux idéaux a et b »=— PR
i

Si nous supposons a et b débarrassés de tous leurs facteurs idéaux communs, la

représentation du nombre » par un quotient de deux idéaux est unique. Récipro-

. . a s .o
quement, si le quotient % de deux idéaux a et b, que ceux-ci aient un facteur com-

mun ou non, est ¢gal au nombre entier ou & un nombre fractionnaire » =~ du corps,
)

. s 1 ;. . f . a.
on dit que les deux idéaux a et b sont équivalents, ce qu'on écrit a ~ b. De .}

B b
résulte (B)a = (x)b.

Nous reconnaitrons donc que deux idéaux sont équivalents si en multipliant I'un
et l'autre par certains idéaux principaux on obtient un méme idéal. L’ensemble des
idéaux équivalents & un méme idéal forme une classe d’idéauc.

Tous les idéaux principaux sont ¢quivalents a I'idéal (1). La classe obtenue ainsi
s’appelle la classe principale et on la désigne par 1. Si a ~ a’ et b~ b, on a aa’ ~bb'.
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Soit A une classe qui contient a, et B une classe qui contient b. La classe qui con-
tient ab est dite le produit des classes A et B, et on les désigne par AB.
On a évidemment 1 . B=B, et réciproquement.
Si A.B=R30, on a nécessairement A =1.

11 est parfois avantageux d’employer la notation de quotients d’idéaux. Nous con-
viendrons que

équivaut & ab’=a'b ou ab' ~a’'b.

Tutorkme 49. — Ily a toujours une classe B et une seule dont le produit par une
classe A donnée est la classe principale.

Démonstration. — Soit a un idéal de la classe A et « un nombre divisible par a,
de fagon que «=ab; soit alors B la classe de I'idéal b, on a AB==1. §'il existait une
autre classe B' telle que AB'=1, on aurait ABB'=B'=B.

La classe B est dite la classe réciproque de A ; on la désigne par A™".

On a de plus le fait fondamental suivant :

TukorkME 50. — Il y a dans toute classe d’idéaux un idéal dont la norme est
inférieure & la valeur absolue de la racine carrée du discriminant du corps. [Min-
kowski*3.] Le nombre des classes d’idéaux du corps de nombres est fini. [Dedekind *,
Kronecker'.]

Démonstration. — Soit A une classe quelconque et soit j un idéal de la classe réci-
proque A™*; on sait d’aprés le théoréme 46 qu’il existe un nombre entier ¢ divisible
par j dont la norme |n()] gn(i)l\/t_ll . Soit t==1a, a appartient a la classe A, et
comme |n()| =) n(a), on a n(a) < l \/;ll Mais comme les nombres entiers ration-
nels <|\/&| ne contiennent qu'un nombre fini d’idéaux en facteurs, la deuxieme-
partie du théoréme 50 est démontrée.

§ 23. — UNE APPLICATION DU THEOREME SUR LE NOMBRE FINI DES CLASSES.

Le théoréme 50 que nous venons de démontrer permet bien des déductions, dont
nous signalerons les suivantes :

TuforiMe 51. — Si & est le nombre des classes d’idéaux, la hi¢me puissance de
toute classe donne la classe principale.

Démonstration. — Considérons la suite A, A%, ..., A*™; deux classes de cette suite
.coincident nécessairement, soient A” et A", comme A"A°=A", A°*=1; il en résulte



THEORIE DES CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES. 309

que A°=1, A, ..., A’ sont toutes différentes entre elles. Soit B une classe différente
des e précédentes; B, AB, ..., A°B nous donnent e classes nouvelles différentes
entre elles et différentes des précédentes; en continuant on voit que £ est un multiple
de e, ce qui démontre le théoréme 51.

La hi¢me puissance d’un idéal a est donc toujours un idéal principal.

TuforkME H2. — Soient « et § deux entiers quelconques, il y a toujours un nom-
bre entier v différent de o qui divise « et { et susceptible d’étre mis sous la forme
v==Ea + v B ol £ et 4 sont des nombres convenablement choisis. Les nombres v, &, 4
n’appartiennent pas en général au corps déterminé par « et 8. [Dedekind?.]

Tutorkme 53. — Pour que x et g, »* et ¢* soient deux couples de nombres du
corps k tels que j=(x, ¢) = (»*, p*), il est nécessaire et suffisant que I'on puisse
trouver dans le corps k quatre nombres entiers «, 8, vy, & dont le déterminant
«d — By =1 et tels que

2¥=ax 4+ Bp,
¥ =+ .
[Hurwitz . ]
Démonstration. — La condition est suffisante, car les équations pfécédentes per-

mettent d’écrire
— (7.*7‘* + p*g*y
P —_ Y*)‘* + as‘(ﬂp*

N

ou «*, £ v*, 3 sont entiers. De plus, la condition est nécessaire, car si I'on désigne
par k le nombre des classes d’idéaux on a j*=(x", ¢") = (»*", ¢*)=(%) ol = est un
entier du corps. Soit

Jp— p}/‘h _|_ ‘}ph:— p.*v.*h + V*FM

ol y, v, ¥, v* sont des entiers de /; alors il est évident que les quatre entiers

h— h— h— h—
y.‘/..*‘l. ‘+v*pp* 1 V‘/.*p 1_\‘*7-P*L 1
o= y [3: R
T T
*, h—1 * . %h—1 * _h—1 *,,,,%h—1
Y_yup LR P +
= s =
T T

satisfont aux conditions du théoréme 53. On voit que «3 — By =1 en faisant le pro-
duit des déterminantes

h— h—.

s 1’ e y*&’ V*F* 1

H h—1 et T * *, *h—1
ve s — % [ — U

D’aprés le théoréme 12, tout idéal peut étre mis sous la forme j = (x, p). Posons

6 = - : le nombre entier ou fractionnaire 6 détermine complétement la classe d’idéaux
P
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a laquelle appartient j. Nous dirons que 0 est le nombre fractionnaire attribué A la

e 12 , - . '3 .
classe d’idéaux. Le théoréme 53 nous montre que si 6*=—- est une autre fraction

attribuée a cette classe d’idéaux, il existe dans le corps k nécessairement quatre

. of + 6
nombres =, §, v, 3 de déterminants 1 tels que 0*=——"—,
v0 4+ 6
§ 24. — COMMENT ON ETABLIT LE SYSTEME DES CLASSES D IDEAUX. — SENS PLUS RESTREINT

DE LA NOTION DE CLASSE.

La démonstration du théoréme 50 nous donne un moyen simple de trouver par
un nombre fini d’opérations rationnelles un systéme complet d’idéaux qui ne soient
pas équivalents. Il suffit de considérer tous les idéaux dont la norme [\/c_l[ Pour
voir s'il y a parmi ces idéaux des idéaux équivalents il suffit de former tous les
produits deux & deux; soit j un de ces produits, cherchons dans j un nombre ¢

=]
et de norme minima en valeur absolue, il suffira de voir si j==() et de reconnaitre
ainsi si les deux facteurs appartiennent & des classes réciproques. Le théoréme 46
nous montre que ceci pourra s’effectuer par un nombre limité d’opérations. Soit

t t,, 1a base de l'idéal j, il suffit de déterminer pour u,, ..., u, des valeurs

FEREEEIE I Y

entiéres rationnelles =0 telles que les valeurs absolues des parties réelles et des
parties imaginaires de u," + ... +u, ) pour s=r1, ..., m soient toutes inféricures
a des limites déterminées. 11 suffit pour cela d’un nombre limité d’opérations. Nous
verrons de méme qu'étant donné un idéal un nombre limité d’opérations ration-
nelles permet de déterminer la classe auquel il appartient.

Nous remarquerons que dans certaines circonstances il pourra étre utile de con-
sidérer un sens restreint de la notion d’équivalence ou de classes, et on dira alors que
deux idéaux ne sont équivalents que si leur quotient est un nombre entier ou frac-

tionnaire de norme positive. [Dedekind .]

§ 20. — UN THEOREME AUXILTIAIRE RELATIF A LA VALEUR ASYMPTOTIQUE DU NOMBRE

DE TOUS LES IDEAUX PRINCIPAUX QUI SONT DIVISIBLES PAR UN IDEAL DONNE.

Dirichlet a exprimé le nombre des classes des formes binaires de déterminant
donné par une voie transcendante. [Dirichlet”®.] Dedekind, suivant son exemple et
en se basant sur les résultats du chapitre VI concernant les unités d’un corps, par-
vint & établir une formule fondamentale a I'aide de laquelle le nombre A des classes
d’idéaux d’un corps quelconque se présente comme la limite d’'une certaine série
infinie. [Dedekind!.] Pour atteindre cette formule nous démontrerons tout d’abord
le théoréme suivant :
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LeMME 10. — Si ¢ est une certaine variable positive et T le nombre de tous les
idéaux principaux divisibles par a dont la norme (¢, on a

T antngns 1 R

L=/ ——
t=oo w n(a) I\/Cﬂ

ot w est le nombre des racines de 'unité que I'on rencontre dans % et oi R désigne

le régulateur du corps. r,, r, ont le sens indiqué au théoréme 47. L signifie limite.

Démonstration. — Soit «,, ..., «,, une base de 1'idéal a; tout nombre entier divi-

m

sible par a est de la forme

n=n0)=0v,9,+ ... +v,0,=f (0o, + ... + f,0)eo,

ot v,, ..., v, sont des entiers rationnels et f,(v), ..., f, (v) sont des formes linéaires
a coefficients entiers rationnels des Vs eeny U,y
Considérons les v,, ..., v,, comme des variables réelles et posons
=N N OR
17 my | ctt m= |\my - ’
V(o) [/l
()
E:E(U):ul(l)‘ + ... +um(om:mT,
V/n ()l
u,, ..., u, seront des fonctions bien déterminées de v,, ..., v, et & est une forme
pour laquelle n(3) = == 1. Nous calculerons les r premiers logarithmes de la forme &
et de 14 nous tirerons r grandeurs réelles ¢,(£), ..., e,(5) telles quen désignant par
g, --., €, un systéme d’'unités fondamentales on ait

li (E) — ei (E) ll (51) + e + er(g) ll (Er) 4

LE)=e,EL()+ ... +e®)L();

nous dirons dans le courant de ce § 25 que ces grandeurs e,, ..., e, sont les expo-
sants de .
SiT'on prend pour les v,, ..., v, des valeurs entiéres rationnelles qui ne sont pas

toutes nulles, il est évident que le nombre v ainsi obtenu peut étre transformé en le
multipliant par des puissances des unités ¢,, ..., ¢, en un nombre dont les exposants
e,, ..., e, satisfont &

1

(13) oLe <1, ..., oe<r.

Réciproquement, on voit que deux nombres =, 4* dont les exposants sont égaux
ne peuvent différer que par un facteur qui est une racine de 1'unité. Si donc le nom-
bre des racines de l'unité situées dans k est w, wT ot T est le nombre des idéaux
principaux divisibles par a et de norme < ¢ est égal au nombre des systémes de
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valeurs numériques entiéres différentes des v,, ..., v, tels que n(n) < ¢ et telles que
les exposants e,, ..., e, satisfassent & (13).
Posons

%
=t ", o=, ..., v =12
T

la forme § et par suite les grandeurs [, (%), ..., L.(%), e,, ..., e, resteront indépen-
dantes de t et contiendront seulement les m nouvelles variables g,, ..., ¢,. L'iné-
galité | n(n)| <t devient I”(Yl('?))]< 1; de plus, en vertu de (13), les r logarithmes
L&), ..., 1.(§) etacause de [,(3) + ... + 1 _,(5)=1In(5)=o; aussi [ (%) sont tous en
valeur absolue inférieurs & certaines limites finies déterminées par les ¢,, ..., ¢ ; il en
résulte qu’il en est de méme pour toutes les grandeurs |3"(2)|, ..., | 5™ (¢)| et par
suite & cause de ln(v] (q»))|< 1 les m grandeurs |4 (g)], ..., |1 (s)| sont inférieures
& des limites finies. 11 en résulte que les conditions (13), en y adjoignant I'inégalité
In(-q (q‘;))|< 1, définissent un espace limité dans 'espace & m dimensions déterminé
par les m coordonnées 9,, ..., o,.

Rappelons que nous avons vu au § 19 que les valeurs fonctionnelles I, (v), ..., I ()
nous donnent 2™ déterminations des variables g,, ..., ¢,,; d’aprés la définition de

I'intégrale multiple on a

L }w’l‘r"’ —9' /f /do do,...do,,

ou il faut étendre I'intégration & tout le volume déterminé par

1 [r(a(e)] <

oLe I, ..., oXe

dans I'espace & m dimensions.
Pour déterminer la valeur de cette intégrale qui est finie, nous ferons le change-
ment de variables suivant : nous prendrons pour nouvelles variables

be=e ), .., t=e(),
q"r+l - I n(‘q)l 4 4’1"1"2: l1“"2(5~) 4 S v'{ﬂl - lﬂl (E)

ou g et v dépendent de o, ..., g,,.

Ces m grandeurs sont toutes des fonctions analytiques, uniformes et réguliéres
de ¢,, ..., ¢,, & Vintérieur du domaine d’intégration

<L o oK< 0K YL, <1
A T

On a donc

/ /dw g,

d ‘Pl d“’/m *

‘A"‘ ‘;m
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D’aprés les calculs du § 19,

Soro-- n(n)

=Y

de plus, comme

1
In()=L)+ ... + L), LE=L@)—~In(),
(s=1,2,..,7)
on a

L - LD ()| lmmnuummm>=
L@, L @) T L@, L®) ()

et comme enfin

L)=1.,0, -, Lmn=L0,
in(v) __! Qs o P | T l()l—_—R
1] I TTTR VA ey sy e T M e
on voit que
Pis o0 Pm — R )
Yo dal @Vl
‘ntégrale préck COPR .
L’intégrale précédente a donc la valeur —, ce qui démontre le théoréme
n@|val

auxiliaire.

Dans ce qui suit nous poserons

o Tag"s R
o Vil

de sorte que » est une grandeur détermin’e par le corps k seul; et cette grandeur %

caractérise le corps k.

§ 26. — LA DETERMINATION DU NOMBRE DES CLASSES PAR LE RESIDU DE (S) POUR S =1.

TuEorEME b4. — Sil'on désigne par T le nombre de tous les idéaux d’une classe A
dont les normes sont < ¢, on a

LT

t=c0 t

Démonstration. — Soit a un idéal de la classe A~ réciproque de A, et supposons

que r représente successivement tous les idéaux de la classe A, le produit ra repré-

sentera tous les idéaux principaux divisibles par a, et ne représentera qu'une fois

chacun d’eux. Si donc dans la formule du lemme 10 nous remplagons t par t=n(a)#',
Fac. de T., 3¢ S., L. 4o
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T représentera aussi le nombre des idéaux r de A pour lesquels n(x) << ¢. En divi-
sant par n(a) nous aurons la formule que nous voulons démontrer pour ¢ =1¢'.

Comme le nombre % est indépendant du choix de la classe A, le théoréme 54
nous améne immeédiatement au

TutorkME 55. — Si I'on désigne par T le nombre de tous les idéaux du corps k

dont les normes sont <, et si I'on désigne par & le nombre des classes d'idéaux,
on a

T
L —=hx.

t=00 t

On peut, par des méthodes analytiques, déduire de cette formule une expression
fondamentale pour A.

TutortME 56. — La série illimitée
I
g(é’) =X —s
Gy n(i)

ou j parcourt tous les idéaux du corps, converge pour les valeurs réelles de s >1,
etona

sleg(s_ D)} =hx.
[Dedekind *.]

Démonstration. — Désignons par F(n) le nombre des idéaux différents de norme
on a évidemment, si T a la méme signification qu'au théoréme 55,

T FO+F@+. . +Fm)

t=co l n=o0 n

La limite du second membre peut étre considérée, comme nous allons le voir,
comme la valeur limite d'une série illimitée. [Dirichlet'.] Nous ordonnerons tous
les idéaux j du corps d’aprés la grandeur de leurs normes, nous écrirons la suite
i,, 1,5 ...s i;» --. et nous désignerons la norme de j, par n,; alors

F(O)4+...+Fin,— ) <tF)+...+F(n)
ou

F(1)+... +F(n,—1) I t _F)+...+F®n)
n,—I (I_;;><;,< n, '

il en résulte, d’apres le théoréme 55,

t
L —=hx,

t=0°n‘
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c'est-a-dire qu’étant donné la grandeur positive 3 aussi petite que I'on veut il est
toujours possible de choisir un nombre entier ¢ assez grand pour que

h/.— I hy+3
(14) <_‘< _tl -

pour tous les nombres t' >t
D’autre part, on sait que si s désigne un nombre réel > 1, la suite

I

m 7 -I- + s+
est convergente et que
(s—1) 2 ; I.
$=1
La derniére égalité nous montre que
Li(s—1)%~
—_— I —_— N
s=1 vt

lorsque ¢’ parcourt toutes les valeurs supérieures & un nombre donné. De plus,

~

+
I'inégalité —< nous permet de conclure la convergence de la série
¢

w — ¥ !

wny  Gnr@d)

pour s >1, { prenant toutes les valeurs enti¢res positives et i représentant successi-
vement tous les idéaux du corps k.
De plus, les inégalités (14) nous donnent la formule

(hx—2)(s—1) 3 <<s—1>v—<<h/~+c><s—r>zt,s

0t

ou les sommations s’étendent & toutes les valeurs enticres ¢ qui sont > ¢. Passant &
la limite pour s =1, on voit que

b — 3 ;<s—1)z §<hx+8.

Mais on a

LjE—0E n(l)

n,

§<s—1>“—

=Li{(s—1)2—
s—ig( I)(z)n,

et cette limite est & la fois > he—3 et K hx+ 3, et comme § est un nombre aussi
petit que I'on veut, cette limite = A,
Le théoréme 56 est démontré.
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§ 27. — ON A D’AUTRES DEVELOPPEMENTS DE {(S).

¢(s) peut encore étre représentée de trois autres fagons différentes :

F(n)
nt’

C(S) =X
(n)

I
=[] —;
w 1—n(p)~

*H( 1 1 1
o \r—ph r—p T I—P"'f‘)'

Dans la premiére expression la sommation s’étend & tous les nombres entiers
rationnels pris pour n; dans la deuxiéme expression le produit s’étend & tous les
idéaux premiers du corps; dans la troisieéme il s’étend & tous les nombres premiers
du corps, f,, f,, ..., f, désignant les degrés des idéaux premiers contenus dans p.
Toutes ces sommes et ces produits infinis convergent pour s >>1, et comme les
termes sont tous positifs, la convergence ne dépend pas de I'ordre des termes.

§ 28. — LA COMPOSITION DES CLASSES D'IDEAUX D' UN CORPS.

Nous établirons le théoréme suivant qui concerne la représentation des classes
d’idéaux par des produits. [Schering?, Kronecker.]

Tukorime 57. — Il y a toujours ¢ classes A,, ..., A, telles que toute autre classe A
puisse tre mise sous la forme A=A7, ..., A7 et cela d'une seule maniére; , ..., x,
prennent les valeurs entitres o, 1, 2, ... jusqud h,—1, ..., h,_,, et on a Ajg=r,

e Ni=reth=h, ... h

.

Démonstration. — Cherchons pour chaque classe le plus petit exposant e, tel que
A% =1. Soit &, le plus grand de ces exposants e, et soit H, une classe donnant V'ex-
posant A, . Cherchons maintenant pour chaque classe le plus petit exposant e, tel
que A% soit une puissance de H,. Soit h, le plus grand de ces e, et soit H, une classe
donnant l'exposant h . Cherchons maintenant pour chaque classe A le plus petit
exposant e, > o tel que A% soit un produit de puissance des classes H,, H,; soit A, le
plus grand de ces e, et H, une classe donnant %, Si I'on continue ainsi on voit que
'on obtient une suite de classes H,, H,, ..., H, qui ont la propriété suivante :

Toute classe A peut étre mise d’une fagon et d'une seule sous la forme

A=H5... HX

Z,, ..., T, ayant les valeurs indiquées au théoréme 57.
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Soit
(15) Hs =HjH{*7'. .. H
ou t<setoua, a,,, ..., a sont certains exposants entiers.

D’aprés nos conventions
hi bt—1 b
H=H,7'... H

1

ot b,_,, ..., b, sont certains nombres entiers, il faut donc que A, soit divisible par h,

sans quoi il y aurait une puissance moindre que la 22" de H, qui pourrait étre repré-

sentée par un produit des classes H,, H,_,, ..., H,.

Soit k,=h,1 ; il en résulte que H;j'" est représentable par un produit des classes

H, ,, ..., H, cest-d-dire que a,, est divisible par k, ou que a, est divisible par h,.
5Cs

lité (15) devient -

Posons a,= h,c,, et, au lieu de choisir H,, choisissons la classe H{=H H;* : I'éga-

Hs = H% ... HY

t—1

En continuant nous arriverons a remplacer H, par une classe A, telle que A¥=1.

On peut, de plus, faire en sorte que dans ce mode de représentation les nombres

h,, ..., h, soient des nombres premiers ou des puissances de nombres premiers.
[N} .

Soit g = p'p" ... ou p'p" sont des puissances de nombres premiers différents; on
posera, si B est la classe appartenant a g,

g9
B'=B", B'=B", ...,

1 a! a"
PR
on aura B=B"“B"¥" .... On pourra introduire B’, B, ... au lieu de B.

Lorsque les classes A sont choisies de la maniére qui vient d’étre indiquée, on
dit qu’elles forment un systéme de classes fondamentales. ’

§ 29. — LES CARACTERES D’ UNE CLASSE D'IDEAUX. — UNE GENERALISATION

DE LA FONCTION {($).

Supposons que l'on ait choisi un systéme de classes fondamentales, toute classe
se trouvera bien déterminée par les exposants z,, ..., @, et par suite par les ¢ racines
de 'unité '

2inx, 2izr,

=e", L W)= ™.
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Ces ¢ racines de 'unité y(A) sont dites les caractéres de la classe A. Si 4(A) et 4(B)
sont des caractéres de A et de B, y(AB)=1y(A\)y(B). Le caractére y(A) d’une classe
est aussi considéré comme le caractére y(a) de tout idéal a contenu dans A.

A Yaide des caractéres on peut former une fonction qui est une généralisation de
la fonction ¢(s) que l'on vient de considérer et qui admet un semblable développe-
ment en produit infini. [Dedekind'.] Cette fonction est

L) :
O O LR

ol la somme s’étend & tous les idéaux j du corps k et le produit & tous ses idéaux

premiers p.
CHAPITRE VIII.
Les formes décomposables du corps.
§ 30. — LES FORMES DECOMPOSABLES DU CORPS. — LES CLASSES DE FORMES
ET LEUR COMPOSITION.
Soient £, ..., £™ m formes linéaires des m variables u,, ..., u,, avec des coeffi-

cients quelconques réels ou imaginaires, le produit
—l)  xlm
U,, ..., u,)=t"... ¢
est dit une forme décomposable de degré m des m variables u,, ..., u,. Les coeffi-

cients des produits de u,, ..., u,, sont dits les coefficients de la forme. Sil'on tient
compte des formules

XlogU  dlogi® dlogt® dlog £™ dlog E™
— = ... L08s C08F
du,du, u, du, du, du,
(rys=1,..,m)

on voit, d’aprés le théoréme relatif a la multiplication des déterminants, ue le carré
du déterminant des m formes linéaires £, ..., £™ est égal &

NlogU  dlogU

— )"0z +
=" du, du, Ju,, o,

et qu’il est par suite égal 4 une fonction entiére a coefficients entiers de U; on lui
donne le nom de discriminant de la forme U. Une forme U, dont les coefficients sont
des entiers rationnels sans diviseur commun, prend le nom de forme primitive; elle
est une forme unité rationnelle.
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Supposons qu’en particulier «,, ..., «, forment une base d’'un idéal a, la norme
nE) =n(,u, + ... + 2,u,) est une forme décomposable de degré m. Les coefficients
de cette forme sont des entiers dont le plus grand commun diviseur est n(a). Lors-
qu'on supprime ce facteur on crée une forme U, A laquelle on donne le nom de
Jforme décomposable du corps k et qui a les propriétés suivantes :

Xy

on obtient une nouvelle forme U* qui se déduit de U par une transformation linéaire
a coefficients entiers rationnels et dont le déterminant —--1. Si I'on réunit toutes
ces formes transformées dans le concept de classes de forme, on voit qu'd chaque
idéal a correspond une classe de formes. On obtient la méme classe de formes en
partant de «a au lieu de partir de a, « désignant un nombre quelconque entier ou
fractionnaire du corps, c’est-a-dire qu'a chaque idéal d'une méme classe correspond
une méme classe de formes.

Si I'on remplace la base «,, ..., «,, par une autre base «}, ..., o du méme idéal a

Comme il est évident que le discriminant de la forme n(§) = n(a)U est égal
4 n(a)’d, il en résulte :

TutoriME 58. — Le discriminant d’une forme décomposable U du corps est égal
au discriminant du corps. [Dedekind . ]

Les propriétés des formes U que nous venons d’énoncer les déterminent compléte-
ment; car on a le théoréme réciproque.

TutorkME 59. — Soit U une forme primitive, décomposable dans k, mais indé-
composable dans tout corps de dégré inférieur, de degré m et de discriminant d égal
au discriminant du corps, nous pouvons affirmer qu’il y a dans & au moins une et
au plus m classes d’idéaux auxquelles appartient cette forme U.

Démonstration. — Soit, par exemple,
M=l U,
un facteur linéaire de U, dont les coefficients sont des nombres de /&, nous multi-
plierons v par un nombre «a tel que
t=an=ou,+... +2,U0,
soit une forme linéaire a coefficients entiers «,, ..., ,. Posons a=(,, ,): on

voit, d’aprés le théoréme 20, que n(¢) =n(a)U, et comme le discriminant de la
forme U est égal au discriminant du corps, on voit que

2

’ ’
%, ey Yy,
<. - - | =n(a)d.
afm=h, L, alm
11 résulte de 14, grace a la réciproque du théoréme 19, que «,, ..., o, forment la base

de I'idéal a.
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Si les deux formes U et V correspondent aux deux idéaux a et b, la forme W, qui
correspond a I'idéal ¢=ab, est dite une forme composée de U et de V. [Dedekind*.]

D’aprés ce qui vient d’étre dit, reconnaitre si deux formes données du corps k
appartiennent ou non a la méme classe, cela revient & reconnaitre I'équivalence
de deux idéaux donnés. Cette recherche n’exige qu'un nombre fini d’opérations.
(Voir § 24.)

CHAPITRE IX.

Les anneaux du corps.

§ 31. — L’aANNEAU. — L’IDEAL D'ANNEAU ET SES PROPRIETES LES PLUS IMPORTANTES.

Soient 6, v, ... des nombres algébriques quelconques appartenant au domaine de
rationnalité du corps k de degré m, on appellera anneau de nombres, anneau ou
domaine d’intégrité le systéme formé par toutes les fonctions entieres de 6, v, ... &
coefficients entiers rationnels. _

La somme, la différence. le produit de deux nombres de 'anneau donnent un
nombre de 'anneau. Le concept d’anneau est donc invariant relativement & I'addi-
tion, la soustraction et la multiplication.

Le plus grand anneau du corps est celui que déterminent o,, ... ©,, 0l w,, ..., o,
forment une base du corps. Tout anneau r contient m entiers p,, ..., p,, tels que tout
autre nombre de I’anneau p puisse &tre mis sous la forme

F:a491+"' +ampm’

a,, ..., a, étant des entiers rationnels. On dit que g,, ..., g, forment une base de l'an-
(m—1)

neau. Désignons par ¢, ..., oo 6", ..., pi ™" les nombres conjugués de ¢, ..., p,,
le carré du déterminant

Pi’ tet Pm
’ r
e o P
A, sl

est un nombre rationnel et on le nomme le discriminant de d, de Uanneau r.

Un idéal d’anneau ou un idéal de Uanneau r est un systéme illimité de nombres
entiers algébriques «,, %,, ... de 'anneau r qui a la propriété suivante : toute combi-
naison linéaire A, x, + %, %, + ... appartient au systéme, les coefficients 2, 2,, ... étant
des nombres quelconques de 'anneau r.



THEORIE DES CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES. 321

Tout idéal d’anneau contient m nombres entiers i, ..., i, telles que tout nombre
de I'idéal d’anneau soit égal & une combinaison linéaire de la forme

al +...+a,t,

ou a,, ..., a, sont des entiers rationnels. Les nombres i, ..., i, forment une base
de Uidéal d’anneau.

On démontre I'existence d’une base de I'anneau et celle d'une base de I'idéal
d’anneau exactement comme on a démontré I'existence d’'une base du corps et celle
d’une base d’un idéal aux §§ 3 et 4.

On a les théorémes suivants : [Dedekind ?.]

Tutorkme 6o. — Soient i, ..., i, m entiers quelconques du corps % qui ne sont
liés par aucune relation linéaire a coefficients entiers, il existe toujours un anneau r
tel quen désignant par A un nombre entier rationnel convenablement choisi
Ai » Ai,, formant la base d’un idéal de I'anneau.

IR

Le théoréme 60 se déduit du théoréme suivant :

TrtorkME 61. — Il y a dans chaque anneau r des idéaux d’anneaux i, qui sont

aussi des idéaux du corps.

Démonstration. — Exprimons o,, ..., o, en fonction des m nombres de base

-+» o de I'anneau sous la forme

m_:ailpl + ... + azm\om
‘ A

(i=1,2,...,m

ol a » @, et A sont des entiers rationnels, il en résulte que tout entier du

i e
corps k divisible par A est un nombre de 'anneau et que par suite tout idéal du
corps divisible par A est aussi un idéal de 'anneau r. ’

Le plus grand commun diviseur idéal de tous les idéaux du corps, qui sont aussi

des idéaux de I'anneau r, est dit le conducteur f de anneau. [Dedekind *.] D'ot :

Tutorkme 62. — Tout idéal j du corps qui est divisible par le conducteur f est
aussi un idéal d’anneau de I'anneau r.

§ 32. — LES ANNEAUX DETERMINES PAR UN NOMBRE ENTIER. — LE THEOREME CONCERNANT

LA DIFFERENTE D UN NOMBRE ENTIER DU CORPS.

Les anneaux les plus importants sont ceux qui sont déterminés par un seul nom-
bre entier 6 du corps. Dedekind a fondé sa théorie des discriminants des corps algé-
briques sur les propriétés de ces anneaux particuliers. [Dedekind %.]

Nous résumerons les principaux résultats de Dedekind dans le théoréme suivant :

Fac. de 7., 3¢ S., 1, 41



322 D. HILBERT.

TuforkME 63. — Le plus grand commun diviseur des différentes de tous les entiers
du corps k est égal a la différente d du corps. Soit 3 la différente d’un entier 6 qui
détermine le corps et f le conducteur de I'anneau déterminé par 6, on a 3 =fo.

Démonstration. — Soit v, ..., o, une base de k et soient o, ..., w,, ™™, ..., 0"

1 2000 Tm

les nombres conjugués de ces m nombres. Formons le déterminant & m* termes o :

o, , s W,
r ’
0|9 , O,
—1 —1
ol e ol
et désignons les mineurs relatifs a o,, ..., 0, par Q,, ..., Q,. Les m produits

QQ,, ..., QQ,, sont alors m entiers du corps k et ils forment les nombres de base
d’un idéal du corps k.

En effet, multiplions les (m — 1) lignes horizontales du déterminant €, respecti-
vement par

(16) u—}-m;, u—i—w;', vees u—}—w(i'”‘”

ou u est un paramétre indéterminé. Le déterminant & m —1 lignes prend alors la
forme

fa(u)Q1 +f2(ll)Q2+ M +fm(u)Qm

ouf, ..., f, sont des fonctions entieres a coefficients entiers de u.

D’autre part, le produit des m — 1 facteurs linéaires (16) est
™ + (0); 4+ ...+ m(tm—i)> um 2 + .= u™ + (a — (oi) U +...

ol a est un entier rationnel. Si I'on compare les coefficients de u™™*, on voit que
0,Q, est une combinaison linéaire & coefficients entiers rationnels de Q,, ..., Q,,, ce
qui démontre que QQ,, ..., QQ, sont les nombres de bases d'un idéal.

Soit Q¥ le déterminant mineur relatif & o}, on sait que le déterminant & m lignes
formé par les Q} est égal & Q™*; par suite, la norme de I'idéal I=(QQ,, ..., QQ,)
satisfait &

dn*(3) =] QQV = Q*",

et par suite n(J)=|d|"*. Mais il est évident que le déterminant d du corps est
divisible par J; posons d=j, il en résulte que n(j)=|d|.
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Soit 6 un nombre quelconque qui détermine le corps; nous pouvons mettre les

m nombres de base du corps sous la forme

w, =— I.
_a,+9
R A
_a,+a,0+6
ST

I T Al s s
W, — f
m—1

ou a,,a,, a, .., ar? f., ..., f._, sontdes nombres entiers rationnels.

Déterminons maintenant le conducteur f de l'anneau déterminé par 0 et nous

mettrons les nombres de base sous la forme

pa :fdl’
p. = b, +/26,

Pm: bm—l + b:n—l b + ccc + b(nfzn—_lg)em_2 +f7’n em_l’

by by, i by s [l fas ooos [n élant des entiers rationnels.

D’aprés le théoréme 62, p, 0, g,®, _,, ..., g, », Ne peuvent étre que des fonctions
entiéres A coefficients entiers de 8; il en résulte nécessairement que f; est divisible
par f,_,, fi Vest par f,,_,, ..., fr_, par f, et par suite le produit f], ..., f, _, est divi-

sible par le produit f=/f, ... f,_,. Mais comme n(f)=/f, ... f_.f1 --- for_ [0, OD A

1

n(f)=/,*g
ou ¢ est un entier rationnel.
Posons, de plus,
1, 0, cee, O 1, 0, cer, fm—2
Lo, ..., g mt
0= , H=(—1)? e e e e e e e .
I, e(m—a), e, (e(m—a))m—d I e(m—a) (O(m—i))m—n
On a alors pour la différente 8 du nombre 6
9

’

(—1) 3=H
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et, d’aprés ce qui a été dit au début,

m(m—1)

(—0 T A==/,

u, f1u2’ f2u3’ e /m_lum

(1) S 200 _@ I, a,+ ¢, a,+ a,b' 4 6", e, a4+ ... 0m
S nNEsey T :

5,oa, 0" a4 a6 (oY a4 (0T

ou u, ..., u, sont des indéterminées. Développons ce déterminant suivant les élé-
ments de la premiére ligne, il s’écrira

uH +...4+u,H,.

m

Il est facile de voir que -ﬁ‘, o T sont alors tous des nombres entiers du corps k;

ils s’obtiennent, comme le montre la formule 17, en multipliant les nombres

s H
QQ,, ..., QQ, par un seul et méme facteur situé dans k. Les m nombres —I_—Ii, e —HL"
sont encore les bases d’un idéal; soit m cet idéal.

Les nombres de I'idéal m sont tous des fonctions entiéres & coefficients entiers

de 6; cet idéal est donc divisible par f. Posons mt = f[ ou [ est un idéal dans k.
Notre équation (17) montre alors que

_ OH . dfl
d’ou, en prenant la norme, il résulte
|d|" = 14" n(f) n(t) ,  Cest-d-dire f*=n(f)n();

S ld|

comme d’autre part on a trouvé n(f)=f*g, il faut que g =1, n(I)=1 et par suite
nf)=s, Jo=fd, 5=7fj.

Soit maintenant 9 un idéal premier donné du corps k; nous démontrerons tout
d’abord que I'on peut toujours trouver dans k un nombre 6§ = tel que le conducteur
de l'anneau déterminé par p ne soit pas divisible par p. Soit p le nombre premier
rationnel divisible par p, p=9p°a ol a est un idéal premier avec p; de plus, soit p
un entier de k, choisi de telle sorte que tout nombre entier de % soit congru & une
fonction entiére & coefficients entiers de p suivant toute puissance de p. Le théo-
réme 29 montre l'existence d'un pareil nombre; de plus, supposons ¢ =o suivant a
(théoréme 25) et que p soit un nombre qui détermine le corps. Supposons que le
descriminant de g==p"a ol a est un entier rationnel premier avec p.
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Tout nombre entier » du corps peut alors étre mis sous la forme

F(e)

agh

ou F(¢) est une fonction entiére a coefficients entiers de p.

En effet, si o = H(p) suivant p* ot H(p) est une fonction entiére a coefficients
entiers de ¢, posons o =H(p) + o*, il en résulte que o*¢" est divisible par p".
Posons w*¢"=p"a oll « est un entier du corps k. Comme d’aprés le § 3 tout nombre

entier o peut étre mis sous la forme %P)) ou G(¢) est une fonction entiére & coeffi-
. . g G(;
cients entiers de p, il en résulte w*= i(%) et de plus
ap

_agHE +6()

ap”

Cette propriété de g que nous venons de trouver nous montre que le nombre ag"
se trouve certainement dans le conducteur f de l'anneau déterminé par p. f n’est
donc pas divisible par ¢, c’est-a-dire que ; =9 est un nombre répondant aux condi-
tions indiquées.

Ces derniers développements prouvent que j est exactement le plus grand com-
mun diviseur des différentes de tous les nombres entiers. D’autre part, ce plus grand
commun diviseur, comme il résulte de la définition de la différente du corps b, con-
tient nécessairement cet idéal d en facteur; nous poserons j=¥§d. Comme suivant le
théoréme 13 n(d) est divisible par le discriminant d, il en résulte que n(j)=n(bh)da
ol a est un entier rationnel. Mais comme n(j)==d, il en résulte n(h)=1, h=1,
a=-1.

Du théoréme 63 on déduit facilement les théorémes 31 et 37, ainsi que les affir-
mations énoncées a la fin du § 12 relatives aux nombres premiers contenus dans le
discriminant du corps. Il suffit pour déduire ces derniéres de décomposer le premier
membre de I'équation & laquelle satisfait 6 —=¢ suivant le nombre premier en ques-
tion p, et de'raisonner comme il a été fait au § 11, pour le premier membre de I'équa-
tion fondamentale.

§ 33. — LES IDEAUX D'ANNEAUX REGULIERS ET LEURS LOIS DE DIVISIBILITE.

Soit r un anneau quelconque et j, =[x,, ..., 2] un idéal d’anneau de r, le plus
grand commun diviseur des nombres de ce dernier est un idéal du corps; nous
nommerons cet idéal i =(o,, ..., a,) U'idéal du corps correspondant d j,.

Lorsqu’en particulier I'idéal du corps j est premier avec le conducteur f de 'an-
neau r, nous dirons que j, est un idéal d’anneau régulicr.
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TutorkMe. — Soit j un idéal du corps premier avec le conducteur f, il y a tou-

jours dans 'anneau r un idéal d’anneau i, auquel correspond I'idéal du corps j.

Démonsiration. — Déterminons le systéme de tous les nombres de l'anneau r,
qui sont divisibles par I'idéal donné j du corps. Ces nombres forment dans r un
idéal d’anneau j,—(z, ..., ,). Ensuite nous choisissons dans le conducteur f de
I'anneau un nombre entier ¢ premier avec j et dans j un nombre « premier avec .
Il existera dés lors deux nombres entiers du corps et § tels que ¢ + af =1.

Comme ¢y est divisible par f et qu’il fait partie de I'anneau r, «f est aussi un
nombre de I'anneau r, et comme d’autre part o« § est divisible par j, af=1— o) est
un nombre de I'anneau j,; et par suite I'idéal du coprs j*=(z,, ..., «,) est premier
avec f.

Comme j* est divisible par j et qu’il divise le produit f}, il en résulte que j*=j.
c'est-d-dire que , est un idéal d’anneau régulier auquel correspond I'idéal du corps j.
ce qui démontre le théoréme 64.

On entend par produit de deux idéaux d’anneaux

a=[a,...,%] et b=[3,,...,8]

r
I'idéal d’anneau

ab =[«8, . .., a8...., 28, ..., a,B,]-

r 1712 s 117t

[1 en résulte évidemment le

TrEorEKE 65. — Au produit de deux idéaux d’anneau réguliers correspond tou-
jours le produit des idéaux du corps qui correspondent aux facteurs.

Par suite de ce théoréme, les lois de divisibilité et de décomposition des idéaux
d’anneau réguliers coincident avec les lois de divisibilité et de décomposition des
idéaux du corps premiers avec f.

Dans ce qui suit. nous ne nous occuperons que d’idéaux d’anneau réguliers, nous
n’ajouterons plus le mot régulier, c’est-d-dire que lorsque nous parlerons.d’un idéal
d’anneau il sera sous-entendu qu’il est régulier.

Le théoréme 23 nous apprend qu'il existe toujours dans le corps k ¢(f) nombres
entiers incongrus suivant l'idéal f et premier avec f. Lorsque I'un de ces nombres
appartient & 'anneau r, cet anneau contient évidemment tous les nombres congrus
a celui-ci suivant le conducteur f. Le nombre des entiers incongrus suivant f et pre-
miers avec f contenu dans r est un diviseur de ¢(f); nous le désignerons par ¢ (f).

La norme n(a,) d’un idéal d'anneau a, n’est autre chose que la norme de l'idéal
du corps a qui correspond & a,. Cette définition nous donne les propositions élémen-
taires relative aux normes des idéaux d’anneau.



THEORIE DES CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES. 327

§ 34. — LES UNITES D'UN ANNEAU. — LES CLASSES D'UN ANNEAU.

Le théoréme relatif & I'existence des unités fondamentales se retrouve dans un
anneau: la maniére la plus simple de le déduire du théoréme démontré pour les
unités du corps consiste & remarquer qu’il résulte du théoréme 24 que toute puis-
sance ¢(f)tme d'une unité du corps nous donne une unité de 'anneau. Le théoréme 47,
vrai pour les unités du corps, peut s’énoncer sous la méme forme. Désignons ici
par s le nombre que nous avons désigné par r au théoréme 47. Soient ¢, .... ¢, un
systéme d'unités fondamentales de I'anneau, c’est-a-dire un systéme de s unités dans
Ianneau r tel que toutes les unités de r puissent s’exprimer au moyen du produit
de ces nombres et des racines de I'unité contenues dans 'anneau. Nous appellerons
régulateur R, de I'anneau le déterminant des s premiers logarithmes de ces unités
pris positivement. Nous désignerons par w, le nombre des racines de I'unité situées
dans r. [Dedekind?.]

Deux idéaux d’anneau a et b seront dits équivalents, s’il existe deux entiers p. et A
tels que p.a=2b. Ici nous considérerons le concept d’équivalence dans le sens res-.

treint, c’est-a-dire que nous ferons la réserve suivante : la norme de % est positive.

Tous les idéaux d’anneau équivalents forment une classe de U'anneau. Un idéal
d’anneau (2) ol « est un nombre entier positif premier avec f est dit un idéal d’an-
neau principal; sa classe est dite une classe principale de Uanneau. Les autres défini-
tions et les théorémes relatifs & la multiplication des classes d'un anneau correspon-
dent exactement a ce que nous avons établi aux §§ 22, 28, 29 pour les classes d’idéaux
d’un corps; on voit, comme au § 22, que le nombre des classes d'un anneau est
limité.

On peut employer pour déterminer le nombre des classes deux méthodes : soit
des moyens purement arithmétiques, soit la voie analytique, comme il a été indiqué
aux §§ 25 et 26. On obtient le résultat suivant : [Dedekind®.]

TutorkME 66. — Soit h et h,_ le nombre des classes d'idéaux du corps et de I'an-
neau r, tous deux dans le sens restreint du concept de classes, on a

h, _ ¢(f)wR,

h ™ e, (Flw, R’

Les formations du chapitre VIII se retrouvent dans I'anneau, et I'on peut parvenir
ainsi & la notion de forme décomposable correspondant & une classe d'un anneau.
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§ 35. — LE MODULE. — LA CLASSE DE MODULE.

Soient ,, ..., 11,, m nombres entiers du corps k qui ne sont liés par aucune rela-
tion linéaire et homogéne & coefficients entiers rationnels, le systéme des nombres de
la forme a,p, + ... 4 a,u, ol a,, ..., a, sont des entiers rationnels est dit un module
du corps k, et on I'écrit [p,, ..., u,]. Le concept de module est un invariant pour
I'addition et la soustraction. On a des exemples de modules : le systéme de tous les
entiers du corps k, un idéal, un anneau, un idéal d’anneau. Deux modules (s ooes 1]
et [A, ...; X,] sont dits équivalents lorsqu’il existe deux entiers. p. et 1, tels que
[werys ooy e, ]=[A3,, ..., 22,]. Tous les modules équivalents entre eux forment une
classe de modules. Dedekind a pris le concept de module comme base de ses recher-
ches sur les nombres algébriques. [Dedekind % % 9.]

Le carré du déterminant

Yeys ’ y‘m

w! v

b 4 \J'm
(m—1) (m—1)

y’i L Mm

est, on le voit facilement, un nombre entier rationnel, divisible par le carré de la
norme de I'idéal m=(y,, ..., 11,). On désigne par d le quotient de ces deux carrés.
On retrouve la méme valeur J si I'on forme le méme quotient pour tout module
équivalent a [, ..., p,]. Le nombre entier rationnel d caractérise par conséquent
la classe de modules déterminée par [u,, ..., 1, ]; on lui donne le nom de discrimi-
nant de la classe de modules.

Les concepts de forme décomposable et de classe de formes pour le module se
définissent d'une fagon analogue & celle que nous avons donnée au § 30 pour le

corps. [Dedekind ®.]




