ANNALES

DE LA

FACULTE DES SCIENCES

DE L’UNIVERSITE DE TOULOUSE.

RECHERCHES

SUR LES

EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES,

Par M. E. GOURSAT.

L’étude des équations intégrales linéaires, ot la fonction inconnue figure sous
le signe d’intégration, a fait depuis quelques années ’objet d’un grand nombre de
travaux, parmi lesquels on doil citer au premier rang le Mémoire fondamental de
Fredholm, dans le Tome XXVII des Acta mathematica. Depuis 'apparition de
ce Mémoire, plusieurs géometres ont entrepris des recherches dans la voie ouverte
par Fredholm, mais la plupart de ces travaux ont eu pour objet soit de retrouver
les résultats de Fredholm par d’autres méthodes, soit d’appliquer ces résultats aux
équations aux dérivées partielles qui se présentent dans les questions les plus
importantes de la Physique mathématique. Ce fait s’explique suffisamment par la
facilité vraiment merveilleuse avec laquelle le théoréeme de Fredholm donne la
solution générale de problémes dont la solution, dans quelques cas particuliers,
avait longtemps arrété les géometres.

L'objet de ce Mémoire est tout différent. Je me suis proposé de continuer
Pétude de la fonction méromorphe I'(z, y; %), qui joue un réle essentiel dans la
solution de I’équation de Fredholm, et en particulier de déterminer la partie prin-
cipale dans le domaine d’un de ses poles. Lorsque le noyau est symétrique en z
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et ), tous ces poles sont du premier ordre, et le résidu s’exprime trés simplement
au moyen des fonctions fondamentales. Mais il n’en est plus de méme, en général,
avec un noyau non symétrique. Il est alors nécessaire d’adjoindre aux fonctions
fondamentales un certain nombre de fonctions, que j’ai appelées fonctions prin-
cipales. L'introduction de ces fonctions, bien loin d’étre artificielle, est imposée
par la nature méme du probleme. 1l serait aussi impossible de s’en passer que de
faire I’étude compleéte des intégrales d’une équation différentielle linéaire dans le
domaine d’un point critique en négligeant les intégrales dont le développement
renferme des termes logarithmiques.

Pour ne pas renvoyer constamment le lecteur, désireux de s’initier a cette
théorie, a des Mémoires antérieurs, écrits avec des notations variées et a des points
de vue différents, j’ai repris rapidement I'exposition des points essentiels, au moins
de ceux dont je me sers, mais je donne ci-dessous une liste de quelques travaux
sur le sujet, liste qui est sans doute fort incompléte (1) :

Vorrerra. — Sopra alcune questioni di inversione di integrali definiti
(Annali di Matematica, 2° série, t. XXV, 1897).

Erixk HoLmeren. — Sur un théoréme de M. Volterra sur ’incersion des inté-
grales définies (Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino,
t. XXXV, 1g9oo).

Freoworm. — Sur la résolution de quelques équations fonctionnelles (Acta
mathematica, t. XXVII, 1903). — Solution d’un probléme fondamental de
la théorie de Uélasticité (Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik,
Band 11 1905).

D. Hivserr. — Grundsiige einer allgemeinen Theorie der linearen Integral-
gleichungen (Nachrichten von der Kénigl. Gesellschaft der Wissenschaften
zu Gottingen, 1904-1905-1906).

E. Scaminr. — Zur theorie der linearen und nicht linearen Integralglei-
chungen (Mathematische Annalen, t. LXIII, p. 433-476, et t. LXIV, p. 161-
154). — Ueber die Auflosung linearer Gleichungen mit unendlich vielen
Unbekannten (Rendiconti del Circolo matematico dv Palermo, t. XXV,
1908).

Emice Prcarn. — Sur quelques applications de U’équation fonctionnelle de
M. Fredholm (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 19o6). —
Voir aussi du méme auteur plusieurs articles dans les Annales de I’Ecole Nor-
male supérieure, 19o6-1907, et les Comptes rendus (1904-1907).

(1) Les principaux résultats de ce travail ont été résumés dans deux Notes présentées a
I’Académie des Sciences (Comptes rendus, 21 octobre et 4 novembre 1goy). M. Heywood
avait obtenu de son cOté quelques-uns de ces résultats (Comptes rendus, 25 novembre 1907 ).
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Hapamaro. — Recherches sur les solutions fondamentales et Iintégration des
équations linéaires aux dérivées partielles (Annales de I’Ecole Normale
supérieure, 1903 et 19od).

Oriver Diven Kervoce. — Zur Theorie der Integralgleichungen und der
Dirichlet’schen Princips (Inaugural-Dissertation, Gittingen, 1902).

Axorae. — Hilfsmittel zu einer allgemeinen Theorie linearen elliptischen
Differentialgleichungen ». Ordnung (Inaugural-Dissertation, Gottingen,
1903). |

Joser Premers. — Ueber lineare Randwertaufgaben der Potentialtheorie
(Monatshefte fiir Mathematik und Physik, Jahrgang 1904, p. 93-128
et 337-411).

Wera Lesenerr. — Die Theorie der Integralgleichungen in Anwendung auf
einige rethenentwickelungen (Inaugural-Dissertation, Gottingen, 19o6).

A. Kneser. — Die Theorie der Integralgleichungen und die Darstellung
wilkiirlicher Funktionen in der mathematischen Physik (Mathematische
Annalen, v. LXIIL, p. 477-524). — Ein Beitrag sur Theorie der Integral-
gleichungen (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1906).

H. Bareman. — The inversion of a definite integral (1bid., p. 525-548).

WitLiam Deweene Carrus. — Die Anwendung der Integralgleichungen auf
die zweite Variation bei isoperimetrischen Problemen (Inaugural-Disser-
tation, Gottingen, 19o7). )

E. Bounitsky. — Un systéme particulier d’équations intégrales (Bulletin des
Sciences mathématiques, 2° série, t. XXXI, 1907).

LavriceLLa. — Suwll’ integrasione delle equaszioni dell’ equilibrio dei corpi
elastict isotropi (Lincei Rendiconti, t. XV; avril, juin et juillet 19o6). —
Sulla integrazione dell’ equazione A*V = o (Lincei Rendiconti, t. XVl,
p- 373-383, 15 septembre 1907).

Marcoronco. — La Teoria delle equazioni integrale ei le sue applicazioni alla
Fisica matematica (Lincei Rendiconti, t. XVI, mai 1907).

Boeero.: — Nuova risolusione di un problema fondamentale della teoria
dell’ elasticita (Lincei Rendiconti, t. XVI, aoiit 19o7). — Determinaszione
della deformasione di un corpo elastico per date tensioni superficiali (Lincel
Rendiconti, t. XVI, octobre 19o~).

Enixk HoLmeren. — Swur une application de U’équation intégrale de M. Vol-
terra (Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik, Band III, 19o6). — Sur
la Théorie des équations intégrales linéaires (Ibid.).

LiLesco. — Sur I’équation de Volterra (Thése de Doctorat; 19o8).

Burearri. — Diverses notes dans les Lincei Rendiconti (19o3).
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1. Une équation intégralc linéaire de seconde espéce, ou, plus briévement, une
équation de Fredholm est une équation de la forme

b
(1) q)(x)—_—f(x)+7\f H(xz,s) o(s)ds;

Sf(z) et H(z, y) sont des fonctions données, déterminées dans le domaine R
défini par les inégalités
(2) asz<h,  aiyib,
A un paramétre, () la fonction inconnue. La fonction H(x, y) est appelée le
~ noyau (') (Kern).

Supposons d’abord ce noyau continu, ou tout au moins borné et intégrable dans
le domaine R, ainsi que f(x), et cherchons un développement en série entiére,

ordonné suivant les puissances croissantes de A, satisfaisant formellement a
Péquation (1),

(3) o(z)=Ap(z)+ A () A+ Ay (2) R+ ...+ Ap () A"+, . ..

En substituant ce développement a la place de o, dans les deux membres de

I’équation (1), il vient
Ag(z) +A (D) A+ Ay(2) M4 ..+ A () AP+ ..
b
:f(x)—l—lf H(z, $)[Ao(s) + Ay (5) k4 . 4 An(s) A" . ..] ds.

En égalant les coefficients des mémes puissances de A dans les deux membres,

on obtient les relations

Ao(z) =f(2),
b
Al(az):f H(z,s) f(s)ds,

b
A, () —_—f H(z,s) A (s)ds,

(1) Les variables z et y sont supposées réelles, mais les fonctions H, f, o peuvent étre
complexes.
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On voit que les coefficients A,, Ay, ..., Ay, ... se déterminent de proche en

proche au moyen de la relation générale de récurrence
b
) An@) = [ B, ) Aua () .
Considérons d’abord A, (x); nous pouvons I'écrire
b
Aﬁ(x):f H(a, 6)A,(¢) dt,

ou, en remplacant A, (¢) par sa valeur
) plag p

b
A (¢) :f H(¢,s)f(s)ds,
il vient ‘

b b
Ag(x):f f H(z, ¢)H(s,s) f(s)ds de,
ou, en intervertissant ’ovdre des intégrations,
b 20
Ay(x) —_—f f(s) a’s/ H(z, t) H(¢,s)dt.

Cette formule peut encore s’écrire

b
AQ(x):f H®) (z, s) f(s) ds,
en posant ‘

b
Hm(x,y):j H(x, t)H(t, y)dt.
On verra de méme qu’on a

b
Ag(.z‘):f H®) (x,s) f(s)ds,
en posant “

b
Hm(x,y):/ H(z, ) H® (¢, ) dt.

Nous sommes ainsi conduits a introduire une suite indéfinie de noyaux
(5) H“)(x,}’):H(z,y), Hm)(“’:y)» Hw)(“"y}’)r ey H””(x,)’), ey
se déduisant du premier au moyen de la formule de récurrence

b
(6) H(")(l',y):f H(x,t) Hin—l)([,y)dt.

Fac. de T., 2 S., X. 2
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Le coefficient A, (2) a pour expression
0
(7) An(@) = [ HW (a0 f(s) ds;

il suffit évidemment de vérifier que, si la loi est vraie pour A,_,(x), elle est vraie
aussi pour A,(x). Or on a, d’apres la relation (4),

h
A,(z) :f H(x,s)A,-1(s)ds;
st la loi est vraie pour A,_, (), on a

A0
A,,,,(s):‘/ H=0 (s, ¢) f£(¢) dt

et, par suite,

o b
A,,(.r)—_—/ /H(x,s)l—l"—‘(s,t)f(t)dtds,

a “ua
ce qu'on peut encore écrire

b b
A,,(z):f f(t)dtf H(z,s)H"=1 (s, t) ds,

ou

b
An(x) —_—f H"™ (a, t) f(2) dt,

relation qui est évidemment équivalente a la relation (7). Donc la loi est générale,
et nous obtenons pour I'équation (1) une solution formelle

b
(8) cp(x):f(x)—k)\f T(x,s;2)f(s)ds,
ou l'on a posé

(9)  T(xyy; ) =HN (2, )+ HO(2,5) ...+ A=t Ho (2, ) +. ...

2. L’opération par laquelle on déduit H® (z, y) de H(z, y) s’appelle une
itération; les noyaux suivants H® (z, y), ..., H® (z, y), ... se déduisent tous
du noyau primitif par des itérations successives. De la définition de ces noyaux
successifs on déduit aisément un certain nombre de propriétés qui seront utiles
dans la suite. Ainsi le n*"® noyau itéré H®(z, ) peut se metire sous forme

d’une intégrale multiple d’ordre n — 1

b b 5
(10) Hf’”(x,y):ff f H(x, t,)H(ty, ) .. . H( by, y) dby ... dly .
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On a, quels que soient les entiers positifs et v,
b
(1) H (2,0) = [ H® (2, ) BO () do

et il serait facile de généraliser cette derniére formule. On en déduit, par exemple,
que les noyaux Hew (z, y), HO¥ (2, ), ... se déduisent par des itérations suc-
cessives du noyau H® (x, ).

Supposons que, dans tout le domaine R, on ait
|H(z,y)| <M;

de la relation générale de récurrence (6) on déduit aisément de proche en proche
qu’on a, dans tout le domaine R,

| H® (2, )| < M (b — a)s—.

Par suite, si 'on donne a A une valeur telle que

1
12 A ——
(12) I I < M ( b—a) ’
la série (g) est uniformément convergente dans le domaine R. Inversement, si l'on

donne a x et y des valeurs constantes, la série entiére en X a un rayon de conver-

gence (') au moins égal & W-l-———a—)'

Sile parametre X satisfait a la relation (12), ou, plus généralement, si la série (9)
est uniformément convergente pour la valeur attribuée a ce paramétre, on vérifie
immédiatement que la fonction I'(z, y; A) satisfait aux deux équations fonction-
nelles

b

(13) F(m,)’;)‘):H(x,)')—{—Xf H(x, t)T(¢, y; 1) de,
11'[‘

(14) ) I‘(x,y;)\):H(x,vv)—i—?\f H(t, y)T(x, t;))dt.

(') M. Scumipr a indiqué une limite plus avantageuse pour le rayon de convergence
(Mathematische Annalen, Band 64, p. 162-163). De I'inégalité de Schwarz, on déduit en
effet I'inégalité

b b n—2
[H""(-ray>]2§3£/a[Hw,y)]"dxdfg X[

Ya

b

b
[H(z,z)]zdzxf [H(¢t, ¥)]2 de.

La série (9) sera donc sirement convergente pourvu que on ait | A | < —, L désignant

VL
‘fabtlb[H(x,y)]ﬁdw dy.

Pexpression
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Ces deux relations permettent aisément de vérifier que la fonction o(z), donnée
par la formule (8), satisfait bien & I'équation de Fredholm et, de plus, que c’est la
seule solution.

De I’équation (8) nous tirons, en effet,

b b b b
f H(x,t)cp(t)dt:f H(x, ) f(¢) dt—;-lf f L(¢,s,2)H(, t) f(s)dsdt,
ce qui, d’aprés la relation (13), peut encore s’écrire

14 N b
f H(x,t)(p(t)dt:/ H(x,t)f(t)a’t+f F(s)ds[T(z, 5,3) — H(z,s)]

ou

o o
f H(z,t)o(t)dt= / I'(x,s,h) f(s)ds.
On a donc aussi, en combinant cette relation avec la formule (8),
b
o(e) =/(@)+1 [ H(x,0o(t)de

Inversement, soit ¢(2) une solution de I'équation (1). On déduit de cette équa-

tion

b b b b
f T(z,s;h)e(s) ds:f T'(x,s;1) f(s)ds + )\f [ H(s,t)T(x,s; )0 (¢)dsdt
ou, en tenant compte de la formule (14),

b b b
fI‘(x,s,l)cp(s)ds:f I'(x,s;)\)f(s)ds—i—f () [T(x,t50) —H(=, t)]ds,

c’est-a-dire

b b
fl“(x,s;l)f(s)ds_—_f H(x,t)o(t)dt.

En combinant cette dernicre égalité avec 1’équation (1) elle-méme, on retrouve

la formule (8).

En résumé, pourvu que la valeur absolue de \ soit suffisamment petite,
’équation de Fredholm admet une solution et une seule, qui est donnée par

la formule (8).
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La fonction T'(x, ; %), qui figure dans cette formule, s’appelle, pour ce motif,
le noyau résolvant.

En permutant les variables x et y dans le noyau H(z, ), on obtient un nou-
veau noyau H(y, z) qui est, en général, différent du premier. L’équation de

Fredholm correspondante

-
(1) Y@y =g(@)+2 [ His 2)b(s) ds

est dite associde a V'équation (1). On voit immédiatement que les noyaux tirés
de H(y, ) par des itérations répétées se déduisent aussi des noyaux correspon-
dants H)(z, y) en permutant z et y, de sorte que le noyau résolvant relatif a
I’équation (15) est précisément T'(y, z; )). La conclusion est la méme que pour
Péquation (1); si la valeur absolue de A est suffisamment petite, I'équation (15)
admet une solution et une seule, donnée par la formule

b
(16) q.t(.z‘)::g(x)—i—)\f T(s,x; 1) g(s)ds.

3. On a souvent & étudier des équations de Fredholm ou le noyau H(z, y)
devient infini dans le domaine R, quoique l'intégrale conserve un sens. Si l'on
applique litération a ce noyau H(z, y), il arrive généralement ('), dans les appli-
cations les plus usuelles, qu’a partir d’une certaine valeur de n tous les noyaux
successifs H (z, y), H“+¥) (z, y), ... restent finis. Nous nous bornerons a ce
cas. La série I'(z, y; A) présente alors au début un certain nombre de termes qui
peuvent devenir infinis pour certains systémes de valeurs de x et de y, mais &
partir du terme A*~' Hi®)(z, ), tous les coefficients restent finis. Cette série est
encore uniformément convergente dans le domaine R, pourvu que la valeur

(1) Il peut arriver qu’on n’arrive jamais a un noyau borné, aussi loin qu’on aille dans la
suite des itérations. Prenons, par exemple,

H(x,y) = ‘/g; a=o, b=,
1 — — _
th)(x,y)zf \/f\/é_’ds=\/)_’_
o x S x

Tous les noyaux successifs HY (2, y) sont égaux au premier. Le noyau résolvant est égal
a une fonction rationnelle de A

on a

(=, y; )\)=\/"£(I+)\+>\2+...)=\/§ ﬁ
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absolue de A soit inférieure a une certaine limite. On le démontre aisément en
montrant, comme plus haut, que les séries

)\ﬁ-l H(n)_l_ A2n—t Hen) + .+ Arp—1 H(pn)._*.. cy

an H(n+1)+ A2n Hzn+1) A anp Hipn+1) -+,

ont des rayons de convergence finis.
Tout ce qu’on vient de dire relativement au cas ou le noyau H(x, ) est fini
s’applique donc sans modification au cas plus général envisagé icl.

4. La formule (8) donne la solution de I'équation (1), quelle que soit la valeur
de ), lorsque le noyau résolvant T'(, y; )) est une fonction entiere de . Il en est
ainsi dans le cas étudié d’abord par M. Volterra (), ou le noyau H(z, y) est nul
pour y > z, mais ce n’est pas le seul cas.

Supposons, par exemple, que le noyau H(z, ) soit orthogonal & lui-méme,
c’est-d-dire vérifie la relation

b
f H(z,s)H(s,y)ds= o,

quels que soient z et ¥. On a alors H® (z, y) = o et, par suite,
H® (z,y)=o, cees H") (2, y)=o,

Le noyau résolvant T'(z, y; )) se réduit & H(z, 5), et la solution de I’équation
de Fredholm a pour expression

b
o(2)=/(@)+ [ H(w,s)f(s)ds.

Comme exemple de noyau orthogonal a lui-méme on peut citer la série

+ o

H(x, y) :2 a;sin(iz)cos(iy),

i=1

la série 2 | ;| étant convergente, et les limites a et b étant o et 2.

Il peut aussi arriver que la série se réduise & un polynome de degré quelconque.

(1) Annali di Matematica, 1896.
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Par exemple, si 'on prend
H(x, y) =a,sinxsin2y + a,sin2zsindy +...+ a,sinpwsin(p +1)y,

les limites a et b étant o et 2, ['(2, y; X) est un polynome de degré p — 1 en A.

Mais, dans le cas général, si 'on donne & z et a y des valeurs déterminées, la
série entiére I'(z, y; 1) a un rayon de convergence fini. L’étude de I'équation (1)
conduisait tout naturellement a étudier le prolongement analytique de cette série
entiere en dehors de son cercle de convergence. On aurait pu penser a priori
qu’on obtiendrait ainsi des fonctions analytiques de natures trés différentes, suivant
le noyau H(z, y). Il résulte, au contraire, du théoréme fondamental de M. Fred-
holm que le noyau T'(z,y; \) est une fonction méromorphe du paramétre A,
dont les pdles sont indépendants de x et de y.

Nous établirons auparavant quelques propriétés de ['(z, y; X), qui se déduisent
facilement du développement (g). Ces propriétés, que nous démontrons seulement
pour les valeurs du parametre A dont le module est assez petit, subsistent, d’apres
leur nature méme, pour toutes les valeurs de la variable complexe A.

Soit T, (z, y; )) le noyau résolvant correspondant au noyau H(z, y); d’apres
la formule (11), on a

To(x,y; ) =H® (x,y)+ AHC) (2, y) + R HCY (2, y) +...;

cette fonction T',(x, y; X) s’exprime trés simplement au moyen de T'(z, y; A).
Multiplions, en effet, les deux termes de la formule (9) par A, et remplacons suc-
cessivement ). par wh, w*}, ..., 0"~ 'k, w désignant une racine primitive de 'équa-
tion w”=1. En ajoutant, membre & membre, les relations ainsi obtenues, il reste

MI(z,y; M) +ol(z,y; 0d) +...+ 0" 1T (z, y; 0 1})]
— aX [H® (z,5) + A HEW (2, y) +. . .]
=naT,(x,y; A?).
On en tire

_ Nz, vi) +ol(z,y;0b)+.. .+ 0" ' T(z,y; 0" 1})
- - ,l)\n——l

Lo(z,y;2%)

1
et, par suite, en remplacant A par A",

1 1

(17) l’,;(x,y;)\):r<w’.}';)ﬁ>+°’r<x’y3®7\E>+.-.+m’l—1'r<x,y;wn—1)jli>.

Inversement on peut déduire I'(z, y; 1) de I,(x, y;4). Nous avons, en
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effet,
b
[ RO (2, 5) Ty, 750) ds = Hove) (2, 5y 4 HEd (2, y) 4 0 HOm) (2, ) ...,

et, par conséquent, on peut encore écrire la formule (9), en groupant les termes
de 7 en n & partir du nitme,

Pz, y; 1) =HY (2, y) +AH® (2, y) +.. A HO (g, )

b
+ AL, (2, ;5 0n) +)\"/ H(x,s)T,(s, y; \)ds+...

.
b
-+ P"”f Hi*=1 (z, s) T.(s,y; A)ds,
ou encore ‘
(18)  T(z, 53 1) = HO (2, y) ...+ A= Ho—1) (s, y)
b
AT, (2 s ;\n)+xuf K(z,s)Tu(s, y; 2) ds,
en posant ‘
K(z,y)=H!(z,y)+1H® (2, y) +... 4+ 2 He =D (2, ).

Signalons encore les propriétés suivantes dont la démonstration est bien facile.

Considérons la fonction I'(z, y; %) comme un noyau, et appliquons-lui le méme

procédé d’itération; nous obtenons une suite de fonctions, dont la premiere
FW=T(z, y; 1), et que nous désignerons par une notation analogue

I®(x, y; ), & (z, 5 2), ..., Tz, y52), ...

ces fonctions se calculent de proche en proche par la formule de récurrence
b
T (2, y; ) :f I'(x,s;1) L= (s, y; 1) ds.

On vérifie aisément, de proche en proche, qu'on a

oM 10T

Te)(z, y;2) = o’

et, d’une facon générale,

L X
T s )= oy

Le développement de la fonction [(z,y; A+ ) suivant les puissances de X
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par la formule de Taylor a donc la forme suivante :
(19) T(z,ysh+p)=T(z,y;p) + 2T (z, ysp) +...+ T (2, y5p) +.. .

On voit donc que, si 'on considére I'(z, y; ) comme le noyau d’une équation
de Fredholm, le noyau résolvant correspondant est précisément I'(z, y; A+ ).
Ceci permet de généraliser les relations fonctionnelles (13) et (14) quine sont que ’

des cas particuliers de la relation générale
b
(20) T(x,)y; h+p)=0T(x, y; ) + )\f Iz, t; W)T(y; A+ p)de.

En supposant . = o, on retrouve la formule (13); en remplacant % par —A et

par A, on obtient la formule (14).
Cette formule (20) peut encore s’écrire, d’une facon plus symétrique, en rem-

placant p par X et k par X' — %,

b
(20')  T(a,y;N)—T(z,y;h)= (‘A'_x)f L(a, t; M) T(t, y; V) de,
et il suffit de faire tendre ) vers A pour retrouver la relation

. b
d—r—(%y—”:f T(z, 6 ) T(¢, y5 2) de,

qui caractérise le noyau résolvant, jointe a la condition initiale
I(z, y; 0) =H(=, y).

L’équation de Fredholm (1) et I'équation (8) qui en donne la solution peuvent
étre considérées comme inverses 'une de 'autre. En effet, considérons, dans 1'équa-
tion (8), ¢(x) comme donnée et f(z) comme la fonction inconnue, et écrivons-la,

sous une forme un peu plus générale,
b
S@y=o(@)+p [ Tla,si0)f(s) ds.

C’est une équation de Fredholm, ot le noyau est I'(z, y; }). Le noyau résol-
vant correspondant est I'(z, y; A+ ) et, pour la valeur p.—=— A du paramétre,
ce noyau résolvant se réduit a I'(z, ; o) = H(#, y). La solution f(z) de I'équa-

tion (8) a donc pour expression

b
f(x)=<p(x)—lf H(z, s) 9 (s) ds,

et nous retrouvons précisément I'équation (1) elle-méme.
Fac. de T., 2° S., X. 3
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Tous ces calculs supposent, bien entendu, que les modules de A et de p sont
suffisamment petits, mais il résulte des propriétés générales des fonctions analy-
tiques qu’elles subsistent dans tout le domaine d’existence de la fonction analy-
tique I'(z, y; A) du paramétre .

Remarque., — La relation (13)

b
(13) I‘(:z',y;l):H(x,y)—l—)\f H(z, ) T(t, y;2) dt

caractérise le noyau résolvant T'(z, y; A) car, si Pon cherche a développer
I'(x, y; ) suivant les puissances de A en tenant compte de la condition (13), on
retrouve précisément le développement (g).

Soit r(x) une fonction quelconque de z; de la relation (13) on tire une relation
de méme forme

b
(13) n(w,y;x):H,(x,y)Hf H,(z, )Ty (¢, y3 ) de,

ou l'on a posé

r(z)

T'(z, 3}
) (2 y5h).

H,(z, y)= %) H(z, y), I‘a(w,y;l)"é

)
)

z)
( )

noyau résolvant correspondant T (x, y; \) est multiplié par le méme facteur.

Par suite, si l'on multiplie H(z, y) par un facteur de la forme » le

Nous supposons, bien entendu, que les intégrales telles que
f H(a, ) 22 (o) ds

ont un sens lorsque f(s) est une fonction bornée quelconque.

5. M. Fredholm a démontré son théoréme en considérant I’équation (1) comme
limite d’une équation aux différences finies. Je rappellerai en quelques mots ses
principaux résultats.

Supposons le noyau H(«, y) borné, et posons

H(mn yl) H(‘”h }/2) H(xl, yp)
H<x1’x2""’xl’>_ H(xzy }'l) H(xza y2) H(xu ,yp)

Vis Var eeor ¥/ | verereeee eeeieieen e e
H(xp, y1) H(zp, y2) ... H(xp ¥p)
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et

_ Ly Lyy ooey &
(21) D()\)—1+2( ')p)‘P / / / ( v p> dz, ... dz,,
Ly Tyy o ey Tp

(22)  3e(a, y,l)—H(x,y)+2(_')p7‘p / / <x’x"x2’"”xp>dx,...d.r,,;

Vs Zyy Loy ooy Tp
D()) et 3¢(z, y; )) sont des fonctions entiéres () de ) vérifiant les relations
b
(23) 3 (z, y30) = Hiz, ) D)+ [ Hiw,5)3(s, 30 b,

b
(24) H(x,y;2) =H(z, y) D) + )\f H(s, y)3(z,s;1)ds.

Ces relations sont tout a fait analogues aux relations (13) et (14), et de-
viennent identiques & celles-ci, en divisant par D()) et remplagant le quotient
ge(z, y; A) : D(X) par T(z, y; X). Les calculs du n° 2 prouvent donc que, si A
n’est pas racine de 'équation D(X) = o, I'équation (1) admet une solution et une
seule représentée par la formule

(25) ¢(2) =/ (2) +xf Rt fis) ds

‘Les relations (23) et (24) sont établies directement par Fredholm; il nous
suffira de vérifier que 'on a
(2, y31)

(26) D)

=T(2,y;1);

cette vérification se fait aisément comme il suit :
Désignons par (—1)%d, et par (—1)%Wb, les coefficients de \* dans D(})
et J¢(z, y; A) respectivement; on a

b b
/ / H< v n>dx,...dx,,-_—nle)lo,,,
a a xl’xiy-", Zp

b b Xy Ty ooy &
/ / H< > e ’ n>dx,...dw,,:n11!bn.
a a Ys Ziy «ovs Tn

(1) Ce point résulte d’un théoréme de M. Hadamard sur les déterminants (Bulletin des
Sciences mathématiques, 1893, p. 240). D’aprés ce théoréme, la valeur absolue d’un
déterminant d’ordre n, dont tous les éléments sont inférieurs en valeur absolue a un nombre M,

n
est inférieure 2 M~ n?. Une démonstration élémentaire de cette propriété a été donnée par
M. Wirtinger (Ibid., 1907, p. 175).
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L , , . Ly Tyy ooy Tp .
Si I'on développe le déterminant H , On a comme premier

‘:V, 1y «o0y Tp

Zyy vy XTn
H(x,y)H< >

Tyy ++ oy Tp

terme le produit

Tout autre terme de ce déterminant contient un élément de la premieére ligne,
tel que H(z, z;) et un élément de la premiére colonne, soit H(z, y), ¢ pouvant
étre égal a k. Les facteurs de ce terme peuvent étre rangés de la fagon suivante.
Prenons pour premier facteur H(z, #:); la variable z; figurant dans la i*"° ligne
et la 7*™ colonne, ce terme contiendra un élément de la ™ ligne tel que H(z;, z;),
ou i 5 j. Le méme terme contient aussi en facteur un élément de la j**"° ligne, tel
que H(zj, z4), ot A est différent de i et de j, puisque chacune des variables x4
ne peut figurer que deux fois dans un terme. En continuant de la sorte, on finira
par rencontrer 1'élément H(zy, y). Le terme en question contiendra donc un pro-

duit de p —+ 1 éléments tels que
H(z, z;) H(w, zj) H(z), 24) - .. H(Zk, §);

sil’on supprime les p —+ 1 lignes etles p + 1 colonnes qui contiennent ces ¢léments,
il reste un déterminant a n — p lignes et & n — p colonnes, qui est de la forme

! ! /
Ty X .. x
19 Lo» s Zn-p
(7o)
Ly Loy ooy Typ
x\, &y, ..., @,_, étant les n— p variables restantes aprés la suppression des
p variables 2, &), T, ..., ¥k Le développement du déterminant considéré con-
tient donc le produit

Ly Ly ooy Tyop
+H(x, z;)H(2sy ;) ... H(zpy ) B ,

U
-Z'“ xQ’ LS} xn—p

et on voit facilement que 'on doit prendre le signe + ou le signe — devant le
produit, suivant que p est pair ou impair. L’intégrale multiple de ce produit a

pour valeur

b Va4 b
Xy vy Tpp
(——I)PH(P'H)(.Z‘,_}’)/ / / H< >d:v, dzy ... deg_p
g i o Xy vvuy Tpp

ou

(—1)P(n = p)! dopp HPF (2, y).

Cette intégrale figurera dans I'intégrale du déterminant complet un nombre de
fois égal au nombre des arrangements p a p des n variables z(, ..., Zu, c’est-
a-dire n(n —1)...(n — p +1) fois. On a donc, d’aprés la notation expliquée plus
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haut,

nlb, =H(x, y)nl b — HEO (2, y)nl by +. . .= nHOH (2, ),

ce qui montre bien que le coefficient de A# dans Je(z, y; ) est identique au coef-
ficient de A” dans le produit T' (2, y; ) D(X).

Dans la suite nous appellerons D(A) et 3 (z, y; X) les fonctions de Fredholm
D(X) est la fonction déterminante, 3¢(z,y; \) la fonction résolvante. Nous
désignerons par I'(x, y; &) le quotient de ces deux fonctions, c’est-a-dire la fonc-
tion méromorphe de X qui coincide avec la série entiere (g) a I'intérieur de son

cercle de convergence.

6. Dans un article récent ('), j’ai montré comment on pouvait arriver par une
autre voie a la solution de I’équation de Fredholm, en traitant d’abord le cas élé-

mentaire ou le noyau H(z, y) est de la forme

(27) H(z,y) =X, Y, + X, Y,+...+X,Y,,

Xy, Xy ..y X, étant n fonctions linéairement distinctes de , Y,, Y,, ..., Y,
n fonctions linéairement distinctes de y. La solution est alors donnée par la for-
mule (25), D(X) et 3(x, ¥; ) ayant les expressions suivantes :

]+)\A“ )\A2l oo )\A,“
(28) D()\): )\Ali I—I—)\Azz “ee )\Ang i
AL, AA,, .. I4+AA,,
o —X, X, ... =X,
Y, 1+2A, M, ... Y.
(29) H(z,y;M) =Y, Ay, 1+%Aym ... A, |
Y. AL AA,, oo I4AA,,

ou I'on a posé

b
A,.k:—f Xi(s) Ya(s) ds.

Quelques transformations des deux déterminants D(}) et Je(z, y; A) per-
mettent de mettre la solution sous la forme méme de M. Fredholm, et il suffit

(') E. Goursar, Sur un cas élémentaire de I’équation de Fredholm (Bulletin de la
Société mathématique, t. XXXV, 1907, p. 163-173).
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ensuite d'un passage a la limite pour étendre la formule au cas d’un noyau continu
quelconque, et méme d’un noyau borné, comme I’a remarqué M. Lebesgue ().

7. La solution précédente n’est plus applicable lorsque le noyau devient infini
dans le domaine R. Par exemple, si H(z, y) devient infini pour z =y, tous

1. . . . , . L1y Loy + o0y Tn
les éléments de la diagonale principale des déterminants H< )
Ty Loy o009y Ty

[ Xy Ty, s Tp . . , .
et H< sont infinis et les deux séries de Fredholm n’ont plus aucun
,}’, xh ooy Ty

sens. Lorsque tous les noyaux obtenus par itération & partir de H(z, ) sont finis,
a partir d’un certain rang, le noyau résolvant T'(x, y; A) est encore une fonction
méromorphe de A.

Il suffit, pour le démontrer, de se reporter a la formule (18). Supposons que
tous les noyaux obtenus par l'itération soient finis a partir de HW(z, y);
T»(z, y; 1) est encore une fonction méromorphe de A donnée par la formule de
Fredholm
K, (z,y; 1)

(26) L.(z, y;2)= INEN »

D,.(\) et 3,(x, y; &) étant les fonctions de Fredholm relatives au noyau
H@ (z, y), et la formule (18) montre immédiatement que I'(z, y; 1) est aussi une
fonction méromorphe du paramétre A.

Les formules (17) et (18) montrent nettement la correspondance entre les péles
des deux fonctions I'(z, y; A) et T,(z, y; X). Si la fonction I'(z, y; \) est régu-
liere pour A =1),, il résulte de la formule (17) que T,(z, y; ) est réguliére
pour A =2X4. Inversement, si la fonction T',(z, y; ) est réguliére pour A =1, la
formule (18) prouve que la fonction I'(z, y; }) est réguliére dans le domaine

des n points
1 1 1 1

P Ay ALY U AL T

w étant une racine primitive de 'équation w?=1.

Soit maintenant A =cun pdle de I'(z, y; X); h=c” est un pole de T'(z, ¥;1);
car, dans le contraire, le point A=c ne pourrait étre un pole de I'(z, y; \).
Inversement, si A = ¢, est un pole de I',(z, y; 1), 'un au moins des points

1 1 1 1

¢, wci, och ..., o®7lct

(1) LEBESGUE, Sur la méthode de M. Goursat pour la résolution de Uéquation de Fred-
holm (Bulletin de la Société mathématique, t. XXXVI, 1908, p. 3-19).

Il est & remarquer que I'on peut aussi supposer que les fonctions X;, Yz ne restent pas
bornées pourvu que les intégrales A;; existent.
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est un pdle de T'(x, y; X). On voit qu’a un péle de I' correspond toujours un péle
et un seul de I';; mais & un pole de T', peuvent correspondre plusieurs péles de T
Il en est ainsi lorsque I'(z, y; ) admet deux ou plusieurs péles, tels que le rap-
port de deux quelconques d’entre eux soit une racine '™ de l'unité.

Il est évident d’ailleurs que les relations précédentes subsistent lorsque le
noyau H(z, y) reste fini.

Lorsque le noyau H(z, y) est fini, les poles de I'(z, y; ) sont racines de
'équation déterminante D (X) = o. Inversement toute racine de D(A) est un péle
du noyau résolvant, mais 'ordre de multiplicité du péle n’est pas forcément égal
alordre de multiplicité de laracine de D()). C’est ce qui arrive lorsque J3¢(z,y; ))
et D()\) sont divisibles par un facteur commun (A — ¢)". Nous allons montrer, en
effet, que si D(X) est divisible par (A — ¢)”, sans étre divisible par (h—¢)**!, la
fonction J¢(z, y; A) ne peut pas étre divisible par (A — c)”. Cela résulte de la
relation facile & vérifier

07D (A L1 3 (2, 23 A
= ; e
si A= c est une racine d’ordre n de multiplicité de D(}), 3¢(z, ¥; X) ne peut étre
ot Je(z, x5 N)
T

nul pour A =c¢, et, par suite, 5 serait nul aussi pour A =c¢, et ¢ serait racine

divisible par (A —c)”, car, s’il en était ainsi, serait identiquement

de D(%) d’un ordre de multiplicité supérieur a n.

Remarque. — Lorsque H(x, y) devient infini seulement pour z =y, el
comme (x — y)%, o étant inférieur a > M. Hilbert (') a montré qu’on pouvait

conserver pour le noyau résolvant la forme de Fredholm, & condition de remplacer
par zéro, dans tous les déterminants, les termes des diagonales principales qui
sont nécessairement infinis. Cette proposition a été généralisée récemment par

M. Lalesco (2).

II.

8. Tous les résultats qui viennent d’étre rappelés peuvent, en définitive, se
résumer ainsi :

(') Nachrichten von der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen,
1904, p. 81.
(2) Comptes rendus, g décembre 19o7.
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Si ) n’est pas un péle de la fonction méromorphe T(z, y; \), U'équalion de
Fredholm admet une solution et une seule, donnée par la formule (8)

Ad

() :f(x)—i—l/ T(z,s;2) f(s)ds;

Y a
lorsque le noyau reste fini, U'(x, y; \) a pour expression

Je(z, ¥;h)
D (%)

T(z,y; h)= )
3 (z, y; ) et D(N) étant les fonctions de Fredholm; si H(z, y) devient infint,
de telle facon que HW (z, y) reste fini, T (z, y; \) est représentée pour toute
valeur de '\ par la formule (18).

Nous nous proposons, dans ce qui suit, d’étudier cette fonction méromorphe T'
dans le voisinage d’'un de ses poles. Cette recherche est liée d’'une facon tres
étroite avec une question importante, I'étude des fonctions fondamentales.

Considérons I'équation intégrale homogéne
b
(30) @(x):cf H(z,s)o(s)ds;

si A=c n’est pas un pole de I'(z, y; %), la formule générale de résolution de
I'équation (1), ou 'on suppose f(2)= o, nous monitre immédiatement que cette
équation (30) n’admet pas d’autre solution que o(2)=o. Pour que I'équation
homogéne (30) admette une solution différente de zéro, il est donc nécessaire
que ¢ soit un pole de T'(z, )5 1). Cette condition est aussi suffisante.

Soit, en effet, A = ¢ un podle d’ordre r de T, et soit
B,(x, v) Br_i(x, ¥) B, (x, ¥)

(A—c)r - (A—c)—! AR p—

Nz, y; M) =

+ Aoz, ) +As(z, y) (A—c) + As(, Y)Y (=€)t n

le développement de T'(z, y; %) dans le domaine de ce pole. Posons A=c 4 4,
et remplacons T par son développement dans les deux membres de la relation (13);

il vient

B,(x, y) B i(z, y) B,(x, y) I
(31) W -+ = H + Ay(2, y) 4.

b .
: B, (¢, B,_ (¢,
:H(x,y)+(c+h)f H(z, c)[ () | Broilh ) +...Jdt.
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Egalons les coefficients de 2~ dans les deux membres, et nous obtenons I'égalité

(32) B,.(x,y):chH(x, 0 B4, ) dt.

On voit que la fonction B, (z, y) est une solution de I’équation homogene (30),
quelle que soit la valeur attribuée a y. Par hypothése, cette fonction B (z,y)
n’est pas identiquement nulle; pour avoir une solution de I'équation homogéne, il
suffira donc de donner & ¥ une valeur constante y, telle que B,(z, ¥1) ne soil pas
identiquement nulle. On verrait, de méme, en substituant le développement de I
dans les deux membres de la relation (14), que B.(z, y) est une solution de I'équa-
tion homogene associée

b
(30Y q;(,'):cf (¢, y) 4 (e)de,

quelle que soit la valeur de 2.

Toute fonction ¢ (x), différente de zéro, satisfaisant a une équation homogene
de la forme (30), est appelée une fonction fondamentale et la valeur correspon-
dante de ¢ est un nombre fondamental. Les seuls nombres fondamentaux sont
donc les poles du noyau résolvant T'(z, y; X), et a chacun de ces poles corres-
pond au moins une fonction fondamentale.

9. La recherche des fonctions fondamentales se raméne a une question clas-
sique, la réduction d’une substitution linéaire & sa forme canonique, lorsque le
noyau H(x, y) est de la forme particuliére (27) citée plus haut (n° 6)

H(z, »)=X,Y,+...+X,Y,.

[’équation homogéne peut s’écrire dans ce cas
b b
o(x) =12 [X, [ Y, (s)o(s)ds +...+ X,,f Y. (s)o(s) ds] ,

et 'on voit que toute fonction fondamentale o(x) est de la forme
o(z)=o, Xy + ay Xo+...+ , Xy,

%y, %y ..., %, €tant des coefficients constants. La fonction o (x) étant de cette
forme, I’équation homogene devient

o Xy (@) 4. ..+ a, X, ()

b '
:1] [X,(2) Yi(5) . .o X (2) Y ()] [0t X (8) =+ « o cu X, (5)] s,

Fac. de T., »* S., X. 4
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, ) . . .
et 'on a, pour déterminer les coefficients o, a,, ..., a, et X, les n équations

('+)\[\11)0(1+ )\A21a2+"‘+ 7\A,”oc,,:0,
b
(33) )\Alﬂal+(l+)\A22)az+"‘+ )\Anzan: o, Aik:—f Xl'(x)Yk(x)’lx’
\ )\A1,La|+ lAg,,a2+...+(1+7\A,,,l)oc,,:0.

Conformément a la théorie générale, pour que ces équations soient compatibles,
) doit étre racine de I'équation déterminante D (%) = o et, a touteracine A = ¢ de
cette équation, correspond au moins un systtme de valeurs non toutes nulles pour
%yy ..y On, et par suite une fonction fondamentale.

A une racine simple de D (%) correspond une seule fonction fondamentale (4 un
facteur constant pres). Pour voir ce qui se passe dans le cas d’une racine multiple,

il suffit de remarquer que, si l'on pose
b
So(x) :j H(z,s) ¢ (s)ds,

I'opération S, appliquée aux n fonctions X, ..., X,, les remplace par n combi-
naisons linéaires a coefficients constants de ces fonctions. La question qui se pose
est donc identique a la réduction d’une substitution linéaire a une forme cano-
nique. On pourrait étendre ces résultats a un noyau de forme quelconque par un

passage & la limite, mais il est aussi simple de les établir directement.

10. Nous démontrerons d’abord deux théorémes auxiliaires.
Deux noyaux H(z, y), H'(z, ) sont dits orthogonaux sil’on a, quels que soient

zety,

b

(3%) f H(x,s)H'(s,y)ds=o,
b

(35) f H(s,y)H (z,s)ds=o.

Si une seule de ces relations est vérifiée, les noyaux seront dits semi-orthogo-
nauz. On a déja remarqué plus haut (n° 4) qu’'un noyau peut éire orthogonal a

lui-méme.
Soient H(z,y) et H'(z, y) deux noyaux quelconques, H"(, ) le noyau obtenu

en les ajoutant »
H(z,y)=H(z,y)+H(x,y);

si H(z,y) et H (z, y) restent finis, il en est de méme de H'(z, ), et a chacun de
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ces noyaux correspondent deux fonctions de Fredholm. Nous les désignerons par
D), D'(R), D'(X), F(x,y;h), I(r,y:id), HK'(z,r; 1.

Tutorive 1. — Si les deux noyaux H(z,y), H (x,y) sont orthogonauz ou
semi-orthogonaux, on a la relation

(36) D(1) =D (A D' (}).
I1 est clair que cette relation (36) est équivalente & la relation
(36) D”(—l):D(—l)D’(—X).

Pour démontrer cette relation (36)', nous supposerons par exemple que la rela-
tion (35) est vérifiée identiquement. Considérons le déterminant

H”<x1,x2,...,xp>
Tyy Loy ooy Xp
H(r,, a)+H (x), 20) H(zy, z) +H (@), ) ... H(zy, 2p)+H (2, 2p)
H(x,, x)) +H (s, ) H(xy, 25)+H (25, 25) ... H(x,, x,)+H (x5, 7))

H(x,,z))+H (z,,2) H(zp,xe)+H (2p,25) ... H(z,,xp,)+ R (2, xp)

il est égal a4 la somme des 2?7 déterminants qu’on obtient en prenant les termes
H (i, zx) dans 7 colonnes et les termes H'(z;, xx) dans les p — 7 autres colonnes,
r variant de o & p. Pour » = o0, on a le déterminant

I <x1,.rz, ...,x,,>
Tyy Loy ooy xp
et, pour 7 = p, le déterminant

/
/Ty Ty ooy Xy
Ly, Xy o e ey Tp
Soit 0 << 7 < p; en prenant toutes les combinaisons possibles de colonnes, on a
en lout C, déterminants de cette espéce, dont nous n’écrirons qu’un seul

H(z,, x,) ... H(xy,a,) H' (z;, xp4) . H(xy, 2p)
H(x,, x,) oo H(axy, x,) H' (zy, 21y) .. H(azy, xp)

....................

I

H(x,, z,) ... H(x,2,) H' (z,, 2py1) . H(2,, 2xp)
H(z oy, z,) ... H(zpp2r) W(Xpp @) o0 Bz, 2p)

H(z,, x) oo H(zpy 2,), H(xp, xri1) oo B(zp, 2))
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Nous allons calculer I'intégrale définie

b oAb b
f// 3 dw, da,. . .dz,.

On sait que ce déterminant § est égal 4 la somme des produits obtenus en mul-
tipliant un déterminant d’ordre r formé avec les éléments communs aux r pre-
micéres colonnes et & r lignes quelconques par le mineur correspondant de 3, et
affectant le produit d’un signe convenable. En prenant les » premiéres lignes de 3,
on a tout d’abord le produit

Lyy Loy ovvy Ty Lty ooy Tp
H < x .
L1y Ly o ovy L xl‘+ly'~"‘/‘vp
Prenons un autre déterminant partiel, contenant par exemple les éléments de
la (r + ¢)'*»¢ ligne ({ > o0); ce déterminant est de la forme

AI H(.Z‘,._H-, .27'1) -+ A2H($l'+l'y '7"2) +..o+ Ar H('Tr«)—i; xl‘)y

Ay, A,, ..., A, ne dépendant pas de la variable «,,;. Le déterminant par lequel
on doit le multiplier ne contient la variable x,,; que dans les éléments d’une seule
colonne; 1l est donc de la forme

Z Bh H' (':c/l’ Ly );

h .

I'indice / ne pouvant prendre la valeur r + ¢, et les coefficients By étant indépen-
dants de z, ;. Le produit de ces deux mineurs est donc lui-méme de la forme

~
}‘ Cj,/,_H(.Z',-_H', xj) H' ('z'h’ xr’+i);
Jyh

les indices ; et & étant différents de r +- ¢, et les coefficients C; , étant indépen-
dants de z,,;. L’intégrale multiple d’un produit de cette forme est nulle, car, si
l'on commence par une intégration relative a la variable Zryiy le résultat de cette
premiere intégration est nul. On a en effet, par hypothése, quels que soient z;

et xy,

b
f H(s, 2;) H (zp, s) ds = o.

Il s’ensait que 'intégrale multiple de ¢ se réduit a l'intégrale multiple de son
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premier terme, et 'on a

b b
(37) / f Sdw,.. .dx,
a a
b b b b
=/ . / H<x“.“’xr>dxl‘“dxr></ .“/ Hr<x"+"""xp>d.r,.“...dxp.
. Ja Liy ooy Ty S o Lpygs ooy Tp

Il y a en tout C/, déterminants analogues 3, mais tous ces déterminants donnent
dans Pintégration le méme résultat. En effet, on peut amener les r colonnes qui
renferment la fonction H i étre les premiéres, a condition de ramener a la méme
place les lignes correspondantes. Cela fait, le nouveau déterminant ne différe de 8

que par une permutation dans les indices, et il est clair que l'intégrale multiple

aura la méme valeur.
Désignons, comme plus haut, par &p, o), A, les coelficients de AP dans

D(— %), D/(— ), D’(— 1) respectivement. On a, par exemple,

b b Wb
1 Lyy Loy «o.9Lp
u)\,p:_T/ / / H< TR ’ >dxldx2...dxp,
P J. S B Ly Loy ooy Tp
et de méme pour les autres, de sorte que I'égalité (37) peut s’écrire, d’une fagon

plus abrégée,

b b b
37) fff ddx,dx,...de,=rl(p—r)l Ardop_,.

Nous avons donc, d’aprés cela, la relation générale,

plo, =pla,+...4+ Corl(p —r)l dpdpp 4. .+ pl by,

ou, en divisant par p!,

CR‘J;,: a}\‘)p+ o .. o,‘l‘-),-ulolp_,.“‘_. P Jb;,,
ce qui montre bien que le coefficient de 3 dans D"(—}) est égal au coefficient
de A7 dans ®(— 1) ®'(— 1). La proposition énoncée est donc établie.

Si la relation (34) était vérifiée identiquement, et non la relation (35), il n’y
aurait qu'a répéter les mémes raisonnements en remplacant les lignes par les co-

, . L1y Tay oo 0y X
lonnes dans le déterminant H” 7.
L1y Loy o009 Xp

11. Tatorime II. — Si les deuzx noyaux H(z,y),H (=, y) sont orthogonaux
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on a la relation

"z, ¥ k) (2, y;h) | I (z,y;])
3 — ’ b .
(38) D700 D) T D

Nous allons encore calculer I'intégrale multiple

Ab b b
Ly Ty ooy Xy
/ / / H”< dry dz,. . .dz,.
a *a a Y. L1y vy Tp B

Ly Xy oy Ty

Le déterminant H” ( > est la somme de deux déterminants A, A/, le

Yy &ty ooy Tp
premier A ayanl pour expression

H(z,y) H(x,z,) +H(z, 2) .. H(z,zp) +H (2, x,)
A H(z,y) H(z,z) +H (z,2) ... H(x,zp) +H(xy,2,)

...................................................

H(xp,,y) H(zp, z,)+H (zp, 2) ... H(zp, zp) +H' (), x,) |

et le second A se déduisant de A en remplacant H par H' dans la premiére
colonne.

Le déterminant A est, comme tout & I’heure, la somme de 27 déterminants
partiels, et le calcul de I'intégrale multiple

[ [ st

se raméne encore au calcul de l'intégrale multiple

b b b
ff f ddz,dx,...dxp,

§ étant un déterminant de la forme

H(x,y) H(zx,z,) ... H(z,x,) H(z, ;1) ... H(x,zp)
H(xh)/) H($1,.’L‘,) .. H(z, ) H' (z,, ,4+1) Hl(xhxp)

....................................................

d=| H(zyy) H(z,, z,) ... H(=x,,x,) H (z,, 2,41) ... Hi(x,z)p)

H(z,,y) H(zppy,z) ... H(xpy, @) H (Ziyy 2rey) ... H(@re,2p)

H(zp,y) H(zp, z,) .. H(zp, x,) H'(2p, zprr) oo H(@p )
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En reprenant les raisonnements du numéro précédent, on voit que, si la rela-
tion (35) est vérifiée identiquement, l'intégrale multiple

A0 b b
‘/ f f dodx,dx,...dr,
a a a
se réduit au produit

b b b

Ly Xyy ooy Xy
/ / / H< dz,y...dz,

a v a a y’w”""xl'

b b b
Lpity ooy Lp

></ / / H.’< Azyyy...dr,.

a « " Lrity o9 Tp

En désignant par ,, W, W), les coefficients de w dans Je(z,y; —A),
3/ (z,y; —X), 3"(2,y; — k) respectivement, on a donc, en définitive,

b b b
ff .../-Adxl...a’.c,,

=pldf,hg+. ..+ Corl(p—r)ldo,_ Wb 4. .4 plib,.

Tout pareillement, si la relation (34) est vérifiée identiquement, on a

b b b
ff f Adz,...dz,

=pldop Wy 4.4 Corl(p—r) dop_p b 4. ..+ plab),.
Ajoutons ces deux relations membre & membre et divisons par p!, il vient

Wop = dop, by . . A= Rofy Vbt AU,

A+ dop Wby . opp bl L Vb,

La premiére et la deuxiéme ligne du second membre représentent respective-
ment les coefficients de AP dans les deux produits

D'(—4)H(z,y5—12), D(=2)K(z,y;—h).
On a donc, en changeant X en — 1,
' (2, y;0) = (2, y; 1) D'(1) + ' (2, y; 1) D(X);

il suffit de diviser les deux membres de cette égalité par le produit D (1) D’(1), en
tenant compte de la relation (36), pour obtenir le résultat énoncé.
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12. La relation (38) s’écrit encore
(38)’ Pz, ys M =T(2,y;0) +T' (2, y; 1),

T, I, 1" étant les noyaux résolvants relatifs aux trois noyaux H, H', H" respec-
tivement. '

Cette relation est applicable 4 deux noyaux orthogonaux quelconques H, H',
bornés ou non bornés, et se démontre trés facilement en partant des développe-
ments en séries entieres des trois fonctions I'(z,y; 1), I'(z, y; 1), I"(x,y;N).
Etant donnés, en effet, deux noyaux orthogonaux quelconques H(z, ) et H'(z, y)s
considérons les deux suites de noyaux déduits de H(x,y) et de H'(z,y) par des
1térations successives. Deux noyaux quelconques, pris respectivement dans
chacune de ces suites, sont toujours orthogonauz.

Des deux équations

b oAb b
H®) (2, 3) :f f f H(z, ¢,) H(4,t) ... H(tp—y, y) dt, coodty_y,
b b b
H' 9 (x, y) :/ f .. / H' (z, u)) H' (g, ws). . W (ugy, y)duy...duy
on tire, en effet,
b
/ H» (2, s) H' (@ (s, y) ds
“ b b
:f .. f H(z, ¢,).. H(tp_y, s) W' (s, wy).. . B (ug_y, y)dsde,...du,,,
et, en commencant 'intégration par rapport a la variable s, il vient aussitét
b
(39) f H®) (2, s) H'(9) (s, y) ds == 0.
On démontrerait de méme qu’on a identiquement
b
(4o) [ s,y (2,5 ds =o.

On conclut de la que les deux noyaux I'(z, y; k) et I'(2, ); A) sont eux-mémes
orthogonaux, quel que soit A,

b
(39)' f T{z,s;0) I"(s,y; \)ds = o,

o
(4o)’ f I'(z,s; )T (s,y; ) ds —o.
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Soit H"")(z, y') le rime noyau déduit par itération de
H'(z,y)=H(z, y) + H'(z, y).

Au moyen des relations (39) et (40), on démontre sans peine qu'on a, quel que

solt r
’ H") (2, y) =H" (2, y) + H' ") (2, ),

d’ou résulte la relation annoncée (38).

13. Les deux théorémes précédents donnent lieu a un certain nombre de corol-

laires.

Corollaire I. — Soient H,(x,y), ..., Hy(z,y) un certain nombre de noyaux
orthogonaux deux a deux, et H, (2, ») le noyau égal & leur somme

HP+1:H1+' «o H,,-
Entre les noyaux résolvants correspondants on a la relation
(41) Tpy=T+...+T,.

St les noyaux H; sont bornés, on a de plus, entre les fonctions déterminantes

de Fredholm, la relation

(42) Dy (M) =D, (})...D,(}).

Corollaire II. — Si, par un moyen quelconque, on a décomposé un
noyau H(z,y) en un certain nombre de noyaux /i.(x,y), hy(z,y), ...,
hp(2, y) orthogonaux deux a deux, la formule (41) montre qu’on saura résoudre
I'équation de Fredholm pour le noyau H(z,y), si on sait la résoudre pour
chacun des noyaux A;(x, y).

Corollaire IIl. — Si les noyaux Ay, h,, ..., hp sont bornés, la relation (42)
montre de méme que tout nombre fondamental relatif au noyau H(z, ) est un
nombre fondamental pour 'un au moins des noyaux /f,, hs, ..., hp, et inverse-
ment.

On peul obtenir une proposition a la fois plus précise et plus générale au moyen

du lemme suivant :

Lexse. — S0 H, (2, y) et Hy(x, y) sont orthogonauz, toute fonction fon-
damentale o(x) relative au noyau H,(z,y) satisfait a la relation

b
/ H;(z,s) ¢(s)ds=o.

Fac. de T., 2* S., X. 5
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Soit o(z) une fonction fondamentale pour le noyau H, (z, y). De la relation

N
cp(s)::c/ H,(s,¢) o(t)dt

on tire, en effet,

b b oAb
f Hz(x,s)cy(s)ds:cf/\Hl(x,s)ﬂg(s,t)q(t)dtds
b b
:cf cp(t)dt/ H,(z,s) Hy(s, t)ds =o.

Cela étant, soient y;(x,y; 1) et ['(z, y;)) les noyaux résolvants relatifs aux
noyaux hi(z,y) et H(z, y),

H(z,y)=lh(2,y)+...+ lhp(x,)).
Les noyaux %;(z, y) étant orthogonaux deux & deux, on a
T(z,y; M) =y(2, ¥ 0) +.. .4+ 7p(z, 55 1),

ce qui prouve que tout pole de I' est un pole pour 'une au moins des fonctions 7;.

Inversement, soient ¢ un péle de v,(z, y; 1) par exemple, et v(x) une solution

de I’équation
b

o(x) = cf hy(z, s) o(s) ds.
D’apres le lemme précédent, cette fonction o () satisfait aux p —1 relations
b
O:Cf hi(z,s)o(s)ds (i=2,..45p)
et, par suite, & la relation obtenue en les ajoutant a la premiere
b
o(@)=c [ H(z,)o(s)ds.

Done tout nombre fondamental relatif & ’un des noyaux hi(z,y) est aussi
un nombre fondamental pour H(z, y), et toute fonction Sfondamentale pour
le noyau hi(z,y) est aussi une fonction fondamentale pour le noyau H(z,y).

Il peut, d’ailleurs, arriver qu’un méme nombre fondamental appartienne a plu-
sieurs noyaux différents A;(z, y).
Remarquons aussi que les nombres fondamentaux sont les mémes pour les
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deux équations homogénes associées
.6
o(x) = cf H(z,s) ¢(s)ds,
a

b
Y(z)= cf H(s, )y (s) ds.

III.

14. Nous allons appliquer le théoréme 1 a I'étude des fonctions fondamentales
dans le cas d’'un noyau borné.

Soit ¢ une racine d’ordre n de 1'équation déterminante D (%) =o, provenant

d’un noyau borné H(xz,y). A cette racine ¢ correspond toujours une fonc-
tion o, (z) différente de zéro (n° &), satisfaisant a la condition

b
(43) ar(@)=c [ H(z,5)0(5)ds.

“a
A cette fonction o, (x) associons une autre fonction =, (z) telle qu’on ait
b
(44) I:Cf @, (s) ™ (s)ds,
a
ce qui peut, évidemment, se faire d’une infinité de maniéres. Si ¢ est une racine
réelle, la fonction ¢, (x) peut aussi étre supposée réelle, et 'on pourra prendre
m(z) =Co (x)

en déterminant la constante C par la condition

b
1= Ccf [@y(s)]* ds.

Si ¢ est imaginaire et de la forme o + By/—1, soit ¢, (z) = «(z) + v(z)y/—1
la fonction fondamentale correspondante, w(x) et ¢(x) étant réels; on posera par

exemple =, (x) = C[ «(x) — v(x)y/—1], et 'on déterminera la constante C par
la relation

b
I:CCf ;[u(s)]ﬂ—f—[v(s)]zg ds.

La_ fonction =, (z) ayant été choisie de fagon que la condition (44) soit véri-
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fiée, posons
(45) H(z, y) =o(x)m(y) + Hi(2, y);

d’apreés la facon dont on a choisi =, (), les deux noyaux h(x, y) =o(z) = (y)
et H,(z, y) sont semi-orthogonaux.
Nous avons, en effet,

b b
[(Hw e mnd=[ Bz, s—a@)ms] o) mly) d

b b
:f H(x7S)‘Pl(s)m(.}’)ds_‘Pi(x)ﬂx(.)’)f 7, (8) 91(s) ds

_a@my)  el@)my)
c c

La fonction déterminante (1) pour le noyau A(z, y) se réduit (n° 6) a un
binome du premier degré

’ A
l—)\f (Pl(s)“l(s)ds::[_&_.

Par suite, si D, (%) est la fonction déterminante relative au noyau H, (2, ), on
N A . s
a D(A)=D, (A)(l — E>’ d’apres le théoréme I.
Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

Tutoreme 1ll. — Soient ¢ une racine de U’équation déterminante D()\) = o,
o((x) une fonction fondamentale correspondante, = (x) une autre fonction

telle qu’on ait
b
IICf @1(8) m (s)ds;

si Lon pose H,(z,y)=H(z,y)— o (2)m(y), la fonction déterminante
D, (}), relative au noyau H,(z, y), a pour expression

DO

N

(46) Di(2) =

—
PR
.

Remarque. — Pour que les deux noyaux o,(z) = ()) et H,(z, y) fussent

complétement orthogonaus, il faudrait qu'on eiit aussi

2 0
[ s s ds=o,



RECHERCHES SUR LES EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES. 37

c’est-a-dire

b b
[ Hs pm@ds= [ @ ne)me) d,
ou encore, d’apres la condition (44),
b
cf H(s, y)m (s)ds=m (y)-

On voit que =, (z) devrait étre une solution de l'éguation homogéne asso-
ciée

b
nl(x):cf H(s, z) 7t (s)ds

mais rien ne prouve, @ priori, qu’on puissc trouver une solution de cette équa-
b
tion telle que 'intégrale / ¢y (z) m (x) dz ne soit pas nulle. Nous verrons méme

«

lus loin que cela n’est pas toujours possible.
p q p ] p

15. Si ¢ est racine simple de I'équation D(X) =0, ¢ est un péle simple de
I'(z, y; ) et nous avons vu plus haut.(n* 8) que si 'on remplace y par une con-
stante numérique y, dans le résidu B(z, y) relatif a ce pole, cette constante étant
telle que B(x, y,) ne soit pas identique_me'nt nulle, o, (z) = B(z, y,) est solution
de I'équation (43).

Toute autre solution de I’équation (43) est de la forme Co,(z), G étant con-
stant. Soit, en effet, ¢(2) une solution quelconque de 'équation (43); =, () ayant
la méme signification que tout 4 P'heure, choisissons la constante C de facon qu’on
ait

b
f [CP(S)_C(PI(S)]TH(S)[[S:()_
La différence 8(x) = ¢(z) — Co, (z) satisfait alors aux deux conditions

b
o(x) = cf H(z, s)d(s)ds,

b

f T (8)0(s) ds = o.

a

On a, par suite,

b
o(x) _—_cf [H(z, s) — o (2) 7, (s)](s) ds,
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et, par conséquent, 3(x) = o, puisque la fonction déterminante D, (%), corres-
pondant au noyau H,(x, y), ne s’annule plus pour A =c. En résumé, & une
racine simple )= c de D().) = o correspond une seule fonction fondamentale.

Ceci prouve que, quand on fait varier y dans la fonction B(z, y), cette fonction
est simplement multipliée par un facteur indépendant de z. Nous verrons, en

effet, un peu plus loin que B(z, ) est le produit d’une fonction de x par une
fonction de y.

16. Prenons maintenant le cas général ou ¢ est une racine multiple d’ordre n
de D(2) (n>1). Apres la premiére transformation

H(z, y) =g (x)m(y)+ H(z, y),

¢ est racine d’ordre n — 1 de la nouvelle équation déterminante. Par conséquent,

il existe encore une fonction 9,(x), différente de zéro, satisfaisant a I'équation
homogéne

b
Q)= cf H,(x, s)o0,(s)ds;

a cette fonctien o,(z) associons de méme une autre fonction =,(y) telle qu’on
ait
b

1= c[ 0y(8) T2 (s) ds

a

et posons .
Hi(z, y) = 0:(x) ms(y) + H,(z, y).

La fonction déterminante Dy (%), correspondant au noyau H,(z, y), est égale &

D,(}) D(})

7 A

I— = 1— —)

c =2
si n> 2, 'équation Dy (h) = o admet encore la racine ¢, et a cette racine corres-
pond une fonction ¢, (z), différente de zéro, satisfaisant a la relation

b
@3(1'):Cj Hy(z, 5) 05(s) ds.

Au moyen de ©3(x), on peut procéder a une nouvelle transformation, et ainsi
de suite. 1l est clair qu’aprés n opérations de ce genre on arrivera a un noyau
H,(z, y), pour lequel la fonction déterminante correspondante D, () est égale a
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On aura employé dans cette suite d’opérations les noyaux successifs
Ho(‘T’ y):H('ry y)’ Hl(l‘,,}’), ey Hrz-—l(xy ,)/)9 H,,,((I‘, J’)

et les 2 n fonctions ¢;(x), mi(z), liées par les relations

b
o@)=c [ Hi(x, 5) ouls) ds

13 \
= cf 0:(s) i () dls \

H,, (“")’) =o;(z)m(y) +Hi(z, y) .

(i=1,2, ..., n).

La fonction o;(z) est une fonction fondamentale pour le noyau H;_i(z,)),
mais elle n’est pas, en général, une fonction fondamentale pour le noyau primitif
H(z, y). Pour voir le réle de ces fonctions, examinons le cas ou n= 2. Nous
avons alors deux fonctions ¢, (), ¥2(z), vérifiant respectivement les deux rela-
tions

b
a@)=c [ H(@)0s)ds,

b
os(x) = cf H, (2, s)¢,(s)ds,
ou

H(z, y) = 0. (2)m(y) + H,(z, y).

Les deux noyaux ¢, (z) = (y) et H (2, y) étant semi-orthogonaux, on a (n°14)
b
[ Bz, )0 (s)ds =0,

ce qui montre que les fonctions v, et v, sont linéairement distinctes. Calcu-
b

lons f H(z, s)o:(s)ds; ona

b b b
fH(x,s)q)g(s)ds:f H,(.r,s)cpz(s)ds—t—/. oy (@) T (8) Pa(S) ds

b
— 92(x) + <Pl(x)f T (8) 02(s) ds,

c

ce qui peut s’écrire

20
oa(@) + Coi(@)=c [ H(w, s)9(s)ds,
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C désignant un coefficient constant

b

C :cf 71 (8) @2 (8) ds.

a

On voit donc qu’a wne racine double ¢ de D () correspondent deux fonc-
tions linéairement distinctes o,(x), 9:(x), vérifiant les relations

b
g ei@)=c [ H(z,s)o(s)ds,

(47 ¢ "b
( oa(@) +Cor () =c [ W(z,5)ga(5) s,

-

C étant un coefficient constant (qui peut étre nul).

Posons, pour abréger, -

b
Sg(a)= [ H(x,s)gls)dss

nous sommes conduits par induction & la proposition générale suivante :

Tutorime IV. — Si ¢ est une racine multiple d’ordre n de Uéquation déter-
minante D(X)=o, il existe n fonctions linéairement distinctes, @,(z),
02 (), ..., ou(x), satisfaisant aux n relations suivantes, ou les coef-
JSicients 2z sont constants,

CS<P1 (x):CPl’
cScpz(x) = Ota1 Py -t Oy,
(48) ¢ Sy (@) =03 O+ A3y O3+ D3,
A ,

\ cs(?,z($):a1115,171+9(1;2@2+. c o Pae

Le théoréme étant vrai pour n =1, et pour n = 2, il nous suffira de montrer
que, s’il est vrai pour une racine multiple d’ordre 7 —1, il est encore vrai pour
une racine multiple d’ordre n.

Soit ¢ une racine d’ordre n de D()X) = o; aprés la transformation

H(z, y) =9(2) = (y) + H(x, »),

I’équation D, (X) = o admet la racine ¢ au degré (n —1) de multiplicité. La pro-
position étant supposée établie pour une racine multiple d’ordre n — 1, il existe
(n—1) fonctions linéairement distinctes 9,, 93y ...y Pn satisfaisant aux rela-
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tions
s 651@2:@2, \
_— b
(49) CSips = ot f Sip=[ Hu(x, 9) o () s
P eS8 0n=tpPa+...+ cpn,\

Or, on a, d’une fagon générale,

b
Sf<x>:81f<x>+qm<x>f 7 (5) f(s) ds;

remplagons successivement f(x) par ©,(x), ®3(x), ..., p»(x); nous trouvons,
en multipliant par c,

b
csc?zzcsi‘?z"‘c%f T, (8) s (8) ds = oty 01+ @,
b
CS%:CS,CP,,—FC(P,f T, (8) @3 (8) ds = o134 @y + gy @2+ @3,

(50) a
b
csc?llzcslq)ll+ C<P1f TE[(S) (PIL(S) dS: anlcpl_l“ anZ(P2 +..0+ q’n’

\ a

13

a“:c‘/ T(8) 9i(8)ds (i=2,3,...,n)

a

Si I'on ajoute aux relations (50) la relation
¢S Oy = 94,

on obtient bien un systeme d’équations de la forme (48).
Drailleurs, les n fonctions o), ®2y ...y 9p sont linéairement distinctes. En effet,
s'il n’en était pas ainsi, on aurait une égalité de la forme

=A@ +...+ A0 (Aiz% o0, iSn),

les coefficients étant constants, puisque par hypothése les fonctions D2y Py +eey $n
sont linéairement distinctes.
De cette relation on déduit

Si01= A8y +...+ A;S,9,= o,

et les formules (49) montrent que o; serait une combinaison linéaire des fonctions
®2y P35 ..., Piy. Le théoréme énoncé est donc établi.
Fac. de T., 2 S., X. 6
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17. Lorsque le noyau H(z, y) est réel, ainsi que la racine ¢, il est clair qu’on
peut supposer réelles toutes les fonctions ¢y, @s, ..., @,, car on peut effectuer
toutes les transformations indiquées sans introduire d’imaginaires. Lorsque c¢ est
imaginaire, le noyau étant réel, les fonctions ¢, ©,, ..., 9, contiennent nécessai-
rement le symbole /— 1.

En réunissant les fonctions provenant des racines conjuguées de D(1), on
obtient des fonctions réelles satisfaisant a des relations un peu différentes des rela-
tions (48), ol ne figure aucun coefficient imaginaire. On peut aussi obtenir ces
formules directement en procédant comme il suit.

Soient ¢ == 2 -+ 8/—1 une racine imaginaire de D(}) = o, u(x) + ¢(2)y/—1
une fonction fondamentale correspondante, u(z) et ¢(z) étant des fonctions
réelles et distinctes. La relation

b
u(w)—l—v(x)\/—_lz(a—i—ﬁ\/:)f H(x, s)[u(s)+v(s)\/:st

est équivalente aux deux suivantes

. 34
‘ ocu(x)—i—ﬁv(x):(az—l—ﬁ’)f H(z, s)u(s)ds,
(51) d ‘.
? —Bu(z)+av(zx)=(a*+ 6‘3)f H(z, s) ¢v(s)ds.

Cela posé, cherchons a déterminer quatre constantes A, B, G, D, de telle fagon
qu’en posant
h(z, y)=Au(z)u(y)+Bu(z)e(y)+Co(x)u(y)+ Do(2)v(y),
on ait les égalités
b
au(z)+ pv(x)=(a+ ﬁﬁ)f h(zx, s) u(s)ds,

(52) b
—Bu(z)+av(x)=(a*+ Bz)f h(z, s) v(s)ds,

¢’est-a-dire, sous forme abrégée,

b b
\fk(x,s)u(s)ds:f H(z, s)u(s)as,

(521) (‘ ﬂb ab
'/h(w,s)v(s)a’s:f H(x, s)v(s) ds.
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- Les constantes A et B, par exemple, doivent satisfaire aux deux équations

b . b
(a’-{—ﬁz)[Af u’(s)ds+3f u(s)v(s)ds]:a,

b b
(“2+132)[Af u(s)v(s)ds—i—Bf v’(s)a’s] =,

dont le déterminant n’est pas nul, d’apres l'inégalité de Schwarz; C et D s’obtien-

Jinéaires

dront d’une facon analogue.
Ayant ainsi formé A(z, y), posons

H(z, y)=h(z, y)+Hi(z, ¥);

les deux noyaux h(z, y) et H,(z, y) sont semi-orthogonaux. Nous avons, en
effet,

b b b
[ B by ds= [ B, 5) h(s, ) ds — [ a1 i, 3 ds,
et, comme % (s, y) est linéaire en wu(s) et v(s), on a, d’aprés les relations (52'),
b b
f H(z, s) i (s, y)a’s:f h(z, s)h(s, y)ds.

Soient d()\), D,()) les fonctions déterminantes relatives aux noyaux 4(z, y),
H,(z, y). On voit immédiatement, d’aprés les relations (52), que les racines

de d()) sont &+ B\/—1, « — By/—1; on a donc (n° 6)

2aA A2

d(M)=1— prepcr + pepcE

et, par conséquent,

20\ A
DM=D,(})|1— .
() l() a2+62+0¢2+ﬁ2

Sia-+ By —1 et o —By/—1 sont deux racines conjuguées, d’ordre n de mul-
tiplicité, de D(X)=o0 (n>1), elles sont encore racines d’ordre n — 1 de D;(A)=o.
En reprenant les raisonnements du précédent paragraphe, on arrive a la conclu-
sion suivante :

A deux racines imaginaires conjuguées, « + 3/—1 et a— By/— 1, d’ordre n
de multiplicité, de 'équation déterminante, correspondent 2n fonctions réelles
u;(x), v;(x), linéairement distinctes, satisfaisant a des relations de la forme

(((P+PLHSu(x)= au(z)+Bo(x)+...

53
(32) ? (a2 +B)S vi(x) =— B w(x) + av;(x) +...

(i=1,2,3,...,n),
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les termes non écrits dans les seconds membres étant des combinaisons linéaires,
a coefficients constants et réels, des fonctions uj(x) etv;(x), d’indice inférieur a 7.

18. Revenons au théoréme général du n° 16, pour démontrer la réciproque.

Tatorime V. — S’il existe n fonctions linéairement distinctes o (),
©2( &), - .., a(x), satisfaisant a des relations de la forme (48), c est racine de
Uéquation déterminante d’un ordre de multiplicité au moins égal a n.

Le théoréme étant exact pour n =1 (n° 8), il nous suffira encore de montrer
que, s’il est vrai pour un systéme de (2 — 1) fonctions, il est encore vrai dans le
cas de n fonctions.

Supposons donc qu'’il existe un systeme de fonctions o,, ..., 9,, linéairement
distinctes, vérifiant les relations (48). La premiére de ces relations prouve que ¢
est racine de D(1), et que ¢, (x) est une fonction fondamentale correspondant a
cette racine. Associons-lui, comme plus haut, une fonction =, (z) telle qu’on ait

b
Cf oi(z) m(z)de =1,

et posons
H(z, y) =oi(x)m(y) + Hi (2, »);

nous avons vu qu’on a

D)= (1= 1) D,

D, (}) étant la fonction déterminante relative au noyau H,(z, y). Il nous suffira
donc de prouver que D, () est divisible par (A — ¢)*~*. Posons pour cela

‘Da(“’):%(%‘)‘*‘cz%(ﬁ)y crty (Dn(x)chn(x)_l_cncpl(x)y
C,, G, ..., C, étant des constantes, et calculons S, ®,, ..., S;®,. On a
b
51@2281%‘*‘(:251‘?1:5‘?2— [ @1 () T (8) @2(s) ds,
puisque (n° 14)

S, ¢; =0,
et, par conséquent,

b
¢S5, ®,=cSq,— cq),(x)f () 9a(s) ds

= @(x) + 9, () l:azi—cf

b
=0, () + ¢ (@) l:o‘zi—cj Ty ($) pa(s) ds — Cz]'

b

77:,(s)<p2(s)ds:|

a
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La constante C, étant choisie de fagon & annuler le coefficient de ¢, (x), il reste

la relation
¢S, 0, = @,.

On a de méme
b
S:‘I’;;:Sﬂps—-CsS:%:SCPs—CP:(x)f 71(5) 9 (5) ds,

et, par suite,
b
cSid)3:cSq)3—-ccp,(x)f T, (8) @3(8) ds
“ 20
:cp;,(x)-l—oc;,,cp1(x)+oc32{02(x)—ccpl(w)/ T, (S) 93(s) ds .

b
:(Da"cs%"’“si%‘i‘ 0‘32((1’2—02(?1)—0?1(37)/ 7Ti(-")CPs(s)ds

b
=®;+ o3, Dy + 0, [“31“‘ o350y — Gy — Cf () %(s)ds] .

Choisissons C; de fagon a annuler le coefficient de ¢,(z); il restera
¢S, P, =Dy (x) + o3, Py ().

En continuant ainsi, on déterminera de proche en proche les coefficients C,, ...,
Cp, de fagon que les (n — 1) fonctions ®,, ®s, ..., ®, vérifient (n — 1) relations

de la forme
cSld)i: q),'—}— B,’gq)g—I-. .o+ 6i,i——1d)i—1'

D’ailleurs ces (n-—1) fonctions sont linéairement distinctes, comme @y,
¢3, «+.y ¢n. La propositioh étant admise pour (n — 1) fonctions, D, (A) est divi-
sible par (A — ¢)"~1, et, par conséquent, D(}) est divisible par (A — ¢)~.

Il est clair, d’autre part, que D () peut étre divisible par (A — ¢)**™ m étant
un nombre entier positif.

19. Toute combinaison linéaire a coefficients constants des n fonctions o, (x),
¢2(2); - ..y Pa(x), définies au n° 16, sera appelée une fonction principale, cor-
respondant au nombre fondamental ¢. Tout groupe de n fonctions principales
linéairement distinctes est un groupe principal.

Soient ®,, ®,, ..., ®, les n fonctions d’un groupe principal

(I):Aix(P1+Aiz‘Pz‘f'-n"—AmCPn (i:l,2,...,ﬂ),

les A;x étant des coefficients constants dont le déterminant est différent de zéro.
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On a
SO, =A;So,+ ASo,+...+ AinSo,,

et, par suite, les n formules (48) sont remplacées par n formules

s csq)l:“ud’l*i'“md’g-!—...-l— o, D,
(54) ) CS‘D“z:9‘21‘1)1"‘0‘22(1)2—*-...4—0(2,,([),,,

........... ettt ey
( CS(I),,,: o‘nld)i_“an2d)2+"-+a/md)n;

le déterminant caractéristique de la substitution linéaire précédente

ay—r dyy ... Ain
Xay Ogg— 1" ... Xan
A(r) —
Any Xna L Xpp— 7T

se réduisant & (1 — r)~.

Lorsqu’on a choisi n fonctions principales distinctes de fagon que les formules
générales (54) aient la forme particuliére (48 ), nous dirons que le groupe principal
formé par ces n fonctions est un groupe normal. Nous avons commencé par
démontrer I’existence d’un groupe normal particulier, mais il y en a évidemment
une infinité d’autres, puisqu’'on peut ramener d’une infinité de maniéres les for-
mules qui définissent une substitution linéaire, dont le déterminant caractéristique
est (1 —r)", 4 la forme réduite (48).

Les propriétés précédentes caractérisent les fonctions principales. Supposons,
en effet, qu'il existe p fonctions linéairement indépendantes u, (z), uUs(Z)y .+ ey
up(x), satisfaisant aux p relations

‘ eSuy () =Bty + Big ttg+. ..~ Byp p,
(55) Csu2(x)2621 lh‘f‘ﬁgzug—'—...ﬂ—ﬁgpllp,
\ CSltP(x):ﬁpiul+5p2u2+-'-+ﬁppup,

le déterminant caractéristique de cette substitution linéaire se réduisant  (1— r)p.
Ces fonctions u,(x), ..., up(x) sont des combinaisons linéaires ¢ coefficients
constants des fonctions oy, ¢ay ..., Op.

En effet, puisque le déterminant caractéristique de la substitution linéaire (55)
est égal & (1 — r)?, on peut déterminer p combinaisons linéaires distinctes a coef-
ficients constants des fonctions w,, u,, ..., up, telles que les formules (53) soient
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remplacées par les sulvantes :

cSU, =0,
(55), CSUz = 721 U1+ Ug,
' CSUP:yP1U1+YP2U2+"‘+UP’

les coefficients y;; étant constants.

Si U, (z) n’était pas une combinaison linéaire de ¢y, 92, ..., ®n, €n ajoutant
la premiére des relations (55) aux formules (48), on aurait un systeme de
(n 1) relations de méme forme, avec (n +1) fonctions distinctes @y, ..., 9, Uy,
et on en déduirait, d’aprés le théoréme V, que D (%) est divisible par (A — c¢)"*!,
contrairement a 'hypothése. Donc U, (z) ne peut étre distinct des fonctions o,,
%2, ..., ©n. En prenant ensuite la seconde des relations (55), et ainsi de suite, on
démontre de proche en proche que toutes les fonctions U;(z), et, par conséquent,
toutes les fonctions u;(z), sont des combinaisons linéaires a coefficients constants
de 9y, P2y + vty Gne

11 résulte de la que p ne peut étre supérieur a n. Si p = n, les fonctions u,,
Uz, ..., U, forment un groupe principal. Si p est plus petit que n, nous dirons
que &y, Uy, ..., Up forment un sous-groupe principal.

20. En définitive, les formules (48) peuvent étre considérées comme définis-
sant une substitution linéaire dont le déterminant caractéristique est (1—r)".
Tous les résultats de cette théorie classique peuvent donc étre appliqués & la ques-
tion dont il s’agit. En particulier, on voit qu’en choisissant convenablement les
fonctions principales, on pourra ramener les formules (48) & une forme canonique
simple. On choisira pour cela r groupes de fonctions principales (157 <n), les
w fonctions d’un méme groupe vérifiant des relations de la forme

CScpl = ¢y
cS ey = ¢+ ¢y
(56) cS ;= ¢y + 93,

| CSCPP-: SDP‘_I -+ (Pp,-

Cette réduction peut étre, en général, effectuée d’une infinité de maniéres, mais le
nombre des groupes est un invariant de la substitution linéaire.

La réduction étant supposée effectuée, le groupe principal ainsi obtenu sera dit
un groupe canonique. Un groupe canonique se partage d’aprés cela en un certain
nombre de sous-groupes, n’ayant aucune fonction commune, vérifiant des rela-
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tions de la forme (56). Chacun de ces sous-groupes est un sous-groupe cano-
nigue.

Toute fonction fondamentale ®(z), correspondant au nombre fondamental ¢,
satisfaisant & la relation

cSP(z) =P0(x),

est une combinaison linéaire & coefficients constants arbitraires des premiéres
fonctions de chaque sous-groupe canonique. Par conséquent, le nombre des fonc-
tions fondamentales distinctes, correspondant & une racine c de ’équation
D (%) =o, est égal au nombre des sous-groupes canoniques.

Ce nombre peut varier de 1 & n, comme 'a démontré M. Fredholm d’une autre

facon, n étant le degré de multiplicité de la racine ¢ de I'équation déterminante

D(})=o.

21. Les résultats se simplifient heaucoup dans le cas déja étudié par M. Hilbert
et M. Schmidt, o le noyau H(z, y) est symétrique en z et y.

Soient ¢(x) et ¢(z) deux fonctions quelconques intégrables dans l'inter-
valle (a, &). L'intégrale

b

=] [e¢(z)S¢(z) —Y(z)S ¢(x)] dw,

«a

peut se mettre sous forme d’intégrale double

b b
[:fa],, H(z,) [9(2) $(s) —4(2) ()] ds -

Si I'on associe deux a deux les éléments de cette intégrale double qui corres-
pondent aux deux systémes de valeurs (z =2/, s=1s') et (z =1+, s=2'), on
voit immédiatement que la somme de ces deux éléments est nulle, puisque
H(z', s’y = H(s/, '). On a donc la relation générale, quelles que soient les fonc-
tions intégrables o (x) et ¢(x),

b
(57) f [e(2)Sd(x) —Y(2)S ¢(z)] de=o.

Cela étant, supposons que o(z) et J(x) soient deux fonctions fondamentales
correspondant & des nombres fondamentaux différents ¢, ¢’, de sorte qu'on ait

cSo(z) =9¢(x), c'S{(z)=y¢(x);
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la relation (57) devient dans ce cas, en multipliant par cc/,
b
(c=<) [ o(@)d(x)dr,

et comme c est supposé différent de ¢/, on a donc

N
(58) f o(z)Y(x)de=o.
va

Nous dirons pour abréger que deux fonctions o(x) et §(x), satisfaisant a la
relation (58), sont orthogonales; nous voyons, par conséquent, que si H(z, y)
est un noyau symétrique, deux fonctions fondamentales, correspondant a des
nombres fondamentaux différents, sont orthogonales.

De cette proposition il résulte aussi que les nombres fondamentaux, pour
un noyau symétrique réel, sont tous réels ('). Supposons, en effet, que

o+ By —1 (B2 0) soit un nombre fondamental, et soit «(z) + ¢(z)y/—1 la
fonction fondamentale correspondante. Le noyau H(z, ) étant réel, a — 3/ —1

serait aussi un nombre fondamental, et la fonction fondamentale correspondante
serait u(x) — v(x)y/— 1. Ces deux fonctions fondamentales devraient étre ortho-

gonales et 'on aurait, par conséquent,
b
/ [ (x) + v2(x)] dx =o.
a

Tous les coefficients «;; des formules (48) sont nuls dans le cas d’un noyau
symétrique. En d’autres termes, & wune racine ¢ d’ordre n de multiplicité de
U’équation déterminante D())= o correspondent n fonctions fondamentales
linéairement distinctes (*).

(') Le théoréme a été énoncé d’abord par M. Hilbert. La démonstration donnée ici est
due & M. Schmidt.
(%) Le théoréme suppose le noyau H(z, y) réel. Prenons, par exemple,

H(z,y)=a+y+20V3zy =21+ M/iv)-{—-(l—i—iﬁx)y.
On a

/+1(|+iJ§s)2ds=o, V/_:ls(l+i‘/§s)ds=%

J_y 3

et, par suite,

‘/+‘H(x,s)(l+i¢§s)ds—_-(1+i.z' ;/g):z/-%,

+1 .
21X 2 .
Il H(a:,s)sals:-——‘/§ -+ §(1+lx‘/§);
Fac.de T., 2¢ S., X.

~J
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La proposition étant admise pour une racine multiple d’ordre (n—1),1l est
facile de montrer qu’elle sera vraie pour une racine multiple d’ordre n. Soient ¢ une
racine d’ordre n, o,(z) une fonction fondamentale correspondante. Aprés une

transformation
H(.Z’, )‘) = C C.Dl(‘r) f.Dl (.,y) -+ Hl (xy )/)a

la constante G étant choisie convenablement, le noyau H,(z, ) est encore symé-
trique et les deux noyaux H,(x, y) et Co,(2)%,(») sont évidlemment orthogo-
nauzx et non pas seulement semi-orthogonaux. Si le théoréme est vrai pour une
racine d’ordre (7 — 1), I'équation homogéne

b
o(x) :cf H(z,s)o(s)ds

admet (n — 1) solutions linéairement distinctes ¢,, @3, ..., 9,. D’aprés une
remarque antérieure (n" 13), ces fonctions sont aussi solutions de 'équation homo-
gene

b
9 (x) :cf H{xz,s) o (s)ds.

En leur ajoutant ¢,(z), on a bien n solutions distinctes pour cette derniére

équation.

Remarque. — On peut toujours trouver n fonctions fondamentales correspon-
dant a la racine ¢, qui soient orthogonales deux a deux. Soit, en effet,
®4y +++, ©y un systeme quelconque de n solutions distinctes de I'équation précé-
dente. Prenons ®,(x) =1»,(x) et déterminons les coefficients ¢,, ¢, ..., ¢y, de
fagcon que @, (x) soit orthogonale a chacune des fonctions

0(x) —ca@i(x), @3(x)—cz3o(x), ..., 0u(T)—cCroi(r),

ce qui est évidemment possible. On posera ensuite ®,(2) = 0. (x) — . @4 (), et
il est clair qu’en continuant ainsi on finira par obtenir un systeme de n fonctions
fondamentales orthogonales deux a deux.

En rapprochant cette remarque de la propriété d’orthogonalité de deux fonc-
tions fondamentales, correspondant 4 des nombres fondamentaux différents, on en
conclut que tout noyau symétrique H(x, yy fournit un systeme orthogonal de

on voit que 1+ ixy/3 et x forment un systéme de fonctions principales correspondant au

nombre fondamental %;
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Jfonctions, c’est-a-dire un systéme de fonctions
@l(x)’ (,’)2(.1‘), ceey <Pt‘(w), ceey

en nombre limité ou illimité, tel qu’on ait

b

[ w@on(mrde=0 (k).

a

22. Il n’existe pas de simplification analogue dans le cas d’'un noyau non symé-
trique. Il est facile de vérifier sur un exemple que les coefficients o des for-
mules (48) peuvent avoir des valeurs quelconques.

Prenons, en effet, le noyau suivant

H(x’ .)/) :Xl Pl(.,y) -+ X‘.’. pz(‘) B xn P/z(vy)y

X étant le p'*™° polynome de Legendre, P,(y), ..., P,(y) des polynomes en y
d’un degré marqué par leur indice, et supposons a=—1, b=1. La fonction D (%)
se réduit ici au déterminant (n° 6)

I—|—)\A“ )xA-“ “e )\A,”
AA + AA,, ... rA, +1
poy=| " 1T Cb o Ae=— Xue)Pu(a)de
e »
AA . AA,, A Y. W

On a donc Aj=o0, si {>h, de sorte que tous les éléments au-dessus de la
diagonale principale sont nuls, et il reste

_D()\):(l—l—)\A“)(l—l-}.An)...(I—i—)\A,”,).

D’autre part, on peut choisir les coefficients des polynomes Py, ..., P,, de
facon que les autres intégrales A;; (¢S /) alent des valeurs arbitraires données a
I'avance. En effet, les intégrales Ay, ..., A,, ne dépendent respectivement que

des coefficients du terme de degré le plus élevé dans Py, Py, ..., P,; les valeurs
des intégrales Ao, Aus, ..., A,_, , ne dépendent ensuite que des deux premiers
coefficients de P,, Py, ..., P, respectivement, et ainsi de suite. On pourra donc

déterminer de proche en proche les coefficients de ces polynomes, sauf les termes
constants qui restent arbitraires.
Supposons qu’on ait
1

A11:A22:' '-:'\nn:"—z’

de fagon que D(}%) = <| — %)”- Les n fonctions X, X,, ..., X, forment un sys-
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téme de fonctions principales correspondant a la racine c. Nous avons, en effet
d’aprés 'expression du noyau H(x, y),

)

+1

+1
f H(x,s)X,'(s)ds:/ [Xi Py (s) -+ Xo Py(s) +. ..+ X, Pu(s)] Xs(s) ds
—1 )

=—[AuXi+Ar i Xppg 4.+ AnX,]

(i=1,2, ...,n).

Ces relations sont bien de la forme (48) et, d’aprés ce qu'on vient de faire
remarquer, les coefficients qui jouent le role des oy peuvent avoir des valeurs
quelconques.

V.
23. Tout ce qui a été démontré jusqu’ici pour I'équation homogéne

b
qa(x):cf H(x,s)qo(s)ds

7

s’applique évidemment & I'équation homogéne associée
b
(39) q»uv):cf H(s, z) 4(s) ds.

La fonction déterminante D (}) étant la méme pour les deux noyaux H(z, y)
et H(y, x), si ¢ est une racine multiple d’ordre n de D(}), il existe n fonctions
linéairement distinctes. 4, (z), 4o (2), ..., 4, (x) telles qu’en posant

o
S'd(x) :f H(s, ) Y (s)ds,
les n expressions ‘

CS’!.Pl(x), CS'%(J?), sy cs,¢l¢(x)

soient des fonctions entiéres, linéaires et homogénes, & coefficients constants,
de &y, 42, ..., dn, le déterminant caractéristique de la substitution étant égal
a (1‘—1‘)”. Ces n fonctions ¢y, 4,, ..., 4, seront appelées les fonctions princi-
pales associées, correspondant & la racine ¢, et nous appellerons de méme
groupes principaux associés les deux groupes de n fonctions (¢4, @, ..., ®a) et
(b1, Y2, ...y ). Il peut d’ailleurs arriver qu’un certain nombre de fonctions
appartiennent a la fois aux deux groupes.

Pour étudier de plus pres les relations entre ces deux groupes de fonctions,
nous établirons d’abord quelques lemmes préliminaires.
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Levye 1. — Une fonction fondamentale associe (x), solution de l'équa-
tion (59), ne peut étre orthogonale & toutes les fonctions principales o,(x),

civy On (z).
Conservons les notations du n” 16; nous avons vu qu’en posant
H(x’y): @1 (x)ﬂ'i()/) +...+ an(x) Tfn(}’) -+ Hn(w’}’),

7 (¥); -+ mu(y) étant des fonctions convenablement choisies de y, I'équation
déterminante D, ()) = o, relative au noyau H,(#, y), n’admet plus la racine c.

Or nous pouvons écrire I'équation (59)

20

Y(z)y=c[ [o1(s)m(@)+. .+ 9,(8) M () + Huls, z)] y(s)ds;

si la fonction ¢ (z) était orthogonale aux » fonctions oy, @, ..., ¢y, il resterait

b

Y(x)=c| Hu(s,z)d(s)ds,

ce qui est impossible, puisque ¢ n’est pas un zéro de D, (}).
Pour la méme raison, une fonction fondamentale ¢ (z), solution de I'équation

b
(60) q;(x)::cf H(x,s)o(s)ds,
ne peut pas étre orthogonale a la fois aux n fonctions by (x), Ya(x), .ovy bn(2).
Lemwme II. — Il R’existe aucune fonction principale Y;(z) qui soit orthogo-

nale a la fois aux n fonctions @, (x), 0s(x), ..., on(x).

La proposition est démontrée pour n =1, puisque dans ce cas une fonction
principale est aussi fondamentale. Employant toujours le méme procédé, il suffit
donc de prouver que, si elle est vraie pour une racine d’ordre n — 1, elle est vraie
aussi pour une racine d’ordre .

Soit ¢,(x) une fonction fondamentale, solution de I’équation (60). D’apres le
lemme précédent, il existe une fonction principale ¢, (x) qui ne lui est pas ortho-
gonale, et I'on peut évidemment supposer que l'on a

b
(61) t=c| ¢ (x)d(x)dr.

a

Nous pouvons alors compléter le groupe principal associé (¢, da, ..., ,) avec
(n—1) fonctions linéairement distinctes s, U3, ..., ¢, orthogonales a ¢,, de
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facon que I'on ait
b

(62) f oy (z) Y (z)dz =0 (i=2,3,...,n).

Cela étant fait, employons la transformation du n° 16
H(x,y) '—‘901(»"7)4'1()’) +H1(»’0,y),

et solent 0y, 93, ..., 9, les (n—1) fonctions du groupe principal correspondant
au nombre fondamental ¢ pour la nouvelle équation homogéne

b
(63) o(e)=c [ Hi(w,5)o(s) ds.

Les n fonctions ¢y, s, ..., 9, forment, on I'a vu (n° 16), un groupe principal
pour I’équation (60).

Nous allons montrer que les (n—1) fonctions ¢,, 45, ..., ¢, forment aussi un

roupe principal pour ’équation associée
p

(64) 4/(:0):0[ H, (s, z) Y(s)ds.

Nous avons en effet

b b b
cf Hi (s, 2) §:(s) ds:c/ H(s, z) y:(s) ds — cf @, (s) 4y () Yi(5) ds,
c’est-a-dire, d’aprés la condition (62),
b b
c[ H, (s, 2) §:(s) ds:cf H(x,s);:(s)ds (i=2,3,...,n).
Nous avons donc un systéme de relations de la forme

b
cf H, (s, 2) U, (s) ds = Ay Yy (2) + Agida () 4. oo+ Apibn ()2

multiplions par o, () et intégrons de @ 2 4. En tenant compte des conditions (62),
il reste

' b b b
A,,-f t.h(x)cpt(x)dx:cffH,(s,x)cpl(x)(pi(s)dxds

b b
=cf i(s)ds [ Hy(s, ) o1(2) da.
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Mais on a (n° 16)
b
f Hi(s, z) ¢, (z)dx =o,
a

et par conséquent A;=o. Les n —1 fonctions 4, ..., ¢, satisfontdonca (n — 1)

relations telles que
b
(65) ¢ [ Hils,2)4u(e) ds = Auda(@) oo+ Aweda(@)  (i=23,..., ).

Pour prouver que ¢,, §3, ..., ¥, forment un groupe principal pour I'équa-
tion (64), il suffit de montrer (n® 19) que le déterminant caractéristique A(r) de
la substitution linéaire (65) est égal a (1 — r)?~'. Mais on a aussi

N
(66) cf H(s,2) $i(s)ds = Ay U (2) 4 ..+ AneUn(2)  (i=2,3,...,n),
avec une autre relation

b
(67) cf H(s, z) Y1 (2)de =B, Yy (2) +...+ B, (),

et le déterminant caractéristique de la substitution linéaire définie par les for-
mules (66) et (67) est égal & (1—r)". Or ce déterminant est évidemment égal
aA(r)(By—r). Il faut donc que l'on ait B, =1, A(r) = (1 — ryr, »

En résumé, les deux groupes (92,95, ..., 9n) et (Y2, ¢s,...,9,) sont deux
groupes principaux associés pour l'équation (64). Cela étant, admettons qu’il
existe une combinaison linéaire

Cidi+ G+ ..+ Cy o,

qui soit orthogonale a la fois aux n fonctions Q45 D2y - -y 9n. En vertu des rela-
tions (61) et (62), G, doit étre nul, et il existerait une combinaison linéaire de

42, U3, - .., 4a qui serait orthogonale a la fois aux (n — 1) fonctions g5, O3y «ney Pn-
Cela est impossible puisque la proposition énoncée est supposée exacte dans le
cas d'une racine d’ordre (n — 1) de 'équation déterminante.

Corollaire. — Posons pour abréger

b
(w):f o(2) $(2) da
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et soit A le déterminant
(‘quﬂ) (CPI"P2) ((qu’n)
A— (02¢y) (Pad) ... (229,)
(?nqﬁ) (9114‘2) .. '4 ((Pn‘*pn)

OU (@1, P2y« -5 Pu) €t (Y1, Yoy .., §,) sont deux groupes principaux associés, cor-
respondant i une racine d’ordre n de I'équation D(Q) = o. Le déterminant A est
différent de zéro.
En effet, s’il était nul, il serait possible de trouver une fonction principale, non
identiquement nulle,
W="C+ Cody+...+ Cod,

vérifiant les n relations
(0, 1) =o, (9, ¥)=o, ceey (0, ¥)=o.

Tout pareillement, il n’existe aucune combinaison linéaire de Pry D2y« vy Pny

qui soit orthogonale & la fois aux n fonctions Gy oy oty Y-

24. Désignons toujours par (©y, %2y ..., @n) €t (Y1y day ..oy dr) deux groupes
principaux associés, d’ailleurs quelconques, correspondant i une racine ¢ d'ordre n
de I'équation D(X) = o, et posons

h(z,y) =0 (2)[ery Ui (¥) + craa(y) +. ..+ cin¥n ()]
+ 0 (@) [ea Y1 (¥) +. . .4 can 4n ()]

-+ (Pn('x)[cniq)l(y) +...+ cnn"pn(y)]’

les coefficients c;; étant des constantes. On peut choisir ces n2 coefficients, et cela
d’une seule fagon, de telle sorte que ’on ait

1 1
(68) f /2(x,s)<p,~(s)ds:[H(x,s)t‘o;(s)cls (i=1,2,...,n).
0 0

En effet, les deux membres de ces n égalités sont des combinaisons linéaires
de ¢,(x), v2(x), ..., o, (). En égalant les coefficients de v, () par exemple, on
a un systeme de n équations linéaires pour déterminer les coefficients ¢y, cys, ...,
Ciny €t le déterminant correspondant est précisément A. Les autres coefficients se
déterminent de la méme facon.

Ces coefficients ¢;, étant choisis ainsi, posons

q'ri()/):CM ‘P:(}’) +.. '+cin'~pn(y) (i:l, 2y o0y n)’
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les n fonctions W;(y) sont linéairement indépendantes. Supposons en effet qu’elles
ne le soient pas; la fonction 2 (z,y) pourrait se mettre sous la forme

hir,y)=X,Y;+...+X,Y, (p<n),

X, Xs, ..., X, étant des fonctions de z, et Yy, Y,, ..., Y, des fonctions de y.
L’équation déterminante correspondant & ce noyau A(x, y) serait au plus de
degré p(n° 6), et par conséquent ne pourrait admettre la racine ¢ au degré n de

multiplicité. Il ne pourrait donc y avoir n fonctions principales pour I'équation
b
o(x)= cf h(z,s)o(s)ds;
a

or, d’apres les conditions (68), les n fonctions principales ©1y Pay «..y Pp pour
I'équation

b
o(z)=c [ H(x,s)o(s)ds

sont aussi principales pour la premiére équation.

En définitive, il existe toujours une fonction % (z, y), et une seule, qui est a la
fois linéaire par rapport aux fonctions principales des deux groupes associés et qui
satisfait aux relations (68). Nous appellerons cette fonction le noyau principal
correspondant a la racine c.

Si deux groupes principaux associés (@1 2y vy @n) €t (Y, day ..ty dy) sont tels
que le noyau principal ait pour expression

h(z, y) =o(@) g1 (¥) + 92 (2) 6y () + .. .+ 90 (2) Y (y),

nous dirons que ces deux groupes associés sont conjugués. Il y a une infinité de
groupes conjugués, car on peut choisir pour @1y @2y - ..y 9, des fonctions princi-
pales quelconques, pourvu qu’elles soient distinctes, et I'on vient de voir comment
on doit déterminer les fonctions ¢y, s, ..., 4, qu’il faut leur adjoindre pour avoir
deux groupes conjugués.

Dans le cas d’un noyau symétrique H(z, »), le noyau principal correspondant
a une racine ¢ de D(A) = o, d’ordre n de multiplicité, a pour expression

n

(69) (@, y) =¥ Cig:(x) 0u(y),
i=1
o1 (x), e2(2)y .ty o, (x) étant n fonctions fondamentales distinctes orthogonales

deux a deusx, et les coefficients C; étant choisis de facon que ’on ait

N7

1= Cicf o} (s)ds.

Fac.de T., 2° S., X. 8
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Si l'on pose H(z,y)=4h(x,y)+ H,(z,y), les deux noyaux h(x,y)
et H,(z,y) sont symétriques et orthogonaux.
Nous allons étendre cette derniére propriété au cas général.

23. Nous commencerons par généraliser la formule (57) du n° 21; H(z, y)
étant un noyau quelconque, posons

b b
Se(e)= [ Hiz,s)o)ds,  Se(a)=[ His2)9()d,

et soient o(x), ¥(x) deux fonctions quelconques intégrables dans linter-
valle (a, b). L’intégrale simple

b

f [9(2)8 §(x) — U(2)S o(z)] dx

@

peut encore se mettre sous forme d’intégrale double
b b
[ [ G2 0@ 40 = B ) o (5) §(2)] da ds;
et la somme des deux éléments provenant des deux systémes de valeurs
(x=x',s=5s"), (x=¢,s=2a')
est encore nulle. On a donc, quelles que soient les fonctions o(z), ¥(z),
b b
(70) f cp(x)S’L].:(x)dx:f Y(z)S @(z)dx.

Des deux relations

cSo(z) =P (x), cS'Y(z) =¥ (x),

on déduit donc I'égalité des deux intégrales

(71) fa

Cela posé, soient (9, 9y ..., 92), (Y1, ..., ¥s) deux groupes principaux conju-

b

b
o(z)W(x)dx :f Y(z)®(x)dx.

gués quelconques. On a pour les fonctions de ces deux groupes les deux systemes
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de formules }
[ CS CP,(Q?) :O‘11‘P1+0‘12CP2+~--"f“am?m

€S 0,( &) = gy Oy - Otaa Py 1w %y Ony

(72) ,
L eS 0,(2) = oty 9y + %paPa+ o+ Xnn Qa3

¢S 4y (7)) =B+ Prdat .o+ B

(73) S Yy(@) =By Y1+ Baa Yo+ .+ Ban by

CS"{J”(G«”) = 5,11‘%-? anq&"‘- co 61111‘-!41»;

les coefficients constants a;; et B4 sont liés par des relations que nous allons
établir.

Exprimons d’abord que A(z,y) = zc?,(x) $;(y) estle noyau principal, c’est-

i

a-dire qu’on a
S
cS o, (x) :r:c/ [20(@)Pi(s) +. o A4 0u(@) Yn(s)] 0:(s) ds (i=1,2,...,n).

Le premier membre est égal, d’aprés les formules (72), &
Ay (Pl(x) -+ & ?2(‘1‘) + .. -'*‘“in?:z(x);

et le second membre est égal a

b b
ccpl(z)/ goi(s)qzl(.s)ds+...+ccp,l(x)f 9:(8) Yn(s)ds.

On a donc les n? relations
b

(74) ap=c f 0;(s) Yn(s)ds =c(9:Yn) (Lh=1,2,...,0n).

“a

Appliquons maintenant la formule générale (70) aux deux.fonctions vi(z)
et 4u(x); 1l vient

b b
f cpi(x)S’\ph(x)dx:—_f Yp(x)S 9;(r)dx

t

ou, d’apres les formules (72) et (73),

b b
f CPz'(x)(ﬁhl'\l/l_F'~~+B/mq)n)d$:f '*Ph(x)(ail<P1+--~+ainan)dx,

«
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ce qui peut encore s’écrire
(75) Ofii(cquf’h) +... am(%%) - ﬁm(%%) +oo ﬁhu(?i4’u)~

Prenons pour % une valeur fixe, et donnons successivement a l'indice ¢ les
valeurs 1, 2, ..., n; nous obtenons n équations linéaires permettant de cal-
culer B4, B4z, ..., Ban, car le déterminant correspondant est précisément A.

D’ailleurs, s1 T'on remplace (¢;4s) par sa valeur f‘—éf, les équations (75)

deviennent, en multipliant par ¢,
Oy Oyp—+ g Ogp e o . R Onp = %y Bpi+ .« .+ %inBans
et I'on y satisfait évidemment en posant
ﬁhl = &yhs ﬁhz——_ 22V ) ey ﬁhn: Anhe
On a donc la relation générale
(76) Bri= aun,

et l'on voit que le déterminant de la substitution linéaire (73) se déduit du
déterminant de la substitution linéaire (72) par un renversement autour de
la diagonale principale.

On en déduit que la fonction A(z,y) joue le méme role par rapport aux fone-
tions ¥, 4y, ..., U, que par rapport aux fonctions ¢, ®», ..., %, c’est-a-dire
quon a

b b
(77) / H(S‘,x)up,-(s)ds‘:f h(s,z)d;(s)ds (i=1,2,...,n).
Des formules (73) et (76) on tire, en effet,

b
cf H(s,z) Yi(s)ds =gy +.. .+ i Yo

D’autre part, on a
b b ,
cf h(s,x)%(s)ds:cqn(x)f @1 (8) Yi(s)ds +'”+C%(x)f 0u(5) i(s) ds,
c’est-a-dire, d’apres les relations (74),
b
cf h(s, ) $i(s)ds = aty; g+ g by o A otni Yy

ce qui démontre bien la relation (77).
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Les formules (68) et (77) peuvent encore s’écrire

b b
f [H(z,s)— h(xz,s)]¢:(s)ds =0, f [H(s, y)—A(s,¥)] bi(s)ds =0
(i=1,2,...,m),

et comme h(z,y) est linéaire par rapport aux fonctions ¢;(z) et par rapport aux

fonctions ;(y), on a aussi

/ b
sf [H(z,s)— h(x,s)] (s, y)ds=0o,

(78) ’,
U [H(s, ) — h(s, )] h(a, ) ds =o.

Les deux noyaux A(z,y) et H,(z,y) =H(z,y)— h(z,y) sont donc ortho-
gonaux, ce qui conduit au théoréme suivant :

Tutorime VI. — Soit h(z,y) le noyau principal correspondant a une
racine ¢ de {’équation D()\)=o; si ’on pose

(79) H(z,y)=M~(x,y) + H, (2, y),
les deux noyaux h(z, y) et H,(x, y) sont orthogonaux.

Corollaire. — Soit D,()) la fonction déterminante correspondant au
noyau H,(z, y). On a déja observé (n° 24) que la fonction déterminante d(1),

relative a A(x,y), est égale a <1 — %)ll- On a donc, d’aprés le théoreme I,
D(2)
(-2
I — —
¢

et ’équation D (%) = o n’admet pas la racine c.

(80) Dn(})=

26. Lorsque le groupe principal (9, @a, ..., ¢,) est un groupe normal, tous les
éléments situés au-dessus de la diagonale principale dans le déterminant de la
substitution linéaire (72) sont nuls. Il en résulte que tous les éléments du déter-
minant de la substitution linéaire (53), situés au-dessous de la diagonale princi-
pale, sont nuls, et le groupe conjugué est aussi un groupe normal.

Faisons une hypothése encore plus particuliere, et supposons que le groupe

(@h@m ~-w@n)
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soit un groupe canonique, se décomposant par exemple en deux sous-groupes
canoniques, comprenant respectivement p et ¢ fonctions principales

(01 P2y -+, 0p) €L (0,04, ..., 9,).

Les formules (72) deviennent ici
(81)

\ cSoy(x) =0y €8 9,(x) = 0, + 0,, ceey €8 0,(2) =0p_ 1+ 0p,
[

cSoi(zx) =0, cSo,(x) =0+ o), cees cSo,(z) =0, ,+ 0.

Soit (Vi, &gy ooy dbp; 41y oo, 4, ) le groupe conjugué; d’apres la propriété géné-
rale qui vient d’étre démontrée, les formules (~3) sont les suivantes :

. 7 — li U pa—

(82) \ CS i.l)l——-—q)l—'—qlg, CS q./g—ng—i-qu “eey CS’(.[J,,_K.!JP,
! [ ! i ! [ ! ! ! LA !

'CSLPI""qu'*_"PzJ qujg—¢2+'3, ey CS(P(’_q)q_

On voit que le groupe conjugué est aussi un groupe canonique se décompo-
sant en deux sous-groupes canoniques. Nous dirons encore que les deux sous-
group q
roupes (©;,®s,...,0,) et (¥, ds, ..., 4,) sont conjugués, ainsi que les deux

T TS *YP T‘ Y » 7P ‘] g ’
sous-groupes (%, ..., o,) et (¥, 4, ..., 4 ). ILest clair que le raisonnement est

général, et nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Tutoreme VII. — Le groupe conjugué d’un groupe canonique est un
groupe canonique, et le nombre des sous-groupes canoniques est le méme
pour les deuzx groupes.

Il en résulte (n® 20) que le nombre des fonctions fondamentales distinctes,
correspondant & un nombre fondamental c, est le méme pour les deux équa-
tions associées

b b
cp(x):cf H(x,s)o(s)ds, qa(x):cf H(s, z) Y (s)ds.

27. Reprenons nos deux groupes canoniques conjugués, qui se décomposent
en deux sous-groupes canoniques. La comparaison des formules (61) avec la rela-
tion générale (74), qui donne la valeur du coefficient 2;,, montre d’abord que les
intégrales (9;Y),) et (¢;¥4) sont nulles, ce qui prouve que dewr fonctions ¢ et Y,
appartenant & deux sous-groupes canoniques non conjugués, sont orthogo-
nales.

Quant aux fonctions de deux sous-groupes conjugués, on voit de la méme fagon
que o, est orthogonal a 4y, 43, ..., 4,5 9, est orthogonal a tous les by, sauf 4,
et Uy; oy est orthogonal a tous les §;, sauf ¢, et 43, et ainsi de suite.
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Posons -
hy(z, ) =01 (@) Uy (¥) +- 4+ 0p(2) $p())s

hy (2, y) = 0\ (2) Yy (¥) +- -+ 0y (2) Y ()3

d’aprés ce qu’on vient de démontrer, on a évidemmenl

b
f hi(x,s)cpj(s)ds:o)
“ (i=12...,9)

, .
f hy(s, z)di(s)ds =0 \
et de méme
b
f hy(z,8)9;(s)ds =0

. (j=1,2,...,p)
f hy(s, ) Yji(s)ds=o

et, par conséquent,
b b
[ fy(z, s) hy(s,y)ds=o, f hy(s,¥) hao(z,8)ds =o0.

Les deux noyaux k,(z,y) et hy(z,y) sont donc orthogonaux. Le raisonne-

ment est évidemment général et I'on a le théoreme suivant :

Tutorime VIIL. — Si les fonctions principales qui correspondent a un
nombre fondamental ¢ peuvent se répartir en r sous-groupes canoniques,
le noyau principal correspondant h(z,y) peut se décomposer en r noyaux

secondaires
hx(l‘,)’), hi(x7y)) crey /ll'(xa‘/v)r

orthogonaux deux a deux, dont chacun est formé avec les fonctions de deux

sous-groupes canoniques conjugues.

D’aprés la facon méme dont ces noyaux secondaires ont été formés, il résulte
. . , . N . , . A\
que la fonction déterminante d; () relative au noyau A;(x, y) est égale a (l—- E) ’

si les sous-groupes canoniques correspondants contiennent n; fonctions.

28. A chaque nombre fondamental correspondent ainsi deux groupes associés
de fonctions principales, ainsi qu’un noyau principal, pouvant se décomposer en
plusieurs noyaux secondaires. La comparaison des fonctions principales, prove-
nant de deux nombres fondamentaux différents, conduit au théoréme suivant :
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Tutoreme IX. — Deuz fonctions principales o(x) et U5 (z), correspondant
a deux nombres fondamentaux différents, sont orthogonales.

Pour simplifier les notations, supposons que ¢y, ..., v, soient n fonctions prin-
cipales distinctes correspondant 4 un nombre fondamental ¢, el que Yy, Goy ooy i
soient m fonctions principales associées correspondant & un autre nombre fonda-
mental ¢;. Si ces deux groupes de fonctions sont normaux, comme on peut tou-

jours le supposer, on a les deux systémes de relations

18 9,(x) = 0y,

(83)
18 9n(X) = 04y @) + Cug@yt+. ..+ @3
;8" ¢i(z) =y,

(84) 28 by (x) = Loy + s,

.......... * e et e e s e )

S Y () = 5::114‘1“{" Bmala+...+ Y.

D’aprés la relation générale (70), nous avons

v b
(85) c,f cp(x).czs’np(x)dx:cgf d(x).c;So(x)de,
quelles que soient les fonctions o (z) et m{;(x)
Prenons d'abord ¢(z)=1¢,(z), et faisons successivement ¢ () =y, da, ..., dm-
11 vient, de proche en proche,

b
<c,—c2>f 01(2) Uy(z) dz = o,

b
(c.—c»f 0, (x) Uy () dz = o,

.................. I R )

b
(¢, — cg)f o (x)n(x)dr=o,

et I'on voit que o, () est orthogonale & toutes les fonctions ¢y, Ya, ..., dn. Ceci
étant établi, prenons ensuite © = o, () et faisons successivement 4 =19, ..., ¥m,
on voit que o, est aussi orthogonale a toutes les fonctions by, s, ..., 4m, et ainsi
de suite.

Il s’ensuit, comme conséquence, que les noyaux principauz, aussi bien que
les noyaux secondaires, correspondant & deux nombres fondamentauz diffé-

rents, sont orthogonaux.
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On peut résumer ces résultats comme il suit.

Soit ¢ une racine de 'équation D()) = o; outre son ordre de multiplicité r, il
y a lieu de considérer un autre nombre cntier positif, le rang r de cette racine,
c’esl-a-dire le nombre des sous-groupes canoniques entre lesquels on peut
vépartir les n fonctions principales correspondantes. Cela posé, imaginons qu’on
range en une série toutes les racines de D(2) =o

(86) Cly Cay weny Ciy wuny

chaque racine figurant dans cette série un nombre de fois marqué par son rang;
on peut, par exemple, les ranger par ordre de modules croissants. A chaque
nombre ¢; de cette suite, on peut alors faire correspondre un noyau h;(z, y),
de facon a obtenir une suite de fonction

(87) Ill(x,y)9 /12(17:.)’), N ] /li(»T,)’)y ceey

deux noyaux différents quelconques pris dans cette suite étant toujours ortho-

gonaux.

29. On a vu plus haut (n° 21) que tout noyau H(z, y), symétrique en z et y,
donne naissance a un systéme orthogonal de fonctions. Un noyau non symétrique
fournit de méme un systeme biorthogonal; nous appelons ainsi 'ensemble de
deux systémes de fonctions, se correspondant une a une,

Dy Doy EEEE R} ]

by by oy Wy e,

telles que I'on ait
b

f o1(@) Yi() da = o,

a

lorsque les indices ¢ et A sont différents, les intégrales

b

[ et duta) de

n’étant pas nulles. Il suffit évidemment de prouver que, au moyen des fonc-
tions 9, 9a, ..., ®p d'un sous-groupe canonique et des p fonctions Y, by, ..., 4,

du sous-groupe conjugué, on peut former deux groupes de p fonctions
(@) ..., D), (¥,...,¥,),

les ®; étant des combinaisons linéairement indépendantes des v;, et les W; des
Fac. deT., 2 S., X. 9
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combinaisons linéairement indépendantes des ¢;, de fagon qu’on ait
b
[ O, ()W (x)dr=0 pour £ k.
“a

D’une fagon plus générale, soient (o, 9s, ..., 2,) et (dy, 4o, ..., 4p) deux
groupes de p fonctions linéairement distinctes, telles qu’il n’existe aucune com-
binaison linéaire des fonctions ¢; qui soit orthogonale & tous les ¢;, et inverse-
ment.

Prenons @,(x) = ¢,(x), et soit ¥,(x) une combinaison linéaire des fonc-
tions &y, by, ..., 4, telle que 'intégrale définie

b
f 0, () ¥,(z) dx

'

soit différente de zéro. Choisissons ensuite les coefficients ca, ¢3, ..., ¢p, €,

! ! b .
¢y -y €, de facon qu’on ait

b
f [ei(x) —c: Dy (2)]Wi(x)dx =0 )
’ ) (i=2,3,...,n);

b
f [Yi(x) —c; W, (2)] @, (x)de =0 \

nous obtenons ainsi deux groupes de p fonctions linéairement distinctes

’ ’
(Dh @2’ tety CPpy

. ’ '
llly d./zv cey q"/n

ol o;=0; —¢; ®,(x), Yi=1d;—c; W, (x), et telles qu'on ait
b b
f P, (x) Yi(x) dx =o, f W, (z)oi(x)dx =o.

Les deux groupes de (p —1) fonctions (9, @5, .., 9,) et (Yo, &y ooy d))
jouissant de la méme propriété que les deux groupes primitifs, on peut répéter
la méme opération, et il est clair qu’en continuant ainsi on arrivera & deux groupes
de p fonctions jouissant de la propriété voulue.

Dans le cas particulier considéré ici, out (@4, @ay..vy@p) €L (Y1, day .oty dp)
forment deux sous-groupes canoniques associés, les fonctions o; et ¢ satisfont
aux relations établies plus'haut (n° 27), et I'on a un systeme biorthogonal en
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posant
Q, =0, Q,— 0,, R O,=9,,

W, =g — by — .,

30. Nous sommes maintenant en mesure de trouver la partie principale de la
fonction méromorphe I'(z, y; %) dans le voisinage d’un pole quelconque A=,
lorsque le noyau H(z, ) reste borné. Soient, en effet, ¢ une racine d’ordre n de
multiplicité de Péquation D(%) = o, k(z, y) le noyau principal correspondant a
celte racine. D’apres les résultats établis antérieurement, si Pon pose

H(z, y)=hl(x, y)+ ﬂ,,(x. ),

les deux noyaux /4 (z, y) et H,(z, y) sont orthogonaux, et les fonctions détermi-

nantes d()) et D, (1) ont pour expressions

D)

< )\>n'
[— =
c

Soient h(z, y; ) et 3, (z, y; 1) les fonctions résolvantes de Fredholm relatives

d(h) = <1_ é) D,(0) =

aux deux noyaux /(z,y) et H,(z,)) respectivement. D’aprés le théoréme II,
nous avons 1'égalité

h(aja Y )‘) Jcn(‘x’ V3 )\).
I—l n -+ ])”()\) b
(=2)

or, h(z, y; 1) est un polynome en A de degré inférieur a n et, par suite,

(88) Mz, y; )=

/ )\>"
[ — —
(=3
représente la partie principale de T'(z, y; ) dans le domaine du pole A =c. Nous
avons donc le théoréme suivant :

Tutorime X. — La partie principale de la fonction méromorphe T'(z, y; X)
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dans le domaine d’un péle ). = c est égale au noyau résolvant
7(® x5 )
relatif au noyau principal h(z, y) qui correspond a ce péle.

Cet énoncé s’applique aussi, comme nous allons le montrer, au cas d’un noyau
H(z, y) non borné, pourvu que dans la suite des noyaux déduits de H(z, y) par
itération, on obtienne un noyau borné ou, plus généralement, un noyau auquel
s'applique la solution de Fredholm.

Il nous faut d’abord, pour cela, étendre la définition des fonctions principales et
du noyau principal au cas d'un noyau non borné.

31. Soient H(z, ) un noyau quelcorque, borné ou non, et H?)(z, ) le noyau
qu’on en déduit par (p — 1) itérations successives. On a vu plus haut (n° 7) que
tout pole ¢ du noyau résolvant I'(z, y; 1) donne un péle c» pour le noyau résol-
vant I'p (2, 1 A) déduit de H?) (2, y).

Toute solution de 1'équation

(89) @(m)chbﬂw,s><p<s>ds:cs@<x)

est aussi une solution de I'équation

(0) cp(w):cﬂf"lwu, $)0(s)ds = or S o ().
En effet, d’aprés la définition des noyaux itérés, la relation

b
d(x) :f HO (2, s)o(s)ds

entraine la relation
b b
f H(x, s)b(s)ds :f HED (2, s) o (s) ds;
de I'équation (89) on déduira donc successivement
b b
o(x)= c‘zf H® (x, s) q)(s)ds:c3f H® (2, s)o(s)ds=...,

et, enfin, la relation (go).

Toute fonction fondamentale pour le noyau H(z, y), correspondant au
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nombre fondamental c, est aussi une fonction fondamentale pour le noyau
H®) (z, y), et le nombre fondamental correspondant est c?.

7

Inversement, soit ¢(z) une solution de I'équation

b

(90') Yay=cr [ HO (2, 5)4(s) ds.
Posons
b
(91) *n:(a:)-_—q;(x)—i—cf H(x, s)y(s)ds
b b
+c"f H(”(x,s)q)(s)ds—i—...—J.—c""f H=Y (2, s) Y(s) ds;

on en déduit

b b b
/ H(w,s)n(s)ds:f H(x,s)z.p(s)ds—i—cf H®) (z, s)d(s)ds +...+c1{(x)

_n(z)
¢

)

et la fonction =(z), définie par I'égalité (g1), est bien une solution de 1'équa-
tion (89). Mais il peut se faire que cette fonction =(z) soit identiquement nulle.
Pour voir dans quels cas il peut en étre ainsi, posons plus généralement

b b
(92) 7r~,(x):lp(z)+cw"f H(x,s)np(s)d.s+c2w2"f H® (z, s)(s)ds+. ..
a a b

-+ cP1 w"“"“f H=Y (2, s)d(s)ds

a

(v=1,2, ...,p),

w étant une racine primitive de I'équation w?=1. On voit encore que o (x) est
une solution de I’équation homogéne

b
(89") m,(x):cm“f H(x, s)n(s)ds.

D’ailleurs les p fonctions =, =,, ..., =, ne peuvent étre nulles 4 la fois, d’aprés
la relation

])
(93) p¥(@) =Y m(x),

v=1

qui s’obtient en ajoutant les p relations (92). A une solution de 'équation (go)
correspond donc une solution de I'une au moins des équations (8¢g'). Lorsque le
noyau I'(z, y; %) admet deux poéles, ¢, ¢’ par exemple, et deux seulement, dont
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le rapport est une racine pit™ de 'unité, les solutions des deux équations

b b
cp(x):cf H(z, s)o(s)ds, cp(x):c’[ H(z, s)o(s)ds
a '/(l
sont bien solutions de I’équation (go). Inversement, toute solution de I'équa-
tion (go) fournit une solution, différente de zéro, de 'une au moins des équations
précédentes.

Pour éviter toute difficulté de cette nature, le noyau H(z, y) étant donné, ainsi
que le pole ¢ de I'(«, ; %), nous supposerons qu'on a choisi le nombre p de
facon que le noyau H® (&, y) reste fini et, en outre, de facon que le noyau
résolvant I'(z, )'; ).) n’admette pas d’autre péle ¢/, tel que %, soit une racine p'éme
de I'anité. 11 est clair qu’on peut choisir le nombre P, de maniére a satisfaire a ces
deux conditions. Ce nombre p étant ainsi choisi, les deux équations (89) et (o)
admettent les mémes solutions.

En effet, co, cw?, ..., cwP~! n’étant pas des poles de I'(z, y; ) les (p —1)
équations (89'), ot v est différent de p, n’admettent pas d’autre solution que

my(x)=o,
et la relation (93) donne
pPY(r)=mn(x),

n(x) étant défini par la formule (91).

32. Supposons maintenant que 'équation (89) admette n fonctions principales
[ce qui aura lieu en particulier si le noyau H(z, y) reste fini]; nous allons mon-
trer que ces n fonctions sont aussi des fonctions principales pour 1'équation (go).
D’une facon plus précise, soit (9, 92, ..., ©,) un sous-groupe canonique de
u fonctions principales, satisfaisant aux relations

cSoy=09;, ¢S¢=0,+09, cSoys=9;4+09,, ..., cSo,=o,+o,,
on en déduit, de proche en proche,

cP S(P)('Dl-—-_— P15
cps(p)%: Oy 4+ P P4y

PSP o= @5+ p o, +

pp—1)
—2—-<Pn

et, d’une fagon générale,

PSP 0= git Cpin+ Choa b+ Oy (i=1,2, ..., ).
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On voil que (8, 2, ..., 9,) forment aussi un sous-groupe principal pour
I'équation (go) et, & part Co,, il n’existe aucune combinaison linéaire de ces fonc-
tions, vérifiant ’équation (go).

Ces n fonctions donnent donc naissance a un seul sous-groupe canonique pour
Péquation (9go).

Inversement, supposons que 4y, 4y, ..., 4, forment un groupe normal de fonc-
tions principales pour 'équation (go). Ces n fonctions satisfont aux relations

I cP S(p)dl,l — q,l’
cP 8Py = oy Yy + s,
(94) cP S Py = oty Uy + o33 Uy + Uy,

\ C”S(")‘Pn: anlq)l -+ 0‘1124’2'*" co \J;J/v
Posons

(95) o=+ Sy, + 2SO, 4. . 4 P18, (i=r1,2,...,n);

on a
€S, =cSY,+ S+ ...+ PSP,

ce qu’on peut écrire
(96) cSo;— @, =cPSPIY, — (i=1,2, ..., n).

Les n fonctions o, 95, ..., 9, sont linéairement indépendantes, comme les
Sonctions Yy, bay ..., by

Supposons, en effet, qu’il existe une relation de la forme
(I) = Alcpl‘*— A‘ZCP2+- co A/Lan: o,

Ay, A, ..., A, étant des constantes, non toutes nulles.
Les formules (96) montrent qu’on aura

P SIW =,
W= A+ Ayt e+ A,
et W serait une solufion de I'équation (go). On déduit aussi des formules (g3).
OP=V+cSW+c2SOY .. 'SP 1UW
et, par suite, d’apres ce qui a été démontré plus haut,

po=W.
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Si @ était nul, il en serait de méme de W et, par conséquent, les fonctions IR
$2, ..., ¥, ne seraient pas linéairement indépendantes.

Nous savons déja que o, = %; les autres fonctions ¢y, €5, ..., ©, sont aussi
des combinaisons linéaires de 4y, 4,, ..., 4.

Pour le démontrer, partageons les fonctions ¢; en un certain nombre de groupes
de la maniére suivante. Dans le premier groupe, mettons les w fonctions fonda-
mentales que nous désignerons par i, 4 & dans le second groupe
mettons les fonctions ¢, telles que ¢ StP1;— J; soit une fonction linéaire des
fonctions du premier groupe. D'une fagon générale, le r*™* groupe comprendra
les fonctions J; telles que la différence ¢S ; — ; soit une fonction linéaire des
fonctions des groupes précédents; nous désignerons par Y’ une quelconque des
fonctions du 7™ groupe.

Toute fonction W telle que la différence

P SIY W

soit une combinaison linéaire et homogene des fonctions 4; des (7 — 1) premiers
groupes, contenant au moins une fonction du (r — 1)¥™® groupe, est elle-méme
une combinaison linéaire des fonctions J; des r premiers groupes (n° 26). Pour
effectuer cetle décomposition, on peut imaginer d’abord que les n fonctions b
soient des fonctions principales réparties en un certain nombre de sous-groupes
canoniques. Dans le second des nouveaux groupes, on mettra les secondes fonc-
tions de chaque sous-groupe canonique, dans le troisitme groupe les troisiemes
fonctions de chaque sous-groupe canonique, et ainsi de suite.

A cette division des fonctions ¢; en groupes correspond une division analogue

des fonctions v;. Soit ¢} une fonction du 7'"¢ groupe, correspondant a la fonc-

tion V"5 les fonctions o7 du riéme groupe sont des combinaisons linéaires des
g : N e e o
Sonctions b; des r premiers groupes.

Nous avons, par exemple, pour r = 2,
¢S (x) — off = er SV (@) — 4 ()3

le second membre est une combinaison linéaire des fonctions fondamentales ¢\"

L, L., i et, par suite, des fonctions of', oV, ..., oll’. On a donc

i

cSo"{(x) =9y (z) + Ao+ ..+ Aoyl
par des itérations répétées, on en conclut que la différence
cP 8P i (@) — ¢ ()

1) 1, (1) (1)

est aussi une combinaison linéaire de ©{", ..., oy, oude 4", ..., 4. Par suite,
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/4

¢ est une combinaison linéaire des fonctions ¢, des deux premiers groupes;
inversement les fonctions ¢{” du second groupe sont des combinaisons linéaires
des fonctions ¢; des deux premiers groupes. Supposons la loi vraie jusqu’au
groupe d’ordre (r — 1), de facon que toutes les différences

cSo/ (z)— o (z)

soient des combinaisons linéaires des fonctions v, appartenant aux ({—1) pre-

miers groupes, si [<<r. On a, ¢/’(z) étant une fonction quelconque du
’alcﬂle glvoupe’

cSol"(2) = ¢ (z) + P,

P étant une combinaison linéaire des fonctions ® des (r — 1) premiers groupes.
Par des itérations répétées, on en déduit que la différence

e8Pl () — o} ()

est aussi une combinaison linéaire des fonctions o, ou des fonctions ;, des
(r—1) premiers groupes. La fonction ¢/’ () est donc elle-méme une combinai-
son linéaire des fonctions ¢; des - premiers groupes. La loi est donc générale.

La formule (96) nous montre alors que les n fonctions ®1, @2, ..., 9, forment
un systeme normal de fonctions principales pour Péquation (89). Comme les
n fonctions g; sont des combinaisons linéaires distinctes des fonctions 4y on voit
que les n fonctions By, d,, ..., 4, sont aussi des fonctions principales pour I'équa-

tion (89g).

En résumé, tout groupe principal de I’équation (go) est aussi un groupe
principal pour Uéquation (89).

Comme les fonctions fondamentales sont les mémes pour les deux équations, il
s’ensuit que ces fonctions principales se répartissent pour les deux équations
en un méme nombre de sous-groupes canoniques.

D’apres la remarque faite au début de ce paragraphe, on peut faire correspondre
ces sous-groupes un a un, les fonctions d’un de ces sous-groupes étant des
combinaisons linéaires distinctes des fonctions du sous-groupe canonique
correspondant.

33. On voit de la méme fagon que les fonctions principales pour I’équation

b
(97) W):cpf H) (s, ) d(s) ds

7

associée a I’équation (go) forment aussi un groupe de fonctions principales pour
Fac. deT.,2¢S., X. 10
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I'équation
b
(98) qJ(x):c[ H(s, ) b(s) ds

associée a I’équation (89).

On peat alors reprendre, sans modification, les raisonnements des n°s 24-25.

Reprenant les notations de ces paragraphes, désignons par (o, o,, ..., v,) et
(¢1, -+, ¥u) les deux groupes de fonctions principales associées, qui viennent
d’étre définies, pour les équations (89) et (98). Le déterminant A défini plus haut
(n° 23) est différent de zéro, puisque ces deux groupes de fonctions sont aussi des
groupes principaux associés pour les équations (go) et (97). On peut donc encore
former un noyau /i(,y), a la fois linéaire par rapport aux fonctions v; et aux
fonctions ¢, et satisfaisant aux conditions

b b
f h(x, s) qo,-(s)ds:[ H(x, s)o,(s)ds

a .
(i=1,2,...,n0);

[ hs vty ds = [ Hes, 2 0u00) ds
c’est le noyau principal correspondant au pole ¢ de T'(z, ; X). Si I'on pose
W(z, y)=h(z, y) +Hu(a, y),
les deux noyaux /i(x, y) et H,(2, y) sont orthogonaux et I'on a, par conséquent,
Uiz, ys M) =y(2, y; 1) +Lu(@, y5 1),
v et I, étant les noyaux résolvants qui correspondent a A(z, y) et a H,(z, y).

La fonction T, (z, y; X) n’admet pas le péle )= c. En effet, si ¢ était un péle
de T, (z, ; ), I'équation homogéne

b
T(x) :cf H,(z,s)n(s)ds

admettrait une solution différente de zéro (n° 80). Les noyaux A(z,y) et H, (x,5)

étant orthogonaux, cette fonction =(2) vérifierait la condition
b
f h(z,s)m(s)ds =o,
«a

et, par conséquent, elle ne serait pas une combinaison linéaire des p fonctions
fondamentales o, ¢,, ..., ¢, de I'équation (go). D’ailleurs, cette fonction =(z)
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satisferait aussi a 1’équation
b b
n(x)= cf [H,(z,s)+ h(z,s)]n(s)ds= cf H(z,s)n(s)ds;

I’équation (89) aurait donc une solution =(z) n’appartenant pas a I’équation (go),
ce qui, nous l’avons vu, est impossible.
Quant au noyau y(z, y; %), d’aprés la facon méme dont on a défini ~(z, ¥), il

est de la forme
h(x, v; A
?(‘17’)/; )‘): ]<( “’}\>73’
l——_

c

h(z, y;)) étant la fonction résolvante de Fredholm pour 2(z, y}, cest-a-dire
un polynome en A de degré n —1 au plus; y(z, y: A) représente donc bien la
partie principale de I'(z, y; )) dans le domaine du péle A = c.

34. En définitive, nous sommes ramenés au calcul du noyau résolvant qui cor-

respond & un noyau A (x, y) de la forme particuliére considérée au n° 6,

hz, y) =X Y, +...+ X, Y,

X, ..., X, étant n fonctions linéairement distinctes de «, et Yy, ..., Y, n fonc-
tions lindairement distinctes de y. De plus, ces fonctions X;, Yy sont telles que le

) . C 1 2\
déterminant () soit égal a <1 — —> .
c
Ce noyau /A (x, )) peut, en général, se décomposer en 7 noyaux secondalres,
ho(z, y)y - oy hr(, y), orthogonaux deux a deux, chacun d’eux correspondant

a un sous-groupe canonique de fonctions principales. Soit v;(x, »; )) le noyau

résolvant déduit de A;(x, »'); nous avons
(99) (2, J’;l)zzw(w, i)
i=1

et il suffira de calculer chacun des noyaux résolvants secondaires v (z, ¥, ).

Soit, d’une facon générale,

N
H(z, y)= ¥ Xi(2) Yu(y)

i=1

un noyau canonique, ne se décomposant pas en plusieurs noyaux secondaires. En
posant, d’une fagon générale,

b
A,-k:——f X;(s) Yr(s)ds,
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nous devons avoir les relations (n® 26-27)

AI!:AXZZ"‘:ALLM = !

1
Aﬂ:An:...:Ap#_‘:— et

tous les autres A;; étant nuls. On a

Dm:(x— %)“

tandis que la fonction résolvante a pour expression (n° 6)

[0 —Xl —'XQ . . “"'Xp,
Y, 1’—ﬁ ___Z o o
c c
H(x,y; 0)= )" A
zy s M) =Y, o 1—, —, o |
Y, o ..... o) r~—l
; c

Nous avons donc a calculer le développement d’un déterminant de la forme

0 —_— Xl —_— Xg . . . o Xp_
Y, a b . o
®=]|Y, o a b o . o |
Y, o o o a

Un terme quelconque de ce déterminant développé contient en facteur un pro-
duit X;Yy, et le coefficient de X;Y; est égal & (— 1)7* multiplié par le mineur
que 'on déduit du déterminant auxiliaire

a b o o ... . o

o a b o ... . o
o=|0 o a b ,
a b

o0 . . ... 0 a

en supprimant la /™ colonne et la £*™° ligne, c’est-a-dire par le mineur corres-

ondant a I’élément qui est a l'intersection de la 7*™ colonne et de la A*®™ ligne.
p )
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Si i=k, ce mineur est de la méme forme que 3, mais avec une ligne et une
colonne de moins; il est donc égal a a*~'. Sil'on a £ > k, ce mineur est nul, car
il correspond & un élément de 3 situé au-dessus de la diagonale principale et la
valeur de 3 ne changerait pas, si l'on changeait la valeur de cet élément.

Enfin, si 'on a { < &, ce mineur est égal & un déterminant d’ordre y —1 qu’on
peut ramener, par un déplacement de lignes et de colonnes, a la forme

a b o o . . . . o
oa b o . . . . o0
o o oo ab o of
o) o o a b
) o a
et qui a pour valeur
h—i
ap—d—(k—i) bk—i: ag—t 2 .
a
A A . , .
1l suffit de prendre a =1 — e b =— -, pour avoir le développement cherché
c

\

B — W\ Bt (=i} /YN k=i .
(t00)  F(a, y3 l)—EZ(r—;) (2) XY sk
ik
Faisons successivement kK —{ =0, 1, 2, ..., *x — 1, il vient

p—t
(IOI) 3@(.27, ‘y; )\)Z(l-"%) (legl—’—Xzsz‘i—...—.—Xy,Yp‘)

VR
+ E<' - 2) (X, Y+ X Yot oo+ Xyt Vy)

On peut ordonner ce polynome suivant les puissances de A ou de A —c. Si on
I'ordonne suivant les puissances de ), le terme indépendant est, comme cela doit
étre, égal au noyau lui-méme

XY+ o+ XYy

si on’ordonne par rapport aux puissances de A — ¢, le terme indépendant est X Yy,



78 E. GOURSAT.

de sorte que le terme de degré le plus élevé en

1
est
c—A

X, Y,

et, par suite, le pole 2 = ¢ est un pole d’ordre y pour le noyau résolvant.
On peut remarquer encore I'expression du résidu

’

X, (Y, — Yo+ Y, — Y, ... £ Y,,)

Xy (Vo Yyt YViorenonn ... TY,)
B
+ Xy (Yp i — Yy)

+ X, Yy,

et les deux groupes de fonctions principales qui y figurent forment, comme on I'a
remarqué (n° 29), un systéme biorthogonal.

35. Dans le cas général, le noyau principal A (x, y) se décompose en r noyaux
secondaires Ay, /s, ..., hy, le noyau %; étant formé avec deux groupes de y; fonc-
tions principales associées. Le noyau correspondant v;(x, y; 2) admet le point
h=c pour péle d’ordre u;, et il est facile de voir que si plusieurs noyaux résol-
vants ¥i, Yj, ... admettent A = ¢ pour pole d’ordre p, il en sera de méme de leur
somme. De la se déduit le théoréme suivant :

Tutorkve XI. — Sile groupe principal relatif au nombre fondamental c se
décompose en r sous-groupes canoniques, comprenant respectivement .y,
2, -y Lr fonctions principales, le point )\ = c est un péle d’ordre p pour le
noyau résolvant T'(z, y; L), p désignant le plus grand des nombres p.,

‘Jw:, ey ‘lkr.

Si les fonctions principales forment un seul groupe canonique, on a p = n, et
Pordre du pole est égal au nombre des fonctions principales distinctes.

Si toutes les fonctions principales sont fondamentales, on a p=1; le point ¢
est un pole du premier ordre, et la partie principale est égale a

o () Ui (V) + 22(2) Yo () +. - .+ @u(@) Y (V)
7‘. 3

] — —

c

c’est, en particulier, ce qui arrive pour un noyau symétrique.
Il en est de méme pour un noyau de la forme p(x)q(y)S(x,¥), S(x, )
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étant une fonction symétrique de z et de y, et le produit p(z)q(zx) conservant
un signe constant dans l'intervalle (a, b). Soit en effet I'(z, y;A) le noyau résol-

vant qui correspond au noyau symétrique

H(z, y)=S(x, y)Vp(x)q(z)p(y)9(¥);

P(®) .

appliquons a ce noyau la remarque générale du n° 4, en prenant r(z) = 7(2)

Le nouveau noyau sera

ooy — /P _3
Hl(r,ﬂ—\/p(y)q(tr)ﬁ(x,y) S(xz, y)p(x)q(y),

et le noyau résolvant correspondant T'y (x, y; ) est égal a

/p(2)q(r)

HYSH
V eoyg(a) (=it

il n’a donc que des poles du premier ordre (').

D’une facon générale, soient n le nombre des fonctions principales, r le nombre
des fonctions fondamentales distinctes, p 'ordre du pdle A =c de I'(x, y; }).
Entre ces trois nombres n, p, r, on a les inégalités

p+rin—+iu, przn,

qui permettent de trouver deux limites pour un de ces nombres, connaissant les
deux autres. Par exemple, connaissant 2 et p, on a

n
—srsn—+1—p.

36. On peut se proposer la question inverse de la précédente : Connaissant un
pole ¢ de T'(z, y; A) et la partie principale correspondante, déterminer les fonc-
tions fondamentales et, plus généralement, les fonctions principales ainsi que les
coefficients a;x des formules (48). Nous avons déja observé que le coefficient du

terme de degré le plus élevé en T donne une fonction fondamentale quand on

y remplace y par une constante numérique (n°® 8). Mais les résultats du para-
graphe précédent prouvent que 'on n’obtient pas toujours de cette facon toutes
les fonctions fondamentales.

La solution générale repose sur quelques lemmes faciles a démontrer.

(1) Comptes rendus, 17 février 1908.
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Lewme L. — E'tant données n fonctions (), ¢2(z), ..., 2a(2) d’une seule
variable x, pour que ces n fonctions ne soient pas linéairement distinctes, il
Jaut et il suffit que le déterminant

e1(@) (1) ... Pu(ay)
J Opy P2y 00y <,9n> _ Cpl(él‘z) @2(1’2) e (?,,(J’Q)
Ly Loy « vy Ty - te

(Pl(xll) cP‘l(‘z‘n,) LRI @n(‘xn)
soit identiquement nul, quels que soient z,, s, ..., Z,.

Si I'an au moins des mineurs du premier ordre de ce déterminant n’est pas
identiquement nul, il y a une seule relation linéaire et homogéne & coefficients
constants entre les n fonctions ¢, et 'une de ces fonctions est une combinaison
linéaire des (7 — 1) autres qui sont distinctes.

Il suit de la que, sil'on a n fonctions linéairement distinctes Pry Doy ooy By €L
si une autre fonction f(x) est une combinaison linéaire de ces fonctions g;, pour

exprimer f sous la forme
f: CICP1+' . -+Cn?lly

il suffira de choisir n nombres z,, 2, ..., 2, tels que J ne soit pas identique-
ment nul, et de développer suivant les éléments de la premiére ligne le déter-

f 0] Q CP

y» Yy Y2 ’ n

< >
Ly Ljy Loy ooy X'y

qui, par hypothése, est identiquement nul.

minant

Lemme II. — Pour gu’une fonction ¥(z, y) des deux variables x et y soit
de la forme

(102) F(x, y)=o¢1(2) i (y) + @2(2) ha(y) + .. .4 0n(@) Y0 (y),
U faut et il suffit que le déterminant de Fredholm (n° 5)
Tyy Xgy o ovy Tpy
(103) F< v l>
yh }’2, sy }/n—l—l
soit identiquement nul.

Cela posé, supposons qu’on sache a priori qu'une fonction donnée F(z, )') est
de la forme (102), mais qu’on ne connaisse pas le nombre n, ni les fonctions o,
44 Pour trouver le nombre n, il suffira de former successivement les détermi-
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nants

[ 21y Zo . Xy Xy, Xy

1y To/ X1y Tgy Ly
jusqu’a ce qu’on en trouve un qui soit identiquement nul. Le nombre  cherché
est égal au nombre des lignes du premier déterminant qui satisfait a cette
condition diminué d’une unité. Une fois ce nombre n déterminé, pour mettre la

fonction F(z, y) sous la forme (102), il suffira de choisir 2 couples de valeurs

numériques (x;, y;) tels que le déterminant
F<xl’ Loy o vy xn>
yl)y%"',y/z,
ne soit pas nul et de développer la relation
F<Iyx1’ x?v"-yru\)zo.
.)/’.}/19)’2"",}//1,

Ces points étant établis, supposons que A= c soit un podle d’ordre . de I'(x, y; )),

et soit

B”(Z:y) -+ B”_/;ii’ 7) o+ ————B'(JZ’ ) At Ak
(ot A=rc + h),le développement de I'(x, »; }) dans le domaine de ce péle. Nous
savons (n° 33) que le résidu B, (z, ) est une fonction bilinéaire des n fonctions
principales (¢4, ¢, ..., ©,) et des n fonctions principales associées ($, da, ...y Uy );
si ce coefficient B, (z, ) est mis sous la forme (102), nous connaitrons donc
immédiatement les deux groupes de fonctions principales associées (9, ..., ©,)
et (4, ..., 4,). Pour en déduire les fonctions fondamentales, il faut encore con-
naitre les coefficients 2z des formules générales (48).

Or, nous savons déja que B,, B, ..., By sont aussi des fonctions bilinéaires des
fonctions ¢; et ¢, et nous venons de voir comment on peut calculer les coefficients
de ces formes bilinéaires. Ces coefficients étant calculés, si nous remplagons
[(z,y; )) par le développement précédent dans la relation fonctionnelle (13),
elle devient

By (. Bu_i (2, y;
w(x ,)’)_‘_ p—1(2, ¥) "'+l$1(z,y)

D yATES) +Ao(z,y)+...

b ,
:H(x,_}’)+(c+h)f H(x,s)[B—”(}%i—) +...+BL;’-V—) +]

En égalant les coefficients des puissances négatives de A, on trouve les éga-
Fac. de T., 2° S., X. II
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lités
/ b
Bg(x,y):cf H(z,s)Bu(s, y)ds,
b b
(104) ¢ Bu_l(x,y):cf H(x,s)Bp‘_,(s, ) ds+/ H(z, s) By (s, y)ds,

b b
B,(x,y):c/y H(.z‘,s)B,(s,y)ds+f H(x,s)B, (s, y) ds;

de ces relations on déduira de proche en proche
cS By (x, y), cSBy_i(z, ¥), ceey cSB,(x, y),

exprimées au moyen de By, B,_,, ..., By, c’est-a-dire au moyen des fonctions
oi(z), bx(y) elles-mémes.
En donnant 4 y une valeur numérique dans

b
cSBy(z,y)=¢c [ H(zx, s)B,(s, y) ds,

on aura, par conséquent,
cS o (x), cSey(x), ..., ¢cSo,(x),

exprimées au moyen de ces fonctions ¢; elles-mémes.
On aura donc tous les éléments nécessaires pour le calcul des fonctions fonda-
mentales, et 'on déierminera de la méme fagon les fonctions fondamentales pour

I'équation associée.

37. Lorsque ¢ est un nombre fondamental, la formule générale (8) qui donne

la solution de I'équation de Fredholm

b
(103) o(@)=f(x)+c [ Hiz,5)qs)ds,

n’est plus applicable. Il est & peu prés évident que, dans ce cas singulier, le pro-
bléme est impossible ou indéterminé. En effet, si 4 une solution de I’équation (105)
on ajoute une fonction fondamentale correspondant au nombre ¢, la somme est
encore une solution de l'équation (105); inversement, toute solution de I'équa-
tion (105) s'obtiendra de cette fagon, car la différence de deux solutions est une
fonction fondamentale.

Pour que 'équation (105) admette des solutions, la fonction f(z) doit satisfaire
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A certaines conditions obtenues par M. Fredholm. Ces conditions se déduisent
trés simplement de la théorie générale qui précede.
Soit 4(z) une fonction fondamentale associée, c’est-a-dire une solution de

I'équation
b
(106) Yay=c [ H(s,@) b(s)ds;

multiplions les deux membres de 1'équation (105) par {(x) et intégrons de @ a b;
il vient

b b b b
[(p(x)up(x)dx:f f(w)up(x)dx—i-cff H(z,s)¢(s)d(x)dsdx.

On peut écrire I'intégrale double

b b b
cf q)(s)dsf H(x,s)u]:(x)dx:f o(s)Y(s)ds,

et il reste la condition

L}
[ r@ pardz=o.

Par conséquent, si {’équation homogéne (106) admet r solutions distinctes
by, Yoy ooy by la fonction f(x) doit satisfaire aux r relations

b
(107) f Sf(z)Yi(xz)dzr =0 (I=1,2y...,71),

pour que l’équation (105) admette une solution.

Ces conditions sont sufisantes. En effet, supposons d’abord que le noyau
h(z, y), mis sous forme canonique, ne se décompose pas en sous-groupes cano-
niques, de facon qu’il n’y ait pour ce noyau qu’une fonction fondamentale ¢, et
une fonction fondamentale associée ¢,. On a (voir n° 27)

Rz, y) =0 ()b (y)+. .. 4 0n(2)dn(y),

avec les relations
(108) CS%:%, CS(P2:¢1+CP2, ceey CSCP»‘—_ CPn—l"*‘ CPn-

Soit (z) la solution de I’équation de Fredholm

b
(109) () =f(2z)+c | Hu(z,s)n(s)ds,

a
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ou
H(z, y)="h(x, y) +H,(z, y).

Nous chercherons une solution de I'équation (105) de la forme
9(2) =m(2) 4+ Gy 91 (2) + Cy 92 (@) +... + Cu pn (@),
Gy, Gy, ..., G, étant des constantes. Cette équation devient
n(x) + Cyoy(x) + Coox(z) +...+ C, ¢,(2)

b
:./'(x)—i—cf H, (z,s)n(s)ds
b b
—l—c[H(x,s)[lep,(s)+...+C”<pn(s)]ds+c[ h(z,s)n(s)ds.

En tenant compte des conditions (108), (109), il reste I’équation

Cioi(x) 4.4+ Cron() ,

:CICPH‘ C2(<P2+ )+ 4 Cp(o,+ Pn-1)+C [CPI(‘K) qu(s) + oo Pa() L!;,,(s)] m(s) ds

a

ou

b
Cooy+Cypa+... 4+ Cropy=— / [oi(2) Yy (s) .o @ (2)Yr(s)] m(s) ds.

Cette condition détermine les coefficients Co, ..., Cp, le coefficient G, restant

arbitraire, pourvu que nous vérifiions qu'on a
b
f b (s)m(s)ds =o.
a
Or cette relation résulte de la condition
b
f $n(s)f(s)ds=o,
a

qui est supposée satisfaite. De la relation (109) on déduit. en effet, en procédant

comme tout a 'heure,

b
f Yn(z) n(x) dz

! b b oAb b b

:f -.pn(x)f(x)dx+cff Hn(x,s)n(s)qJ,,(x)dsdx:cf ﬂ(s)dsf H,(z,s)Yn(x)dx,
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et 'on a, puisque les noyaux %2 (z, y) et H,(z, y) sont orthogonaux,
b
f H,(z,s) Y, (x)dx =o.
Prenons maintenant le cas général ou le noyau principal A(z, y) se décompose
en r noyaux secondaires
h(x, y)=Mh(x, y)+...+ " (2, ¥),

chacun d’eux correspondant a un sous-groupe canonique de fonctions principales.

Posons encore
H(z, y) =i+ ly+...+ b+ Hy (2, )3

les (r + 1) noyaux Ay, Ay, ..., hy, H, sont orthogonaux deux & deux. Soit w(z)
une solution de I'équation

b
n(x)=/f(x)+ cf H,(z, s)m(s) ds;
en opérant comme nous venons de le faire, nous en déduirons une solution de
I'équation
5 .
(@)= f(x) + cf [Ha(z, s) + 2y(z, s)] 7, (s) ds.

De celle-la nous déduirons ensuite, toujours au moyen du méme procédé, une
solution de I’équation

b
ﬂz(x):f(w)-i-Cf [H, (2, 5) -+ hy (2, $) + hy(, $)] Ta(s) ds,

et ainsi de suite. Apreés 7 opérations de ce genre, on obtiendra bien une solution
de I'équation (105), d’ou la solution générale se déduit immédiatement.

VI.

38. La connaissance des poles de la fonction méromorphe T'(x, y; 1) et de la
partie principale relative 4 chacun d’eux ne suffit pas, comme on sait, pour déter-
miner cette fonction. Supposons ces péles rangés par ordre de modules croissants

(IIO) C1s Coy  oovy €y

et désignons par P@(T) ou y;(z, y; 1) la partie principale de I'(z, ; A) dans le
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domaine du péle A = ¢;. Le cas le plus simple qui puisse se présenter est évidem-

ment celui ou la série
+ o

(111) P POT) = yilw, y5 1)

i=1 i=1

est uniformément convergente pour toute valeur de A, lorsque le point (z, y)
reste dans le domaine R. On a dans ce cas

~+

(112) T(@, y; 1) = 7:(@, y3 1) + E(a, y3 ),

i=1
E(x, y; \) étant une fonction entiére de A :
(113) E(x, y; V) =EN (2, y) +AE® (2, y)+.. .+ A DE® (2, y)+....

Faisons, dans cette formule (112), k= o3 il vient

~+

(114) H(x,y):Z hi(z, y)+EV (2, y),

=1

hi(z,y) étant le noyau principal relatif au péle c;. On sait que les noyaux
hi(z,y), hj(x,y) sonL orthogonaux deux a deux (n° 28). Les deux noyaux
hi(z,y) et EW(x, y)sont aussi orthogonaux, car si 'on pose

H(x, y)y=hi(z, y)+ H;(z, )

on a vu que A; et H; étaient orthogonaux.
Il s’ensuit que E(z, ; A) n’est autre que le noyau résolvant qui correspond au
noyau EM)(z, y), et les coefficients de la série (113) se déduisent de E()(z, y)

par des itérations répétées

b
Ew (e, )= [ B0, ) EeD (s, )ds (n=1,3, .0,

Dans le cas qui nous occupe la série des noyaux principaux

-+

Z hi(z, y)

i=1

est uniformément convergente dans le domaine R. Inversement, on démontre (')

(1) C’est une conséquence du théoréme général suivant, bien facile a établir, et sur lequel
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que, si la série précédente est uniformément convergente dans le domaine R, 1l
en est de méme de la série (111), pour toute valeur de A ne faisant pas partie de la
suite (1710), et le noyau résolvant I'(x, y; 1) est de la forme considérée ici.

On voit que cette fonction T'(z, y; ) se compose de deux parties distinctes,

une partie méromorphe 2 Yi(%, ¥; A) et une partie entiere E(z, ; X), qui sont
i

orthogonales. Lorsque le noyau H(z, y) est symétrique en z et y, la partie
entiére E(x, y; 1) est toujours nulle d’aprés une propriété générale des noyaux
symétriques (Hilbert et Schmidt), sur laquelle on reviendra un peua plus loin.
Mais il n’en est plus de méme pour un noyau non symétrique. Prenons, par
exemple, le noyau

+o +w

(115) H(z, y) _—_Z a;sin(iz)sin(iy) —|—Z bjcos(jx)cos[(j+1)y],

i=t j=1

qui se trouve décomposé en deux noyaux orthogonaux
H’(;r,y)_—_z a;sin(ix)sin(iy),
i

E (2, y) =, b;cos(jz)cos[(j +1)y],

J

les deux séries Z |a:| et Z | b;| étant convergentes, et les limites de I'intégra-

tion élant o et 2.
Le noyau résolvant relatif a H'(x, y) est égal a
+ o

2 a,‘siu(i.-r)sin(i.y).

1 — Ta;A

i=1

Quant au noyau E(z, y) il donne naissance & un noyau résolvant qui est une
fonction entiére de L. En effet, si 'on prend d’abord un nombre fini » de termes
dans la série E(z, y), on vérifie immédiatement (voir n° 6) que la fonction déter-
minante correspondante D, (%) se réduit & l'unité, car tous les termes situés

je me suis appuyé dans I'article déja cité (Bull. Soc. math., 1. XXXV, 1907) :

St une fonction S, (z, y) bornée tend uniformément vers une limite S(z, y), la fonc-
tion de Fredholm 3,(x, y; \) formée avec S,(z, y) tend uniformément vers la fonc-
tion IC(z, y; \) formée avec S(x, y), et D,(\) tend vers D()).

Voir aussi le Mémoire cité plus haut de M. Lebesgue (/bid., t. XXXVI, 1908).
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au-dessous de la diagonale principale dans le déterminant (28) sont nuls, et tous
les termes de la diagonale principale se réduisent & l'unité. On a donc aussi
D(\)=1.

Les noyaux E® (z, ), E®)(z, ), ... ont pour expressions

+

E®(z,y)=m Z bjbjcos(jx)cos(j+ 2)y,
j=1

E®)(x, v) :mE bjbjsibjiscos(jx)cos(j+3)y,
j=1

...............................................

La fonction E(x, y; A) qui est, en général, une série entiere, se réduira donc a
un polynome si E(x, ) ne contient qu’un nombre fini de termes. De méme la
partie méromorphe se réduit & une fonction rationnelle de A si H'(z, ) ne con-
tient qu’un nombre fini de termes.

Considérons encore le noyau

]) -+
(116) H(z, y) :2 assin(iz)sin(iy)-+ }: a;sin(iz) cos(iy),

i=1 : i=p+1

N ,
la série Z | ;| étant convergente. Le noyau

+

EV(z, y)= 2 a;sin({xz)cos(iy)

i=p+1

est orthogonal & lui-méme, et le noyau résolvant I'(z, ; X) se réduit & une fonc-
tion rationnelle de %

P L R
T(z, y; 1) :2 a;sin(iz)sin(iy) +EW (2, y).

1—Ta;A

i=1

Il est facile de former une infinité d’exemples de ce genre en partant d’un sys-
téme biorthogonal quelconque

P1y P2y ooy P ..y,
‘-Ph ‘Pz, RS ) "Pi’ cey
les fonctions ¢; et ¢ étant telles qu’on ait

b

f 0 (s)du(s)ds=o pour £ k.



RECHERCHES SUR LES EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES. 89

Au moyen de ces deux suites de fonctions formons une série uniformément

convergente

H(z, y) :2 Aioi(z) i ().

Les termes de cetle série peuvent se partager en deux catégories suivant que

I'intégrale définie
b

f 9:(5) Ye(s) ds

«a

est différente de zéro ou égale & zéro. En distinguant ces deux sortes de termes

par une notation différente, nous écrirons le noyau précédent

H(z, 5) = Bioi(@) $u(¥) + 3 Ceoh(2) Y4 y)

i=1 k=1
avec les conditions

b . b
J et as=1, J e as=o.

Le noyau résolvant correspondant a pour expression

© Bl’ i '1’ ~ 1 ’ ’
D, ysh) =3 22D 4 N 64 g(2) ),
i=1 I— — k=1
Ci

et la partie entiére E(z, y; 1) se réduit a son premier terme (!).

Remarque. — Lorsque le noyau H(x, y) est orthogonal & lui-méme ou donne
naissance a un noyau résolvant I'(z, y; ) égal a un polynome en X

I'(z, Y )‘) =H(x, y)+ A H(z)(xr )’) +.. 4 At H(n)(x, ¥)s

le point a I'infini est un point ordinaire ou un péle pour I', et la relation fonda-
mentale (13) devient ici

b
AH®) (2, y) 4. .+ It HOO (2, y) = 1/ H(z,s) [An=t HM (s, ) +...4+ H"] ds;
on en tire d’abord

o
f H(z, s) H (s, y)ds = o.

Si nous donnons 4 y une valeur constante Y1, on voit que la fonction

¢(z)=H" (2, y,)

(1) La fonction de Fredholm D () est alors de genre zéro.
Fac. de T, 2 S,, X. I

N
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est une solution de I’équation
b
(117) f H(x,s)o(s)ds=o
a
qui peut étre considérée comme un cas limite de I’équation homogene
v
o(x) = cf H(z,s)o(s)ds,
a

en supposant que le pole c soit rejeté & linfini. Les fonctions H®=9 (2, 5),
H(=2(z, y,), ... obtenues en donnant a ), une valeur numérique sont de méme
analogues aux fonctions principales.

Mais, tandis qu’a un pdle a distance finie de T ne correspond jamais qu'un
nombre fini de fonctions fondamentales et de fonctions principales, I'exemple (116)

montre que 'équation (117) peut avoir une infinité de solutions distinctes.

39. On peut encore appliquer le théoréme de M. Mittag-Leffler & la fonction
T'(z, y; ) lorsqu’en partant du noyau H(z, y) on arrive par une ou plusieurs
itérations a un noyau H(P)(z, y), développable par la formule (114). Le noyau
résolvant correspondant I'p(z, ¥; A) est alors développable en série par la formule

+o

(118) I‘,,(x,y;X):EP(i)(I‘p)—ﬁ—E,,(x,y;)\);

i=1
nous représentons par ¢; un pole quelconque de T(x,; )), parcf le péle corres-
pondant de T'p(z, 73 %) et par P@(T)) la partie principale de T, dans le domaine
de ce pole. ‘

D’aprés la formule générale (18), nous avons

b

T(x, 3 1) =K(, y: }) -+ W1 T, (z, 3 40) +xpf K (2, 53 )T, (5, y5 A7) s,

ou l'on a posé
K(z,y; ) =H(z, y)+12 H®) (2, y) +...+ W 2HED (2, ¥).

On en tire, en divisant les deux membres par AP

T(z,y;2) _ H(z,y) HY (z, y) Hr—(z, y)
V=l v i Vo R )

-+

+2P(i)[rp(‘7':y; )] +E,(z, 5 A7)

i=1

b s
+ ?‘f K(z,s; 1)3 2 PO[T,(s,y;2)] +Ep(s, ¥32P) ; ds.
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Supposons, pour fixer les idées, qu’a un péle ¢? de T (z, y; )) corresponde un
N .o . T . .
seul (') pole ¢; de T'(z, y; ). La partie infinie de = dans le domaine du point

A = ¢; ne peut provenir que de
b
PE(T,) +7\f K(z, s;2) PO[T,(s, y; AP)] ds,

et, par hypothése, cette fonction de A ne devient infinie que pour % = ¢;. D’autre
part, P@O[T,(z, ; ’P)] est une fonction rationnelle de % dans laquelle le degré du
dénominateur surpasse de p unités le degré du numérateur. Comme A K (z, s; 1) est

du degré (p — 1) en A, on voit que 'expression considérée est nulle pour X infini.
Elle représente donc la partie principale de F . dans le domaine du poéle c;, et

nous avons la formule

+ @
T(a, y; 1) H(z, y) Hir=Y (z, y) o[ Tlx, vy )
i=1

b
+E,(z,y; 2P) +1f K(xr, s; M)E,(s, y; A7) ds

ou

(119) T'(z, y; ) =H(z,y)+ 1 H® (2, y) +...+ T HP-N (2, y)

RN Eet PR NS

b
+ N’f K(z, s; M) E, (s, y; M) ds.

La partie méromorphe du second membre
PANC AR
\P- 12‘ P < 2L >

peut toujours étre calculée, si I'on connait les péles de T' et les fonctions princi-
pales correspondantes; il est clair en effet que la partie principale de

T(xz,y;2)

w7

(1) La conclusion serait la méme si le pole c? de T, correspondait & plusieurs péles dis-
tincts de T,
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dans le domaine d’un péle ¢, peut étre calculée dés qu'on connait la partie prin-
cipale de T'(z, y; )) dans le domaine de ce péle.

Quant & la partie enti¢re, elle dépend a la fois de H(z,y), H®(z,y), ...,
H>-4(z,y) et de la partie entiére E,(z,5;%) de Tp. Si cette partie entiere E,
est nulle, la formule (119) se simplifie et il reste

I‘(w,y;l)>.

(120) T(x,y;l):H(x,y)+...+)\P—2H(P"‘)(x,)')-5—)‘1’—’2p(i)< e

Cette formule est applicable en particulier 4 un noyau symétrique H(z,y),
pourvu que l'ilération conduise & un noyau borné HP (z,y) (*).

Remarque. — SilenoyaurésolvantT (2, y; ) peut se mettre sous la forme (120),
il peut étre mis sous cette forme d’une infinité de maniéres. Supposons par
exemple qu’on ait
+
AT
D(a,yin) =3, B,

] — —

C;

i=1

les fonctions 9;, §; formant un systéeme biorthogonal, et la série du second membre

étant uniformément convergente. On a dans ce cas

H(xz,y) =Y ¢:(@) $u(2)

et, en général,

\ N i\ ,'l g
HP (2, y) :2 L((:—);M
i=1 !
uel que soit le nombre positif p, le noyau I'(z, y; A) peut étre représenté par
q P 4 y J p P P

la formule (120).

40. Pour pousser plus loin I'étude de la fonction méromorphe T'(z,y; 1), il
semble nécessaire d’étudier la distribution des poles, c’est-a-dire des zéros de la
fonction déterminante D (1), lorsque le noyau H(z, y) reste fini. Des deux expres-
sions de D(X), données par M. Fredholm, on peut déduire aisément quelques
résultats généraux.

Si le module de H(z,y) reste inférieur & M dans le champ d’intégration, le
module du coefficient de M dans D () est, d’apres le théoréme de M. Hadamard,

(1) E. Scumint, Mathematische Annalen, Bd. LXIII, p. 450.
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inférieur a
n
Mu ni'-

nl

b

d’ot I'on conclut que le genre de D() est au plus égal & 2. Il serait intéressant
d’examiner si le genre peut effectivement étre égal 4 2, mais il est facile de former
des exemples ot il est égal a 1.

Soient @ = 0, b = 1; considérons le noyau H(z, y) défini par les conditions sui-

vantes :

H(z,y)=1 pour y S,
H(z,y)=o0 pour y>z,

qui correspond a I’équation de Volterra
o(@)=s(@)+1 [ o()ds.
0
On voit sans peine que D () se réduit dans ce cas a e™.

Lorsqu’il existe deux nombres positifs A et a lels qu'on ait

H(z,v)—H(z,3)

(x—3)*

<A,

M. Fredholm a fait observer que le coefficient de A# dans D()) est plus petit que

si la fonction H(x, y) admet une dérivée bornée, on a a =1, et la fonction D (%)
est de Pordre un ().

41. M. Fredholm a donné aussi le développement en série entiére de log[ D(A)].
On retrouve ce développement d’une fagon trés simple par un procédé analogue a
celui qui a été employé au n° 5 pour vérifier la relation (26).

Posons, pour abréger,

N b b
L1y Loy « o 0y Ty
U,= H dxy...dz,, Uy=1,
Jag g a Ly Lyy ooy X

b b b
A.:f H(z,, z,) dz,, A,:fl‘/‘H(x,,ar:z)H(x2,.av.)dx,a’.x'2

(1) Laiesco, Comptes rendus, 25 novembre 19o7.
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et, en général,

b b b
A,,:f/f H(zy, 2,) H(xy, 23). . . H(Zpor, 2p) H(xp, 2) dy. . .dx).

Nous allons établir une relation de récurrence entre les nombres U; et A;. Ima-
ginons pour cela qu'on développe le déterminant

Tyy gy ooy Xy
H < ;
‘771, L'gy o ony (D”
ce développement contient le produit

/

Loy Lgy o vvy Ly
H(smm)H( >

Loy L3y «« oy L

qui donne dans U, le produit A, U,_,. Un autre terme quelconque du déterminant
contient un élément de la premicre ligne, soit H(xy, z;), ot i >1. La letire z;
figurant dans la " ligne et la #*™° colonne, ce terme contiendra un autre élément
H(x;, x1), ot i est différent de k; supposons k& > 1. Pour la méme raison ce terme
contiendra un autre élément H(xx, z;) ot j est différent de ¢ et de k. Comme les
variables z;, 24, 2}, ... ne peuvent figurer que deux fois dans un terme, on finira
par arriver a un élément tel que H(z;, ;). Le terme en question contient donc
un produit de p éléments tel que

H(x,, z;,) H(xsy xp). . . H(2x) 24),

et, si 'on supprime les lignes et les colonnes qui contiennent ces p éléments, il
reste le déterminant a (n — p) lignes

U ! ’
X, x x
12 29 * n—p
H < ! ’ ’ >'
Ty Ty ooy Ty p
z', x! z,,_, étant les (n — p) variables restantes aprés la suppression de x
1y %oy ey Yn-p P p PP LR

Zi, Tk, .-, 2;. Le développement du déterminant proposé contient donc le produit

Sl
XYy Xyy ooy T

n—p
iH(z,,x,-)H(x,-,z,,.)...H(x,,w,)H< L ) >,
19 Lgs s Tpp
et, par suite, U, contient le produit
(=10)P A Uny,

car on doit prendre le signe — si p est pair, et le signe -+ s p est impair.
Ce produit figure dans U, un nombre de fois égal au nombre des arrangements
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(p—1) a(p—1)des(n—1) variables z3, Zs, ..., Zn, p étant au moins égal a 2,

c’est-a-dire
(n—1)(n—2)...(n—p—+1).

On a donc la relation

(121) U,=AU,,—(n—1)A, U, ,+ (n—1)(n—2)AUp_3+...
+ (—1)P(n—1)(n—2)...(n—p+1)A, U, p+...
+ (—0)"(n - 1)(n—2)...24, U,

Ecrivons le développement de D ()
D(A)=14ah+ otz A2+...+ A" +.. .,

ce qui revient a poser
U,=(—1)"nla,;

la relation (121) devient

(122) no,+ Ao, 1+ Asaty_y+...+A,=o.

Si nous posons
GA)=A+ A A+ + AT,

la relation (122) exprime précisément qu’on a
(123) D'(A)=—D(R)G(R)

et, par suite,
A
__/; G()\)d)\— e—(AJ‘+A,-)§+...+A,.l;; +)

(124) D(A)=e

Cette expression ne differe que par un changement de notation de la formule
de M. Fredholm.

42. Soit D,(}) la fonction déterminante correspondant au noyau H) (z, y),
déduit de H(z, y) par (p — 1) itérations. Si nous posons de méme

h b b
Aﬁ{”:f f f H®P) (), 2,) HP) (xy, 25) ... HP) (2, 2y) dzy . . . dz,

il résulte immédiatement de I'expression (10) du noyau H#'(z, y) qu’on a

P —
AP =A,,.
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On a donc aussi, d’apres la relation (124),

Asp Anp
—(AP)\+ -—2—)\’+...+—"—7\" +)

(125) D,(A)=e

I1 est facile, d’apres cela, d’avoir I'expression de D,()) au moyen de D(}). En
1 1 1

effet, remplacons dans la formule (124) X par wA?, ©2)P, ..., wPLAP, successive-
ment, o étant une racine primilive de 'équation w?= 1. En multipliant membre
a membre les égalités obtenues, il reste

D (35) D (7). p(ar125) = = (rresnF v Tin)

c’est-a-dire ’
(126) D, :D(lTi)D(w)\%)...D(ml’—‘)\%>,

formule tout a fait analogue a la formule (17), qui exprime I'y (2, y; A) au moyen
deT'(z, y; h).

Supposons D (1) du genre deux
te Ao

2,
D(}) :emw[[(l_ Z_> &t

i=1
la formule (126) nous donne X

e )
Dg(l):emn<1— _.)eﬂ
i=t ’

Sl >

et
+

Dp(l)zl—l(x—;{,) si p>2.

i=1

On voit donc qu’en partant d’un noyau borné H(z, y), aprés deux itérations
au plus, on arrive a un noyau pour lequel la fonction déterminante est du genre
zéro.

On en déduit bien aisément la propriété rappelée plus haut (n° 38) des noyaux
symétriques. Si H(z, y) est un noyau symétrique, la suite des noyaux qu’on en
déduit par itération

H®(z, y), HO(z,y), ..., HPN(z,py), ...,

est illimitée; on a en effet, d’aprés la propriété caractéristique de ce noyau,

&

H<=)(x,x>=j' [H(a, 5)]* ds,

Wb
H(‘)(.z‘,w)—_—/ [H® (2, 5)]* ds,
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e, en général,

b
HED () = [ [HE (2, )] ds.
Y a

On voit done que les noyaux H® (e, y), HW (e, b)), .0y HEY (2, )), .. sont
tous difl érents de zéro. Dailleurs, il est évident que tous les noyaux sont eux-
mémes symétriques.

Cela étant, soit H(w, ) un noyau symétrique, borné ou non, tel qu'apres un
nombre fini d’itérations on arrive & un noyau symétrique borné. Apres de nou-
velles itérations on arrivera & un noyau symétrique H@ pour lequel la fonction
déterminante D, (2.) sera du genre zéro. Cela étant, si la fonction résolvante
'z, y; 2) relative au noyau symétrique H(z, y) n’avait pas de poles, la fonction
catiére de genre zéro Dy (%) n’ayant pas de racines, se réduirait a I'unité. Or, cela
est impossible, car on devrait avoir

[

“a

b b

b 1 N
U HD (2, 2y) D (2, )
H@ (2, 2,)dz, =0, / / ' dx, dzy,= o,
e H@ (2y, 21) H@ (24, 2y) |

et, par suite,

b b
[ [ HO (x, x,) H® (24, x,) dx, dz,= 0,
vYa *“a

'est-d-dire

~

b b
f / [H@) (21, @2)]* div, davy = o.

43. On peut déduire de la formule (123) une condition nécessaire et suffisante
pour que I'équation D () = o n’ait qu'un nombre finide racines. S'il en est ainsi,
on a

D(}A) — e”"“"b\/"P()\),

P (%) étant un polynome, « et b des constantes qui peuvent étre nulles; par suite,
!

la dérivée logarithmique ?) () ) est une fonction rationnelle de ..
Doy
D)
n‘admel qu'un nombre fini de racines. En effet, soient ¢ un pole de cette fonction
rationnelle et

Inversement, si est une fonction rationnelle de %, Péquation D(X)=o

i + Sp—1 G,
(h—c)¥ ()\—c)ﬂ*‘+"'+7\——c’

lapartie principale correspondante. Dans le domaine du point A = ¢, on aura
CP'
- NS - 7 \pn—l+
D(r)=F(h —c)e 'PVA=0 3
Fac.de T., 2°S., X. 13

v+ C Log (h—c)
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F (X —c¢) étant une fonction réguliére dans le domaine du point A = ¢, et diffé-

rente de zéro pour A= c; il faut donc qu'on ait Cy=...=Cy=o, et de plus

que G, soit un nombre entier positif, puisque la fonction D(L) est réguliere
. . D' (A , .

pour A =c. La fonction rationnelle ﬁ est donc nécessairement de la forme

p
Dy ' my
])—(7\—) = a -+ b)\“l"l:zl ——-C,"

m; étant un nombre entier positif, et 'on a

N b2 +°°A
D) =C e"HTI] Oh — ¢;)m.

i=1

En définitive, pour que Uéquation D(X)=o n’admette qu’un nombre fini de
racines, il faut et (l suffit qu’a partir de As, p coefficients consécutifs quel-

conques de la suite
Al’ A27 A3’ ey A", MRS

vérifient une relation de récurrence a coefficients constants ().

(1) Cette condition a été énoncée par M. Lalesco sous une forme équivalente (Comptes

rendus, décembre 1907).



