SUR QUELQUES PRINCIPES GENERAUX

RELATIFS A

LA THEORIE DES FONCTIONS

D’UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES

(SUITE ET FIN ),

Par M. CuoarLes RIQUIER.

CHAPITRE IT .

FONCTIONS OLOTROPES ET LEURS DERIVEES (2).

REGIONS CONTINUES.

23. Désignons par z, y, ... des variables réelles ou imaginaires, en nombre
quelconque nj par s, ¢, ... des variables réelles, en nombre quelconque p; enfin,

par
(P(S,t,...), X(S’ls“')’

nfonctionsde s, ¢, ..., toutes continues dans un méme intervalle complexe (n° 11,
I1). Cela posé, ensemble des n formules

x=0(81t ...),

() ' y=u(st ...),

(1) Voir Annales de la Faculté de Toulouse, 2° S., t. VIII, p. 393; 1906.

(2) Nous avons résumé dans le Chapitre II une partie des notions, tirées de la considération
des scries entiéres, que M. Méray donne pour base a la théorie générale des fonctions
(MERAY, Nouveaw Précis d’ Analyse infinitésimale, 1872 ; Lecons nouvelles sur UAnalyse
infinitésimale et ses applications géométriques, 1™ Partie, 1894 ). Nous avons cru tou-
tefois, dans un but de commodité plus grande, devoir faire subir aux idées de M. Méray
quelques 1égéres modifications, et nous avons fait appel, notamment, a la considération des
régions normales, qui se trouve exposée dans le cours du présent Chapitre.

Fac. de T., 2 S., IX. 14
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ot les divers systémes de valeurs attribuées a s, ¢, ... n’excédent pas l'intervalle
en queslion, définit ce que nous nommerons un arc continu (i p variables) tracé
dans Pespace [[x, ¥ ]J Les points de Uarc seront les divers systémes de
valeurs de z, y, ... qui correspondent, en verlu des formules (1), aux valeurs ci-
dessus spécifiées de s, ¢, .... Si, dans chacun des intervalles simples ou s, ¢, ...
sont respectivement assujetlis a varier, on considére 'une des deux valeurs extrémes
comme initiale, et 'autre comme finale, il faudra entendre par extrémité initiale
de I'arc le point qui correspond aux valeurs initiales de s, ¢, ..., et par extrémité
JSinale de I'arc le point qui correspond & leurs valeurs finales. Des arcs, tracés
dans I'espace [[x. ¥y ]], seront dits placés bout & bout, si I'extrémité finale de
chacun d’eux coincide avec I'extrémilé initiale du suivant. Enfin, un arc sera dit
situé dans telle ou telle région de I'espace [[x,y, ]], si chacun de ses points

s’y lrouve silué.

24. Considérons, dans I'espace [[.r,y, .. J], le chemin bris¢ ayant pour som-

mets successifs
(2) (‘TO’yo"")y (J‘h)‘l"")’ (xzyyz,"')’ ey (‘Tg,,ygn °~‘)a (nya--‘)’

et formons, avec les coordonnées z, y, ... de deux sommets consécutils quel-
conques, le Tableau des diflérences

Xy—Lyy Ty—Xyy ey X — Tg

)’1—J'o» .}"2—.)/17 ey Y—ygy

.
“e s e .y e e ey o .y t e s s e eny

évaluons enfin, dans les lignes respectives de ce Tableau, les plus grands modules,
Wy Uy - -+, que présentent les différences dont il sagil : ces quanlités pz, pry, ..
se nommeront les écarts maxima du chemin brisé (2).

Cela posé, si I'on considére, dans Iespace [[x, ¥, ]], un arc continu quel-
conque, il est facile de voir que les extrémités initiale et finale de Uarc peuvent
étre reliées Uune & Uautre par quelque chemin brisé ayant tous ses sommelts
sur Uarc, et présentant des écarts maxima respectivement inférieurs a des
constantes positives données gy I'y, ...

Désignons en effet pars, ¢, ... les variables (réclles) dont P'arc dépend, par 3
Pintervalle complexe ou elles sont assujelties & se mouvoir, et par ¥ un nombre

positif tel, que les inégalités simultanées
mod (s'—s") <y, mod (¢ — ") <y, ceey

, vty . M U u kN APV K
supposées vérifiées pour deux points, (s, Uy ..., (5", ' ...), de intervalle 3,
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entrainent comme conséquences nécessaires, pour les valeurs correspondantes
de z, ), ..., les relations

mod(z' — &") < g, mod(y'— y" )Y <ry, coat

un pareil nombre v existe certainement, car 'intervalle complexe J constitue,
dans I'espace [[s, ¢ .. ]], une région limitée et compléte o les seconds membres
des formules qui définissent I'arc sont tous continus. Désignons ensuite par s,
to, ... les valeurs initiales de s, ¢, ..., par S, T, ... leurs valeurs finales, et for-
mons, dans Pintervalle J, la suite

(3)  (Soslos«vv)s (Sisliyees)y (Syplay o)y wovy (Sgolgy.nn)y (S5, T,..0),
sous la seule condition que les différences

S1— S S — 81, ...y S —5g,
L—ty b— . .., T—t¢

44

..... ’ ey “e ey c e e s ey

formées en comparant deux termes conséculifs quelconques de la suite (3), soient
toutes moindres que y en valeur absolue. Aux divers points (3) de l'espace
[[s, l .. ]J correspondent, dans ’espace [[w,_y, . ]J, en vertu des formules qui
définissent I'arc, cerlains points,

(*770,)'0’--'), ('I"Uyl,---)v (3'2’}’2)---)’ ey (xgy}’gr---)’ (X:Y!"-)’

et ces derniers forment un chemin brisé qui, en vertu de la définition de vy, satis-
fait bien a la condition requise.

Plus généralement, si I'on considére, dans P'espace [[x, ¥, ]], un chemin
continu formé d’arcs placés bout a bout, les extrémités initiale et finale du
chemin dont il Sagit peuvent étre reliées 'une a Uautre par quelque chemin
brisé ayant tous ses sommets sur cette suite d’arcs, et présentant des écarts
maxima respectivement inférieurs a des constantes positives donndées.

25. Une région de Pespace [[x, ¥, ]J sera dite continue, si deux points,
(%o; Yoy --+)y (X, Y, ...), arbitrairement choisis dans la région, peuvent toujours
étre reliés I'un a autre par une suite d’arcs continus placés bout & bout dans cette
région, le premier des arcs dont il s’agit ayant son extrémité initiale en (Zoy Yoy +-e)s
et le dernier son extrémité finale en (X, Y, ...).

La remarque présentée au n° % relativement aux régions limitées ou complétes
s'applique évidemment aux régions conlinues : si des régions, respectivement

extrailes des espaces
[[x, ]] [[_y, ]] e
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sont toutes conlinues, leur association forme, dans Pespace

[[;r, N S ]],

une région également continue.

De la remarque finale du numéro précédent il résulte que, dans une région con-
tinue, deux points quelconques peuvent étre reliés 'un & l'autre par quelque
chemin brisé ayant tous ses sommets dans la région et présentant des écarls
maxima respectivement moindres que des quantilés positives données.

Enfin, si, comme au débutdu n° 21, on désigne par z, y, ... des variables indé-
pendantes, en nombre quelconque g, assujetties a se mouvoir dans une région
continue, Ry , .., par

u=U(z,y,...),
v=V(x,y,...),

R I I )

des fonctions de z, y, ..., en nombre quelconque j, toutes continues dans cetle
région, et par 311,,,,,’_,, 'ensemble des divers points de I'espace [[u, v, ]] qui,
en vertu des formules ci-dessus, correspondent (avec répélition possible) aux
divers points de 311,7%“,, il résulte du n° 20 que les diverses continuités sup-
posées entrainent celle de la région 'ﬂu",’

26. Nous nommerons domaine toute région définie par un systéme de relations

de la forme
mod(x — a) < Ry, mod(y — b) <Ry, cey

ou(a, b, ...) désigne un point fixe, et R, Ry, ... des constantes positives (> o);
ces constantes seront elles-mémes les rayons du domaine, le point (a, b, ...) cn

sera le centre ().

Tonut domaine est une région continue.

Effectivement, si, dans le domaine I, ci-dessus défini, on prend arbitrairement

(1) SiTon suppose les variables réelles, 'ensemble des valeurs de z qui satisfont a la rela-
tion mod(z— a) < Ry se trouve graphiquement représenté, sur un axe indéfini Oz, par
Vintérieur d’un segment ayant pour extrémités les deux points qui correspondent aux
valeurs @ — R, a + Ry (on doit faire abstraction des deux points extrémes). Si 1'on sup-
pose les variables imaginaires, I'ensemble des valeurs de z qui satisfont 4 la méme inégalité
se trouve graphiquement représenté, relativement a deux axes rectangulaires tracés dans un
plan, par 'intérieur d’un cercle ayant pour rayon R et pour centre le point qui corres-
pond & la valeur @ (on doit faire abstraction des points de la circonférence).
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deux points, (24, Yy, ---), (X, Y, ...), les formules

=z, + s (X — ),
(4) Y =Yo+s(Y— ),

DRI R SRS ceey

ou I'indéterminée s est assujettie a varier dans l'intervalle de o a 1 (0<s<1), défi-
nissent un arc continu ayant pour extrémités initiale et finale les deux points
choisis. Ces formules (4) peuvent d’ailleurs s’écrire

xr—a=(1—s)(xy—a)+s(X—a),
(9) y—b=(0—5)(yo—0b) +s(Y —b),

et, pour loute valeur de s n’excédant pas l'intervalle de o a 1, le module acquis
par le second membre de la premiére formule (5) est inférieur ou égal a

(r—s)Ymod(x,— a) +smod(X — a),
par suile, inférieur ou égal au produit de la plus grande des quantités
mod(xr, —a), mod(X — a)

par la somme (1 — s) + s =1, par suite, inférieur ou égal i la plus grande de ces
quanlités, par suite, enfin, inférieur & R;. On ferait voir, par un raisonnement
tout semblable, que, dans les mémes limites, le module acquis par le second
membre de la deuxi¢me formule (5) reste inférieur a R,; et ainsi jusqu’a la der-
niére. L’arc (4), terminé aux deux points (2o, ¥, ...), (X, Y, ...), est donc
entiérement situé dans le domaine 1.

REGIONS NORMALES.

27. Nous dirons qu’une région, &, de I'espace [[x,‘}', .. ]J est normale, s elle
salisfait & la double condition suivante : 1° La région W est continue (n® 23);
2° Tout point de la région R est le centre de quelque domaine (n° 26) enti¢rement
situé dans R.

La remarque présentée aux n” 4 et 23 relativement aux régions limitées, com-

plétes ou contlinues, s’applique encore aux régions normales : si des régions, res-
pectivement extraites des espaces

[[=, L [ | B
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sont loutes normales, lcur association fournit, dans P'espace

[[x, ey Yy e ]J,
une région également normale.
Tout domaine est une région normale.

Considérons un domaine, @), de centre (@, b, ...) el de rayons Rz, Ry, ... : la

[T

continuité de cette région ayant déja été établie au numéro précédent, il suffit de
faire voir que tout point (o, ¥y, ...) intérieur a D est le centre de quelque
domaine entiérement situé dans 1.
Or, si 'on désigne par oz, oy, ... les différences (nécessairement supérieures a
76ro)
Rr—mod(xy—a), Ry—mod(y,—b), ...,

il est facile de se convaincre que les relations

mod(z — xy) < 0z, mod (y — ¥o) < 2y»
enlrainent comme conséquences nécessaires

mod(x —a) < R,, mod(y — b) <Ry,
Car de la relation

(x—a)+ (a—x) =2 — x,,

on tire
mod{(z —a) — mod(zy— a)Zmod(z — x,);

si donc on suppose le module de x — z, inférieur A pz, on aura la suite d'iné-
galités :
mod(x — a) —mod (x,— a) Smod(x — z,) < Rz — mod (z, — a),
d’oti 'on déduit, par la comparaison des quantités extrémes,

mod(x — a) < Rg.

Et1'on trouverait, par un calcul semblable,

mod(y —b) <Ry,

FONCTIONS OLOTROPES; LEURS DERIVEES.

98. Les variables z, ¥, ... étant supposées, indifféremment, réelles ou ima-
2inaires, nous dirons qu’une fonction, f(, y, ...), de ces variables, bien définie
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dans une région normale (n° 27), R, y est olotrope ('), si, autour d’un point
quelconque, (zg, 30, ...), de la région, pris comme centre, on peut assigner
quelque domaine dans toute I'étendue duquel la fonction f(=, y, ...) soit expri-
mable a l'aide d’un méme développement, entier par rapport aux différences
X — Zoy ¥ — )0, ---- Les rayons d’un pareil domaine (qu’on doit supposer, natu-
rellement, compris tout entier dans la région ®) se nommeront olométres (simul-
tanés) de la fonction au point (zg, y,, ...) (3); le développement entier qui
exprime la fonction dans le voisinage de ce point sera dit avoir lieu & partir
de (zy, yo, - ..), et, par rapport a lui, les quantités zq, ¥, ... eLf(Zg, ¥y, -..) 50
nommeront les valeurs initiales des variables et de la fonction.

Il ne faut pas perdre de vue que la définition, donnée ci-dessus, d’une fonclion
olotrope implique essentiellement la nature normale de la région ot on la consi-
dére. Cette définition, combinée avec les propriétés connues des séries entiéres,
conduit tout d’abord aux conséquences suivantes, que nous nous bornerons a

énoncer :

1° Toute fonction olotrope est continue.

2° 8¢ Lon désigne par f(z,y, ...) une fonction olotrope dans une région
(rormale) R, et par (z4, yo, ...) un point particulier quelconque de cette
région, il n’existe, pour représenter f(x,y, ...)dans le voisinage de ce point
conformément a la définition ci-dessus, qu'un seul développement entier
par rapport aux différences x — x4, y — y4, ... (*).

3° Soient
Sz, y, ...) une fonction olotrope dans une région (normale) R;
(203 )70y -+ ) un point quelconque de cette région;

(1) Les termes olotrope, olométre sont empruntés a M. Méray.

(*) I va sans dire que, étant donné un systéme d'olométres de la fonction au point
(@0, Y0, +..), si 'on diminue arbitrairement quelques-uns de ces olométres sans augmenter
les autres, on a encore un systéme d’olométres de la fonction au point considéré.

(*) Supposons, en effet, qu'il existe deux développements de cette nature, c’est-d-dire
quen posant x —wy=h, y —yo==5k, ..., la quantité f(zo+ A, yo+k, ...) soit expri-
mable a I'aide d’un premier développement entier en %, &, ... pour toutes valeurs de 4, %, ...
intérieures @ un domaine de centre (0,0, ...) et de rayons 8/, 8y, ...; puis, qu’elle soit de
méme exprimable & I'aide d'un deuxi¢me développement entier en 4, £, ... pour toutes va-
leurs de A, X, ... intérieures a un domaine de centre (0, 0, ...) et de rayons ¢}, oYy ... Si
on désigne alors par &, la plus petite des deux constantes 3%, 3%, ..., par ¢y la plus petite
des deux constantes 8y, 8%, ..., etc., les deux développements dont il s’agit ont des sommes
égales pour toutes valeurs de 4, %, ... intéricures a un domaine de centre (0,0, ...) et de
rayons Oy, 8y, ..., puisque, dans ces limites, ils représentent I'un et Pautre la quantité
S(@o-+ I, yo+ k, ...) ¢ ils out donc leurs coefficients semblables respectivement égaux.

Cette propriété, base essentielle de la définition des dérivées dans le point de vue adopté
par M. Méray, repose elle-méme, comme on le voit, sur la nature rormale de la région.
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82y 8y, ... des olométres de f(z, y, ...) au point (x4, ¥, -..);

(Z4y Y1y -..) un point intérieur au domaine de centre (xy, %o, ...) et de
rayons 8z, 8y, .. ..

Cela étant, la fonction f(x, y, ...) ne peut manquer d’admettre au
point (z,, y1, ...) les olométres

dz—mod(z,— z,),  Oy—mod(y;—,),

29. Lorsqu’une fonction f(x, y, ...) est olotrope dans une région (normale) R,
a tout point (z, y, ...) de cette région correspond, pour exprimer la valeur de la
fonction dans son voisinage, un développement, et un seul, entier par rapportaux
accroissements h, k, ... que 'on attribue a z, y, ... (n° 28); le seul choix du
point (z, y, ...) détermine donc entiérement tous les coefficients du développe-
ment qui lui correspond, et, dés lors, chacun de ces coefficients peut, dans la
région donnée, étre considéré comme une fonction de z, y, . ... Cela élant, on
démontre qu'une pareille fonction est, comme la proposée, olotrope dans la
région B, et qu'elle admet, en chaque point de cette région, les olométres de
la proposée.

En désignant, comme ci-dessus, par (2, y, ...) un point quelconquc de la
région W, le terme indépendant de h, k, ... dans le développement de
flz+h, y+k, ...) eflectué a partir des valeurs initiales z, y, ..., est préci-
sément f(x, 5, ...). Dans ce méme développement, les coefficients des premiéres
puissances de A, k. .. . se nommentles dérivées de f(z, y, ...) prises par rapport
& x, ¥, ... respectivement; on les représente souvent a I'aide des notations
N2 T Ny M € T I

Si, dans le voisinage du poirt (x.y, ...), la quantité f(z +h,y +k, ...) se
trouve représentée a l'aide de la série entiére

Zam,n, fomkr, .. ’

la quantité f(z +h, y+k, ...) le sera, dans les mémes limites, a I’aide de la
série entiére
2"’nam,n....hmvlkn e

30. Comme les dérivées d’une fonction f(z, y, ...), olotrope dans une région
donnée, sonl elles-mémes olotropes dans cette région, elles ont des dérivées jouis-
sant de cette propriété; de méme pour celles-ci, leurs propres dérivées, et ainsi de
suite indéfiniment. Ces dérivées de dérivées sont les dérivées partielles de tous
ordres de la fonction f(z, y, ...), dont la nomenclature repose sur le théoréme
suivant : Une dérivée d’ordre supérieur dépend uniquement des nombres
exprimant combien de fois on a dérivé par rapport & chaque variable, dans
quelque ordre que ces opérations partielles aient pu étre exécutées.
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Enfin, si Uon considére, d’une part, la dérivée d’ordres partiels p, q, ...,
par rapport a x, y, ... respectivement, d’une fonction olotrope f(x,y, ...),
si Uon considére, d’autre part, le coefficient de hPke ... dans le développe-
ment de f(zx + h,y + k, ...) en une série entiére par rapport aux accroisse~
ments hy k, ..., la premiére de ces deux fonctions est le produit de la seconde
par le facteur numérique 1.2...p.1.2...q.... ‘

NULLITE IDENTIQUE D’'UNE FONCTION OLOTROPE.

31. Une fonction, olotrope dans une région donnée, y est dile identiquement
nulle, deux fonctions, olotropes dans une région donnée, y sont dites identi-
quement égales, lorsque la nullité ou I'égalité dont il s’agit a lieu en tout point
de cetle région (supposée normale).

Lorsqu’une fonction f(z,y, ...), olotrope dans une région 8, y est identi-
quement nulle, toutes ses dérivées le sont aussi.

En effet, si 'on désigne par (x,, 5o, ...) un point déterminé (quelconque) de
ta région R, la quantité f(ze+ h, ¥+ k,...) est, pour toutes valeurs suffi-
samment pelites de &, %, ..., exprimable par une série entiére en 4, k .... D’ail-
leurs, ce développement (unique) a nécessairement tous ses coefficients nuls,
puisque, en lui attribuant de pareils coefficients, il exprime évidemment la valeur
toujours nulle de notre fonction. '

32. Inverscment, une fonction f(z, y, ...), olotrope dans une région R, y est
identiquement nulle, si, en quelque point de cette région, elle sannule numé-
riquement avec toutes ses dérivées.

1. Siune fonction f(z,y,...)est olotrope dans une région R, et si, dans
cette derniére, on considére un fragment limité et complet, ¥, on peut assigner
quelque constante positive, r, telle que la fonction f(z,y,...) admette, en un
point quelconque de ¥, un systéme d’olométres (au moins) égaux a r.

Considérant en effet, dans I’espace [[x, Yy ]] ('), la région limitée et com-
pléte § (comprise tout entiére dans W), nommons caractéristique d’'un point de
celte région toute quantité positive (> 0)p, telle que la fonction f(z, y,...)
admelle au point considéré un sysiéme d’olométres (au moins) égaux a o. Cela

étant, si un point déterminé (x',y',...) de la région ¥ admet parmi ses caraclté-

(1) Cet espace est a4 n ou a 2n dimensions, suivant que les n variables z, y, ... sont
réelles ou imaginaires.

Fac. de T., 2 S., IX. 15
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ristiques la conslante ¢/, tout point (5, 1, ...) de celle méme région qui satisfait
aux rclations "
mod (§—a') < p/, mod (n— y') <o, e

admeltra parmi les siennes (n° 28, 3°) la plus petite des différences positives
¢’ — mod (£ — '), o'—mod (n—y"), cees

c¢’est-a-dire une quantité dont la différence a ¢’ tombe au-dessous de toute quan-
Lité donnée lorsque le point (&, 4, ...) est suffisamment voisin de (&', y/,...).
Ainsi, les diverses conditions spécifiées au n° 12 relativement aux caracléris-
liques se trouvent bien remplies dans la région limitée et compléte &, et, comme
les caractéristiques sont ici essentiellement supérieures & zéro, il existe bien

quelque conslante positive, r, possédant la propriété énoncée (n°13).

II. S une fonction f(x,y, ...) est olotrope dans une région R, et si, dans
cette derniére, on trace un arc continu, on peut assigner quelque constante
positive, r, telle que la jfonction f(x, y,...) admette, en un point quelconque
de Uarc, un systéme d’olométres (aw moins) égaux ¢ r. k

Car, les variables (réelles) s, ¢, ... dont I'arc dépend élant assujellies a se mou-
voir dans unintervalle complexe, ¢’est-a-dire dans une région de I'espace [[s, L ]]
a la fois limitée et compléte, il résulte du n® 21 que I'ensemble des divers points
(2, , -..) qui, en vertu des formules définissant I'arc, correspondent (avec répé-
tition possible) aux divers points de l'intervalle complexe, forme, dans 'espace
[[x, Yy ﬂ, une région a la fois limitée et compléte : les conclusions de I'alinéa |

sont donc applicables.

1. S une fonction f(z,y, ...) est olotrope dans une région R, et si, dans
cette derniére, on trace un chemin continu formé d’arcs placés bout a bout,
on peut assigner quelque constante positive, r, telle que la fonction f(x,y,...)
admette, en un point quelconque du chemin, un systéme d'olométres (au
moins) égaurx a r.

Clest la une con:équence immédiale de l'alinéa 11.

IV. Lorsqu’une fonction f(z,y, ...) est olotrope dans une région R, la
connaissance des valeurs numériques que prennent la fonction et toutes ses
dérivées en un seul point, (x4, ¥o, ---), de la région, suffit pour déterminer
entiérement sa valeur et celles de toutes ses dérivées en tout autre point,
(X,Y,...), delarégion. ’ ' '

Effectivement, la région W étant normale (n° 28), et, par suite, continue (n°27),
les deux points (2o, )y, - )y (X, Y, ...) peuvent éire reliés 'un & I'autre par une
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suite d’arcs continus placés bout & bout dans cette région (n° 23). En vertu de
P’alinéa I1[, on peut assigner quelque conslante positive, r, telle que la fonction
f(z,y,...) admelte, en un point quelconque du chemin conlinu ainsi tracé, un
systeme d’olométres (au moins) égaux a r; et, d’autre part, il résulte du n° 24 que
les extrémités initiale et finale d’un pareil chemin peuvent étre reliées 'une a
l'autre par quelque chemin brisé,

(xOy,}'o’”-)v (‘rly}’ly---)v (xzyyb---)’ LYY (‘Tgy}’g"--)' (X’ Y"")’

ayanl tous ses sommets sur les arcs dont il s’agit, et présentant des écarts maxima
moindres que r.

Cela posé, la connaissance des valeurs numériques de f(z, y,...) et de toutes
ses dérivées au point (2, ), .. .) nous permet de construire (idéalement) le déve-
loppement de f(z,y, ...) & partic de (z,, ¥y, ...), et, comme les modules de
Zy— Zoy )’y — Yo,y - - - SODL Llous moindres que r, 'hypothése

&r =x,, Y =) ey

introduite dans ce développement et dans toutes ses dérivées, fournira les valeurs
prises au point (x, ¥, ...) par la fonction f(z,y, ...) et par loutes ses dérivées.
On passera alors du second sommet au Lroisiéme comme on a passé du premier au

second, et I'on ccntinuera de celte maniire jusqu’au sommet final (X, Y, ...).
. ’ Jusq y Iy

V. Les mémes notalions étant adoptées qu’a I'alinéa 1V, si I'on suppose nulles
les valeurs numériques prises au point (24, ¥, -..) par la fonction f(z, y,...) et
par loutes ses dérivées, ou, ce qui revient au méme, les coefficients du dévelop-
pement initial, on voit que la nullité identique de celui-ci entraine, de proche en
proche, celle de tous les développements subséquents, et que, par suite, la fonc-
tion s’annule au point (X, Y, ..,) avec toutes ses dérivées.

33, Lorsque deux fonctions, olotropes dans une méme région, y sont zden—
tiguement égales, leurs dérivées semblables le sont aussi.

Inversement, deux fonctions, olotropes dans une méme région, y sont iden-
tiguement égales, si, en quelque point de cette région, les valeurs numériques
de Uune et de ses diverses dérivées sont respectivement égales aux valeurs
numériques de ’aulre et de ses dérivées semblables.

Ces propositions se déduisent immédiatement des précédentes (n° 31 et 32),
si 'on observe que la différence

T ﬁ(x,y,.)——f(x,y,)

de deux fonctlions, olotropes dans une région donnée, y est elle-méme olotrope,
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et quelle a pour dérivée d’ordres partiels p, ¢, ... la différence des dérivées

d’ordres partiels p, ¢, ... des deux fonctions.

CHAPITRE 1L

CALCUL DES FONCTIONS PAR CHEMINEMENT.

DEFINITIONS PREMIERES RELATIVES AU CALCUL DES FONCTIONS PAR CHEMINEMENT.

MONODROMIE.

34. Une série entiére en & —xy, ¥ — Yo, ..., admeltant, autour du cenlre
(20, Yoy - - ), quelque domaine de convergence, définit, comme on peut Pétablir,
une fonction olotrope de z, ¥, ... dans l'intérieur d’an pareil domaine (*). Don-
nons a ce développement la forme de Taylor; puis, désignant parv (zy, ¥y, ...) un
point intérieur au domaine, introduisons dans ce développement et dans toutes
ses dérivées I'hypothése numérique 2 =z, y =y, .... La connaissance des
sommes de ces divers développements nous permettra évidemment de construire
celui de notre fonction a partir des nouvelles valeurs initiales zy, ¥4, ... : ce
deuxiéme développement de Taylor, entier en £ — &y, ¥ — ¥1y ) admeltra cer-
tainement quelque domaine de convergence, ¢t nous dirous, pour abréger, qu'il se
raccorde avec le précédent

Cela posé, considérons, dans l'espace [[.'r,y, .. ]], un chemin brisé ayant pour

sommels successifs
(1) (@oy Yor ++2)y ( @iy Fas ove)y (Bay Yoy o)y vty (T Yo oon)y (XY, 000) )

Si, a partir de ces sommelts successifs, on peut construire aulant de dévelop-
pements dont chacun se raccorde avec le précédent, et dont le premier ne soit
autre que le développement donné, le chemin brisé (1) sera dit praticable rela-
tivement au développement donné. D’aprés cela, il faudra donc, pour que le
chemin (1) soit praticable, que le développement dooné admette des rayons de
convergence respectivement supérieurs aux modules des différences x; — x,,
Yi— Yoy + -+, C€ qui permettra de construire, & partir des valeurs xy, ¥y, ..., un
deuxi¢me développement se raccordant avec le premier; il faudra ensuite que ce
nouveau développement admette des rayons de convergence respectivement supé-

(1) 11 va sans dire que, ici encore, les variables z, y, ... sont supposcées indifféremment

réelles ou imaginaires.
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rieurs aux modules des dillérences £y —xi, ¥2— ¥, + -+, C€ qui permetlra de con-
struire, A parlic de Za, ¥2, ..., un troisi¢éme développement se raccordant avec le
seccond ; et ainsi de suite jusqu’au développement construit & partir de g, ¥gy . - -
qui doit admettre des rayons de convergence supérieurs aux modules des diffé-
rences X — g, Y — ¥g, ..., alin qu’un dernicr développement puisse étre fina-
Jement construit a partivr de X, Y, .. .. .

Nous avons déja eu I'occasion, dans ce qui précéde (n® 32, 1V et V), d’effectuer
un cheminement de celte nature, et nous avons fait voir que, lorsqu’une fonction
de z, y, ... est olotrope dans unc région donnée, la connaissance du dévelop-
pement de la fonction & partir d’un scul point de la région suffit pour que I'on
puisse construire, par I'opération échelonnée que nous venons de décrire, son
développement a partir d’un autre point quelconque de la méme région. Mais il va
sans dire que l'on peut se proposer d’ellectucr des cheminements analogues en
prenant comme base des calculs successifs, non plus un développement fourni
par telle ou telle fonction que 'on sait étre olotrope dans telle ou telle région,
mais une série enliére en & — Zo, ¥ — Yo, - - -, arbitrairement choisie sous la seule
condition d'admettre quelque domaine de cbnvergence ('). Tant que 'on ne fran-
chit pas les limites de convergence du développement initial, ce que nous venons
de dire reste applicable, puisque la somme du dévcloppement définit, dans tout
domaine de convergence, une fonction olotrope des variables z, y, ...; mais, au
deld, toute certitude disparait, en général, quant a la possibilité du cheminement.
Il y a plus : si 'on considére deux chemins brisés partant du point (24, o, --.)
et aboutissant au méme sommet final, ces deux chemins, a supposer qu’ils soient
I'un et 'autre praticables par rapport an développement donné, peuvent conduire,
suivant les cas, soit au méme développement final, soit, au contraire, & deux déve-
loppements distincts.

Cela étant, nous nommerons désormais série ou développement fondamental (*)
la série enli¢re en 2 — ¥g, ¥ — Yo, +.. choisie comme base du calcul par chemi-
nement, et nous aflecterons de la méme qualification les premicres valeurs, -z,
Yoy + -+, des variables indépendantes, ainsi que le point (z,, ¥y, ...) dont elles sont
les coordonnées. Nous dirons en outre qu’'un développement fondamental donné
(admettant quelque domaine de convergence) définit, non pas une fonclion, mais
une pseudo-fonction (3) de x, y, ... : pour plus de simplicité toutefois, nous
remplacerons souvent le mot pseudo-fonction par le mot fonction, auquel nous
attacherons implicitement le méme sens.

Si a un développement fondamental quelconquec on substitue sa dérivée d’ordres

(') MERraY, Lecons nouvelles sur I’ Analyse infinitésimale et ses applications géomé
trigues, 17 Partie, p. 133.

(2) MERAY, 7bid.

(3) MEray, ibid.,
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partiels p, g, ..., tout chemin brisé praticable relativement aux anciennes données
Pest encore relativement aux nouvelles, et les développements successifs obtenus
dans le second cas sont les dérivées d’ordres particls p, g, ... de ceux que I'on
obtient dans le premier. Celle deuxiéme pseudo-fonction se nomme la dérivée
d’ordres partiels p, q, ... de la proposée.

Enfin, si I'on considére simultanément diverses pseado-fonctions de Ly Yy ooeey
définies par un méme point fondamental et divers développements fondamentaux,
une expression de forme entiére par rapport aux sommes de ces développements-
et de lears dérivées d’ordres quelconques définit évidemment une nouvelle pseudo-
fonction ; et tout chemin praticable a la fois pour les diverses pseudo-fonctions
données ne peut manquer de I’étre aussi pour la nouvelle.

33. Considérons actuellement, d’une part, une pscudo-fonction de z, Yy
définie, conformément aux explications qui précédent, par un point fondamental,
(20, Y0y ---); et par un développement fondamental ; d’autre part, une région
continue, R, extraite de 'espace [[x, Voo .]],et contenant le point (zy, y,, ...).
Nous dirons que la pseudo-fonctiorn dontil s'agit est caleulable par cheminement
dans la région B avec les rayons de convergence Rz, Ry, ..., si toul chemin
brisé ayant son premier sommet au point fondamental, ses divers sommets dans la
région R, et des écarls maxima respectivement inférieurs a Ry, Ry, ..., est prati-
cable pour la pseudo-fonction et conduit & des développements successifs admet-
tant tous comme rayons de convergence Rz, Ry, .... ,

Celle condition élant supposée réalisée, si, de plus, le développement final
auquel on est conduit & I'extrémité d’un pareil chemin brisé dépend uniquement
des coordonnées de cette extrémilé, et non du chemin suivi pour y arriver, la
pseudo-fonction sera dite monodrome dans la région R.

Toute pseudo-fonction monodrome dans une région normale y peut étre
assimilée a une véritable fonction olotrope.

Effectivement, il résulte tout d’abord de la monodromie supposée qu'a tout
point de cette région normale on peut faire correspondre un développement bien
déterminé, et que, dés lors, la considération des termes constants des divers déve-
loppements définit, dans la région dont il s’agit, une fonclion proprement dite
dez, y,.... .

Cela étant, désignons par (X, Y, ...) un point quelconque de la région, par r
une gonslante posilive ne surpassant aucun des rayons Ry, Ry, ..., telle, en outre,
que le domaine Y, ayant pour centre le point (X, Y,...) avec des rayons lous
égaux & p, soil entiérement situé dans la région ; désignons enfin par (2/, 3/, ...)
un point quelconque de ce domaine. Pour avoir le développement qui correspond
a ce dernier point, on peut, en vertu de la monodromie supposée, partir du déve-
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loppement qui correspond au point (X, Y,...), et-opérer, de (X,Y,...) en
(z'y #'y...), un cheminement direct (c’est-a-dire exclusivement composé du
sommelinitial et du sommet final) : la valeur de notre fonction au point (z/,y/, ...)
est, par définition, le terme constant du développement résultant, et s’obtient,
dés lors (n°® 34), en introduisant dans le de\eloppement qui correspond au point

(X, Y, ...) 'hypothése numérique
x=ux, y=y, e

elle est donc, dans toute I'étendue du domaine b, exprimable & 'aide d’une série

enliére par rapport aux différences z — X, y — Y, ....

REGIONS MONODROMIQUES.

36. Certaines -régions, extrailes de l'espace [[x, Vs ]], jouissent, par leur
Jorme méme, de cette propriélé remarquable, que le seul fait, pour une pseudo-
fonction, d’y étre calculable par cheminement, entraine comme conséquence
nécessaire la monodromie. L'examen de ce cas remarquable nécessite tout d’abord
quelques définitions nouvelles.

Nous nommerons lacet tout chemin brisé dont le sommet final coincide avec le
sommet mma] le point ol se trouvent réunis les deux sommets extrémes sera
Vorigine du /acel

Nous nommerons réseau une suite (limitée) de lacets,

Lo, Ln Lzy ceey va

ayant tous la méme origine et le méme nombre de sommets, et dont le premier, L,
a tous ses sommets confondus avec V'origine commune; celle derniére sera 1’or-
gine du réseau.

Etant donné, dans I'espace [[x,y, ]], un réseau, prenons-y a volonté, soit
deux sommels conséculifs apparlenant a un méme lacet, soit deux sommels de
méme rang apparlenant a deux lacels conséculifs, et formons les différences entre
les coordonnées semblables de ces deux points; en répétant opération de loutes
les maniéres possibles, nous obtiendrons le Tableau

x' -z ...,

y/_ y”’ el

Cela élant, si, dans les lignes vespectives du Tableau, on évalue les plus grands
modules, uz, iy, ..., que présentent les différences dont il s’agil, ces quantlités
fxy Py « -« se nommeront les écarts maxima du réseau.
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Ces diverses définitions étant posées, les régions auxquelles nous avons fait
allusion plus haut sont celles qui, étant continues, satisfont en outre a la condition
suivante : '

Une constante positive a étant donnée, on peut assigner une constante posi-
“tive B, inférieure ou égale a a, et telle, que tout lacet ayant ses divers sommets
dans la région avec des écarts maxima moindres que B (n° 2%) puisse étre
considéré comme le lacet final de quelque réseau ayant ses divers sommets
dans la région avec des écarts mazxima moindres que o.

Il est facile de voir que la remarque du n° 4, dont I’exactitude a déja é1é vérifiée
pour les régions limitées, complétes, continues, normales (n° 4, 25, 27), s’ap-
plique encore aux régions ci-dessus définies.

37. Les régions dont il s’agit donnent licu & la proposition capitale suivante:

Toute pseudo-fonction de x, y, ... calculable par cheminement avec les
rayons Re, Ry, ... dans une région, R, qui (outre la continuité) présente le
caractére spécifié au numéro précédent, y est certainement monodrome avec
des rayons rg, 'y, ... convenablement choisis au-dessous des précédents.

En d’autres termes, si, parmi les chemins brisés (tous praticables pour la pseudo-
fonction) Qui partent du point fondamental, et qui, avec des écarls maxima
moindres que R, Ry, ..., ont tous leurs sommels dans la région R, on s’astreint
a ne considérer que ceux dont les écarls maxima sont moindres que 7z, 'y, ..,
le développement auquel on est conduit & extrémité d'un pareil chemin dépend
uniquement des coordonnées de celle extrémité, et non du chemin suivi poury

arriver.

I. Dans ce qui suit, nous aurons plus d’une fois & exprimer que deux chemins
brisés dc méme extrémité, praticables par rapport a un développement fonda-
mental donné, conduisent au méme développement final : en désignant par

Ay, ay ... agA,
aayay...agA

les deux chemins dont il s’agit, nous exprimerons cette équivalence a U’aide de

la notation
¥ aya,a;. . .a;Al =Wa,a,a) ... a;Al

II. Si, par rapport & un développément fondamental donné, deuzx chemins
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brisés de méme extrémité,

(2) Ay, a,. .. azA,
(3) asayay...ayA,

sont praticables et équivalents, si, de plus, le chemin brisé
Ay, ay...azAay. ..o,

obtenu par un certain allongement de (2), est praticable, le chemin brisé
ayayay ...apAay ... o,

obtenu par le méme allongement de (3), est praticable, comme le précédent,
et conduit au méme développement final. '

1. Considérons un développement fondamental admettant les rayons de
convergence Rz, Ry, ...; et un chemin brisé,

Ay = (Zo, yov e )
ay=(x, +h,y, +k,...)=(2, Y -0-)s
ay=(x, +hyy1 +hky )= (2 Yoy o)

ap=(Zpy+Npy Yp—1+kpy . ..)=(Zpy ¥ps ++)»

ayant son origine au point fondamental (zy, ¥y, ...): st les accroissements
successivement attribués auz variables vérifient les relations

S modlzl+mod/zz+...+modlz,,<Rx,
(4) ' ( mod &, + modk,+. ..+ modk, < R,,

les deux chemins
A Qy . .. Ay,

a,a,

sont praticables et conduisent au méme développement final.

On sait qu’a l'intérieur du domaine de centre (2, ¥y, ...) et de rayons Rz, Ry, ...,

la somme du développement fondamental définit une fonction olotrope, f(z, y, ...).
Cela étant, si I'on désigne par ¢ un entier quelconque de la suite 1, 2, ..., p, les
relations (4) donnent immédiatement

mod (x;— x,) =mod (hy+ hy+. ..+ hy) < Ry,
mod (y,—yo) =mod (k,+ k+ ..+ kg) <Ry,

Fac. de T.,2¢S., IX. 1

[op}
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dés lors, les points aq, a,, a,, ..., @, sont tous situés dans une région ou la fonc-
tion f(@, y, ...) est olotrope, et la quantité

J(Zg1+hyyo 4k, ..0)

est développable en une série entiére par rapport a 4, %, ..., tant que les modules
dé ces accroissemenls sont respeclivement inférieurs aux diflérences

Rz—mod (z4—y— zy) = Ro— mod (hy+ hy+...+ hg_y),

Ry—mod (41 —yo) = Ry—mod (ky+ ky+. ..+ kg_y),

(n°28, 3°). Comme on a précisément, en vertu de (4),

mod (fy—+ 2o+ .+ by y) +modh, < Ry,
mod (k; + k4. ..+ kg—y) +mod k, < Ry,

c’est-a-dire
modZ, <Ry—mod (&y+ Ay ...+ hgy),

modk, <Ry — mod (ky+ ky+. ..+ k,—y),

les valeurs
Zg=xg 1+ hgy  Yg=Yq1+ky

se trouvent certainement dans les limites ot f(2, ,...) est développable par la
formule de Taylor a partir des valeurs z, _y, y4_y, . ...

Cela posé, si 'on considére le développement de f(z, y, ...) & partir des valeurs
initiales 2y, ¥, ..., 'hypothése numérique x =z,, y =y, ..., introduite dans ce
développement et dans toutes ses dérivées, fournira, aux facteurs numériques
connus prés, les coefficients du développement de f(z, y,...) effectué a partir
de zy, ¥4, ..., €t permettra de construire le développement dont il s’agit. Ce
deuxiéme développement une fois connu, on en déduira, par le méme mécanisme,
le développement de f(z, y, ...) a parlir du troisieme sommet (22, ¥2y ...), €t
ainsi de suile jusqu’au sommet final (z,, ¥p, ...). Le chemin aya,a, ... a, est
donc praticable, el équivaut au chemin direct @, .

IV. Lorsqu’un développement fondamental, entier en x— x4, yy — ¥4 -+,
converge dans le domaine de centre (xy, yo, .- .) et de rayons Ry, Ry, ..., tout
chemin brisé ayant son origine en (xy, ¥, ...) et ses divers sommets dans le
domaine en question, équivaut, s’il est praticable, au chemin direct formé
avec les deurx sommets extrémes.
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1° Le point ci-dessus énoncé est exact lorsque le nombre des sommets est
égala 3.

Désignant, en effet, par f(z, y,...) la somme du développement donné, entier
en X — o, ¥ — Yoy -+, €L par

ay=(Zoy Vo5 - -)»
A= (21, Y15 -++)s
A=(X,Y, ...)

les trois sommets de notre chemin brisé, on observera tout d’abord que le déve-
loppement auquel on est conduit en a, coincide avec celui de f(z, y, ...), effectué
a partir des valeurs &y, 3y, .. ..

Si 'on désigne maintenant par s une indéterminée réelle assujetlie a varier
dans l'intervalle de o & 1 (0=s=1), et que 'on considére le point (z, y, ...) défini

par les formules
z=x;+ s (X —x,),

(3) y=y1+s(Y —y),

il résulte, en premier lieu; du raisonnement fait au n° 26, que ce point est, quel
que soit s, situé dans le domaine de centre (zo, )y, ...) et de rayons R, R, .. .,
ct, en sccond lieu, d’une proposition formulée a I'alinéa II da n° 32, que la fonc-
tion f(z,y,...) admet en ce point, quel que soil s, des olométres au moins
égaux a une constante positive ¢ convenablement choisie. Désignant alors par ¢
une quantité posilive assez petite pour que les produits

(6) emod (X —z,), emod(Y —y,),

soient tous inférieurs & 3, partageons l'intervalle de o 4 1 en intervalles partiels
d’amplitude inférieure & ¢, et soient

o, §, s, ..., s, 1
les valeurs de s qui limitent les intervalles partiels successifs
q p 5
(7) (Z, y15--2) (250,000, (2" 9"..0), .0y (2@, y6,..0), (X,Y,...)

les points correspondants fournis par les formules (5) : il résulte immédiatement
de ces derniéres que, pour deux sommets consécutifs du chemin (1), les diffé-
rences entre les coordonnées semblables ont des modules respectivement infé-
rieurs aux quantités (6), par suite 4 3. Si donc on prend pour développement fon-
damental celui de f(z, y, ...) effectué i partir des valeurs z,, y, ..., le parcours
du chemin brisé (7) fait retomber de toule nécessité sur le développement de
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S(x, y,...) effectué a partir des valeurs X, Y, .... Observons maintenant, chosc
extrémement aisée & vérifier, que, sur le chemin brisé (7), la somme des modules
des accroissements successivement attribués & chaque variable est égale 4 'une ou
a l'autre des quantités

(8) mod (X —z,), mod (Y —y,),

4

suivant qu’il s’agit de 'une ou de 'autre des variables z, y, .... Comme, en vertu
de notre hypothése, le chemin @ya, A est praticable, les quantités (8) ne peuvent

A

manquer d’étre loules inférieures a certains rayons de convergence du dévelop-
pement de f(z, y,...) elfectué a partir de (zy, yy,...), et I'on peut, dés lors,
en vertu de l'alinéa III, passer directement du sommel @, au sommet A.

Ainsi, le développement final auquel conduit le chemin donné a,a, A coincide
avec le développement de f(z, y, ...) effectué a partir des valeurs X, Y, ...; il
équivaut donc au chemin direct, a,A.

2° Le point énoncé au début du présent alinéa IV est exact, quel que soit le
nombre des sommets de notre chemin brisé.

Si 'on désigne en effct par a,, a, as, ..., as, A les sommets successifs du che-
3 P 0y Qyy A2y y Qg
min dont il s’agit, on a d’abord, en vertu de 1°,

Yasa,a,] =¥ [ama,]
(I, d'ott 'on déduit (II)

Wa,a a,a;] =W [a,aa;].
Une nouvelle application de 1° donne alors
Waya,a;] =W [a,a;], -
d’ot1, par comparaison avec la relation qui préccde,
Yasa a,a;] =% [a,a;].

En continuant ce raisonnement de proche en proche, on tombera finalement sur

la relation
Wlaya,a,...a,A]=W[a,A].

V. Considérons, relativement & une pseudo-fonction donnée, le chemin
brisé
A Ay Qg 10gAAeap_y ... Q2a,a,,

ot les deux trongons successifs

Aoy Ay ... Qg1 AgA,

Aagaey...a, a,aq,
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se composent des mémes sommelts, pris d’abord dans un certain ordre, puis
dans ordre inverse : un pareil chemin, s’il est praticable, fait retomber de
toute nécessité sur le développement fondamental.

Effectivement, I'application alternative des alinéas IV et II donne successi-
vement
W asa,a,...a,_jaAa, 1=Y[aa,a,...a,_,a, B
YWlayaia,...ap azhaza, ] =Wa,a,a,...0, aza, ]

=Wlaya,a;...a,_, 1

et nous conduit, de proche en proche, a la relation
Wla,a,a,...a,_jazAaza, . ..aya,a,] =¥ [a,],
quil s’agit d’établir.

VI. Revenons a notre énoncé général.
Si Pon désigne par r le plus pelit des rayons Ry, R,, ..., on peut, en vertu des
5 p P Y y s ) I ’

. . - . r .
hypothéses failes sur la région W, assigner au-dessous de 5 une constante posi-

tive, o, lelle que tout lacet coustruit dans R avec des écarls maxima moindres
que p puisse étre considéré comme le lacet final de quelque réseau construit dans R

, . . r
avec des écarts maxima moindres que -
. 2

Cela étant, désignons par (x, 3,, ...) le point fondamental, par (X, Y, ...)un
point arbitrairement choisi dans la région R, et construisons arbitrairement dans
cette région, de (g, 3o, ...) 4 (X, Y,...), deux chemins brisés, ¢, C7, présen-
tant des écarts maxima moindres que p (n° 23). Il résulte de notre hypothése que
ces chemins sont tous deux praticables pour la pseudo-fonction donnée, et qu’ils
conduisent & des développements successifs admettant des rayons de convergence
au moins égaux 4 7 : tout revient donc & prouver que le développement final est
le méme pour I'un et pour l'autre. A cet effet, nous désignerons par G} le chemin
brisé C” considéré en sens inverse, et nous établirons que le lacet (C/, CY), évi-
demment praticable, fait retomber sur le développement fondamental : il en résul-
tera que dans le chemin praticable formé des trois troncons successifs o, C, A,
la suppression des deux premiers trongons est permise, et comme, en vertu de
lalinéa V, la suppression des deux derniers I’est également, les deux chemins
et C, équivalents 'un et 'autre a (¢, G}, C7), seront par la méme équivalents
entre eux.

b \ M Ny . N ’ .
Or, d’aprés ce qui a été dit, le lacet (¢, GY), dont les écarts maxima sont
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moindres que p, peut étre considéré comme le lacet final de quelque réseau con-
. , . . r

struit dans W avec des écarts maxima moindres que - Comme un lacet ayant tous

ses sommets confondus au point fondamental fait évidemment retomber sur le
développement fondamental, tout revient a prouver que deux lacets consécutifs du

réseau (évidemment praticables pour la pseudo-fonction donnée avec des rayons

. A . ’ . r
de convergence égaux a r, puisque leurs écarts maxima tombent au-dessous de ;)

conduisent au méme développement final.

Désignons a cet effet par
aya,a,...a;a,
et
Ayt Oty . . . Oy

deux lacets consécutifs du réseau. Nos hypothéses, combinées avec les alinéas 111
ypP )
et II, donnent successivement
) Ya,a, ] =¥ [aya,a];
puis
Wlasoyo]=Waya,a0] =¥ [a,a,2,] =W [asa,a,2,],
d’ou
W [a,o0] =W [aya,asa,];
puis encore

Uaga o0, =Taoaay,05] =W [ape a0 ] =Wa,a,a,a;a,],
d’olt
a0, ] =W aga,a,a;a;];

etc. On arrivera ainsi, de proche en proche, a

X Ula,o0...0]=%{aa,a,...a,a],
et, finalement, a
Wlago 0. .. 0.a0] =Wla,a,a,...a;0;a,]

=W[aya1a,y...a;a, ] (')

(1) La méme démonstration, légérement modifiée, s’applique a la proposition suivante :
Soient s, t, ... des variables indépendantes (réelles ou imaginaires), en nombre quel-
conque g; W¥,,... une région de l'espace [[s, t .. ]] continue, limitée, compléte, et pré-
sentant le caractére spécifi¢ au n° 36;
r=0(s1t...)
}’=‘«P(3, b

s esces s

des formules, en nombre quelconque n, ayant pour seconds membres diverses fonctions
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- 38. Les régions qui présentent (outre la continuité) le caractére spécifié au
n°® 36 jouissent, comme on le voit, de cette propriété remarquable, que le seul

des, t, ..., toutes continues dans la région M., .. ; enfin (so, ¢, ...) un certain point de
cette derniére, et 2, ), ... les valeurs numériques correspondantes de z, y, .... ,
Considérons, d'autre part, une pseudo-fonction de x, y, ... définie par le ‘point fonda-
mental (2, Yo, ...) et par un développement fondamental, et supposons que les divers points
de I'espace [[x, VIRE ]] qui, en vertu des formules ci-dessus, correspondent (avec répétition

possible) aux divers points de %;,,..,, appartiennent tous & une région ou la pseudo-fonction
dont il s’agit soit calculable par cheminement avec les rayons R, Ry, ....

Toutes ces choses étant posées, si, parmi les chemins brisés de l’espace [[ S, 8 .. ]J
ayant leur premier sommet en (s,, ty, ...) et leurs divers sommets dans lu région 8,,,...,
on se borne a considérer ceux dont les écarts mazxima tombent au-dessous d’'une con-
stante positive convenablement choisie : 1° les chemins brisés qui leur correspondent
dans Uespace [[x, ¥, ]] ont des écarts maxima respectivement moindres que les
quantités Ry, Ry, ..., et, par suite, sont praticables pour la pseudo-fonction avec ces
mémes quantités comme rayons de convergence; 2° le développement final obtenu a
Uextrémité d’un pareil chemin dépend uniquement des valeurs de s, t, ... qui en four-
nissent le dernier sommet.

Des diverses hypothéses faites tant sur la région R, . que sur les seconds membres de
nos.n formules, il résulte en effet : 1° qu’en désignant par r le plus petit des rayons Ry, Ry, ...,
ct par ¢y une constante positive convenablement choisie, les relations simultanées

mod (s'—s") < v, mod (¢'— ") < v, ey

supposées vérifiées pour deux points quélconques de la région ;. ., entrainent comme
conséquences nécessaires, pour les deux points correspondants de l'espace [[x, VIRE ]], les

relations

mod (z' — 2") < g; mod(_}"—-}’”)<£; RN

2° qu’en désignant par ¢ une constante positive convenablement choisie, inférieure ou égale
a4 la précédente v, tout lacet construit dans ¥, . avec des écarts maxima moindres que o
peut étre considéré comme le lacet final de quelque réseau construit dans 8,, . avec des
écarts maxima moindres que v.

Cela étant, si, parmi les chemins brisés de I'espace [[s, .. ]] ayant leur premier sommet

en (s, foy «..) et leurs divers sommets dans la région ., ., on se borne a considérer ceux
dont les écarts maxima tombent au-dessous de la constante 8, les divers chemins brisés qui

leur correspondent dans l'espace [[1', ¥, ]] auront nécessairement des écarts maxima
moindres que 528 plus forte raison moindres que les quantités Ry, Ry, ... respectivement,

et, par suite, seront praticables pour la pseudo-fonction avec ces mémes quantités comme
rayons de convergence.

Cette premiére constatation étant faite, on désignera par (S, T, ...) un point arbitrai-
rement choisi dans la région ;.. ., on construira arbitrairement dans cette région, de
(80, to, ...) 2 (S, T, ...), deux chemins brisés, C’, C”, présentant des écarts maxima moindres
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fait, pour une pseudo-fonction, d'y étre calculable par cheminement, entraine de
toute nécessilé, moyennant un choix convenable des rayons, sa monodromie dans

que o, et 'on prouvera que les deux chemins qui leur correspondeut respectivement dans
Iespace [[x, IR ]] conduisent au méme développement final : nous n’insisterons pas sur
les détails de ce raisonnement, qui ne ferait que reproduire, mutatis mutandis, 'alinéa VI
du n° 37.

Lorsque les diverses hypothéses énumérées au début de la présente Note se trouven véri-
fiées, il résulte évidemment de nos conclusions qu’a tout point (S, T, ...) de la région
Ws,¢,... on peut faire correspondre un développement déterminé de la pseudo-fonction, en
s’astreignant a ne considérer, parmi les chemins brisés ayant leur sommet initial en (s, £, .. .),
leur sommet final en (S, T, ...), et leurs sommets intermédiaires dans la région ®R,,,..., que
ceux dont les écarts maxima tombent au-dessous de &. Cette propriété, qui offre une grande
analogie avec celle que nous venons d’exposer au n° 37, n’est dailleurs pas sans utilité,
comme le montre, notamment, 'exemple suivant. )

Supposons qu’une pseudo-fonction de la variable imaginaire & soit calculable, avec un cer-
tain rayon, r, dans une certaine région de l'espace [[x]], et tracons dans cette derniére, &
partir du point fondamental x,, un arc continu : cet arc sera défini par une équation de la
forme

@ = f(s),

ou s désigne une variable réelle assujettie 4 sc mouvoir dans un certain intervalle, et f(s)
une fonction continue de cette variable prenant la valeur numérique 2, pour celle des deux
valeurs extrémes, s, de s, que 'on considére comme initiale. La région, %, de I'espace [[s]],
constituée par l'intervalle en question, est, comme nous I'avons établi (n° 11, IT), limitée et
compléte, et remplit déja, de ce fait, une partie des conditions requises par notre énoncé;
clle satisfait d’ailleurs, comme on le voit immédiatement, a la définition donnée plus bas
(n° 38) d'une région convere, et, par suite (n° 38), aux conditions restantes. Cela étant,
désignons par v une constante positive choisie de telle facon que la relation

mod (s'—s") < v,

supposée vérifiée pour deux points quelconques de Pintervalle %, entraine comme consé-

quence nécessaire, pour les deux points correspondants de I'espace [[x]], la relation

r
mod (2'— 2") < ;:

a cause de la forme convexe de la région H,, la constante g, dont il est question ci-dessus,
pourra étre choisie égale a ¥ (n° 38). En conséquence, & un point quelconque, S, de l'inter-
valle B;, on pourra faire correspondre un développement déterminé de la pseudo-fonction en
s’astreignant a ne considérer, parmi les chemins brisés ayant leur sommet initial en sy, leur
sommet final en S, et tous leurs sommets intermédiaires dans B, que ceux dont les écarts
maxima tombent au-dessous de v : le parcours d'un pareil chemin se nomme, pour abréger,
le parcours de l'arc, effectué de sy a S, et sa considération intervient souvent dans I'étude
des fonctions d’une variable imaginaire.

Si, par exemple, on considére une détermination particuliére de I'intégrale indéfinie -’
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les mémes limites : nous les nommerons, pour celle raison, régions monodro-
miques, et nous en donnerons, avant d’aller plus loin, un exemple qui se présente
trés fréquemment.

Etant donnés, dans I'espace [(x,)', . ]], deux points,
(‘T’s )", ) ('77”» ]ﬂ’ )
ensemble des points délinis par le systeme des formules

r=1zx'-+pa’,

ou les indélerminées réelles ) et * doivent vérifier I'un ou 'autre des systémes

équivalents

A
s

A

-

|\ o { oS i,

< <

A+ p=1, [ A+ p=1,

sera, par définition, le segment rectiligne qui joint les deux points. Le segment
ainsi défini peut donc étre considéré comme un arc continu (n° 23), représenté,

soit par les formules
‘ =+ p(z"— '),

auxquelles on adjoint la condition

O;IJ'; I
soit par les formules

r=x"+h(z'— "),

y=3"+2(y'—y"),

el que I'on trace, & partir du point fondamental, un arc continu, # = f'(s), ne passant pas
par le point = o, il résulte du n°19 (3°) que cet arc est tout entier a 'extérieur d’un cercle
de rayon suffisamment petit décrit du point 2 = o comme centre, c’est-a-dire dans une région

de l'espace [[.z' J ou la pseudo-fonction est calculable par cheminement avec ce méme myon
les conclusions précédentes sont donc applicables.

Fac. deT., 2* S., IX. 17
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Cela étant, nous dirons qu'une région de I'espace [[x,y, . ]] est convere, si,
deux points y étant pris a volonté, le segmenl rectiligne qui les joint est entié-
rement situé dans la végion (). ‘

Or, je dis qu'une pareille région, évidemment continue, est monodromique.
Nous allons faire voir en ellet qu’elle remplit bien la condition spécifiée au n® 36,
et qu’il suffit méme, une constante positive a étant donnée, de prendre B3 égal a a.

En d’autres termes, tout lacet construit dans une région convexe, €, avec
des écarts maxima moindres que «, peut étre considéré comme le lacet final
de quelque réseau construit dans cette région avec des écarts mazxima éga-
lement moindres que a.

Soit, en effet,

(9)
(Tp—1s ¥p=is - )y
(Zpy  Yps  --2)
X, Y, ...

un lacet construit dans la région avec des écarts maxima moindres que o, Dési-
gnant par s une indélerminée réelle assujettie a varier de o0 a1 (0=s<1), je con-

sidére le lacel, variable avec s, qui a pour sommets successifs les points

[X, Y, s
[X+s(x, —X), Y+s(n —Y),...],
[X+s(xy —X), Y+5(y. —Y),...],
(10) e
[X+s@zpy—X), Y+s(ypm1—Y),...],
[X+s(xp —X), Y+5(y, —Y),...],
[X, Y, e

Ce lacet (10) a méme origine et méme nombre de sommets que le lacet (g), et

(1) On voit immédiatement que, ici encore, la remarque du n° 4 est applicable, c’est-a-dire
que si des régions, respectivement extraites des espaces [[z, ]], [[y, ]], etc., sont
toutes convexes, leur association forme, dans I'espace [[z‘, e Yy e etc.]], une région

également convexe.
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nous constaterons tout d’abord que, pour toute valeur de s n’excédant pas I'inter-
valle de o a1, il a ses divers sommets dans la région € et présente des écarts
maxima moindres que 2.

Effectivement, si 'on désigne par & un entier quelconque de la suite 1, 2, ..., p;

le sommet
[X+s(xp—X), Y+s(y:—Y), ...]

fait évidemment partie du segment rectiligne qui joint les deux points
(X, Y, ..0), (@ry Yy o e0)s

or, ces deux points sont situés 'un et I'autre dans la région €, par suite aussi le
segment recliligne qui les joint, par suile enfin le sommet considéré du lacet (10).

Considérons maintenant deux sommets conséculifs quelconques du lacet (10),
et formons les différences entre leurs coordonnées semblables; nous obtiendrons
ainsi successivement

s(zy — X)), s(y1 —Y), R
s(xg——-.z‘,), S(y2_.)’1)’ ceey
S((l‘,,———.I,'p_l), S(.yp_.yp—l)’ ceey

s(X —axp), s(Y —vy,),

Or, puisque s n’excéde pas l'intervalle de o & 1, les modules de ces dilférences
sont au plus égaux a ceux qu’on obtiendrait en faisant abstraction dans toutes du
facteur s; les écarts maxima du lacet (10) sont, par suité, au plus égaux respec-
tivement aux écarts maxima du lacet (9), et, dés lors, moindres que a.

Cette double constalation étant faite, désignons par ¢ une constante positive
assez petite pour que les produits

emod(z, —X), emod(y, —Y),

emod(x, — X), emod(y, —Y), ...

emod(x,_, — X), emod(y,—1— Y),
emod(z, —X), emod(y, —Y),

soient tous inférieurs & a; puis, parlageons l'intervalle de o a 1 en intervalles
partiels moindres que ¢, et nommons .

(11) §0 =0, sty s ces s, se+) =

les valeurs de s qui limitent les intervalles partiels successifs; considérons enfin
les lacets successivement déduits de (10) par l'attribution a s des valeurs suc-
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cessives de la suite (11): nous obliendrons ainsi un réseau ayant pour origine
(X, Y, ...), pour lacet final le lacet (g), et pour sommets des points lous situés
dans la région €. Chacun des lacets successifs de ce réseau présente d'ailleurs,
comme nous savons, des écarts maxima moindres que a, et il nous reste i faire
voir que si I'on considére, sur deux lacets conséculifs, deux sommets de méme
rang, les différences formées avec leurs coordonnées semblables présentent des
modules moindres que a.

Le point & établir est évident s'il s’agit, soit du premier, soit du dernier
sommel de deux lacets consécutifs, puisque les différences a former sont alors
loutes nulles. Soient donc & un entier quelconque de la suite 1, 2, ..., p, et A,
©—+1 deux entiers conséculifs quelconques de la suite o, 1, 2, ..., g, g+1:
nous avons, d’aprés ce qui vient d’étre dit, & comparer les deux sommets

[X+s® (2,—X), Y+sP (y:—Y), ...],
[ X+ s+ (2, —X), Y4550 (y—Y), .. ]

Or, les quantités
[s+D)—sM ] (2,—X), [sPD—sD](y,—Y), ...,

obtenues en retranchant leurs coordonnées semblables, ont des modules au plus

égaux respeclivement
emod(z;— X), emod (y:—Y),

et, par suite, moindres que 2.

39. Le simple rapprochement des n® 33 et 37 montre que toute pseudo-
Sonction calculable par cheminement dans une région a la fois normale et
monodromique y peut étre assimilée a une fonction olotrope proprement dite.

C’est ce qui a lieu, notamment, dans la région normale que nous avons appelée
domaine (n°:26, 27) : car la démonstration du n° 26, qui en élablit la continuité,
consiste précisément a faire voir que cette région est convexe (n° 38).

40. Une région monodromique étant donnée, on en peut souvent, comme
nous allons le voir, déduire, par des transformations convenablement choisies,
d’autres régions monodromiques.

l_)ésignons par ax,y,... une région de I'espace [[x, 2 ]] qui soit a la fois
continue, limitée et compléte; puis, considérant les formules

»

5 E=G(x, ¥, ...),
( n=H(z, y,...),

R I )
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ot les quantités &, =, ... sont en méme nombre que z, y, ..., supposons : 1° que
les seconds membres de ces formules soient continus dans la région 33,,3.7,__;
2° qu'a deux points distincts, (Zy, )1y ++-)y (Lay Y2 ...), de la région 1“1.].,“,, cor-
respondent toujours, en vertu des formules (12), deux points distincts, (5,1, ...),

(£ hay -..), de espace [[E, N, ]]

Cela étant, si la région ‘ﬁxmm est monodromique, la région %g,n,_,., qui
correspond ( point par point) a l’irm ...y ne peut manquer de U'étre aussi.

Nous observerons tout d’abord que, en vertu de propositions antérieurement
formulées (n 23, 21 et 22) : 1° la région “E,m--- esl, comme ‘ﬁrmm, continue,
limitée el compléte; 2° que z, y, ..., définis par les formules (12) comme fonc-
tions implicites de £, 1, ..., sont continus dans la région Re , .

Cela posé, je dis que, une conslante positive o étant donnée, on peut assigner
une constante positive 3, inférieure ou égale a a, et telle que tout lacet construit
dans %E,n,... avec des écarts maxima moindres que 3 puisse étre considéré comme
le lacet final de quelque réseau construit dans '{'igm,___ avec des écarts maxima
moindres que o.

Effectivement, les fonctions &, 7, ... étant contlinues dans la région limitée et
compléte "lﬁx,y,m, on peut (n° 19, 4°) assigner une constante positive a telle que

les relations simultanées
mod(x,— x,) < a, mod (y,—y,) < a, cery
supposées vérifiées pour deux points,
(24 Y15 oo2)s (225 Yoy o -0 ),y

de la région iﬁmm,,,, entrainent comme conséquences nécessaires, pour les deux

points correspondants de 'ﬁgm, ..., les relations
mod (&, — &) < a, mod (n, —n,) < &,

On peul ensuite, puisque la région %x,y,,,. est monodromique, assigner
au-dessous de @ une quantité positive b telle que tout lacet construit dans 'ﬁ,’y,m
avec des écarts maxima moindres que b puisse étre considéré comme le lacet
final de quelque réseau construit dans ﬁx,y,,,, avec des écarts maxima moindres
que a.

On peut enfin, puisque les fonctions x, y, ... sont conlinues dans la région
limitée et complete |y ,, .., assigner au-dessous de o une quantité positive 3 telle
que les relations simultanées

mOd(Ei—g2)<ﬁ, 1n0d(‘ﬂ1—712)<5, ey
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supposées vérifiées pour deux points,
(&1 N1y o 00)y (&2 My - -.)v

de la région Ry, .., entrainent comme conséquences nécessaires, pour les deux
points correspondants de 'ﬂxm ..., les relations

mod (z, — x,) < b, mod(y,—y,) < b,

Cela étant, & un lacet, Lz, ..., construit dans 8, . avec des écarts maxima
moindres que j, correspondra un lacet, L.y, ..., construit dans 'ﬂ,,y,_,, avec des
écarls maxima moindres que b. Ce lacet Ly, ... peut d’ailleurs étre considéré
comme le lacet final de quelque réseau, R.,y,..., construit dans "B,’y’m avee des
écarts maxima moindres que a. Finalement, au réseau R:,y,... correspondra,
dans “E,m ..., unréseau, Re, ., construit avec des écarts maxima moindres que o
et ayant pour lacet final Lgo, ...

41. Voici un exemple bien simple du type de transformation que nous venons
de décrire.

Soient z, y et o, § deux groupes de variables réelles, liées entre elles par les
relations

(13) , x=pcosf, y=psinb,

dont les seconds membres sont des fonctions olotropes, par suite continues, de 0
et O; soient, en outre, 7, R et ¢ des constantes vérifiant les inégalités

o<<r<R, o<e<m,
dont la derniére entraine, nolamment,
£<<2m—e¢.

Il est facile de voir que, si les variables o et § se meuvent dans lintervalle

complexe

A
A

(
(0 [

R,
2T

p
g

A
A

— &,

a deux systémes distincts de valeurs de p et § correspondent, en vertu des for-
mules (13), deux systémes distincts de valeurs de x et y : car les relations simul-
tanées

x,= py cosb, &y p, €080, Xy T= s,

yi=pisinf;,  y.=pysinb,, y,=y,,



QUELQUES PRINCIPES GENERAUX RELATIFS A LA THEORIE DES FONCTIONS, ETC. 135

ot les systémes de valeurs (py,0,) et (s, 0,) n’excédent pas l'intervalle (14),
entrainent de loute nécessité g, =gy, puis O, =10,. Cet intervalle constlitue
d’ailleurs une région limitée et compléte de I'espace [[p, 6]] Enfin, les deux
régions
r<psh, elflaom —e¢,

respecti\}ement extraites des espaces [[p]] et [[9]], étant évidemment convexes,
par suite monodromiques, celle qui résulte de leur association jouit de la méme
propriété dans l'espace [[9, 9]] Donc, en vertu du numéro précédent, la région
de 'espace [[x, V.- ]] définie par I'ensemble des formules (13) el (14) ne peut

manquer d'étre monodromique.
Si maintenant on substitue aux relations (14) les relations

"'<P<R’

5
(1) zs<9<2rc—e

(d’ou les signes d’égalité ont disparu), la région de I'espace [[x, 2 ]] définie
par (13) et (15) fait partie de la précédente et est évidemment continue. Elle est
de plus normale : en effet, le déterminant différentiel des formules (13) par rap-
port & o et O se réduisant a p, qui, en vertu de la premiére relation (15), est
essentiellement supérieur & zéro, les relations (13) pourront, conformément au
principe général des fonctions implicites, éwre résolues par rapport a p et § a
partir de toutes valeurs numériques, zy, ¥, po, 9, vériliant les relations (13)
et (15); si donc on représente les deux variables réelles z et y par les coordonnées
rectangulaires d’un point, un rectangle suffisamment petit, ayant son centre
‘en (o, ¥o) et ses cOtés paralléles aux axes, sera entierement situé dans la région
définie par (13) et (13).

Cela étant, toute pseudo-fonction des variables réelles x, y, calculable par
cheminement dans la région [(13), (14)], sera monodrome dans cette derniére,
donc aussi dans la région normale [(13), (15)], et, finalement, assimilable, dans
toute I'étendue de celte derniére, a une fonction olotrope proprement dite

de z, y ().

() 11 est bon de faire voir ici que, si l'on se place dans le monde des quantités imaginaires
en posant u = —+ iy, la région [(13), (14)] de l'espace [[u]] est encore monodromique,

que la région [(13), (15)] est encore normale, et que toute pseudo-fonction de u calculable
par cheminement dans la premiére est assimilable & une fonction olotrope proprement dite
de u dans toute ’étendue de la seconde.

Observons en premier lieu que, si I'on désigne par x, y, 5, s, ... des variables réelles en
nombre pair 2n, toute région monodromique par rapport a ces 2n variables réelles I'est
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CONDITIONS SUFFISANTES POUR LA POSSIBILITE DU CALCUL PAR CHEMINEMENT

DANS CERTAINES REGIONS.

42. Nous avons posé au n° 33 la définition suivante :
Une pseudo-fonction de z, y, ... est dite calculable par cheminement dans
une région continue, W, avec les rayons de convergence Ry, R, ..., si tout

aussi par rapport aux n variables imaginaires u=x-+iy, v=zs+1s, .,., et réciproque-
ment.

Tout d’abord, en effet, la continuité d’une région dans I'espace [[.z', V23, S, .. ]] entraine

sa continuité dans I'espace [[u, [N .]], et réciproquement : il suffit, pour s’en convaincre,
de se reporter a la définition du n° 23, et d'observer que, en désignant par fj, f> deux fonc-
tions réelles des variables réelles ¢, ... et posant f=f;+ ifs, la continuité des deux
fonctions réelles fi, f; dans une région de I'espace [[t, ]] entraine celle de la fonction
imaginaire f dans les mémes limites, et réciproquement.

Cela étant, placons-nous dans le monde des quantités réelles, et supposons qu'une région
de P'espace [[x, Yy 3y S, e ]] soit monodromique. En vertu de la définition posée au n°® 36,
on peut, une constante positive a étant donnée, assigner une constante positive 3, inférieure
ou égale a 2, et telle que tout lacet tracé dans la région avec des écarts maxima moindres

2
que $ puisse étre considéré comme le lacet final de quelque réseau tracé dans la région
avee des écarts maxima moindres que 2. Si donc on se place dans le monde des quantités
2
imaginaires en posant «w =& + iy, v =%+ 1s, ..., auquel cas notre région de l'espace
[[x, VIR IR ]] devient une région de l'espace [[u, 0, . ]], on voit que tout lacet trac¢
dans cette derniére avec des écarts maxima moindres que B peut étre considéré comme le
lacet final de quelque réseau tracé dans la région avec des écarts maxima moindres que a.
Cette région est donc monodromique.

Réciproquement, placons-nous dans le monde des quantités imaginaires, et supposons
qu'une région de l'espace I[u, v, ]] soit monodromique. En vertu de la définition, on
peut, une constante positive « étant donnée, assigner une constante positive B, inférieure
ou égale a %, et telle que tout lacet tracé dans la région avec des écarts maxima moindres
que P puisse étre considéré comme le lacet final de quelque réseau tracé dans la région avec
des écarts maxima moindres que «. Si donc on se place dans le monde des quantités réelles,
auquel cas notre région de l'espace [[u, v, ]] devient une région de I'espace [[.L‘, Vs By Sy ]] ,
.
on voit que tout lacet tracé dans cette derniére avec des écarts maxima moindres que _P:

2
peut étre considéré comme le lacet final de quelque réseau tracé dans la région avec des
écarts maxima moindres que «. Cette région est donc monodromique.

Observons en second lieu que toute région normale par rapport aux 2n variables
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chemin brisé ayant son premier sommet -au- point fondamental, ses divers
sommets dans la région 8, et des écarts maxima respectivement moindres que R,

réelles z, y, 5, s, ... est aussi une région normale par rapp01'p aux »n variables imagi-
naires u =2 4+ iy, v = 5 -+ is, ..., et réciproquement.

Plagons-nous, en effet, dans le monde des quantités réelles, et supposons quune région
de I'espace [[w,), 3,8 .. ]] soit normale. Si l'on considére un point déterminé quel-
conque, (&, Yo, %0, Soy -..), de la région, ce point est, en vertu de la définition posée au
n® 27, le centre de quelque domaine entiérement situé dans la région, c’est-a-dire qu’en

a

désignant par & une quantité positive suffisamment petite, les divers points définis par les

relations simultanées
val. abs. (z — 2,) < 0, val. abs. (3 — 39) < ¢, veey

16):
(16). val. abs. (y — y0) < 8, val. abs. (s —s,) < 9,

sont entiérement situés dans la région. Or, les relations (16) sont celtamement verifiées
lorsqu’on a

Vie—a)i+(y —5<3, Viz—z)p+—5pP<s ...
Si donc on se place dans le monde des quantités imaginaires en posant

u =z +1iy, v =23 + s, ceey

Uy = X9+ iyo, Vo:Zo—l-iSo, ceey

auquel cas notre région de I'espace [[w, Vs 5y S, ]] devient une région de I'espace [[u, v, ]J
on voit que le domaine

7

mod(u — u,) < 8, mod (v — v,) < &,

est entiérement situé dans cette derniére.
Réciproquement, placons-nous dans le monde des quantités imaginaires, et supposons
qu’une région de I'espace [[u Py enn ] soit normale. Si I'on considére un point déterminé

quelconque,
U= Tyt LYo, Vo = Zo -+ Sy, vy

de la région, ce point est, en vertu de la définition posée au n° 27, le centre de quelque

gion, ce p ) P ’ quelq
domaine entiérement situé dans la région, c’est-a-dire que, en désignant par & une quantité
positive suffisamment petite, les divers points définis par les relations simultanées

(17) . mod (u — uy) < ¢, mod (v — ¢y) < 0,

sont entiérement situés dans la région. Or, les relations (17) sont certainement vérifiées
lorsqu’on a

val. abs. (z—x0)<—8—_, val. abs. (z—zo)<i_, cees

(18) \2 g

—O:, val. abs. (s—so)<—_,

\/2 /2

donc on se place dans le monde des quantités réelles, auquel cas notre région de
Fac. de T., 2* S., IX. 18 '

val. abs. (}’ .—yo) <
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Ry, ..., est praticable pour la pseudo-fonction et conduit a des développements
successifs admettant tous comme rayons de convergence Ry, Ry, .. ..

Or, certaines régions jouissent, comme nous allons le voir, de cetle propriété
remarquable, que la possibilité, pour unc pseudo-fonction, d’y éire calculée, avec
les rayons Rz, Ry, ..., sur quelgues-uns seulement des chemins brisés visés par
‘la définition précédente, entraine cette méme possibilité sur les chemins restants.

43. Cousidérons des variables indépendantes partagées en groupes,

(19) Ly euny Yy eees By  auey Sy aeey

dont nous désignerons le nombre par & (nous avons supposé ici, pour fixer les
idées, h = 4), e, dans les h espaces respeclifs

[tz .. ) [lys-- 2} [Es--2] [0s--20)

Yespace [[u, v, ]] devient une région de l'espace [[x, ¥y By S, ]], on voit que le
domaine (18) est entiérement situé dans cetle derniére.

Revenons maintenant aux régions [(13), (14)] et [(13), (15)). 1 résulte tout d’abord de la
double observation présentée ci-dessus que, si I'on se place dans le monde des quantités
imaginaires en posant u =z iy : 1° la région [(13), (14)] de Vespace [[u]] est encore
monodromique ; 2° la région [(13), (15)] est encore normale. Cela étant, toute pseudo-fonction
de la variable imaginaire u calculable par cheminement dans la région [(13), (14)] sera
monodrome dans cette derniére, donc aussi dans la région normale [(13), (13)], et, finale-
ment, assimilable a4 une fonction olotrope proprement dite de u dans toute I'étendue

de [(13), (13)].

S’il s'agit, par exemple, d'une détermination particuliére de Vintégrale indéfinie f_zT’
on sait que cette pseudo-fonction est, comme sa dérivée —, calculable par cheminement
w

dans la région [(13), (14)] avec le rayon r (car r est la distance minimum d’un point
variable de la région au point fixe u = o). Cela étant, il résulte de ce qui précéde qu’elle est
assimilable a4 une fonction olotrope proprement dite de u dans toute I'étendue de la
région [(13), (15)]. Enfin, comme cette derniére propriété a lieu quelque petites que soient
les constantes positives ¢, 7 et quelque grande que soit la constante positive R, on peut dire
que la pseudo-fonction considérée est assimilable a une fonction olotrope proprement dite
dans toute I'étendue de la région (normale) définie par I'ensemble des relations

w=p(cosb+isinh),
o>o, oL b om.

Cest un exemple bien simple de ce que Riemann, dans la théorie des fonctions d’'une
variable imaginaire, appelle une coupure; la coupure est pratiquée ici suivant la partie
positive de I'axe des quantités réelles. - ‘
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les régions continues

o, By, B, U

on sait que I'association de ces derniéres fournit, dans I’espace

[[1”---,3’».”, S,...,S,...]],

une région,

S

('9 bls) ) ‘(“1,...’ 1“)',...7 ‘{i' e as,...)y

qui est elle-méme continue.
Désignant ensuite par

(20) (Zoy ooy Yoy evvey Bgyenny Sopees)

certain point de la région (19 bis), considérons spécialement, parmi les chemins
brisés ayant leur origine en ce point et leurs divers sommets dans la région (19 bis),
ceux ol I'on fait varier les £ groupes de variables séparément et successivement
dans un ordre assigné d’avance, par exemple dans I’ordre inverse de (19). Un
pareil chemin, dont nous désignerons le sommet final par

X, o0, Y, ooy 2y, S, 000,

se compose évidemment de % (= 4) trongons successifs : sur le premier troncon,
les points

(Zy.od)y (¥yeed)y (5y4.0)
conservent, dans les régions respectives

.., By, ..,

~y

les positions fixes
(Zos «+)s (Por ovv)y (Boy o)y

tandis que le point (s, ...) prend, dans la région U, ., une suite de positions
commengant & (o, ...) et finissant a (S, ...); sur le deuxiéme trongon, les points

(2y )y (s eel)y (sy..0)

conservent, dans les régions respectives

¥e.., By, R,

les positions fixes
(g9 +.), (Yo ++2) (S,..0),

tandis que le point (3, ...) prend, dans la région 335,_,_, une suite de positions
commengant a (Zo, ...) el finissant a (Z, ...); sur le troncon suivant, les
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points

(@ )y (3ee)s (5500)
conservent, dans les régions respectives

1:‘3:,.\.’. “:,,..., ‘ﬂ&,..,.s
les positions fixes '
(@ay o)y (Zyoede (Syi)s

tandis que le point (y, ...) prend, dans la végion Ry, .., une suite de positions
commencant a (), «..) et finissant & (Y, ...); enfin, sur le dernier trongon, les
points ' '

(Foere)r (Gpeeids (85.00)
conservent, dans les régions respectives

R, .., ¥, W ..
les posilions fixes
(Y, .. (Zy-oo) (S50

tandis que le point (z, ...) prend, dans la région R .., une suite de positions
commencant & (o, ...) et finissant a (X, ..0)-

Considérons maintenant une pseudo-fonction des variables (1g) définie par le
point fondamental (20) et par un développement fondamental, et supposons que,
en désignant par

(21) Ry oo R,, ... R:;, ... R, ...

des constantes positives convenablement choisies, tous les chemins brisés de la
région (19 bis) ayant leur premier sommet au point (20) et présentant, avec
des écarts mazxima respectivement moindres que (21), la structure spéciale
ci-dessus décrite, sotent praticables pour la pseudo-fonction et conduisent a
des développements successifs admettant les rayons de convergence (21).

Cela étant, notre pseudo-fonction est calculable par cheminement dans la
région (19 bis) avec les rayons (21); si, de plus, les divers chemins spécifiés
dans cette région par Uhypothése précédente conduisent, pour une méme
extrémité finale, au méme développement final, notre pseudo-fonction y est
monodrome.

1l suffit évidemment, pour le prouver, d’établir le point suivant :

Si, dans ta région (19 bis), tous les chemins brisés ayant leur premier
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sommet au point (20) et présentant, avec des écarts maxima respectivement
moindres que (21), la structure spéciale ci-dessus décrite, sont praticables
pour la pseudo-fonction et conduisent a des développements successifs
admettant les rayons de convergence (21), tout chemin brisé, G, tracé dans
cette région a partir du point (20) sous la seule condition de présenter des
écarts maxima respectivement moindres que (21), jouit, quelle que soit sa
structure, de la méme propriété; il équivaut, de plus, au chemin brisé de
méme extrémité, C, qui s’en déduit en attribuant a chacun des h groupes
de variables (19) les mémes- accroissements successifs dans le méme ordre,
mais de telle fagon que la structure spéciale dont nous avons parlé se trouve

réalisée.
Nous allons-donc procéder, dans ce qui suit, & la démonstration de ce double

poiht.

L. 8¢, parmi les ehemins G d’écarts maxima moindres que (21), on consi-
dére ceux oi les h—1 premiers d’entre les groupes (19) conservent les
valeurs fondamentales

Loy ey Yos  een S0y eeny

la conclusion formulée ci-dessus leur est évidemment applicable : car les
chemins C sont, en pareil cas, identiques aux chemins C',

L. 8i, parmi les chemins C d’écarts maxima moindres que (21), on consi-
deére ceux qui ne comprennent que deux sommets, notre conclusion leur est
encore applicable.

Effectivement, si le chemin C se compose des deux sommets

(Zos vy Yoy vovs Boy ey Sopens)y

(22) :
Xy o0y Yy ooy Z, S, ),

le chemin (' se composera des suivants :

(Zgy ooy Yoy ovey Goyevey Sopves)y

(Zos e vvs Yos veny Boy ooy Sy utl),
(23) (Zoy ooy Yoy eves Ly ooy S, 000,
(@oy ooy Yy ooy Zy Lo, S, .00,
(X, .., Y, .., Z, . ,8, .00
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Or, les différences
X—zy ...

Y-y, .-
Z"—Zo, cey

S —sp ..oy

formées avec les coordonnées des deux sommets du chemin (22), ayant, par
hypothése, des modules respectivement inférieurs a (21), il est clair que, dans le
chemin (23), les différences formées avec les coordonnées de deux sommets quel-
conques, conséculifs ou non, jouissent de la méme propriéié. Il en résulte, d’une
part, que ses écarls maxima sont respectivement moindres que (21), et que, par
suite, en vertu de ’hypothése, il conduit a des développements successifs admet-
tant les rayons de convergence (21); il en résulte, d’autre part, que tous ses
sommels sans exception sont situés dans un domaine de convergence du déve-
loppement qui correspond au premier d’entre eux, et que l'on peut dés lors
(n° 37, 1V), sans changer le développement final, substituer au chemin (23) le
chemin direct (22).

L. Les mémes choses étant posées que dans notre énoncé général, admet-
tons pour un instant que les deux points suivants aient été établis :

Preyier pornt (provisoirement admis). — S¢ on désigne par I/ un certain
entier compris entre o et h (o < I <L), et si, parmi les chemins C d’écarts
maxima moindres que (21), on considére ceux ot les variables des I premiers
groupes (19) conservent les valeurs fondamentales, la conclusion formulée
par notre énoncé général leur est applicable.

Devsikme point (provisoirement admis). — Si lon désigne par q un certain
entier positif, et si, parmi les chemins G d’écarts mazxima moindres que (21),
on considére ceux ot les variables des I'— 1 premiers groupes (19) conservent
les valeurs fondamentales sans que le nombre des sommets soit supérieur a q,
la conclusion formulée par notre énoncé général leur est encore appli-
cable. ‘

Cela étant, je dis quelle s'applique nécessairement & tout chemin G,
d’écarts maxima moindres que (21), o les variables des I —1 premiers
groupes (19) conservent les valeurs fondamentales et ot le nombre des
sommelts est q +1.

Supposant, pour fixer les idées, A'=2 et g =14, considérons, dans la



QUELQUES PRINCIPES GENERAUX RELATIFS A LA THEORIE DES FONCTIONS, ETC. 143

région (19 bis), le chemin

(zoy s Yoy e Sgy eeey Sy eei) |

(Loy v v vy V1o ovvs Styovny Siyons)s
(24) < (Zoy -

(Zyy o vvs Yoy onvs Faranns Spyens)s

2 .8, 00,

TN S TIRRE Say e vy Say ..~-),

\(wo,.:.,Y, ..

ot les variables des A'—1 (=1) premiers groupes (19) conservent les valeurs
fondamentales et ot le nombre des sommets est ¢ + 1 (= 5); supposons, en
outre, que les écarts maxima y soient respeclivement moindres que (21). En
vertu du second des deux points provisoirement admis au début du présent alinéa,
le chemin (24) est, jusqu’a son avant-dernier sommet inclusivement, praticable

avec les rayons (21); et, comme les différences

7— 3z, ..., S —s3 ...

Y—0s5 o0
ont des modules respectivement moindres que
R,, ..., R, ..., R, ...,

on pourra, par un cheminement direct, passer de l'avant-dernier sommet au
dernier. Cela étant, il s’agit de prouver que le développement final admet, lui
aussi, les rayons de convergence (21), et qu'il est identique au développement
final fourni par le chemin (a 2 — I 41 = 3 trongons)

(Zoy v vvy Yoy eovs Boynnns Soyees)
(Zoy «v vy Yoy oves SopeoeySiyees)s
( Loy e evs YVos vvvs SogovesSaynnsk
(Zoy e vs Yoy oovs B0y vy Szyeneh
(Lop o vy Yoy wv s Soy ooes Sy o)y
(Zoy v es Yoy -+ 5 S1y » R
(25) ( Loy o ooy Yoy o ovs Boy o o0y Sy 000,
(Zoy o« o9 Yoy voer Bayenes D, 0l),
(Zoy vvsVorowos Ly ooy 8y 000),
(Zoy woes ViseverLy oy 8y oi0),
(@oy oo s Do oves Ly <00y 5y 000,
(Zoy ooy Yoy - s L, , S, ..,
(Zoy v oy Yy vy Ly o0y Sy 00,
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lequel, présentant, avec des écarts maxima moindres que (21), la structure spé-
ciale ci-dessus décrite, est, en vertu de nos hypothéses, praticable (jusqu’au
dernier sommet inclusivement) avec les rayons (21): tout revient donc & établir
que les chemins (25) et (24) sont équivalents.

Or, si, au lieu du chemin (25), nous considérons le chemin

(s v ooy Yoy v vy Sos o vny Sy ens)y

(Zos ooy Yoy oo oy Siyeney Sy i)y

C(Zoy v vvy Yoy v e vy Bay s Say 0 0)y
(Loy v vvy Yoy evvy T3y envy Sy ans)y
(26) P (Zoy ooy Yoy e Ly o) S, L0,
(Zos evoy Piy ey ly o0y S, 00,
(Zgy vy Yoy ovus by .S, ),
(Zoy euey Yoo oven by o0y S, .00,
(@0 oo s Yy ooy Zy ey S, .0,
ou les écarts maxima sont encore évidemment moindres que (21), la premiére
portion,
(xo,...,yo, ceey Bgy enny Sy eni)y
(Zos v vy Doncvvs SppennySpynns)y
(27) (Zos o vy Vor ovvy Bay ovey Say 0ns),

(Z0y v evs Yoy vuvsy Bgyevny Szpenn)y

(Xoy eevs Yoy enus by o0ty S, .:.),

de (26) constitue un chemin [& écarls maxima moindres que (21)] ot les variables
des 7' (=2) premiers groupes (19) conservent les valeurs fondamentales;
d’ailleurs, si au chemin (27) on substitue deux troncons successifs en faisant
varier les groupes reslants successivement dans Pordre indiqué au lieu de les
faire varier simultanément, il résulte de 'hypothése générale et du premier des
deux points provisoirement admis au début du présent alinéa, que la premiére
partie (27) du chemin (26) est praticable pour notre pseudo-fonction avec les
rayons (21), et qu’elle équivaut i 'ensemble des 2 — /' (= 2) premiers troncons
du chemin (23). Si I'on observe maintenant que la deuxié¢me partie du chemin (26)
n’est autre que le dernier trongon du chemin (25), il est clair que ’ensemble du
chemin (26) est, lui aussi, praticable pour la pseudo-fonction avec les rayons ( 21),
et qu’il équivaut au chemin (25).
Dans le chemin (26), substituons maintenant au cinqui¢éme sommet

(Zoy vevy Yoy eveen Ly ooy S, 000)
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le sommet
(Zoy oo vs Vis vvny B3y oevy S35 0n )y

qui s’en déduit en remplacant dans le cinquiéme sommet de (26) les valeurs yo, ...
par les valeurs y,, ..., inscrites au-dessous, et les valeurs Z, ..., S, ... par les
valeurs 24, ..., §3, ..., inscrites au-dessus : nous aurons ainsi, au lieu de (26), le

chemin
(Zgs o ooy Yoy evvs Boy vvnySosont)y
(Zoy ey Vos eovs Brs ooy Sy cnn)s
(Zoy e vvy Yoy evvy Bay vuny Sayons)y
(Zos e ooy Yoy evvy B3y vy S35 0ne)y
(28) (Zoy evey Yoy ievy Bayenny S3y onn)s

(Zoy ooy Y1y o L S, ...),
(@oy ooy Yoy oo s Ly ..., S, 00,
(Xgy vy Yar oo s by ooy Sy 000,
(Zoy «oon Y, ooy Zy 0, S, .00,

Je dis que ce chemin (28) conduit, comme (26), a4 des développements successifs
admettant les rayons de convergence (21), et que, de plus, il équivauat & (26).
Effectivement, supprimons du chemin (24) le dernier sommet, ce qui donne

(Zos v ooy Yoy cvvs Sop ovvy Sop o)y
(Zgs v ovy Vig ooy Bpyeeey Sy ovn)y
(Z0y e vey Yoy eons Bay enny Sayonl),

(Zos ooy Vg ooy Bay vy Sz .00)3

puis, par les mémes mécanismes que (25) et (26) ont été déduits de (24),
déduisons de (29) les deux chemins

(Zoy v ooy Yor vnny By oney Soyens)
(Zoy v ovy Yoy vnny Boyeevy Sy oni)y
(Zos ooy Vos e ovs Boy ovvy Say o)y
(Zoy + s Vos ooy Soy ey Sz ety
(Zoy vy Yoy o vy Bry ey S35 00u),
(Xos e vy Yoy ooy Bageens Syyvns)y
(Zoy ooy Yoo vvvy Tgpnny Syynns)y
(Xgy ooy Yy onny By onns Sz ns),
(Xoy v ooy Hay evvy Bz cvey Sz ...),

(Zoy ooy Yy vvns Bagevny Sgyons)
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(30)

»



(31)

\

(1’0, "',_,'VO’ ceey S0y
(Zgy +vvs Yy o vvs 5y
(‘TO: cees Yoy o oey Sy
(Zgy vy Yoy« vy 54y
(,1‘09 RPN STIRERI-F
(xo’ MRS )’2, ceey B3y
(Xoy ey Yoy onny Say -
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s S0y -2 )s
vy Siy eee)s
s S2y )y
ey S35 00ty
Ly S5y e i)y
s Siy e )y
s S3y o v e)e

En répétant sur les chemins (30) et (31) le raisonnement fait plus haut sur les

chemins (25) et (26), on verra que le chemin (31) est praticable avec les

rayons (21). Donc, dans le chemin (28), la portion, commune avec (31), que

conslituent fes cinq premiers sommets, jouit de la méme propriété; il en résulte,

puisque les différences

7 —s3,,

4

S'—S:i’

onl des modules respectivement inférieurs a

[{:’

*

R,

)

qu’on pourra, une fois arrivé au cinqui¢me sommet de (28), opérer un chemi-

nement direct du cinqui¢éme sommet au sixiéme. Le développement obtenu en ce

sixi¢éme sommet est d’ailleurs le méme que le développement obtenu au sixiéme

sommet de (26) : car, pour 'un quelconque des deux [ragments

et

(@gy - .
S(xo,...
'\ (zgy .
S(xo,.‘.

(@ - ..
((.2‘0,...

ey Syy e

s
s
)

)y
)
Dy

respectivement extraits de (26) ct de (28), le deuxi¢me ct le troisiéme sommet se

trouvent, & cause de la petitesse des modules de yy—y0o, ...y Z— 33, ...,

S —‘537

.., dans un domaine de convergence du développement correspondant

au premier, et comme, d’aprés ce qui précéde, ces deux {ragments sont I'un et

I'autre praticables, ils équivalent tous deux (n° 37, 1V) au chemin direct

<o Yos
vy Frs

et, par suite, s’équivalent entre eux.

ceay By s

,
Y/

'_9839'

8,

Ds
)
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Il résulte de tout cela que le chemin (28) est, comme (26), praticable avec les
rayons (21), et que, de plus, il équivaut a (26).
Dans le chemin (28), substituons maintenant au sixiéme sommet

(T vy Yirooos Ty ey 8y 02)
le sommet )
T - T PO

qui s'en déduit en remplacant, dans le sixieme sommet de (28), les valeurs y4, ...
par les valeurs y,, ..., inscrites au-dessous, et les valeurs Z, ..., 5, ... par les
valeurs 33, ..., $3, ..., inscrites au-dessus : nous aurons ainsi, au lieu de (28), le

chemin ‘
[ (@oy vy Vs onvs Boy oevy Sosens)s
(Zoy vy Yorenvy Sty vnnsy Siyons)y
(Zgy ooy Yoy ovvs BayenngSayens)y
(Zoy v e vs Yoy e ver T3y cnny Szyenn)y

(32) (Zgy evey Vis vvvs Sapenns Sayens)y
(Zgy e ooy Yoy ovnsy Sapenny Syynn)y
(Zoy evvy Yoy evws Ly ooy S, 000),
(Zoy evovs Vayovns Ly ooy S,000),

(Zoy oy Yy ooy 7y ey S0,

Je dis que le chemin (32) est, comme (28), praticable avec les rayons (21), et
que, de plus, il équivaut a (28).

Effectivement, nous avons vu plus haut que le chemin (31) est praticable avec
les rayons (21) : donc, dans le chemin (32), la portion, commune avec (31), que
constituent les six premiers sommets, jouit de la méme propriété : il en résulte,

puisque les différences
VA

D39 eeey S—s;, ...
ont des modules respectivement inférieurs a
R., ..., Ry, ..,

qu’on pourra, une fois arrivé au sixi¢éme sommet de (32), opérer un cheminement
direct du sixi¢me au septi¢me. Le développement obtenu en ce septiéme sommet
est d’ailleurs le méme que le développement obtenu au septiéme sommet de (28):
car, pour I'un quelconque des deux fragments

(Zos e ovs Y1y eevs 53y eeny S35 00),
(g ooy Y1y v Ly o0y S, .00),
(Zoy ooy Yoy ooy Ly o0y S,000)
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et
(Zos oo 5 Wiy evey Bay veny Ssy el
(Zgs o vos Vas ovvs By ovey 83y .00),

C(Zos co s Yoy ooy Ly i) S, 000,

respeclivement extraits de (28) et de (32), le deuxiéme et le troisiéme sommet se

trouvent, a cause de la petitesse des modules de y, —yy, ..., 7 —zy, ...,

S — 3, ..., intérieurs a4 un domaine de convergence du développement corres-
) P

pondant au premier, et comme, d’aprés ce qui précéde, ces deux fragments sont

I'un et I'autre praticables, ils équivalent tous deux au chemin direct

T T T

(Zos ooy Yoy ooy Ly o0y S, 000,

el, par suite, s'équivalent entre eux.

Il résulte de tout cela que le chemin (32) est, comme (28), praticable avec les
rayons (21), et que, de plus, il équivaut & (28).

Dans le chemin (32), substituons maintenant au sepliéme sommet

(Zoy ooy Yoy ovs Ly o 0,8, .00)
le sommet

(.Z'o, ceey V3y ooy B3y vy 3y -..)

qui s’en déduit en remplagant, dans le septiéme sommet de (32), les valeurs y,, ...
par les valeurs y3, ..., inscrites au-dessous, et les valeurs Z, ..., S, ... par les
valeurs z3, ..., §3, ..., inscrites au-dessus : nous aurons ainsi, au lieu de (32), le

chemin
(Zos e ooy Yoy vy Sgy evvy Soyvns)

(Zoy e oy Yoy ey Bry euny Spy ans)y
(@oy oo egYor v vvs Bay evny Say o)y
(@os ooy Yoy -vovsy B3y veey Sgyani)y
(33) (Zoy ooy Py vvvy Sayevey Sz vnt)y
(Zos covy Yoy ooy Bgy ooy Sz onn),
(Zoy e oy Vay ooy Sgy cvvy Szyns)y
(Zoy vy Yas ooy Ly ooy S, 000),
(g, .., XY, ooy Z, ..y S, 000,

el nous prouverons, en raisonnant comme nous l'avons déja fait par deux fois,
que ce nouveau chemin est, comme (32), praticable avec les rayons (21), et que,
de plus, il équivaut a (32).

Finalement, dans le chemin (33), 'avant-dernier sommet peut étre supprimé :
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car, les différences
Y—y5 ... Z—3, ... S — s,
ayant des modules respectivement inférieurs a
R,, ..., R. ..., Ry ...
on voit que, pour le fragment (praticable)

(s o ooy Fas vy B3y enny S3y 0nt),y
(xo,...,ys,..-, Z,..., S,-..),
(xgy ooy Yy ooy 2y .00, S, .00),

le deuxiéme et le troisiétme sommet sont intérieurs & un domaine de convergence
du développement correspondant au premier. En conséquence, le chemin

(Zgy vy Yoy ooy S0y ovoy Soyens)s

(Zoy vy Yoy oovy Sy nnny Sty eni)y

(Lgy ooy Yoy evvs Sayenny Sayens)s

(Zos e vy Dosvver Bay enny Szyne)y
(34)

(Zgy o ooy Yy oves Bas eey S35 000),

(x()’"'9)’29"-»537""539 "‘)’
(Zgy v vvs Yoy ovey Bay evnySzy oty

(@ ooy Yy ooy Ly o) Sy,

est, comme (33), praticable avec les rayons (21), et, de plus, il équivaut a (33).
Or, en vertu du second des deux points provisoirement admis au début du pré-
sent alinéa, le chemin

(Zoy ooy Yoy evvs Soyevvy Soy vy
(Zoy e ves Yty oey By onny Sy ens)y
(Zoy ooy Yoy oevs Bay veey Sgyant),

(Zoy vy 3y cvvs Bay vny Sgy00l),

(35)

formé parles ¢ (= 4) premiers sommets de (24), est praticable avec les rayons (21),
etil équivaut 4 A — &'+ 1 (=3) troncons successifs, ou les o — A/ 41 groupes

¥y e By ee.y Sy ey

considérés dans I'ordre inverse, sont tour & tour variables. D’autre part, en vertu
du premier des deux points provisoirement admis au début du présent alinéa,
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I'ensemble formé par les h — /(= 2) premiers trongons équivaut &

(o e vvs Yos v evy Spyovey Sy o)y
T - P L)
(xo,...,yo,...,:g,...,sz,...),

(‘TO’ ...,:}’0, ceey T3y 00y S3y ...)-
I en résulte que le chemin (35) équivaut a

(Zos v ooy Yoy v vy Fos ey Soyenl)y

(7 N R o)
(Zos ooy Yor vy Tagenny Sy onl)y
(s ooy Fos o ovs Ty vnry S3y ),
(xo,...,y,,...,zs,...,S;,, cel)y
(Zoy ooy Vay ooy Sy oo ey Sy, o),
(Zoy v ey Yy ooiy 53y o vy Sy, cel)e

En d’autres termes, les deux chemins praticables (24) et (34), considérés jusqu’a
leur avant-dernier sommet

(Loy v vy oy ooy Bay o any S35 0.0)

inclusivement, sont équivalents. Si donc, une fois parvenu a l'avant-dernier
sommet de I'un et I'autre chemin, on effectue un dernier pas de

(Zos s Yoy vovvs B eeey 83y 000)
en

(zoy oo, Y, ooy 2, ..., 8,.00),

les développements finalement obtenus de part et d’autre ne peuvent manquer
d’étre identiques.
En conséquence, le chemin (24) équivaut au chemin (34), et, de proche en

proche, aux chemins (33), (32), (28), (26) et (25).

IV. Si notre conclusion sapplique a tout chemin C, d’écarts mazxima
moindres que (21), o les variables des k' premiers groupes (19) conservent
leurs valeurs fondamentales, elle Sapplique forcément aussi & tout chemin C,
d’écarts maxima moindres que (21), o les variables des I' — premiers
groupes (19) conservent leurs valeurs fondamentales.

(Vest ce qui résulte du simple rapprochement des alinéas II et III.
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V. Enfin, le simple rapprochement des alindas I et IV suffit a établir Pexac-

titude générale de notre énoncé.

44. Nous aurons & utiliser plus loin la proposition suivante, qui offre la plus
grande analogie avec celle que nous venons d’établir.
Considérons des indéterminées partagées en groupes,

(36) - Sy vnny by vuny Uyoiey O50..,

dont nous désignerons le nombre par A (nous avons supposé ici, pour fixer les
idées, h = 4), et, dans les A espaces respectifs

[[s,...]], [[z,...]], [[u,...]J, [[v,...]],

1‘&,‘..9 11!,.-.7 1‘14,.." 110,...1

’ _’
des régions,

que nous supposerons loutes continues, limitées et complétes : on sait que l'asso-
ciation de ces derniéres fournit, dans 'espace

[[s,...,L‘,...,u,...,w,...]],

une région,
(37) (“x,...) ‘i{t,..., 13u,...) .ﬂv,...);

qui jouit elle-méme de cctle triple propricté.

Désignant ensuite par

des variables en méme nombre que les indéterminées (36), considérons les for-

mules

(38) Y =U(S ooy ly oo Uy iy 9y,

et supposons, en premier lieu, que, dans toute I'étendue de la région (37), les
seconds membres des formules (38) soient continus; en second lieu, qu’a deux
points distincts de la région (37) corresponderit toujours, en vertu des for-
mules (38), deux points distincts de Pespace [[x, D ]] De la continuité des
seconds membres de (38) et de la triple hypothése faite sur la région (37) il
résulte que la région, ‘ﬁx,y, ..., définie a l'aide des indéterminées auxiliaires, s, ...,
Ly ooy Uy .oy vy ... par la considération simulianée des formules (38) et de la
région (37), csl, comme celle derniére, continue, limitée et compléte (n*® 28

et 21).

Considérons enfin une pseudo-fonction de z, 5, ... définie par un point fonda-
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mental, (zy, ¥y, --.), situé dans R, , ., et par un développement fondamental;
et soit

(39) (S0 ey Loy vy Ugy cuey gy ons)

le point de la région (37) qui correspond a (2, ¥, ...). A tout chemin brisé
tracé dans la région (37) & partir du point (39) correspond, dans R, ..
chemin brisé tracé & partir du point fondamental (2, 3o, ...); et, comme dans la

., un

pseudo-fonction proposée se trouvent engagées, non les indéterminées auxi-
liaires s, ..., ¢, ..., &, ..., v, ..., mais les variables z, y, ..., c’est sur le second
chemin, non sur le premier, qu’il y a lieu de se demander si son calcul par chemi-
nement est possible. Nous conviendrons toutefois, pour simplifier le langage, de
dire que la pseudo-fonction est calculable sur le premier chemin, situé dans la

région (37) de I'espace
[[s, P N 7 N X ]],

s elle I'est sur le second, qui, dans la région "ﬁx’y, ..., correspond au premier.
Cela étant, parmi les divers chemins brisés ayant leur premier sommet au
point (39) et tous leurs sommels dans la région (37), considérons pour un
instant, a 'exclusion de tous autres, ceux ot 'on fait varier lus 4 groupes d’indé-
terminées séparément et successivement dans un ordre assigné d’avance, par
exemple dans I'ordre inverse de (36), et supposons que, pour un choix convenable

des constantes positives
Re, By ...,

il existe une aulre conslante positive, o, telle :

1° Qué non seulement les relations simultanées

[ mod(s' — §")<a, ceey
mod(¢ — ") <a, R
(40) L — o
mod (¢ — ") < a, cey
mod (¢ — ¢") < a, R

supposées vérifiées pour deux points quelconques de la région (37), entrainent
comme conséquences nécessaires, pour les deux points correspondants de la

région B, ..., les relations

mod (z' — 2") < Ry, mod (y'— ") < Ry, e (M)

(') Quels que soient Ry, Ry, ..., il existe toujours quelque constante positive, a, satis-
faisant a cette premiére condition : car la région (37) est limitée et compléte, et les quan-
tités x, y, ... y sont fonctions continues de s, ..., & ..., U, .0y 0y oo
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2® Maris encore que tous les chemins brisés de la région (37) présentant,
avec des écarts maxima moindres que a, la structure spéciale ci-dessus décrite,
sotent (dans le sens indiqué plus haut) praticables pour la pseudo-fonction et
conduisent & des développements successifs admettant les rayons de conver-
gence Ry, Ry, ...

Toutes ces choses étant posées, notre pseudo-fonction est calculable par
cheminement dans la région 'ﬂxm ... avec des rayons convenablement choisis;
si, de plus, les divers chemins spécifiés par I’hypothése 2° dans la région (37)
conduisent, pour une méme extrémité finale, au méme développement final,
notre pseudo-fonction est monodrome dans la région %17%,,,.

[. Les hypothéses 1° et 2° étant posées, tout chemin brisé tracé dans la
région (37) a partir du point (39), sous la seule condition de présenter des
écarts maxima moindres que 4., est, quelle que soit sa structure, praticable
pour la pseudo-fonction, et conduit a des développements successifs admet-
tant les rayons de convergence Ry, Ry, ...; il équivaut, de plus, au chemin
brisé de méme extrémité qui s’en déduit en attribuant a chacun des groupes
d’indéterminées (36) les mémes accroissements successifs dans le méme ordre,
mais de telle fagon que la structure spéciale dont nous avons parlé se trouve
réalisée.

Nous nous bornerons au simple énoncé de ce lemme, dont la démonstration
est entiérement analogue a celle que nous avons exposée dans le numéro
précédent.

II. Revenons maintenant & la proposition qu'il s’agit d’établir.

Les fonctions implicites, s, ..., ¢, ..., u, ..., ¢, ..., de z, y, ..., que définissent
les formules (38), étant, en vertu du n° 22, continues dans la région limitée et
compléte ‘ax,y,---’ on peut assigner une conslante positive, r, ne surpassant
aucune des constantes Ry, Ry, ..., et telle que les relations simultanées

mod (z'—z") < r, mod (y' —y")<r, .

*

supposées vérifices pour deux points quelconques de la région “x,ﬂ ..., entralnent
comme conséquences nécessaires, pour les deux points correspondants de la
région (37), les relations (40).

Cette constante r étant choisie, il est clair que, si Pon trace dans la région
., ,, ..., & partir de (x4, ¥, --.), un chemin brisé, C, sous la seule condition que
ses écarls maxima soient inférieurs a 7, le chemin brisé, A, qui lui correspond
dans la région (37), a des écarts maxima moindres que «. Dés lors, si, au lieu du
chemin brisé A, on considére le chemin brisé de méme extrémité, A', qui s’en
déduit en attribuant a chacun des groupes (36) les mémes accroissements

Fac.de T., 2° S., 1X. 20
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successifs dans le méme ordre, mais de telle facon que la structure spéciale dont
nous avons parlé se trouve réalisée, il résulte de nos hypothéses et de I'alinéa I :
1° que le chemin A conduit, comme A’, & des développements successifs admettant
les rayons Rz, Ry, ..., et, & plus forte raison, des rayons tous égaux a r; 2° qu'il
équivaut 2 A’. On en déduit immédiatement le double point & démontrer.

RAPPEL DE DIVERS RESULTATS ANTERIEUREMENT OBTENUS.

45. Comme il a été dit dans I'lntroduction, nous terminons le présent Mémoire
par une application des principes précédents, relative au prolongement analytique
des intégrales de certains systémes différentiels. Cette question exige tout d’abord
le rappel de quelques notions, exposées en détail dans divers Mémoires
antérieurs.

Etant donné un systéme différentiel, résolu par rapport a certaines dérivées
des fonctions inconnues qui s’y trouvent engagées, nous dirons qu’une dérivée
de ces fonctions est principale relativement au systéme, lorsqu’elle coincide, soit
avec quelqu’un des premiers membres, soit avec quelqu’une de leurs dérivées;
dans le cas contraire, nous dirons qu’elle est paramétrique.

Si, dans le systeme en question, on considére un groupe d’intégrales hypothé-
tiques, développables par la série de Taylor & partir de certaines valeurs initiales,
Zo, Yoy -+, des variables indépendantes «, ¥, ..., la portion du développement de
chaque inconnue formée par I'ensemble des termes qui, aux facleurs numériques
connus prés, ont pour coefficients les valeurs initiales de I'inconnue considérée
et de ses dérivées paramélriques de tous ordres, se nommera la détermination
initiale de I'inconnue. La détermination initiale sera qualifiée de schématique,
si, sous la seule restriction d’admettre quelque systéme de rayons de convergence,
elle a pour coefficient de tous ses termes des constantes arbitraires.

Enfin, nous nommerons fonction schématique de z, y, ... une série enliére en
Z—Zy, ¥ — Yo, --+, dans laquelle aucun terme ne manque, et dont tous les coef-
ficients, sous cette méme restriction de la convergence, sont arbitraires. Lorsque
le nombre des variables dont dépend la fonction schématique se réduit a zéro,
cette fonction se réduit & une simple constante arbitraire (ou schématique).

Cela posé, sil’on considére, dans le systeme différentiel donné, la détermination
initiale schématique d’une inconnue quelconque, #, on peul, comme je l'ai
établi ('), en distribuer les termes élémentaires en un nombre limité de groupes

(Y) Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, 31 mai 1898. — Sur le Calcul inverse
des dérivées (Annales de la Faculté des Sciences de Marseille, t. X). — Sur une ques-
tion fondamentale du Calcul intégral, I' Partie (Acta Mathematica, t. XXIII).
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dont chacun est le produit d’une fonction schématique de certaines des variables
Z, ¥, ... par un certain monome enlier en Z — Zy, ¥ — Yo, ... Un pareil grou-
pement peat donc se représenter & 'aide d’une formule telle que

n=g

(1) N(@—2)% (y —xo)n ... Fo,,

n=1

olt a,, by, ... désignent des entiers positifs ou nuls, 8, un groupe-de variables
indépendantes extrait da groupe total z, y, ..., et Fg une fonction schématique
des seules variables 6,,. B

La donnée de P’expression (41) équivaut d’ailleurs a la suivante, par laquelle
nous conviendrons de la remplacer en toutes circonstances :

Désignant par v, le groupe de variables complémentaire du groupe 8, ('), et

faisant successivement n =1, 2, ..., g, nous supposerons donnée la fonction des
O0%n+by+.i gy

~———— par 'attribution aux variables w, de
0z%ndyPu... P »

variables 0, a laquelle se réduit

leurs valeurs initiales.

Pour se donner arbitrairement les déterminations initiales des intégrales hypo-
thétiques de notre systéme, il suffit donc d’imposer a ces intégrales et a telles ou
telles de leurs dérivées, en nombre essentiellement limité, la condition de se
réduire respectivement, pour les valeurs initiales de tels ou tels groupes de
variables, a des fonctions schématiques des groupes de variables restants. Ainsi se
trouve fixé ce que l'on peut appeler I'économie des conditions initiales du
systéeme.

Si I'on considére, par exemple, un systéme différentiel impliquant deux fonc-
tions inconnues, «, ¢, des rois variables z, y, 3, et résolu par rapport aux quatre
dérivées "

Pu dv 9% 93y
0z dyds’ dz’ dyds dy*’

I'application de notre méthode donnera, pour les déterminations initiales schéma-
tiques de u, ¢, les expressions respectives

F(r,2)+ (2 —x)H(2, 5) + (2 — 2) (y — yo) P (2, y),
Q)+ (y—r) A+ (¥ —50)*B,

ou A, B désignent deux constantes schématiques, et F(y, z), H(z, 3), P(z, ),
Q(z) quatre fonctions schématiques. On en déduit, pour I’économie des condi-

(1) Cest-a-dire tel que I'ensemble des deux groupes 6,, w, reproduise une fois, et une
seule, chacune des variables indépendantes =z, y, ....
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Uons initiales du systéme, les formules suivantes :

u =e(y, 5) pour r — xy=o,
du
Iz =i(z, 3) pour  y—y,=o,
NPu .

} ‘ m;_y(x,y) pour 53— 3%, =0;

(42) ’ :
‘ 4 =1d(s) pour X —Xy=y—y,=o0,

dv
5‘7 —0(
e pour L= Xy=y — Y= 35— 547= 0.
o =P

Pour se représenter commodément ’économie des conditions initiales, on peut
procéder comme il suit : construire un quadrillage rectangulaire dont les lignes
correspondent aux diverses variables indépendantes z, y, ... et les colonnes aux
diverses quantités (fonctions inconnues et dérivées) qui figurent dans les premiers
membres des condilions initiales; puis, dans 'une quelconque de-ces colonnes
noircir a 'aide de hachures les cases des diverses variables dont ne dépend p‘hé"ia
fonction schématique qui figure dans le second membre de la condition correspon-
dante; en répétant cetle opéralion successivemenl pour toules les colonnes, on
oblient une sorte de damier ot les cases blanches et noires peuvent offrir des
dispositions relalives variées. Par exemple, & des conditions initiales de la

forme (42) correspondra le damier ci-dessous (fig. 1) :

Fig. 1
« ou 0 u dv 2%y
ox ox oy ay Jdy?

||

NN

46. A chacune des variables indépendantes et des fonclions inconnues engagées
dans un systéme différentiel faisons correspondre p entiers (positifs, nuls ou
négatifs ), que nous nommerons respectivement cote premiére, cote seconde, . . .,
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cote p™e de celle quantilé, les enticrs dont il s’agit étant assujellis a la seule
restriction que la cote premicre de toute variable indépendante soit égale
@ 1 ('). Considérons ensuite une dérivée d'ordre quelconque r de l'une des
fonctions inconnues, et nommons cole ¢“™° (q=r1,2,...,p) de la dérivée en
question l'entier obtenu en ajoutant a la cote ¢'*"* de la fonction inconnue les
coles g™ des r variables de différentiation. Désignons enfin par g, &’ deux quan-
lités appartenant a ’ensemble illimité que forment les fonctions inconnues et

leurs dérivées de tous ordres, par

Cyy Cas cecy cpv

I ’
Cly Cyy vy Cp

les coles respectives de ces deux quantités, et convenons de dire que &' est nor-

male ou anormale par rapport a ¢, suivant que les différences
C—Cj, C—Cy .y Cp—C,

satisfont ou non & la double condition : 1° que ces différences ne soient pas
toutes nulles; 2° que la premiére d’entre elles non égale a zéro soit positive.

Cela étant, le syst¢me différentiel considéré sera dit orthonome, s’il se trouve
résolu par rapport & certaines dérivées des inconnues, s’il ne contient dans ses
seconds membres aucune dérivée principale, et si 'on peut, conformément aux
indications précédentes, choisir pour le nombre p et pour les cotes des variables
et des inconnues des valeurs telles, que chaque second membre soit indépendant
de toule quantité (inconnue ou dérivée) anormale vis-a-vis du premier membre
correspondant.

Supposons actuellement que 'on ait affaire & un systéme différentiel ortho-
nome : comme l'exige la délinition des inlégrales ordinaires (c’est-a-dire non sin-
guli¢res), nous ne considérerons ce systéme que dans les limites ou ses seconds
membres sont & la fois olotropes ou calculables par cheminement. Si aux équations
qui le composent on adjoinl toutes celles qui s’en déduisent par de simples diffé-
rentiations (d’ordres quelconques), les premiers membres de cnsemble illimité
obtenu par cette adjonction sont (avec répétition possible, mais sans omission)
les dérivées principales des inconnues; d’ailleurs, ainsi qu’il est facile de

() Dans le Mémoire, déja cité, ayant pour litre : Sur une question fondamentale du
Calcul intégral (Acta Mathematica, t. XXIII), j’ai, en formulant la définition des systémes
orthonomes, supposé égales & un méme entier positif les cotes premiéres des diverses va-
riables indépendantes : mais on ne restreint pas la généralité de cette définition en supposant
que l'entier dont il s’agit a pour valeur 'unité. C’est ce que j'ai eu incidemmeni l'occasion
d’établiv dans un Mémoire plus récent, ayant pour titre : Sur le degré de généralité d’un
systéme différentiel quelconque (Acta Mathematica, t. XXV).
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Pétablir (1), cet ensemble tllimité se partage en groupes limités,

(43) Gl, G~2’ Gsy re

se succédant suivant une loi telle, que les seconds membres de chagque groupe
ne contiennent (outre les variables indépendantes, les fonctions inconnues et
leurs dérivées paramétriques) que des dérivées principales figurant dans les
premiers membres des groupes antériewrs; le groupe G,, notamment, qui pré-
céde tous les autres, ne contient dans ses seconds membres aucune dérivée princi-
pale.

Cela étant, si, dans un systéme orthonome, les premiers membres appartiennent
a des inconnues toutes différentes, chaque dérivée principale ne figure évideniment
qu’une seule fois dans les premiers membres des groupes (43) : il résulte alors du
point ci-dessus énoncé que ces groupes sont successivement résolubles par rapport
aux dérivées principales, et cela quelles que soient les valeurs numériques attri-
buées aux variables indépendantes, aux fonctions inconnues et & leurs dérivées
paramétriques. Si, au contraire, le systéme orthonome contient deux équations au
moins dont les premiers membres appartiennent 3 une méme fonction inconnue, la
méme chose n’a pas nécessairement lieu, parce que la répétition de telle ou telle
dérivée principale dans plusieurs premiers membres des groupes (43) entraine,
dans bien des cas, I'incompatibilité.

Un systéme orthonome étant donné, si, quelles que soient les valeurs numé-
riques attribuées aux variables indépendantes, aux fonctions inconnues et &
leurs dérivées paramétriques, 'incompatibilité ne se manifeste dans aucun des
groupes (43), et si, dés lors, la résolution successive de ces groupes est indéfini-
ment possible quelles que soient les valeurs dont il s’agit, le systéme orthonome
sera dit passif. Un systéme orthonome est donc forcément passif dans le premier
des deux cas ci-dessus spécifiés, mais il ne 'est pas forcément dans le second, et
il semble méme qu’alors on ne puisse, en général, exprimer la passivité qu’a l'aide
d’un nombre infini de conditions devant subsister idenliquement entre les va-
riables, les inconnues, et les dérivées paramétriques : ces identités, toutefois,
résultent, a titre de conséquences nécessaires, d’un nombre essentiellement
limité d’entre elles; le lecteur trouvera dans un Mémoire antérieur la régle que
nous avons formulée sur ce point (2).

(1) Sur une question fondamentale du Calcul intégral.

(2) Sur une question fondamentale du Calcul intégral. La régle dont il s’agit peut
d’ailleurs étre simplifiée dans bien des cas, ainsi que nous I'avons indiqué dans une Note
communiquée a ’Académie des Sciences le 22 octobre 1906 : cette Note, forcément un peu
bréve, ne tardera pas a étre complétée a l'aide d’'un Mémoire détaillé que nous comptons
publier prochainement dans les Arnales de I’Ecole Normale.
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Un systéme orthonome étant supposé passif, la question de savoir si les inté-
grales ordinaires hypothétiques répondant & des déterminations initiales (conver-
gentes) assignées d’avance exislent, ou non, e¢/ffectivement, revient a examiner si
leurs développements, construits @ priori, sont, ou non, lous convergents : or,
ainsi que nous I'avons établi, cette convergence ne peut manquer de se produire.
En conséquence, si, dans un systéme orthonome passif, on se donne arbitrai-
rement les déterminations initiales (convergentes) d’un groupe d’intégrales
ordinaires hypothétiques, les portions restantes des développements de ces der-
niéres sont elles-mémes convergentes, et les intégrales dont il s’agit existent
eflectivement ().

“En d’autres termes, tout systéme orthonome passif est complétement inté-
grable.

47. Tout systéeme différentiel, dans lequel on peut satisfaire 3 notre définition
de I'orthonomie (n° 46) en prenant p =1, c’est-a-dire en attribuant une sewule
cote a chacune des variables indépendantes et des inconnues, sera dit phanéro-
nome : la cote de chaque variable indépendante est, en pareil cas, forcément
égale a1, et chaque second membre du systéme ne contient, outre les variables
indépendantes, que des quantités (inconnues et dérivées) dont la cote tombe au-
dessous de celle du premier membre correspondant.

Par exemple, 1'équation différentielle

du
dz

= f(z, u)

(considérée dans les limites ot son second membre est olotrope ou calculable par
cheminement) constitue un systéme phanéronome. Il en est de méme de I'équa-
tion aux dérivées partielles

ﬂ_]: 2y du du
dx2 ’3’“’5}?’@ ’

comme aussi de I'équation

Il en est encore de méme des équations simultanées

du Qﬁ d_u ?u 0w 0*u Jdv 9y
gt dy da:’()y’ dx'-"u.z'd)f’(_)}—/?’%’ Iy)’
v K< du Jdu *u 9*u Q*u Qv d(’)

- b

g G009z 9y 05 Gz oy’ 0y 0z Iy

= H<w, Vs U, 0,

(V) Sur une question fondamentale du Calcul intégral.
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qui, moyennant l’attribution a x, y, u, ¢ des cotes respectives 1,1, 0,1, rem-
plissent les conditions indiquées ci-dessus.

/8. Considérons actuellement un systéme différentiel possédant la triple pro-
priété d’étre :

1° Phanéronome ;

2° Passif;

3° Linéaire par rapport a l’ensemble des fonctions inconnues et de leurs
dérivées;

et nommons, comme d’habitude, coefficients du systéme les fonctions des seules
variables indépendantes qui figurent dans les seconds membres, soit comme mul-
tiplicateurs des inconnues ou de leurs dérivées, soit comme termes indépendants
de ces quantités.

Un pareil systéme, S, étant donné, construisons, conformément aux indications
du n° 45, le damier des conditions initiales; puis, partageons les variables indé-
pendantes en groupes, suivant que, dans le damier ainsi construit, leurs lignes
offrent ou n’offrent pas la méme disposition de cases blanches et noires, c’est-
a-dire mettons dans un méme groupe les variables dont les lignes offrent la méme
disposition, dans des groupes différents les variables dont les lignes offrent des
dispositions différentes. En supposant, pour fixer les idées, qu’il y ait cing
variables indépendantes, x, y, 3, s, ¢, et sept fonclions arbitraires dépendant
respectivement des variables

L3 x, i3 35 08 & x, 5 8 & Yy & x, ¥, i Yy 5,08 4

la considération d’un pareil damier ( fig. 2) nous conduira & partager les variables

en quatre groupes comprenant, le premier la variable x, lc deuxi¢me la variable y,
le troisiéme les variables z et s, le quatriéme la variable ¢.



QUELQUES PRINCIPES GENERAUX RELATIFS A LA THEORIE DES FONCTIONS, ETC. 161

Considérons maintenant, dans le systtme S, un groupe d’intégrales répondant
a des conditions initiales déterminées, et regardons désormais comme fondamen-
tales les valeurs initiales x4, %o, S0, So, Zo, choisies pour les variables indépen-

dantes; considérons ensuite, dans les espaces

[t=1)s 1] [tss1], [La]s

B, W, B ¥,

des régions

comprenant respectivement les points

Zoy Yoo (505 50)s  Lo-
Cela posé, si, d’une part, les coefficients du systéme S sont tous calculables
par cheminement dans la région

(1%;,;, ny, %:,s, at)

avec les rayons Ry, Ry, Rz, Ry, Ry, si, d’autre part, on a choisi, pour les sept
arbitraires qui figurent dans les conditions initiales, des fonctions respecti-
vement calculables, avec ces mémes rayons, dans les régions

‘“u (mx’%l), (1'1:,59%1)7 (‘ﬂ‘mn:,s,mt),
(R,,8,), (R, 8,,R,), RB,%.,14,,

les intégrales correspondantes ne peuvent manquer d’étre calculables, avec
les rayons dont il s’agit, dans la région

(‘{":m a)'y %z,s, %t)'

La démonsiration de ce résultat a été longuement exposée ailleurs (1), et nous
n’avon$ pas & y revenir; mais il était nécessaire d’en rappeler les conclusions, en
vue du cas que nous allons actuellement aborder. Dans le cas dont il s’agit,
Papplication de quelques-uns des principes généraux qui font I'objet du présent
Mémoire nous permettra, comme on va le voir, de formuler des conclusions un
peu plus complétes.

(1) Sur le calcul par cheminement des intégrales de certains systémes différentiels
(Annales de I’Ecole Normale, 1go3). )

Fac. de T., 2° S., 1X. 21



162 C. RIQUIER.

SUR LE CALCUL PAR CHEMINEMENT DES INTEGRALES

DE CERTAINS SYSTEMES DIFFERENTIELS.

49. Un systéme différentiel, résolu par rapport a certaines dérivées des fonc-
Lions inconnues qui s’y (rouvent engagées, sera dit régulier, si les variables
indépendantes peuvent étre rangées dans un ordre tel, que, dans le damier des
conditions iniliales, les cases blanches de chaque colonne se trouvent toutes
sttuées au bas de cette colonne. _

Il est clair que, lorsqu’on parcourt de bas en haut les lignes successives d’un
pareil damier, le nombre des cases blanches ne va jamais en augmentant; on peut
d’ailleurs, 'ordre des lignes élant ainst fixé, adopter pour les colonnes un ordre
tel, qu’en parcourant de droite a gauche ces colonnes successives, le nombre des
cases blanches n’aille pas non plus en augmentant : nous supposerons, dans ce
qui suit, cette double disposition réalisée.

Cela posé, considérons un systéme phanéronome, passif et linéaire (n° 48), qui
soit en méme temps régulier, et supposons, pour fixer les idées, que le damier
des conditions initiales y offre la disposition suivante ( fig. 3) :

13

On voit que les diverses cases blanches stluées au bas de chaque colonne sont,
suivant la colonne considérée, en nombre 1, 2 ou 4: d’aprés cela, les conditions-
initiales se partageront naturellement en trois groupes, suivant que les arbitraires
qui y figurent dépendent de variables en nombre 1, 2 ou 4; et, en désignant
par Zo, ¥o, Zo; Soy ¢o les valeurs initiales de z, ¥, 5, s, ¢, ces groupes seront de la
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forme
=v,(¢) pour X —Xy= Y — Yy =5 — 5, =S5 —5=0,
A=209,(s1¢) )
0 =10,(s, t)

D =9,(y, 3,5, ¢) pour r—x,=0:

pour X—Zy=Y—Yo=35—5,=0,

dans ces formules, I’ensemble des quatre quantités T, A, ®, & comprend loules
les inconnues du systéme proposé avec quelques-unes de leurs dérivées.
Cela éiant, distribuons les variables indépendantes 2z, y, 5, s, ¢ en groupes

successifs,
(44) zi oy, 55085 b

d’aprés les nombres croissants de cases blanches situées dans les lignes corres-
pondantes; puis, désignant par &, 0, {, s, v cinq nouvelles indéterminées, que

nous partagerons semblablement en quatre groupes successifs,
(45) E o0 &G o 1,
écrivons les qualre groupes successifs de formules

(46) x:fl(g,’ n, g, Uaf);
.)’:fz( ﬂ:c9 g, T)’

fy=

(4/) 5:f3( n, C’ g, 7);
(48) s = fu( 0, 7);
(49) t = fi( ),

dont la structure se déduit de la considération des groupes (44) et (45) suivant la
loi trés simple que nous allons dire : si I'on considére tous ces groupes de for-
mules simultanément, leurs premiers membres contiennent les divers groupes de
variables (44), et leurs seconds membres les divers groupes de variables (45); si
I'on fait abstraction du premier groupe de formules, c’est-a-dire de (46), les
premiers membres des formules restanles ne contiennent plus le premier des
groupes (44), ni leurs seconds membres le premier des groupes (45); si 'on
fait abstractjon des deux premiers groupes de formules, c’est-a-dire de (46) et
de (47), les premiers membres des formules restantes ne contiennent plus les
deux premiers des groupes (44), ni leurs seconds membres les deux premiers des
groupes (45); et ainsi de suile.
Des espaces respectifs

[te1], [t €1]s [L1]s [(]]
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extrayons alors les régions
(50) 1‘5’ ‘iﬁ'l],b 'ﬂm “‘r’

toules continues, limitées e\ complétes; puis, assujettissant désormais les
groupes de variables (45) a se mouvoir respectivement dans les régions (50),
supposons : 1° que les seconds membres des groupes de formules (46), (47),
(48), (49) soient tous continus; 2° qu’a deux points distincts de la région

(31) (nivmn,Z, acy ‘BT)

correspondent toujours, en vertu des formules (46), (47), (48), (49), deux points
distincts de 'espace [[x, ¥y 5y S, t]]

Nous désignerons, dans ce qui suit, par mmz,“ la région de ce dernier
espace constituée par Pensemble des points qui, en vertu des formules (46), (47),
(48), (49), correspondent (sans répétition) aux divers points de la région (51).
Nous désignerons en outre par R, ; . larégion de'espace [[y, 3,8, t]] constituée
par 'ensemble des divers points qui, en vertu des formules (47), (48), (49), cor-
respondent (avec répétition possible) aux divers points de la région

(1%11,2’,, 1“0‘; %1);

puis par W, la région de I'espace [[s, ¢]] constituée par I'ensemble des divers
points qui, en vertu des formules (48), (49), correspondent (avec répétition

possible) aux divers poinls de la région
Rq, Re);

et, en deriier lieu, par W, la région de l'espace [[t]] constituée par I'ensemble
des divers points qui, en vertu de (49), correspondent (avec répétition possible)
aux divers points de la région ..

Désignant enfin, comme il a é1é dit, par

Zoy  Yos So» So» o

les valeurs initiales de z, ¥, 3, s, ¢, que nous considérerons désormais comme
fondamentales, nous supposerons qu’il existe pour £, 1, ¢, 7,7, dans la végion (51),

un systéme de valeurs numériques,

E,O’ Moy COy Goy  Tos
telles : _
1° Que le second membre de (49) se réduise a ¢y pour s — 7p= 0}



QUELQUES PRINCIPES GENERAUX RELATIFS & LA THEORIE DES FONCTIONS, ETC. 165

2° Que le second membre de (48) se réduise a s, pour s —go=o0, quel que
soil = dans la région W.;

3° Que les seconds membres de (47) se réduisent respectivement a y, et 3,
pour 1, — 1= § —{,= 0, quels que soient & et t dans les régions R, et .;

4° Que le second membre de (46) se réduise & o pour § — £y = o0, quels que
soient (7, {), o et = dans les régions R, ¢, Wy et W (1).

Toutes ces choses étant posées, si, a partir des valeurs initiales x,, )y, 5o,
s, Lo, les coefficients de notre systéme différentiel, d’une part, et les fonc-
tions dont on a fait choiz pour les seconds membres des conditions initiales,
d’autre part, sont calculables par cheminement, chacun dans celle des
régions

Beyzs Bysen Bon W
qu’indique le groupe de variables dont il dépend (*), les intégrales corres-
pondantes le sont certainement dans la région By . o s ..

I. Soient
Zy Yy e

PR )

des wariables indépendantes partagées en deux groupes qui en contiennent
chacun un nombre quelconque.
Si une fonction est calculable suivant le chemin brisé

(-’1«‘0,.}’0, v ooy Sy Soy ‘-'),
(xO’yw ceey Sy Sy ”-))

(xo,)’o, sy Sy Sy )s

C e et hee e e e 5
(xOyyo’ °-°’5g;3gy"')9

(xo,,}’m LS ] Z) S’ --'),

(1) Clest ce qui a lieu, par exemple, lorsque les formules (46), (47), (48), (49) sont de la
forme
z =+ (£ — ) Pi(§,m, 80, 7);
Y =Yoo+ ('I _710) P?(Th C7 I, 't) -+ (C - CO) Qi(TH :7 9, T)ﬂ
z =230+ (n—mo) Ps(%, {9, 7) + (L =) Qs(m, &, 9, 7);
s =58y + (06 — ) Pi(s,7);
t =t¢) + (" — To) P5('C)‘.
(?) Nous voulons dire que les coefficients de notre systéme diflérentiel, qui dépendent a la
fois de z, y, 3, s, ¢, sont supposés calculables par cheminement dans la région By - s, la

fonction o,(y, 5, 5, ¢) dans ela région W), 5,5,6, les fonctions §y(s, 1), 0y(s, ¢) dans la
région %, et la fonction vo(¢) dans la région #,.
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ot les variables x, y, ... du premier groupe conservent pour tous les sommets
les valeurs fizes xy, yo, ..., et si, aprés Uavoir ainsi calculée, on introduit
dans le développement résultant I’hypothése numérique

(52) Z—Xy=Y — Yo=...=0,

on peut, sans changer le résultat final, procéder dans Uordre inverse, c’est-
a-dire introduire d’abord dans le développement initial I’hypothése numé-
rique (52), et calculer ensuite la fonction ainsi obtenue suivant le chemin
brisé

, (50’ Soy - - ')’

(315 S5« -+ )

II. Revenant & notre énoncé général, désignons par
(53) Rx’ R)‘, B:-y RS’ Rt

des quantilés positives assez petites pour que les diverses fonctions spécifiées par
cet énoncé soient calculables avec les rayons (53) dans les régions qui leur sont
respeclivement assignées; puis par o une conslante posilive assez pelite pour que

les relations simultanées
mod(¢ —¢& ) <e,

mod(n'—0") <o,
mod (' —¢") <o,
mod (¢’ —d") < a,

mod (7' — ") <o,

supposées vérifiées pour deux points quelconques de la région (51), entrainent
comme conséquences nécessaires, pour les deux points correspondants de la
région transformée, c’est-a-dire de %xmz’s,t, les relations

mod(x' — z") < R,

mod (y' —y") <Ry,

mod (s’ —z") <R,

mod(s' —s" <R,

mod(¢ —¢")<<Ry;:
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une pareille conslante o existe nécessairement, puisque la région (51) est limitée
et compléte, et que les seconds membres des (ormules de transformation (46),
(47), (48), (49) y sont continus.

Considérons maintenant le point
(3%) (05 M05 Cos Tos To)s
qui, dans la région (51), correspond a
(45 Fos S0s S05 £0)s

et construisons, dans cette méme région (51), un chemin brisé ayant son premier
sommet au point (54), et présentant, avec des écarts maxima moindres que «, la
structure spéciale décrite au n° 44, c’est-a-dire tel que les groupes de variables (45)
v varient séparément et successivement dans 'ordre inverse de celui ol nous les
avons écrits. En vertu d’une proposition antérieure (n° 44), il suffit, pour établir
celle que nous avons actuellement en vue, de faire voir qu’un pareil chemin est
(dans le sens indiqué au n° 44) praticable pour les fonctions

(55) I, 4, 6, o,

qui figurent dans les premiers membres des conditions initiales données, et qu’il
conduit, pour chacune d’elles, & des développements successifs admetlant les
rayons de convergence (53).

Tragons donc, dans les régions respectives

%5’ m"],iy 130‘7 .,

des chemins brisés

E.o: E.l’ E?a vy ‘Egv E,
(“ﬂo,to); (0, 81)5 (N9 Cz)’ ceey (g :i)y (Hy Z),
Tos gy, Ty ceey Oy 3,
Tos Tis Toy cees Tl T,

sous la seule restriction que leurs écarts maxima soient moindres que «; puis,
considérons, dans la région (51), les quatre chemins brisés successifs

(Eos M05 Lo5 05 To)s

) (Eos M05 Los 05 T1)s

(56) S e )
(Eos 05 Co» G0y T1)s

(0> M05 C0y 90, T);
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[ (Eo’ o5 o5 Tny T),

(&> Nos Cos Oy T),

(50’ Ngs Loy Ty T),
(%65 Mgy 8os 2, T);

i

E o 2y T
(%0 Ny Sy = 1),
(Eo,"h’CnEyT)y
(509 Niy :9 E) T)v

(G H, Z, 5,T);

(&, H, Z, 5, T),
(El) H) Z) E’ T)’

11 s’agit de prouver que ces quatre chemins sont (dans le sens indiqué au n° 44)

successivement praticables pour les fonctions (55) avec les rayons (53).

III. Considérons, en méme temps que le Tableau (56), ceux qui s’en déduisent

par la suppression de la premiére colonne, puis des trois premiéres, puis des

quatre premiéres; nous aurons ainsi, dans les espaces respectifs

(60) [(&n.80:0] (0807 [[57], [<1].

les quatre chemins

[ (Z05 Ti0s Lo» Ty To)s

(Z0s 105 Z0s Ty 71 )5

(B6) { vvreerenn. ,
(Sos 10y So5 05 71),

V(205 Mo5 Loy s T),

(nO’ :01 Goy 70)5

(TH), CO, Goy Ty )9

(TAO; go; Gos T/)a

! (-003 CO? Gy T))

(905 70)s Tos
(60, T1)s T1s
(62) / .vnnn. , (63) / .,
(905 T1)s Trs
(90, T), T,

dont les sommets font respectivement partie des quatre régions

(64)

(ao, Nos S5 Go» “11)9
(M0 % o, 1"1‘:),
( Tos ﬂr);

..
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Ces derniéres, si on les transforme a l'aide des formules (46), (47), (48), (49),
nous donnent, dans les espaces respectifs

(63) [(z, 5,55 0] [[r.5sa] [(ss 1], [ra1]s
quatre régions continues faisant respectivement partie de
(66) nx,y,:,s,b 113',:.,5, 12 %s, 12 al-

D’ailleurs, puisque, dans I'ensemble des régions (64), les indéterminées £, v, §,
conservent les valeurs fixes &, Mo, Co, oo, il résulte des hypothéses faites sur les
seconds membres de (46), (47), (48) que, dans I’ensemble des Tégions trans-
formées, les indéterminées z, y, 3, s conservent les valeurs fixes Zo, Yo, 50, So-
La premiére de ces régions transformées se trouvera donc constituée par I'asso-
ciation du point fixe (2, yo, 50, So) de I'espace [[x,y, 3, s]], et d'une cerlaine
région de ’espace [t]], ou, ce qui revient au méme, par l'association du point
fixe (z,) de I'espace [[z]], du point fixe (o, 50) de l'espace [[y,z]], du point
fixe (so) de I'espace [[s]], et d’une certaine région de I’espace [[t]] Et les trois
autres régions transformées sc déduiront de la premiére en y faisant respective-
ment abstraction de la coordonnée z, des trois coordonnées z, y, 3, et des
quatre coordonnées z, y, 3, S.

Si on observe maintenant qu’a partir des valeurs initiales o, ¥, 30, So, o, les
coefficients du systéme proposé et les seconds membres des conditions initiales
sont calculables avec les rayons (53) dans les régions respectives (66), et, par
suite, dans les régions respectivement transformées de (64), il résulte du n° 48
que les fonctions (55) possédent la méme propriété dans la premiére de ces
régions transformées; elles sont, notamment (dans le sens indiqué au n° 44),
calculables avec les rayons (53) suivant le chemin (36). Et si, ce cheminement
une fois effectué, on considére comme initial le dernier sommet du chemin (56)
[qui n’est autre que le premier sommet du chemin (37)], les seconds membres
des conditions initiales correspondant & ce dernier sommet s’obtiendront, en
vertu de I'alinéa I, en effectuant, sur les seconds membres des conditions initiales
primitivement données, les cheminements respectifs (63), (62) et (61) : de ce
dernier point il convient de relenir, notamment, ce qui concerne les nouvelles
conditions initiales relatives a4 A, © et a ®.

On voit donc qu’avec le nouveau choix de valeurs initiales indiqué il y a un
instant pour z, ¥, 5, s, ¢, non seulement les coefficients du systéme proposé
restent calculables dans la région ‘iﬁx’y,z,w avec les rayons (53); mais encore
que le second membre de la nouvelle condition initiale relative a I' admet, au
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départ, le rayon R;; que les seconds membres des nouvelles conditions initiales
relatives & A et © sont calculables dans la région 31‘,,, avec les rayons R;, R;;
enfin, que le second membre de la nouvelle condition initiale relative & ® est
calculable dans la région 'i‘if,z,w avec les rayons Ry, R;, Ry, R..

LV. Considérons maintenant, en méme temps que le Tableau (57), ceux qui
s'en déduisent par la suppression de la premiére colonne, puis des trois premiéres,
puis des quatre premiéres ; nous aurons ainsi, dans les espaces respectifs (60), les
quatre chemins

(z';o, Nos $oy 0, T), (105 Zos 50, T), [ (o0, T), T,
(EO’ Ny 8o 71, T'), (o5 &0, 745 T): (o4, T), T,
(57) { eereeeeeiannns , (67) { woveeennnn , (68) { «evn-- s (69) { e
(&oy 005 Loy 015 T), (00s Sos 05 T), (9%, T), T,
(£o5 05 &0y 3, T), L (M0, %oy 2, T), \ (%, T), T,

dont les sommets font respectivement partie des quatre régions

(&0 N0 Co» “q, T),

(o %o, W5, T),

( 1,, T),
T.

(70)

Ces derniéres, si on les transforme a 'aide des formules (46), (47), (48), (49),
nous donnent, dans les espaces respectils (65), quatre régions continues faisant
respectivement partie des quatre régions (66). D’ailleurs, puisque, dans I'ensemble
des régions (70), les indéterminées &, 4, { conservent les valeurs fixes £, n,, &, 1!
résulte des hypothéses faites sur les seconds membres de (46), (47) que, dans
Iensemble des régions transformées, les indéterminées x, y,, z conservent les
valeurs fixes zy, ¥, 50; quant & I'indéterminée ¢, elle y conserve évidemment
la valeur fixe que donne la formule (49) pour = =T. La premiére de ces régions
transformées se trouve donc constituée par l'association du point fixe (z,) de’
I'espace [[x]], du point fixe (y,, 39).de I'espace [[y,:]], d’un certain point
fixe de ’espace [[t]], et d’une cerlaine région de l'espace [[s]J Et les trois autres
régions Lransformées se déduisent de la premiére en y faisant respectivement
abstraction de la coordonnée z, des trois coordonnées x, ¥, 5, et des quatre coor-
données z, y, 3, s.

Si 'on se reporte maintenant & ce que nous avons dit a la fin de 'alinéa III sur
les conditions initiales relatives au premier sommet de (57), on voit que les coef-
ficients du systéme proposé et les seconds membres de ces conditions initiales
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sont calculables avec les rayons (53) dans les régions respectivement transformées
de (7o) (chacun d'eux dans celle de ces régions transformées qui se trouve natu-
rellement indiquée par le groupe de variables dont il dépend); il résulte alors du
n°® 48 que les quatre fonctions (55) possédent la méme propriéié dans la premiére
de ces régions transformées, et qu’elles sont, notamment (dans le sens indiqué
au n° 44), calculables avec les rayons (53) suivant le chemin (57). Et si, ce che-
minement une fois effectué, on considére comme initial le dernier sommet du
chemin (57) [ qui n’est autre que le premier sommet du chemin (58)], les seconds
membres des conditions initiales, relatives & A, ® et & ®, qui correspondent a ce
dernier sommet, s’obtiendront, d’aprés l'alinéa I, en effectuant sur les seconds
membres des conditions initiales homologues, qui correspondent au premier
sommet de (57), les cheminements respectifs (68) et (67) : de ce dernier point
il convicnt de retenir, notamment, ce qui concerne la nouvelle condition relative
ad.

On voit donc qu’avec le nouveau choix de valeurs initiales indiqué il y a un
instant pour z, ¥, 5, s, ¢, non seulement les coefficients du systéme proposé
restent calculables dans la région %I,y}z,s’, avec les rayons (53); mais encore
que le second membre de la nouvelle condition initiale relative a T admet, au
départ, le rayon R;; que les seconds membres des nouvelles conditions initiales
relatives & A, © admettent, au départ, les rayons R, R;; enfin, que le second
membre de la nouvelle condition initiale relative & ® est calculable dans la
végion N, ; . avec les rayons R,, R,, Ry, R..

V. Considérons a présent, en méme temps que le Tableau (38), ceux qui s’en
déduisent par la suppression de la premiére colonne, puis des trois premiéres,
puis des quatre premi¢res; nous aurons ainsi, dans les espaces respectifs (60 ),
les quatre chemins

(&os 105 &y 2, T), (005 %oy 2, T), (%, T), [T,

_ (Gor s &1, 2, T), (n, 8. 5, T), (2, T), T,

(58) { vvrriniiinns - (71) { oeeeienn. , (72) { «vn - , (73) -
(&, 0455 80y X, T), (06 &0y 2, T), (%, T), T,

(0, H, Z, 3, T), (H,Z, X, T), (T, T,

dont les sommets font respectivement partie des quatre régions

(o ‘u‘ﬂ.l’ 2, T),

( W, 32T,

( 5 T),
T.

(74)
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Ces derniéres, si on les transforme & l'aide des formules (46), (47), (48), (49),
nous donnent, dans les espaces respectifs (65), quatre régions continues faisant
respectivement partie des quatre régions (66). Dailleurs, puisque, dans I'en-
semble des régions (74), I'indéterminée & conserve la valeur fixe &, il résulte
des hypothéses faites sur le second membre de (46) que, dans I’ensemble des
régions transformées, l'indéterminée x conserve la valeur fixe x,; quant aux
indéterminées s, ¢, elles y conservent évidemment les valeurs fixes que donnent
les formules (48), (49) pour ¢ =3, t="T. La premiére de ces régions trans-
formées se trouve donc constituée par I'association du point fixe (z,) de l'es-

pace [[x]], d’un certain point fixe de I'espace [[s]], d’un certain point fixe de

Iespace [[t]], et d'une certaine région de I'espace [[y,z]] Et les trois autres
régions transformées se déduisent de la premiére en y faisant abstraction de la
coordonnée x, des trois coordonnées z, y, 3, el des quatre coordonnées x,
Yy 5yS. . .

Si 'on se reporte maintenant a ce que nous avons dit a la fin de l'alinéa 1V sur
les conditions initiales relatives au premier sommet de (58), on voit que les coef-
ficients du systéme proposé et les seconds membres de ces conditions initiales
sont calculables avec les rayons (53) dans les régions respectivement transformées
de (74); il résulte alors du n° 48 que les quatre fonctions (55) possédent la méme
propriété dans la premiére de ces régions tranformées, et qu’elles sont, notam-
ment (dans le sens indiqué au n° 44), calculables avec les rayons (53) suivant le
chemin (58). Et si, ce cheminement une fois effectué, on considére comme initial
le dernier sommet du chemin (58) [qui n’est aulre que le premier sommet du
chemin (59)], on voit qu’avec le nouveau choix de valeurs initiales qui en résulte
pour z, y, 5, S, ¢, non seulement les coefficients du systéme proposé restent
calculables dans la région 'ﬂw,y,z,,,, avec les rayons (53), mais encore que les
seconds membres des nouvelles conditions Initiales admettent, au départ, ces
mémes rayons.

VI. Considérons enfin, en méme temps que le Tableau (59), ceux qui s’en
déduisent par la suppression de la premiére colonne, puis des trois premiéres,
puis des quatre premiéres; nous aurons ainsi, dans les espaces respectifs (60),
les quatre chemins

(EM H7Z’ E’ T)s (H’ Z, E’ T)1 (2’ T): T’
(£, H,Z,%,T), (,7,3,T), (X, T), T,
(EA” H’Z’ E’T)’ (“,Zy E,T), N (2’ T)’ T’

v (E’ H’ Z? 2’ ']‘)! (I[’ Z’ E, ’r)? (E’T)’ "l"
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dont les sommets font respeclivement partie des quatre régions

(R, H,Z, 3, T),

( HWZ23T),

(73) ( 5T,
T.

Ces derniéres, si on les transforme a I'aide des formules (46), (47), (48), (49),
nous donnent, dans les espaces respectifs (65), quatre régions continues faisant
respectivement partie des quatre régions (66). La premiére de ces régions trans-
formées se trouve constituée par l'association d’un certain point fixe de l'es-
pace [[y,s]], d’un certain point fixe de I'espace [[s]], d’un certain point fixe
de I'espace [[I]], et d’une certaine région de I'espace [[;v]] Et les trois autres
régions transformées se déduisent de la premiére en y faisant respectivement
abstraction de la coordonnée z, des trois coordonnées z, y, =, et des quatre
coordonnées z, y, s, s.

Si 'on se reporte maintenant a ce que nous avons dit & la fin de I'alinéa V sur
les conditions initiales relatives au premier sommet de (59), on voit que les coef-
ficients du systéme proposé et les seconds membres de ces conditions initiales
sont calculables avec les rayons (53) dans les régions respectivement transformées
de (75); il résulte alors du n° 48 que les quatre fonctions (55) possédent la méme
propriété dans la premiére de ces régions transformées, et qu’elles sont, notam-
ment (dans le sens indiqué au n° 44), calculables avec les rayons (53) suivant le
chemin (59).

Ainsi se trouve achevée notre démonstration.

50. Dans le cas ou le systéme phanéronome, passit et linéaire que lon se
propose d’étudier est en méme temps régulier, la régle exposée au numéro pré-
cédent présente souvent un avantage marqué sur celle du n° 48. Il est facile de
s’en rendre compte par I'exemple suivant, un des plus simples que 'on puisse
imaginer.

Considérons le systéeme d’équations aux dérivées partieiles

d .
J%ZA,U—FB‘C‘—{—C,W—}—D,,
% A+ Byt G+ D
II;—A’QU-‘]— 29 -+ Lyt 4+ Dy,
ow

oz =Aju+ B+ Cyw + D,,
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ol u, ¢, w désignent trois fonctions inconnues des deux variables indépendantes
réelles x et y, et les lettres A, B, C, D, affectées des indices 1, 2, 3, douze fonc-
tions connues de ces mémes variables. Représentons les variables dont il s'agit
par les deux coordonnées rectangulaires d’un point situé dans un plan; puis tra-
¢ons un rectangle paralléle aux axes OX, OY, qui contienne dans sen intérieur
le point fondamental (z,, y,), et désignons par « et 3 (2 << B) les deux valeurs
extrémes de la variable y sur les cOtés paralléles & OY. Cela étant, la régle du
n° 48 permet d’affirmer que si, d’une part, les douze coefficients de notre systéme
sont, & partir de (2,,)%), calculables par cheminement a I'intérieur du rectangle,
cL que si, d’autre part, les déterminations initiales des trois inconnues sont, &
partir de y,, calculables par cheminement dans la région a <<y << f3, les intégrales
ne peuvent manquer de ’étre, a partir de (1, y,), dans l'intérieur du rectangle.

Posons maintlenant
(76) A

?)’:t,

et, assujeltissant les variables (réelles) s, ¢ a se mouvoir dans l'intervalle com-
plexe

~

§20,  aStif,

1A

(77) 7

supposons que, dans ces limites, f(s, ¢) soit une fonction continue (réelle) de s, ¢,
el que les relations simultanées

L=10, $17 8,
entrainent comme conséquence nécessaire
Xy 7@y

il est clair alors qu’a deux points distincts de 'intervalle complexe (77) corres-
pondront toujours, en vertu des formules (76), deux points distincts de l'es-
pace [[x,y]]; nous nommerons W, , la région de ce dernier espace constituée
par I'ensemble des points qui correspondent ainsi (sans répétition) aux divers
points de lintervalle complexe (77). Désignant enfin, comme il a été dit, par
(2o+y0) le point fondamental, supposons : 1° que y, soit compris dans l'inter-
valle de o a B; 2° que pour une certaine valeur, s,, de s, comprise dans I'in-
tervalle de vy a ¢, on ait, quel que soit ¢,

S (805 ) = y.

La région (continue, limitée et compléte) W, ,, qui, d’aprés ce qui vient d'étre
dit, comprend le point (2, ¥¢), n’a plus nécessairement ici la forme rectangu-
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Jaire; elle se trouve constituée par l'intérieur et le contour d’une sorte de trapéze
mixtiligne, dont deux colés sont respectivement situés sur les droites

(78) y=a y=5

paralléles 2 OX; d’ailleurs, puisque la fonction f(s, ¢) se réduit & z, pour s =S,
quel que soit ¢, il est-clair que si, par le point fondamental, on méne une paralléle
a OY, la portion de cette derniére qui s’étend de P'une 4 ’autre des droites (58)
est enlicrement située dans ‘ﬂf’y.

Cela étant, la régle du n® 49 nous permet d’affirmer que si, d’une part, les
douze coefficients de notre systéme sont, a partir de (%0, ¥0), calculables par
cheminement dans la région R, ,, ct que si, d’autre part, les déterminations
initiales des trois inconnues sont, a partir de y,, calculables par cheminement
dans l'intervalle de « & B, les intégrales ne peuvent manquer de I'étre, a partir
de (zy, y0), dans la région R’ ,.

11 convient d’ajouter que cette région, transformée de la région convexe (77) &
I'aide des formules (76), est nécessairement monodromique (n 38 et 40).



