SUR QUELQUES TRANSFORMATIONS

DES

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

DU SECOND ORDRE ('),

Par M. E. GOURSAT.

En étudiant certaines transformations des surfaces a courbure totale constante,
M. Bicklund (2) a été conduit au probléme général suivant :

Etant donné un systéme de quatre relations distinctes
Fi(z,y,5p,q9; «, Ysa,p'hq')=o (6=1,2,3,4),

entre les coordonnées des éléments de deux systémes (E), (E'), déterminer
les surfaces du systeme (E) auzxquelles correspondent des surfaces de (E').

11 existe toujours des surfaces du systéme (E) auxquelles correspondent des
surfaces du systéme (E’), et, dans certains cas, ces surfaces sont les intégrales
d’une équation aux dérivées partielles du second ordre. 1l peut arriver aussi que
les surfaces de (E’) qui correspondent a des surfaces de (E) soient elles-mémes
les intégrales d’une seconde équation aux dérivées partielles du second ordre.
Lorsque cette circonstance se présente on dit que I'on passe de l'une de ces
équations a l'autre par une transformation de Bdcklund, qui est définie par les
quatre relations F; = o.

Dans une Thése récente, M. J. Clairin (?) a fait une étude systématique de
ces transformations et obtenu un certain nombre de résultats intéressants; ainsi,
en se basant uniquement sur des caractéres invariants relativement a une trans-
formation de contact, il a établi une classification rationnelle de ces transforma-

(1) La plupart des résultats contenus dans ce Mémoire ont été résumés dans deux Notes
présentées & 'Académie des Sciences (Comptes rendus, 24 février et 5 mai 1902).

(%) Mathematische Annalen, t. XVII et XIX.

(3) Annales scientifiques de I’Ecole Normale supérieure, 1902.
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tions en lrois espéces. D’un autre coté, il a montré qu’une équalion aux dérivées
partielles du second ordre prise au hasard ne provient pas d’une transformation
de Bicklund. Parmi les nombreuses questions qui restent encore a résoudre,
deux des plus importantes sont celles-ci :

1° Former tous les systémes de quatre relations F; = o définissant une trans-
formation de Bicklund d’une espéce déterminée ;.

2° Une équation du second ordre étant donnée, reconnaitre si elle provient
d’une transformation de Bicklund, et trouver cette transformation. Quand on
cherche a traiter analytiquement ce dernier probléme on est conduit a un certain
nombre d’équations simultanées entre quatre fonctions inconnues. L’étude directe
de ce systéme parait & peu prés impraticable. Il y a, du reste, une cause de com-
plication évidente a priori. En effet, si une équation du second ordre provient
d’une transformation de Bicklund d’une certaine espéce, elle provient aussid’une
infinité de transformations de méme espéce que l'on obtient en combinant la
premiére avec une transformation de contact quelconque. Si nos équations simul-
tanées admettent un systéme de solutions, elles doivent donc en admetire une
infinité, dépendant de fonctions arbitraires.

J’ai pu simplifier le probléme en supposant que les équations F;=o, qui
définissent la transformation, admettent une transformation de contact infinitési-
male par rapport a 'élément 2/, y', 5/, p, ¢'. On peut alors supposer, sans dimi-
nuer la généralité, que les équations F; = o ne renferment pas z'. En intro-
duisant ‘une forme de Pfaff convenable, on a plusieurs systemes d’équations
simultanées 4 examiner successivement, dans chacun desquels ne figure qu’une
seule inconnue. De plus, toutes les transformations de Bicklund, qui se déduisent
de 'une d’elles en la combinant avec une transformation de contact quelconque,
correspondent & une méme solulion de nos équations simullanées et, par con-

séquent, se déterminent en méme temps.

1. Soient
x':X(I,)’,S»/’,’])» )":Y(-l‘,)’,s,/%q),

() ,
pP=P(z,y,5,p9) 7 =Q(x,y,5p,q)

un systéme de quatre relations ou les seconds membres X, Y, P, Q sont des
fouctions quelconques de z, ¥, 5, p, ¢. Atout élément (=, y, 3, p, q) ces formules
font correspondre oo! éléments (z', 3, 3/, p', ¢'); les valeurs de 2/, y/, p', q' sont
données par les formules elles-mémes, tandis que la valeur de z' reste arbitraire.
Tous ces éléments se déduisent de 'un d’entre eux en déplacant le point (', 3/, 5')
le long d’une paralléle a I'axe Oz, tandis que le plan de I'élément reste paralléle
a lui-méme. Le probléeme de Bicklund peul s’énoncer ainsi :
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Quelles surfaces faut-il faire décrire a I'élément (z, 3, 5, P, q) pour qu’on
puisse leur fairecorrespondre des surfaces décrites par Pélément 2, y' 5, p',q"
Soit

(2) s =®(z, )

I’équation d’une surface décrite par I'élément (z, ¥, 5, p, q); on a

(3) p= —g’ q= g%’

et, en remplacant 3, p, g par les valeurs précédentes dans X, Y, P, Q, 'équa-
tion

(4) ’ ds'=p'dz'+ q' dy’'

d01t étre complétement intégrable, puisque le second membre ne renferme pas =
Celte équation s’écrit encore, en remplacant z', »', p', ¢' par leurs expres-
sions (1),

dX o0X X dX 00X 0X
I
(5) dz' = P[( +dp +0q >d +<d_y+()ps+()q >dy]

+Q[dY 0¥ +ﬂs>d +<ﬂ+£s+w>d
op ' T og dy TaptTt o)V

ot r, s, t désignent les dérivées partielles du second ordre de la fonction ®(z, y),

et ou 'on a posé
d J 0 d _ 0 J

ar oz TP dy oy 79z

En écrivant la condition d'intégrabilité, on voit facilement que les dérivées du
troisiéme ordre disparaissent, et il reste une équation de Monge-Ampére pour
déterminer la fonction ®(z, y),

(6) Ryq(rt —s*) +Ry,7r + Rygt + Ryy+8s=o,
les coefficients Rpqy Rypy Rag, Rzy, S ayant les valeurs suivantes :

f 00X 0P 90X 0P  9Y 9Q 9Y 0Q

T dp 0gq dq dp - ap dq dg op’
90X 9P 9P dX  9Y dQ 0Q dY

T dp dy  Op dy +0p dy  op dy’
0P axX  oX dP  0QdY IJY dQ
W= 94 dw  0q do  oq dz  dg dx’
(7) Y. _aPdX dPdX _dQdY dQ dY
T dy de  dx dy Yy dy dz dz dy’
_0XdP  oPdX dPJX 0P dX
T dy Topdr  dwdp  dgdy
L 9YdQ | 9QdY dQ oY  dQ dY
\ dq dy dp dax dx dp dq dy

Fac.deT., 2°S., 1V. 39
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Ces formules peuvent s’écrire sous une forme abrégée en posant

dX dY
=P Qo
FQZ_—PCi)_(_+ EI_Y,
() oo
0X Y
— P
F,=1 dp—l—Q——dpa
) S
eREP Qe

les relations (7) sont alors équivalentes aux suivantes

R, =% b g db, N,

P17 "9q dp’ yp— dy Jp ’

| JOF, dF, dF,  dF,

(9) \Ra= 5 @ Re= g a0

g P _OF ¥, W,
T dy dq - ap dx’

Observons que 1'on a identiquement
(10) PdX + QdY =F,dx +F,dy +Fydp + ¥, dq,

en désignant par?l_x et dY ce que deviennent dX et dY quand on y remplace
dsz par pdx + gdy.

2. Pour quela condition d’intégrabilité (4) soit vérifiée identiquement, quelle
que soit la fonction ® (x, y), il faut et il suffit que 'on ait a la fois

Ry, =R,,=Ryy=Ryy=8=o0.

La premiére condition
¥, R, _
dq ap

montre que ' et F'; sont les dérivées partielles par rapport aux variables p et ¢

respectivement, d’une fonction U(x,», 3, p, ),

=22 r=2

Jp dgq
Les relations R,, =0, Rz;= o deviennent alors

JF, 0*U U oF, = 0*U 02U

op —opoy "lopas g — dgox  Pogos
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et I'on en tire
. dU B _ _du -
k:—dy t V(ly)’,~,9)> Fi—dx -+ “(x’.)9~‘7p)'

Les deux derniéres conditions Ryy=o0, S = o donnent ensuite

AV _dW oV W _
dz — dy’ dg  op ~

est 4 la fois indépendante

la derniére montre que la valeur commune de 57 ¢ o
de p et de ¢. C'est donc une fonction H(z, y, z) des variables z, y, 5 seulement,

etl’on a
V:H(%)’y5)(1+K(-T,3",5), W:H(»’U,)’,Z)P—*—L(w,%s)y
v = ﬂ; elle de-

en remplacant V et W par ces expressions dans la condition Ta dy

vient
O oL (0K Oy (OB o),
dz  dy <dz dy P dz 9:)1=
et se décompose en Lrois conditions distinctes
OK _ 0L OK oM oM _ oL
dxr — dy’ Jds — dy’ dx ~ 0s
Nous pouvons donc poser
_JT _aT _ a7
L —_— ()x’ K —_— Ty" H —_— d_s’

" étant une fonction de z, ¥, 3, et nous avons pour expression générale des fonc-

tions Fy, Fy, Fy, F,, lorsque la condition (4) est vérifiée identiquement,

o5 oF L 0F oF oF oF
1‘7:——‘4—(/(737 F;;: (7[;, FL:;)_(]’

(r1) }1:%‘+[)—(1:> ()y

en posant § = U + T.
Il est facile de vérifier et d’expliquer ce résultat. En effet, on tire des formules
précédentes

(12) Fidr +F,dy +Fydp +F,dg = d5 — %ﬁ-(d: —pdx —qdy);
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d’autre part, la définition méme des fonctions F,, F,, F,, F, donne l'identité

(13) Fidx+F,dy +F;dp +F,dq

0X
K

:PdX—I-QdY—-(P +Q3——Y>(dz—pdx——qdy),

et, en rapprochant ces deux formules, on en déduit la nouvelle identité

-~
(14) dj—de—QdY:<@—Pax

oY _
0= 5—05;>(d~ —pdr—qdy).

Les formules (1), jointes & la relation
s'=3(x, ¥,5,0,9),

définissent donc une transformation de contact, et par suite a toute surface dé-

crite par I'élément (z, y, z, p, ¢) correspond une surface décrite par I'élément
() ! !
(x,7y7"7[)7(/>'

3. Laissant de c0té ce cas singulier, nous voyons que la fonction ®(z, y) doit
étre une intégrale de I’équation de Monge-Ampére (6); a toute surface intégrale (2)
de cette équation correspondent une infinité de surfaces (¥') décrites par I'élé-
ment (z', ', 5, p', ¢'). Toutes ces surfaces, dépendant d’une constante arbitraire,
s'obtiendront par une quadrature au moyen de I'équation (4).

Les coefficients Ry, Ryp, Rygy Ray, S de I'équation (6) dépendant de quatre
fonctions arbitraires X, Y, P, Q, il semble qu’on doit pouvoir l'identifier avec
une équation quelconque de la méme forme. La suite du calcul montrera qu’il
n’en est rien. Nous allons d’abord chercher & quelles conditions doivent satisfaire
ces coefficients pour que I’équation (6) provienne d’une condition d’intégrabilité
d’une relation de la forme (4) sans aucune réduction sur les coefficients. Cela
revient & chercher les conditions d’intégrabilité du systéme (g), ot I'on considére
F,, F,, F;, F, comme les fonctions inconnues.

Nous traiterons d’abord le cas particulier suivant. Si les formules (1) sont de
la forme

(15) 2=, Y=, P'=f(z,y,2p) 7 =9(x, 5,5 9),
la condition d’intégrabilité conduit a 'équation du second ordre

Ss+R=o,

ou l'on a
af do

QJ[QJ
w -6
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inversement, les fonctions R et S étant données, cherchons a quelles conditions
les équations (16) et les relations

(17) A

9g= %> op=°

sont compatibles.
Des relations (16) et (17) on déduit aisément les conditions suivantes, qui

sont nécessaires :

P8 mo, OM_d() OR_d(8) R _o8
opoqg "’ op* —dy\op)’ 09— dx\dq )’ dpdg — 0z’

(18)

as JR __d (JR +i JoR
dxdy+dz_'% op dy\aq)’

ou 'on a posé
& _d(d
drdy — dx\dy

Ces condilions sont aussi suffisantes. La premiére montre que S est Ja somme
d’une fonction des variables (z, y, z, p) et d’une fonction des variables
(z, ¥, 3, q)- On peut donc toujours trouver deux fonctions f,(z, ¥, 5, p) et
e(z, ¥, 5, q) telles que ’on ait

Ui 99 _

(19) o dg =

et la premiere des équations (16) devient

o(f— /1) _ d(‘P—ﬁol).
op dq

La valear commune des deux membres de cette équation est indépendaunte
de p et de g, et, par suite, les fonctions f et ¢ doivent étre de la forme

S=fi+Up+V, ¢=¢;,+Ug+ W,

U, V, W étant trois fonctions inconnues de z, y, 5. La seconde des relations (16)
devient, en remplagant f et ¢ par les valeurs précédentes,

(20) a=0V_ oW "_U_ﬁ’> ov._du
T dy oz dy 03 dz  dzx )"

ou I'on a posé, pour abréger,
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Des conditions (18) et de la formule (19) on déduil sans peine que 'on a

‘dm_o o8 o _
(18 opr 7 o 7 dpdg 7
1
? (_)ﬁ__i(dil> d [OR\
ds  dxz\Jdp + dy\dq )’
R est donc une fonction linéaire en p et ¢, et de la relation (20) on conclut que
I'on a
Gy WU OW 0% OV 0U_da OV W o ok
dy 9z _op 0z oz og dy oxr  Pop TToq"

La condition d’intégrabilité bien connue de ce systeme

(22) g*R PR ) < IR IR B c‘B.> —0

S e o (P g
dpodx  dqdy  Os p ap 7 dq
est précisément identique a la dernié¢re des relations (18)'. Cette condition étant
supposée remplie, on peut prendre arbitrairement une des fonctions U, V, W;
prendre, par exemple, U= o0. Des deux premiéres équations (21) on lire alors

. T oR “OR
— ——dz +Y(z, v [ = — —ds +
Ve[ Gt Wen [ G nte )

el, en portant ces expressions de V et de W dans la derniére, elle devient

[< R GRENN > o om R OR

E)q—ay—f— CW d:—i—ww—%:cﬂ—pd—[}—-(/w,

o
-

ou, en tenant comple de Ja relation (22),

N  dn L IR
o= (g )

1l suffira de prendre pour 4(z, y) et =(z, y) deux fonctions de = et de y
satisfaisant a cette derniére condition pour avoir une intégrale des équations (21);
une des fonctions ¢ ou = reste encore arbitraire.

En résumé, les conditions (18) sont nécessaires et suffisantes pour que les
équations (16) et (17) soient compatibles. Si elles sont vérifiées, toutes les
solutions s'obtiennent par des quadratures.

Si I'on a obtenu un premier systéme de solutions (f, ¢), tout autre systéme de
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solutions peut s'écrire (f -+ X, ¢ - ), les fonctions X et p vérifiant les relations
Jr o o o _ dp dr _ dp

Jdg - -
on démontre, comme au paragraphe précédent, que I'on doit avoir

o . JH _oH__ JH
oz’ PT9:77 0y

H étant une fonction arbitraire de x, y, 5. Il est clair, en effet, que la condition

d’intégrabilité de I'équation
. oH JH oH oH
ds _<f+$p—|—5;)dx+<cp+7ﬁq+97>dy
est indépendante de la fonction H(z, y, 7).
4. Considérons maintenant le cas général des équations (9) ol les coefficients

. . . N y . o,
R,q, Ryp, Ragy Ray, S sont quelconques. On peut toujours, et d’une infinité de
maniéres, trouver quatre fonctions fiy f2y [3, fu sausfaisant aux Lrois premiéres

s _ v _ g dfs _dfs _g oy dfs
dq

(23) EE — p P dy - ()/)‘_ rps dx

:qu;
on peut, par exemple, se donner f;, et I'on obtiendra ensuite f3, f», fi par des
quadratures. En posant
Fi=/f+®, Fo=/fo+ @, F,=f;+®,, F.=/f,+®,
ces trois équations deviennent

oe, 00, 00, 0D, 0O, 00, 9P, 0P,
dg — op’ dp*dy'jd:;’ dq—w_kp(k’

on a vu plus haut (n° 2) que la solution la plus générale de ces équations élait
donnée par les formules

_ou _0U
= op =0
oU oU 00 au
d)l:% +Pd_z+f(x7}’;5$}7)v ‘I)ﬁ:“_‘dy +‘]_"()s +o(x,¥,549),

U étant une fonction arbitraire de z, y, 3, p, ¢; f une fonction de z, y, 3, p, et
¢ une fonction de z, y, 3, q.
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Cela étant, posons, dans les équations (g),

dU o0
fl — d +f(99,)’, ) P),
., U gU
Fﬁ—f+;)7+qd, +<.9(»’l’,.}’,5, 9)’
oU
Fz——fa _[‘)’
dU
fb‘"

Les trois premitres équations sont vérifiées identiquement, et il reste les

quatre équations

(df  do df,  df, of
(264) s@_d_m“l‘“’*dx"?y’ dg —
op Jdq dq dap dz d_)f op

On retrouve ainsi un systéme de la forme (16). En appliquant les conditions
d’inlégrabilité de ce systéme, tout en tenant compte de ce que f,, /s, f3, fi sont
des intégrales des équations (23), on obtient par un calcul un peu long, mais qui
ne présente pas de difficultés, les conditions d’intégrabilité du systéme général (g).
(ies conditions sont les suivantes :

<01>.M> f_i_(d[{y,,‘ __ Ry, | dR,, 0S
dy

dap dq )~ 9dpaq dx dy T s’
d [0S d [0Ry, d’'R,, R,y d (dR,, dlny,,
3.;<(TP>+‘T¢'?<0P>+ dy‘-’ —oop +d_<dq>— s
d [0S\  d Ry _ 0*Ray  d (0Rep\ _ ORy,
(23) J;(o?) T@'( ) 2 o da < op > "5
028 L2 0R,,(,> i dl{,;,,) __ 0*Ryy . _d_zﬂy,, _ dR,,,,
dpdqg  dy dx \ dp |/ OJp? 9q? ER
a2S . ARy . d*Ry, d (0Rgy <0R1, de_,»_
dx dy dy? dx? ap d_y 03

Le calcul que nous venons de faire prouve que, si ces conditions sont satisfaites,
les équations (9) admettent une infinité de systémes de solutions que l'on
obtiendra par des quadratures. Si ’on connait un premier systéme de solutions,
d*aprés ce qu’on a vu au n° 2, on obtiendra tous les autres systémes de solutions
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en remplacant F,, F,, Fy, I, par

95 av .. 0F oF 0¥ 0¥
F‘+d—x+p()—z’ 1<2+@+q(1;, Fs—e—%; F‘+d_q’

respeclivement, § étant une fonction arbitraire de z, y, z, p, q.

5. Ayant obtenu F,, Iy, F;, F,, pour avoir X, Y, P, Q, considérons la forme
de Pfaff

(26) F,dz + F,dy + Vydp + Fodg + U(ds — pdx — q dy) + dK,
ot H et K désignent deux fonctions arbitraires de z, y, z, p, ¢, et soit
(27) dl +~PdX + QdY

une forme réduite pour cette expression. Si nous remplagons partout dz par

pdx + qdy, il vient

PcTX+QW:F,dw+F2dy+F3dp+F¢dq

dK—17), . d(K—1) 0K —17) K —17)
+ = dz + dy dy + o dp + 97 aq.
Quelles que soient les fonctions H et K, les fonctions
d(K—17) d(K —17) 0(K —17) (K —17)
F,+ T’ F2+_7)/——’ F,+ -T—) F4+-—aq_

forment un systéme de solutions des équations (g). Si donc nous prenons pour
X, Y, P, Q les fonctions qui’figurent dans la forme réduite (27), la condition
d’intégrabilité de I'équation

ds'=PdX + QdY

conduira précisément & I’équation (6). Cette équation peut donc s’obtenir d’une
infinité de maniéres au moyen de formules de la forme (1), puisque les fonctions
H et K restent arbitraires. Mais toutes les solutions ainsi obtenues ne sont pas
essentiellement distinctes. En effet, remplagons K par une autre fonction K,,
et soit

dl, + P, dX,+ Q,dY,

une forme réduite pour la nouvelle forme de Pfaff, de telle sorte que I'on ait

dZL,+ P, dX,+ Q,dY,=dZ + P dX + Q dY + d(K,— K),
Fac. de T., 2¢ S., 1V. 40
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ou encore

(28) d(Z,—7—K,+K) + P, dX,+ Q,dY,=PdX + QdY.
En partant des formules

( z'=X,(z, y,Z,P,(]), y”:Yi (@, }’,Z,P’f])»

(29)
? p'=P (2,53 p9) 7" =Qu(x, 555 P 9)»

et, en écrivant la condition d’intégrabilité de p"dz"+-¢"dy", on est encore
conduit & I'équation (6). Mais I'identité (28) prouve que X, Yy, Py, Q, sont des
fonctions de X, Y, P, Q, et les formules

X, =4(X,Y,P,Q),
Y, =4:.(X, Y, P, Q),
P =49:(X, Y, P, Q),
Q=4 (X, Y,P,Q),

qui expriment X, Y,, Py, Q, au moyen de X, Y, P, Q, définissent une transfor-
mation de contact (') en (2, p). On passera donc des formules (1) aux for-
mules (29) en effectuant une transformation de contact en (z, p) sur les variables
x', ', p'y ¢'- Nous ne considérons pas ces diverses solulions comme distinctes. 11
est clair, en effet, que si p'dx’'+ ¢'dy’ est une différentielle exacte, il en est de
méme de p'dx’+ ¢'dy". On voit de la méme facon que les diverses formes
réduites d’une méme forme de Pfaff (26) ne sont pas essentiellement distinctes.

Nous pouvons donc supposer K=o, et & toute fonction H(z,y, 3, p, q)

correspond une forme de Pfaff
(30) F,dz + F,dy + Fydp + ¥, dg +~ H(ds — pdzx — q dy),

qui, ramenée a la forme canonique, fait connaitre un systéme de formules (1)
conduisant a 'équation (6). Les divers systémes de formules correspondant aux
diverses formes réduites de 'expression se raménent & un seul par des transfor-

mations de contact en (z, p).

6. Une équation de Monge-Ampére étant donnée, pour qu’elle puisse s’obtenir
de la fagon qui vient d’étre étudiée, il n’est pas nécessaire que ses coefficients
vérifient les relations (25); il suffit que l'on puisse trouver un facteur A, dépen-
dant de z, ¥, 5, p, ¢, tel qu'en multipliant tous les coefficients de I'équation

(1) Voir, par exemple, le Mémoire de M. Darboux, Sur le probléme de Pfay (Bulletin
des Sciences mathématiques, 2° série, t. VI, p. 65).
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proposée par ce facteur i, on obtienne de nouveaux coefficients satisfaisant aux
conditions (25). On a ainsi un systéme de cing équations linéaires aux dérivées
partielles du second ordre pour déterminer le factear inconnu A. Il semble
presque évident que ces équations doivent étre incompatibles, si I’équation de
Monge-Ampére donnée est absolument quelconque; on s’en assure aisément en
examinant des cas particuliers.

Prenons, par exemple, une équation ne renfermant que z, y, z, p, g, r;ona
R,,=o, Riq=o, S=o,
et les équations (25) donnent les conditions

PRy, _ PR,y
dg* T 7’ dq?

=0,
de sorte que 'équation doit étre bilinéaire en r et q.
Supposons encore que I’équation ne renferme ni r, ni ¢. On a, dans ce cas,
Ry;=R)p=Rzy=o,
et les équations (23) donnent les conditions

08 —0 d"ny_o
odpag — dpdqg 7

de sorte que I’équation doit étre de la forme

s P+Q
TP+ Q)]

P et P, étant des fonctions de z, y, z, p et Q, Q, des fonctions de z, ¥, z‘, q.
Prenons encore I'équation

(31) s +f(s)=o;
nous pouvons poser

R,;=o, R,p=o, Ryy=o, ny:lf(z), S=1,
) étant un facleur inconnu, et les conditions (25) deviennent

*h (2 f(5) _ 0X

opog — 7’ opdg 9z
_‘{(‘2&)_02(7\/"(5)) ﬁ(ﬂ)_d“()\f(z))
dy\dp) — op* dx\dq) 9q° ’

) i(()u{u»%%(%ﬂﬂ)_w{;ﬂ.
P Y 7 s
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Les deux premiéres montrent que X doit étre de la forme
A=9(z, y, p) +¥(2, ¥,9)
les deux suivantes deviennent alors

d%¢
dy dp

IPYRINE L) ’ry 0%
—f(b);,g;’ dxdq_f(“)d_qf

Sila fonction f(z) ne se réduit pas & une constante, comme nous le supposons,
il faudra que I'on ait

Io do Iy Iy
dyop " o=@

et 'on aura, pour A, une fonction de la forme
A=Xp—=Yq+p(z, y).

La derniére condition devient

?pu 10 aN — (KT VI £ s
degy TSR = (XY s

ou satisfait a cette équation en prenant X'=Y'=C, u=o. Pour qu’il y ait d’autres
solutions il faudra que I'on ait aussi

B3 = (X = Y') f1(3),
[1(3)

c’est-a-dire que e soit indépendant de z; la fonction f(z) aura donc la forme

(32) Sf(z)=az+ b,
ou la forme
(33) @) =enr,

a et b étant des coefficients constants. Dans le premier cas on devra avoir

0.
| — [ J— J—
X'=Y'=¢(, _—dxt‘)y+a“_o’
et dans le second cas
XY
p=—

les fonctions X, Y restant arbitraires..
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IT.

N

7. Tout systéeme de formules de la forme (1) conduit bien & une équation
de Monge-Ampére pour déterminer les surfaces (Z) décrites par l'élément
(z, ¥, 5, p,q), ausquelles correspondent des surfaces (¥') décrites par I’élément
(', ¥, 5, py q'). Mais les surfaces (¥') elles-mémes ne sont pas en général les
intégrales d’une équation du second ordre, car on déduit des relations (1) deux
équations simultanées du troisiéme ordre pour définir 7 en fonction de 2’ et de »/,
lorsque les fonctions X, Y, P, Q sont quelconques. Nous sommes donc conduits
a examiner la question suivante. Les fonctions F, F,, I3, F, étant connues,
comment faut-il prendre la fonction H pour qu’en ramenant I’expression

(34) Fidz +F,dy +F,dp +~F,dg +H(ds — pdx —qdy)
a une forme réduite

dZ +P dX + Q dY,

les formules

"L":X(x’y, = P q), .)":Y(z’)” 5 Py q)’

(35) / ,
p'=P(x,y,5p q9), ¢ =Q(z, ¥, 3 p, q)

définissent une transformation de Biacklund?

Nous rappellerons d’abord quelques propositions bien connues qui jouenl un
role important dans la théorie du probléme de Pfaff (*). Elant donnée 'expres-
sion différentielle

(36) Ou= X, dz,+ Xydzs+. ..+ X, dz,,

ou Xy, X,, ..., X, sont des fonctions données de z,, x2, ..., Zn, le systéme
d’équations différentielles

ap dey+...+a, de,=o,

ayydxy 4. ..+ a, dz,=o,

(37)

Aipdxy+. ..+ Ay dz, =0,

ou l'on a posé
oX; 0X;

a;r=— —_ 5
! dxr  Ox;

(1) DarBoux, Sur le probléme de Pfaf (Bulletin des Sciences mathématiques,
2° série, t. VI, 1882).
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est un systéme invariant associé a la forme de Pfaff (36). Si ’on remplace les
n variables x; par n variables indépendantes nouvelles y;, la forme 0, se change
en une forme analogue

Yl d.}’1"|;Y2d,}’2+~--+erd/,z,

ou Y,, Y,, ..., Y, sont des fonctions de yy, ya, ..., ¥4, €t le systéme (37) est
remplacé par un systéme de méme forme

bydy,+~...+ b, dy,—o,

by dy,+.. .4 by, dy,— o,

blndyl+~'-+bnnd)’n:0’

oY, oY
dyr 9y

ik—

Dans le cas de la forme (34), le nombre des variables indépendantes est égal
a 5. Les équations (37) se réduisent & quatre équations distinctes, car le déter-
minant
A @y Ay Ay Ay
Qi Aoy A3z Auy Ay
Q13 Q23 Qg3 Q43 Uy

4

Ay Qg A3, a

Qs Aoy Azs Qs Qg
est un déterminant de Pfaff d’ordre impair, d’aprés les relations évidentes
Q;;=0, Qjj—+ Q= 0.

Nous supposerons qu’elles se réduisent a quatre équations distinctes, et non
a un nombre moindre. Elles admettent alors quatre intégrales distinctes, dont il
est facile d’avoir la signification. En effet, I'expression (34) étant supposée
ramenée 4 I'une des formes réduites,

dl +PdX +QdY, PdX -+ Qay,

le systéme invariant (37) se réduit pour 'une ou I'autre de ces deux formes &

dX —o, dY = o, dP =o, dQ =o;
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les fonctions X, Y, P, Q, qui figurent dans la forme réduite, sont donc des inté-
grales du systéme invariant (37), et loute autre intégrale de ce systéme est une
fonction arbitraire de X, Y, P, Q. Si la forme (34) pouvait étre ramenée a l'une
des deux formes

dZ + PdX, PdX,

le systéme invariant correspondant se réduirait a deux équations distinctes seule-
ment qui s’écriraient avec les variables de la forme réduite

dX =o, dP —o.

C’est le cas exceptionnel que nous laissons de coté.
Le systéme invariant qui correspond a 'expression (34) est

-+ <dh — 91& -—H-pﬁ>dp

(()F 1 OF, JH JH > dy

dy oz 9 TP ady ap ox ap
+ oF, )dH—()F" dg + ok, _ dH dz=o
( og ~Toqg oz ) dz  dx) T T 7

or oy~ Tox TPy

<0F2 oF, JH ()ll> d aF, IF, ()H) d
' dp dy 4 ap T

0¥, 00y IR, oF, dH\ ,

JF, oH dF OF, _ OH _ JF,

oF, JF, or, oH\ , __
+<d(/ dp)dq—i—<-_—;—7[;>dg_o,

OF,  oH _OF,\ ,  (JF, oH _ OF,
(7 + 7% oﬁ"“(oﬁﬂ Tf?ﬁ)‘”

JF, ()F3> oF, oHyN .
+<op 97 . "’”(os "W)"“‘)’

dH  JF, dd  JF,
(@ =92) 2o (G = 92)

JH Ik, JH  JF,

ce systéme peut encore s’écrire, en ajoutant a la premiére équation la derniére
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multipliée par p, et a la seconde équation la derniére multipliée par ¢,

dF, dF, JF, dF,
(W“%)‘”*(W— —dz )

OF, dF, oF, dH
(= )+ (G~ O )(ds—pde—qdy) =o,
ng dF| ng dF3
(2 ‘W)”’“(W*W)"”
oOF, . dF, ﬂ}_@> e vde— _
CCLI LIS PP iFﬁ_di’l)dv
(38) dz op dy op ) ‘
oF, OF, oF, oH\ _
+<d_q”$>d(+<dz' >(0’~ pdx —qdy)=o,
/¥, dF, IF,
(& =)o+ (G ru=5p) 0
OF, OF, oF, ol o
—I—<0P—W>dp—l—<d, 5 ) (4= = pdz — g dy) = o,

dH JF, dH JoF,
(% = 92) o+ (G =5 ) @

oH  OF, JH  OF,\ ,
(G =5 o (5 = 52) =

Rappelons encore les propriétés suivantes des transformations de Biicklund (*):

Siles formules (35) définissent une transformation de Bicklund, elle peut éire
une transformation B, ou une transformation B;. Elle sera une transformation B,
si a un élément (&', 37, 5/, p/, ¢') correspondent o' éléments unis (z, ¥, z, p, q),
c’est-a-dire si le déterminant

dX d4X JX JX
dx dy dp dq
dY dY 9Y oY
dx dy Jdp Jdq
dP dP 9P oP
dex dy Jdp Jdq

4Q a0 00 00
dx dy dp 9dq

est nul. Cette égalité exprime que X, Y, P, Q sont des intégrales d’une équation

(1) Voir la Thése de M. Clairin; I'* Partie.
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lindaire de la forme

av dV ov oV
A, B, G, D étant des fonctions de z, y, 5, p, ¢g. Les caractéristiques de cette
équalion sont données par le systéme d’équations différentielles
dx  dy ds _dp dqg

- T

AT B Ap+Bg C D
et 'on voit que ces caractéristiques doivent satisfaire & la relation
dzs —pdx —qdy =o,

c¢’est-a-dire qu’elles forment des multiplicités M, d’éléments unis. Or, si X, Y,
P, Q sont les fonctions qui figurent dans la forme réduite correspondant
a Péquation (34), les équations

X:Cly Y =C,, P:C3, Q:Cb

représentent l'intégrale générale du systéme (38). Il faudra donc que les équa-
tions (38) entrainent la relation dz — p dx — g dy = o, et cette condition est
suffisante. Si I'on remplace dz par p dz + ¢ dy dans ces équations, elles devront
se réduire a trois relations distinctes entre dz, dy, dp, dg. Pour cela, il faut
d’abord que I'on ait

0 ar, dF,  JF, dF, oF, __ dF,
dy — dx dp  dx dg ~ dx
d¥, _ dF, 0 JoF, dFy  oF, dF. o
3oy | Y dop dy  9qg dy
VR N oF, _oF, |7
dx ap dy dp dg  dp
d¥, _JF,  dF, g OF,  JF, _JF,
dz ~ op  dy g op  oq ©

Nous avons la un déterminant de Pfaff d’ordre pair, et par conséquent un

carré parfait. En I'égalant & zéro, nous obtenons, pour déterminer H, une équation
du second degré

(40) <@_@><%_2&>+<%_djj> oF, dr,
dy dx )\ dg op dap dy <E - %)

__(9F, aF, oF, _ dF, .
(% %) (%% )

Fac.de T., 2 S., 1V, 41
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cette condition est suffisante, car tous les mineurs du premier ordre du détermi-
nant précédent seront nuls aussi, et les quatre premieéres des équations (38) se
réduiront & deux seulement.

En résumé, pour que la forme de Pfafl (34) conduise a une transformation de
Biicklund By, il faut et il suffit que H soit racine de I'équation (40).

8. Cherchons maintenant a quelles conditions les formules (1) définissent une
transformation de Biicklund B;. De ces équations on déduit, en différentiant, les
relations

dX dX 0X oX
[ gy I gA va
dx_a,xdx+ ]d +dpdl)+d dq,
(ly_ﬂ(/ 4—?d’ 3 dl)+d dr/,
dp dP opP opr
WA W .
r'dx'+ s dy —dxtlx+zly dy + dpdp—i 7 dq,
dQ dQ 9Q

sdx—l—l’d)/— a’ +——(ly+ /)d/)+—Q(l(/,

0y

qui permettent d’exprimer dz, dy, dp, dg en fonction de d/, dy’, ou encore dz',
dy', dp, dg en fonction de dz et de dy. En écrivant que le coefficient de dy
dans dp est égal au coefficient de dz dans dg, on est conduit a la condition
suivante, donnée par Bicklund sous la forme la plus générale (")

(4) [X, Y] e —s) —[X, QF +[Y, P]¢/+[P, Q] + [ X, P]—[Y, Q]/s'=

[, ¢] désignant le crochet jacobien
du [ dy a9 du [ dv av
[w, v]= (),_1(55 +pdfz—) -+ ()—(/(5)7 +(](—)—5>
de [ du du dy [du du
_'d_p<(73+”0_5> <0y+q s>
Pour que les formules (1) définissent une transformation de Bicklund By, il faut
et il suffit que les rapports des coefficients de I’équation (41) ne dépendent que
de X, Y, P, Q, ce qui fournit quatre conditions auxquelles doivent satisfaire les
foncuions X, Y, P, Q.
Si ces fonctions étaient connues, il serait toujours facile de s’assurer si ces
conditions sont vérifiées. Mais, dans le probléme qui nous occupe, X, Y, P, Q

ne peuvent pas étre considérées comme des fonctions connues de z, y, z, p, ¢;

~

(') Voir Darsoux, Lecons sur la théorie générale des surfaces, t. 111, p. f4o.
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nous savons seulement que ce sont les fonctions qui figurent dans la forme

réduite de 'expression de Pfaff(34), ou le coefficient H de dz est lui-méme ind¢-
terminé.

Pour lever la difficulté, on peut employer I’artifice suivant, qui n’exige pas de
trop longs calculs. Supposons que ’expression de Pfaff (34) soit du type indé-
terminé, de facon que la forme réduite soit

d7 + P dX + QdY,

X,Y, P, Q,Z étant cinq fonctions indépendantes de x, y, 5, p, ¢; nous poserons

(42) U =5 ’)f
Do, ) Do, ) Do, d) (v Do, d) oy
(43) V(o 4’) ’B’(\(_Y‘ [X, Y]+ DX, 0) [x, Q] l)(Y p) LY, P]+ D (P, Q) [r,Q]
lﬁl)cpq/) D(o, ) X, P]—[Y,Q

20X, P) T DY, Q)

/5 ¢, ¥ étant des fonctions quelconques de X, Y, Z, P, Q. Si les rapports des
cing expressions

(44) [X, Y] [X,QL [Y,P], [P,Q], [X,P]—[Y,Q]

ne dépendent que de X, Y, P, Q, les deux équations ol 'on regarde 3 comme
inconnue :

(45) Ule)=0o, V(o §)=0,

tormeront toujours un systéme complet, pourva que 'on prenne pour ¢ une
intégrale quelconque de I'équation

U(d) =o;

en effet, dans I'équation V (9, d) = o, les rapports des coefficients de -

do  Jdo
X’ oY’
do 09

3p’ g0 Seront indépendants de Z, pourvu que la fonction ¢ soit elle-méme

indépendante de Z. Réciproquement, si les équations (45) forment un systéme
complel toutes les fois que 4 est indépendant de Z, les rapports des cinq expres-
sions (44) doivent étre indépendants de Z. On s’en assure aisément en [aisant,
par exemple, successivement ¢ =X, b =Y, 4 =P, 4 = Q. La condition précé-
dente est donc nécessaire et suffisante pour que les formules (1) définissent une
transformation de Bicklund.

Le principe de la méthode élant expliqué, nous allons chercher ce que devient
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le systéme (45) quand on passe des variables X, Y, Z, P, Q aux variables z, y,
3, py q- Les intégrales de I'équation U ( f) = o sont précisément X, Y, P, Q, de
sorte que les équations différentielles des caractéristiques doivent étre identiques
aux équations (38). Si f est une intégrale de U( f) = o, la relation df = o, ou

Y io

f

p—l—

I

dv -
Y+ 97

dq + %{(ds—pdx—qdy):o,

doit étre une conséquence des relations (38). Les quatre premiéres de ces rela-
tions sont distinctes si H n’est pas racine de I'équation (40) et, par suite, 'équa-

tion =%

d

o
oL —

dF,
dr

dr,
dx

d

dx

X

dx

+H—

F.

af
dx

= Q,,

dF,
dy
oF,

JF,
dq

= o devient, avec les variables z, y, z, p, ¢,

dF, dF, oF, . dF, oF, dF, JF, dH
—4_17 dx ap dx dq dx ds dx
o JF, dF, oF, . dF, JF, dH
op dy dq dy ¥4 dy
ar, _oF, . oF, R, OB, _oH|_
dy dap dg op e op |
dF, oF, oF, OF, JoF, OoH
o TN Ty ° T
af 9 of o
dy ap dq
9. Avant de nous occuper de I'équation V (¢, 4) = o, nous établirons d’abord
quelques relations auxiliaires. Nous poserons, pour abréger,
oX d oX dY__a ﬂ—b ﬁ—d QX_C
%—- 0y dq—co’ —LTQ?_ 1 d_}’ 1y dp_ 1 dqb— 1
oP ) dQ dQ 0Q 0Q
b3, % = d;“ %—63, g‘;—'ab 37— 29 'Z)—[;—d% a—q = Cy,

(

1A

(ab)ij: aibl-— ajb,‘,

(i, j=o0,1,2,3).

Les expressions telles que (ad);; sont liées par un certain nombre de relations
dont nous aurons besoin; on les obtient facilement comme il suit. Désignons par

Uy, Us, U, U, quatre indéterminées, et posons

48)

|

0= Qo Uy =+ by s+ colty -+ dyuy,
o=, lt,+ b us+cyus+dyu,,
Ve @y, -+ byuy+ Couty+ dyu,,

Vo= Azl + byuy+ cyuz+ dyuy;
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on tire de ces formules

dyo,+ dyvy— dyvs— dyv, = [(ad)ys+ (ad)yy ] wy+ [(bd)os + (bd)12] us+ [(ed)os+ (cd )i2] us,
Cy 9y Cy Va— €1 93— Co 9= [(@C Yoz =+ (ac)ya] s+ [(BC)os+ (b€ )12] g+ [(dC oy 4 (de )12 ] t,
b9y byva— by vs— byv, = [(ab )z + (@b)ya] g+ [(€D )3+ (¢b)12] uy—+ [(db)os + (db)1a] us,

30, Ay9y— Ay 93— @09, = [(@ )3+ (b@)ys] tty—+ [(c@)os + (ca)ia] us—+ [(da)gs + (da)s] i

En multipliant respectivement ces derniéres formules par a;, b;, —c¢i, — d;, on
obtient quatre nouvelles formules, dont nous n’écrirons que la premiére

(49) [(ad)os~+ (b¢)os]91+ [(ad)oz+ (bC)os ] 92— [(ad)or + (5C)o1]9s
= [(ad)o; + (ad)2] (o us + dy ) -+ [(bd)os+ (bd)15] (@gus+ couy ]
+ [(ed )os =+ (cd )2 ] (aotes— bou,) + [(ac)os + (ac )ia] (bo s =+ do 5]
4+ [(BC Yoz + (¢ )12] (botta—+ co 16y) + [(@b)os+ (ab)i] (dytty — cous].

En donnant aux indéterminées u,, u,, s, u, des valeurs particuliéres, on peut
obtenir des relations qui nous seront utiles. Si, par exemple, nous prenons u,=d,,

Uy == Cy, U3:~—“b|7 Uy—— q;, ON a
vy =(ad)o1+ (b¢)o1, V9= 0, p3=(ad)a + (bC )1,
et la relation (49) devient

(50) [(ad )y + (be)os] [(ad)os—+ (bc)os+ (ad)ia—+ (bC)1s]
= [(ed)os+ (cd)12] (b@)oy+ [(bd) o3+ (bd)12] (@c)or+ [(ac)os+(ac)15] (bd)o
+ [(ab)oz+ (@b)12](de)oy+ [(ad) o3+ (ad)sa] (ad ) o1+ [(DC) s + (6¢)12](bC )os-

Si nous faisons de méme dans l'identité (49)

u;=ds, Uy = C3, uy=— by, Uy=—as,

il vient
91=(ad)o; =+ (b¢)ys, vo= (ad)s+ (bc)ys, v3=(ad)ys~+ (bC)as, Vs =0,
et I’on a une nouvelle relation

(31) [(ad)os + (b¢)os ]* + [(ad)oz + (bC)o2 ] [(ad)1s+ ()5 ]
— [(ad)or + (bc)or ] [(ad)os + (bC)as ]

= [(cd)os+ (cd)12] (ba)os—+ [(bd)os + (bd)15] (aC)os

=+ [(@c)os+ (ac )11 (bd)os + [(ab)os + (ab)i2] (de)os

+ [(ad)os + (ad)2] (@d)gs + [(bc )os + (be )12 ] (OC )os-
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De ces relations (50) et (51), il serait facile d’en déduire d’autres par des per-

mutations de lettres ou d’indices.

10. Cela posé, considérons I'équation

(52) W(o,4) =[(cd)y+ (ed)s] A2y (0, ) 4+ [(bd)sy + (bd)sy ] Azg(o, )
+ [(ac)ys + (ac),] Ayp(o,b) +[(ab)os+ (ab)e] Ao, )
-+ %[(ad)o:;“‘ (ad);,— ([’C)oz—(bc)m] ;Axp(@, 4’) ‘—qu(‘P, 4‘): =0,

ot 'on a posé

do dy  do dy dy 0o dy 9y do 0y dy do

Nt ¥ __ T _ T W= 22 _ T 272V, A (o )— L T _ % -,

AN =G dy T de A OVE o T dm oy 2 OVT a0 T ay
I ! )

Aoy =329% 09 0%\ (o) de 04 dbde do 0y _ db do

Cherchons ce que devient cette équation quand on prend pour variables X, Y,
P, Q; nous supposerons que les [onctions ¢ et ¥ sont des intégrales de ’équa-
tion (46) ou, ce qui revient au méme, de I'équation U(f)=o. Ces fonctions
sont, par conséquent, indépendantes de Z. On a

D(o, %) _ Do) D(X,Y) | D(o.9) D(X,P) Do, 4) D(X, Q)
D(x,)) DX, Y) D(z,») " DX,P) D(z, ) T DX, Q) D(z,r)

D(o,4) D(V,P)  D(g,9) DY, Q) D(5,4) D(P,Q)
D(Y,P) D(z, )~ D(Y,Q) D(z,3) " D(P,Q) D(z, y)’

et de méme pour —

D(o ,dl) Do, ¢) .
D, ) . Le cocfficient de DX Y) dans W (o, d) est donc

DX, Y)  DXLY) DX, Y)
Dz, y) Dol T DO,
: DX, Y) DX, Y

D(X,Y) DX, \)g DY)
D, p) "1 DG, p) | L@l + (ab)ia ) D(p,q)
D(X,Y) D(X,Y) D(X,Y) 1)(\ Y))

[(cd>3o+<cd>“]§

—+ [(ac)os+ (ac)ia] 3

b) — .
Sz op dwap M OV= 50 T @ oy
P ; y 99~ d

A+ (= (b= () |+ P B~ D)~ Dag) |

c’est-a-dire, d’aprés les notations (47),

[(ed)ys+ (ed) ] (ba)y, + [(bd)es + (bd)5] (ac)y,
+ [(@c)os+ (ac) ] (bd), ~+ [(abys) + (ab)ia] (de)or
4+ 3l(ad)o—+ (ad),s — (be)os— (be) ] [(ad)ey— (b¢)oy ]
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En tenant compte de la relation (30), on voit aisément que ce coefficient est

égal a ’
$[(ad)os+ (bc)os+ (ad)ys =+ (be)ia] ((ad)or + (bC)os :

. s . Do, 4) Di(od) Do ¢) .
On verrait de méme que les coefficients de DX, 0] DY,P)’ DD, Q) dans

W (@, §) sont respeclivement

Pour ]]))—((‘%-qé—)) <o 1(ad)es+ (be)os + (ad)iy+ (be)12] [(ad )oa+ (bc)os s
Pour ]% <+ 3[(ad)es 4 (be)os + (ad) 4+ (be),s] z(ad)ts‘l‘ (00)134.
Pour D(e,9) H(ad)gs + (b)os+ (ad)yy+ (b€)1s] [(ad)sy+ (DC)sa |-

he, Q)"

- D(o.d) Do) o
Quant aux coefficients de DX, P) ct de DY, P’ on vérifie aisément, au

moyen de l'identité (51) et de celle que I'on en déduit en permutant les indices o
et 3, 1 et 2, que la différence de ces coefficients est

$(ad)os+ (be)os+ (ad) iy + (be) ] [(ad)os + (be)os— (ad)i,— (bc)iz ],
tandis que la somme de ces coefficients est égale Y

(33) 0 = $[(ad)os -+ (bc)gs— (ad);,— (be)s |
+ 2[(ad)gs—+ (bc)os] [(ad)is—+ (bd)s]
— 2[(ad)oy+ (bc)u] [(ad)ss—+ (be)y ]

Posons encore
G A= (adht (bt (adhat (be)e=—[X, P]—[Y, Q],
et observons que ’on a
(ad)os+ (b =—[X, Y], (ad)at (be)os=—[X, Q],
(@)t (be)y=—[Y, Pl,  (ad)yu+ (be)=— [P, Q],

(ad)os+ (b¢)os— (ad);y— (be)=[Y, Q] — [X, P[;
d’apres les calculs que nous venons de faire, nous avons I'identité

T ——] 0
(55) Wie )= ""Vie b+ 3((%,%))*11;((%%)) '
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D’autre part, on a identiquement

_ Do, ) D (o, ¢) D (9, d) '
D(o,¢) D (o, ) D (9, ) X
+ W[P’ Q]+ m[X,P] +I)(—Y,Q_)[Y’Q]’
ce qui peut encore s’écrire
_ _h{D(e,d) | D(g,9))

Des deux équations (55) et (56) on tire

(57)

<a— g)w@,w:s[@,w+hW<q>,¢>,

etil ne nousreste plus qu’a montrer que tous les coefficients du second membre de
la formule (57) s’expriment au moyen des coefficients de la forme de Pfaff (34).
On a d’abord, en se reportant aux formules (7),

_ DX, P) D(Y,Q)
(Dt CDu= 50097 * Doy oo
_ dX 9P dP oX  dY 9Q
(bd)ao‘*‘(bd)m--——wﬁ d—}/?)]—)—d—y_a;
(a e (a0), X 9P dP OX _ dY 0Q _
A= 99 dz 9q " dzx dq
dX dP dX dP  dY dQ
(Ot (0= 0o Gy ~dy dw T d dy
_dX 9P dP 9X
(ab)03+(ad)12—(bc)03—(bc),z_E o dzoop T
de sorte que 'on peut encore écrire
(38)  Wio,d) =Rpglay (9, 4) + RypAug (o, §)

dQ oY _
dy dp — "
Qo _ g
dx 0dq

ay dQ _ o
'@ % — Ny
........ =S,

S .
-+ quAyp((P’ “P) -+ R.ryqu((Pa ‘~P) -+ 5 }Axp(@; ‘!J) - qu(CP, ‘-P):'

D’autre part, de 'identité

dl +PdX + QdY=F,dz +F,dy +F;dp+F,dg + H(ds — pdx — qdy),

on tire facilement
JF,

(59) h=[P,X]+[Q,Y]= T

17) O

oFs JF,
ox

99

dF,
dy

— o H.
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Pour calculer 3, observons que si I'on permute les indices o et 1, 2 et 3 dans la
formule (51), et si I'on ajoute les deux formules, I'égalité obtenue peut s’écrire

[(ad)os +(bc )os— (ad)ie — (be) 1) + 4 (ad)os+ (b o2 ] [(@d) 15+ (bC)15]
— 4(ad)oi+ (bc)or] [(ad)ss =+ (bC)as ]
==[(ad )3 +(ad),— (bc )os— (b) 121>+ 4[(ab )os + (ab),2] [(de Yoz =+ (de)ia]

4 4[(bd) o3+ (bd)1z] [(@c)es+ (ac)ia],
et on en tire

(60) 0 =1{8+ 4Ray Ry — 4Ry Ry |

2
Quant au coefficient § — %— de V (¢, ) dans la formule (57), on vérilie sans

peine qu’il est égal au déterminant des seize quantités a;, b, ¢;, d;.

L’équation V (2, 4) =0, out I'on suppose que v et ¢ ne dépendent que de X,
Y, P est donc remplacée par 'équation

y £, P p q

(61) %ESQ‘F[leprq‘[*Rprxq:[CP’ ¢]

{ dF, dF, JF, a’Fk_ ) o
Uop e Ty Ty Ve R=0

ou entrent seulement les variables z, y, 5, p, ¢ et les coefficients F,, F,, F;,
F,, H de la forme de Pfaff (34); R,,, Rz, Ryp, Ry, S sont données par les
formules (7). L’équation U(f) =0 est de méme remplacée par I'équation (46).

Remarques.-— Le résultat précédent donne lieu & quelques remarques. Si A=o,
Iéquation (61) se réduit a [, 4]=o0; ce résultat pouvait étre prévu, car on a
alors [X, P]#—[Y, Q]=o, et V(p, §) estidentique a[p, ¥]. Pour que 'équation (61)
se réduise de méme a W (9, 4) = o, il faut et il suffit que le coefficient de [ o, ]
soit nul, c¢’est-a-dire que 'équation de Monge-Ampére (6) ait ses deux systémes
de caractéristiques confondus.

On peut observer encore que le coefficient de [0, ] est un invariant de I'équa-
tion (6) relativement & une transformation de contact quelconque, tandis que
W(o, 4) est un covariant de la méme équation relativement & cedtransformations.
Les deux relations

[e,d]1=0, W(o,d)=0
expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux équations
=G, b=

forment un systéme complétement intégrable, dont toutes les intégrales appar-
tiennent a 'équation (6).
Fac.de T., 2° S., IV, 42
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11. L'équation (46) développée donne de méme, aprés suppression d’un fac-
teur commun différent de zéro, et en remplacant f par o,

dg| 05 dxr | dz|os dq

(do [OF, U\ _do[OF, _an
(62) R”q(dx 0z dy dy| 05  dx
+s ﬂ_@}_iﬁj_@—@_@]i

Ydzx | 0ds ap | ap | 03 dx |

+ Ry,

dg [OF, dH7| _ do [JF, del

+ R

{09 [dF, oH7Y _ de 'g&_@]
“Ngy'dz= 9 ] " op Loz dy
48, 192 @_Qﬂ]_@—@_@’g
*Pldy | 0z dq dq | 0s dy
LY LA Y|
xy(()p 0z Jdq dq | 9s dp
99
+ [R“J’RP(I‘“ quRyp—— le,syq]& —0;
on a posé
__9dF, dF, H dFQ_(-iE,,
=5 —as W Swe=5 g

de fagon que I'on a encore

Sap— Syg=38,

JF, dF, JF, dF,

Sx,,—l—Sy,,.—_ —()-’T—%+'()—q——:_l7'—2ﬂ.

Nous sommes maintenant en mesure de résoudre la question proposée, qui se
raméne en définitive & celle-ci: Trouver les conditions pour que les deux équa-
tions (61) et (62), o ¢ est la fonction inconnue, forment un systéme complet
toutes les fois que Y est une intégrale de I'équation (62).

C’est un cas particulier d’un probléme plus général dont la solution est bien

_aisée. Soient x,, &2, ..., £, un systéme de n variables indépendantes et un
systéme de deux équations linéaires

_x. 99 99 Jdo
(63) ’l\f[(cp)_Xid—m1 +X’dmg+'”+x”da;,,_°’
_ de 99 Jde _
(64) L(cp)__l,(q;)dxl +l,(q»)d‘702 +...+ln(q;)dxn —o,

0 J J
L) =0 o s G i S
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ot les coefficients X; et a;; sont des fonctions des » variables indépendantes z,,
Zsy ..., Zp, vérifiant les relations

(65) &= 0, O+ dp; = 0.

Cherchons & quelles conditions les deux équations L(9) = o, M(¢) = o forment
un systéme complet toutes les fois que 'on a M(¢) = o. Formons I'équation

L(M(¢)) —M(L(9)) =o0;

T

99

le coefficient de
dx,-

dans cette équation est

L(X;) — M(4(¢)
ou, puisqu’on suppose que ¢ est une intégrale de M(4) = o,

LX) + L(M(¢)) — M(L()),

c’est-a-dire

k=n
X, 90X X N J
W) G+ () 520 o (@) 5 B (X) — M) ()_;P;

k=1

C . a4
C’est encore une forme linéaire m;({), et le coefficient de 0—3— dans cette expres-
Ty
sion est
JX; oX; 0X;
C g Oy o O —— 4 L(X ) — M (o
Hcdx1 -+ ooy ()1’2 = n ()1‘,, l( /) ( l/t)

ou, d’aprés les relations (65
’ P y

li(Xk) — lL(Xl) —_ M(OC,'/,)-
Nous poserons donc

(66) mi(LI»):Z}lf(Xk)—lk(Xf)—M(“ik)S;;%’
k=1
(67) N(9) = my(¢) 5’} + my () 5)7@ St "W)a(if,,;

I'équation N(¢) = o doit étre une combinaison linéaire des équations (63) et (64),
pour que celles-ci forment un systéme complet. Il faut, pour cela, que tous les
déterminants du troisiéme ordre déduits du Tableau

L) L) ... L))
my(g) my(d) ... m,(Y)
X, X, X,

soient nuls lorsque ¢ est une intégrale de ’équation M = 0.
q 8 q
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12. En appliquant cette méthode au systéme formé par les équations (62)
et (61), on sera conduit & un certain nombre de conditions auxquelles devra
satisfaire la fonction inconnue H(z, ¥, z, p, ¢); ces conditions renfermeront,
en général, les dérivées partielles du second ordre de H. Je laisse de coté dans
ce travail I’étude de ce systéme dans le cas général, et je me bornerai & quelques
cas particuliers.

En premier lieu, remarquons que lorsque les coefficients de 'équation de
Monge-Ampére proposée (6) ne renferment pas 'inconnue z, si les conditions (25)
sont satisfaites, on peut obtenir pour F,, Fy, F;, F, des fonctions indépendantes
de 5. En prenant pour H une constante H = A, Pexpression de Pfaff

F,de +F,dy +F,dp+F,dqg+ A(ds — pdx —qdy)
admettra pour forme réduite une expression de la forme
d(Az)+ PdX + Qdy,

X, Y, P, Q ne dépendant que de z, y, p, ¢. On aura donc une infinité de trans-

formations By, dépendant d’une constante arbitraire A et conduisant a 'équation

proposée. Les formules qui définissent la transformation ne renferment ni =, ni 5.
Considérons encore des formules de la forme (15) :

(15) =z, y=y; p=fl=y5p), J=0(20379);

pour qu’elles définissent une transformation By, il faut que x, y, f, ¢ soient des
intégrales d’une équation de la forme

ov oV oV 0V ov ov
A(d —+ d@>+B<0y qd_z>+cdp DE&“

I1 est clair que I'on doit avoir
A=B=o
et, par suite,
C 9 =o, DL —o.

op

Comme C et D ne peuvent étre nuls a la fois, f doit étre indépendant de p
ou o indépendant de ¢. Laréciproque est évidente, pourvu que celle des fonc-
tions f, ¢ qui ne contient pas les dérivées de 5 contienne z.

11 est facile de trouver directement a quelle condition les formules (15) définis-
sent une transformation B;; en effet, on tire de ces formules

df U 99

s'= +dp +dq
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ct, par suite,

(O 09\ _0of do 9o df _
(R =R

Il faudra done que le rapport

L/fs 9]
I _ %
dp  9q

soit une fonction des quatre quantités z, y, f, ¢ seulement, ce qui résulte aussi
de la formule générale (41) dun° 8.

1L

13. Nous allons appliquer la méthode générale a I’équation linéaire
(68) s+ ap+bg+cz=o,

ou a, b, ¢ sont des fonctions des variables indépendantes x et y, et chercher
les transformations de Bicklund de la forme (15) qui conduisent a cette équation.
Le premier probléme a résoudre est de déterminer un multiplicateur X tel que, en
multipliant I'équation par %, les coefficients de la nouvelle équation vérifient les
conditions (18), ou

R=24(ap + bg +cz), S =0

Elles donnent d’abord

M
dpdg

de sorte que A doit étre de la forme
A=P+Q,

P étant ane fonction de z, y, z, p, et Q une fonction de z, y, 5, ¢. La relation

EjE— = —0§ donne ensuite
opdg — 0z

P 0Q 00 , aP
dz+£_d:)?+ba;’—7

ou

o 0P _ 0Q _90Q.

o= " op =oq 05

le premier membre de cette égalité étant indépendant de ¢, et le second membre
indépendant de p, il s’ensuit que ‘cette expression est une fonction p(z,y, z)
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indépendante de p et de ¢. Sil’on remplace P par P+f w(z,y,3)dz et Q par

Q / (2, y, 5) dz, la valeur de ) ne change pas, et larelation précédente nous

donne

oP 9P _ 9Q _dQ
05 op %og 95

=03}
il s’ensuit que P et Q sont respectivement de la forme
P=jf(x,y, p+ bs), Q=o(z,y, g+ az).
oo PR d (98
La condition o = dy (d

02P dP P J2*P

> donne ensuite

et se réduit a
dgp(a +c3 )+2adP 9*P
op* P T eF op _dydp’

En posant t =p + bz, P= f(x,y, t), cette équation peut s’écrire

°f / 0/‘5( P
dydtw = —4—(%2 1 0y+ab—c> at; =

- . \ . . , 0b
SiI'invariant de 'équation linéaire proposée ay ~+ ab — c n’est pas nul, ce que

nous supposerons, cette relation ne peut étre vérifiée que si 'on a en méme

temps

»f 9 f of _
or =¥ ayor o=

car, autrement, 5 s’exprimerait au moyen des variables z, y, t. P est donc

une fonction linéaire de t = p + bz :
P=u(p+03)+u;

A Ry . da '
on verra de méme que, si 'invariant oz T ab — ¢ n’est pas nul, Q est une fonc-

tion linéaire de ¢ + a3 :
Q=v(q+asz)+ v,

et le multiplicateur A doit étre de la forme

(69) A= up + g -+ (av + bu)z + p(2, ),
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u et ¢ étant des fonctions de x et de y qui satisfont aux deux conditions

(70) gu = 2au, % =abv.

dy ox
Il reste encore a tenir compte de la derniére condition

oR
dp

28  OR _ d

dx dy Js  dx

+150_‘i'§.
dy (dq Y’

on trouve, en faisant le calcul, qu’elle se dédouble en deux équations distinctes :

9*(av + bu)

(91) 9z dy “+ 2c(ay + bu)
_dja(av+bu)l  d{b(av+bu)l  d(cu)  d(cv)
- dx + ay e T dy
_ Pu dap) _d(bp)
(72) drdy oz 0 “+cp=o

La seconde de ces équations est ’équation adjointe de I’équation linéaire pro-
posée. Quant aux fonctions u et ¢, elles doivent satisfaire aux trois équations (70)
et (71). ' '
Si les coefficients @, b, ¢ sont quelconques, ces trois équations (70) et (71)
n’admettent pas d’autre solution que u = 0, ¢ = 0; les seuls multiplicateurs sont
les intégrales w(z,y) de I'équation adjointe. Nous avons donc a rechercher a
quelles conditions les équations (70) et (71) sont compatibles. On peut remarquer
que I'équation (71) peut s’écrire, en tenant compte des deux autres (70), sous la

forme élégante

J d
(73) W(/w)—l—d—;(/{u)_zalw—i—zbku,

h et k étant les invariants de ’équation linéaire

h:ga-—i—ab—c, k:@—i—ab—c.
dx dy

Si une seule des fonctions u, ¢ est nulle, sil’on a, par exemple, « = o, ¢ est

déterminé par les deux équations

— = 2by, —(Z—(/w)zza/w,
x

dy
que I’on peut écrire, en supposant £ différent de zéro,

dlogey dlogy dlogh
(74) oz -—2b, d‘y —2aq — dy ;
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pour qu’elles soient compatibles, il faut et il suffit que 'on ait

__0d*logh

(75) 2h—2k-w‘

Cette condition exprime que les invariants de 1'équation adjointe de Féquation
linéaire (68) sont identiques & ceux de I'équation obtenue par une des transfor-
mations de Laplace ('). On peut alors, en changeant s en pz, ramener 'équa-
tion & la forme

dlogv

(76) s —

I
2 Jdx

¢q—vs=o,
v élant une fonction de , y, qui peut étre quelconque. Les équations qui déter-
minent ¢ sont alors

dloge  dlogvy dloge  Jlogvy
oz T dx dy T oy

et I'équation (68) admet le multiplicateur

N

C
(77) 7.:;(/—}—5}.(;&,)’),

C étant un facteur constant et p(«, y) une solution de I’équation adjointe.

Examinons maintenant le cas ou les deux fonctions u et ¢ sont dilférentes de
zéro. Si 'on change 5 en ps/, I'équation linéaire proposée (68) est remplacée par
I’équation

0%z dlogp> a3’
(78) dz ]+<a+ dy dx

dlogp\ 93’ '/ d%p dp do .
+<b+—()x >¢)7+E<dx()y+aﬁ+b3}+cp>_o’

tandis que le multiplicateur wp + og + (av + bu)s est remplacé par le nouveau
multiplicateur

E dlogpy dlogp> o
ur);—kvdy-l—(a—l— Jy >u+<b+ oz )45

on voit que w et ¢ n'ont pas changé, tandis que a et b sont remplacés par

a -+ dl(;)gp et b+ d:;fp~ On peut donc choisir p de telle fagon que 1'on ait
<a—|— Q—i-;;{rﬁ)v—i— (b+ Q%)u:o;

(') Veir Bulletin de la Société mathématique, t. XXV, 1897, p. 36.
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afin de ne pas multiplier les notations, nous supposerons qu'on a effectué cette
transformation au préalable, de facon que les équations (70) et (71) admettent
un systéme de solutions pour lequel on a

(79) ay + bu=o.
La premiére équation (71) se réduit alors a

d(cu)  d(cv)
(80) ox T oy =%
et ne renferme plus que c. Supposons que a et b ne soient pas nuls a la fois; on
peut poser, d’aprés la formule (79),

u=at, v=— b&;
les relations (70) deviennent alors

dlogé wa— dloga’ dlogé —

_ dlogd
ay = b— —2—,

(81) dy oz ox

2

et la condition d’intégrabilité est

da  0d%loga b  0d*logd
8 e St = i Wi >IN
(82) 20z " owoy 2oy dwdy
Pour avoir les expressions générales des fonctions a et b satisfaisant a cette con-

dition, posons
ta=a, Eb=p;

les formules (81) peuvent s’écrire

dloga __dlogB
dy 2 Qb__ ——()x

2a =

)

et ’on en tire, en divisant membre & membre,

de I
dy _ Oz
o2 ﬁz b

11 e, . .
— et  sont donc les dérivées partielles d’une fonction v(z, ),
24

b

Fac. de T., > S., TV. 43
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(O8]

et 'on a, par conséquent,

0%y 92y
1 0xdy 1 dx dy
(83) a_——g»—ﬂ 5 b — 55"
dx dy

On a ensuite, & un facteur constant pres,

g: 1 , u:_-l 1 1 I

—()"" u._
oz dy dx dy

el I’équation qui détermine ¢ est de la forme
O /e N_9 /<N,
dr | 9v ady < I
dx ay

Cette relation exprime que ¢ est un facteur inlégrant pour l’équaLion différen-

tielle
dxz dy _
[ 2
ay dox
on a donc .
v oy
c—= —d—-.Z‘ 3}¢(V)’

et 'équation linéaire proposée (68) est de la forme

0%y 02y
; _ 1 9xdy 1 dxdy o
(84) s > -@- P 2 —01 q+k["(’)dx dy‘*—‘o'
dx dy

D’aprés le calcul qui vient d’étre fait, cette équation admet le multiplicateur

—cfL_ 9
(85) r=C o o +p(25),
dox oy

C étant un facteur constant et u(z, y) une intégrale de I'équation adjointe (').

14. En définitive, si nous laissons de c6té les équations admeltlant un invariant
nul, les seules équations linéaires pour lesquelles il existe un multiplicateur autre

(1) Ce résultat s'applique encore lorsque a et b sont nuls. Il suffit de prendre pour
v(z, y) une fonction de la forme v = f(2) + ¢(y).
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qu'une solution de I'équation adjointe peuvent éire ramenées a l'une des deux
formes (76) ou (84).

Dans le cas général, Papplication de la méthode précédente conduit tout natu-

rellement a des transformations connues, comme nous l'indiquerons rapidement.
Soit 1 (z,y) une solation de I'équation adjointe; 'équation

p(s+ap+bg+cz)=o
provient des deux équations

‘ Plzf(x,}’,z,P),

(86) i
lg'=09(x,¥,39),
pourvu que l'on ait

of 99 _ af _do _ s
0[7 dq“‘V" @ dx‘—[*"(ap+bq+c‘)'

La solution générale de ces deux équations est donnée par les formules (voir

n° 3)

= B _towy  oH  oH
(86 bis) O Gt Dl i
o — ¥ _l._d__H._ a _*_.ﬁ _(.,.E
T=e==31 2‘0‘}/ pajs+ o4 dy’

H étant une fonction arbitraire de z, y, 5.
Les formules (80) définissent une transformation de Béicklund B,, pourvu que
la fonction f soit indépendante de p, ou la fonction ¢ indépendante de ¢ (n° 12).

Il faut et il suffit pour cela que H soit de la forme %” +v(z,y), ou de la forme
-

2

5+v(2,7).

On obtient ainsi deux classes de transformations B,, conduisant & 1'équation
linéaire considérée; les formules qui les définissent peuvent s’écrire, en négli-
geant une transformation de contact,

( i)
p’:<pb—%>z, ‘
4 ou ? , < o
! =\ap— 5= ]5;
\§ —=—Mpqg —pas d)’>

P’élimination de z conduit aussi & une équation linéaire en 2’ ().
Pour que les formules (86 bis) définissent une transformation Bj, la fonc-

(1) Voir les Lecons sur la théorie générale des surfaces, de M. Darboux (t. I1), ou
mes Lecons sur les équations aux dérivées partielles du second ordre, t. 11, p. 271 et
suivantes,
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tion H(z, y, z) doit satisfaire & une équation de condition (n° 12), qui doit étre
compatible avec les relations

oMm_ oo
d[)#’ 5’(}—09

on apergoit facilement un cas oll ces trois équations se réduisent & une seule : c’est
celui ot H est de la forme K (2, y) 5. Les formules (82) deviennent alors

= (" Lo 9K\
=5 o) o )

2 dx
¢7) ) oK
r=(—# rog_ Az
q_< 2—1—K)q—|-—<2 Jy pa-+ 5 >~,.

D’une maniére générale, si 'on a
f=ap+bsz, o=aq+ b3,
a, b, a, b, étant des fonctions de x, y, la condition pour que le crochet [ £, o]

soit une fonction de z, ¥, f, ¢ est exprimée, comme on le voit aisément, par la

relation

. 2)_o2)

dy ~ Oz

.

En appliquant cette condition aux formules (82), on obtient une équation du
second ordre pour déterminer K (x, ). L’intégration de cetle équation du second
ordre se raméne & celle de I’équation linéaire proposée. En effet, la relation (83)

exprime précisément que les équations

ap +bz=o, a,q+bz=o

sont compatibles. Si z, est une intégrale commune, il est clair que les for-
mules (87) peuvent s’écrire

g .9 (=

r=(8 k)5 (2)
N AVSUNEAN
q_<K 2> ld}’(zl)

el 3=z, doit éwre une intégrale de 'équation correspondante en 5.
Connaissant z,, on obtiendra K au moyen des deux relations

P 1op | JK\
<;+K>p‘+<Hb_§dx+dx =0
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qui donneront K par une quadrature. On retrouve ainsi des transformations bhien

connues (').

15. Considérons maintenant une équation de la forme

dlogv

T
2 Jdx

(89) §—

g—vzs=o,
qui admet le multiplicateur

7\:_72‘7—*-#(%}’),

w(z, ) étant une solution de I’équation adjointe. On satisfait aux équations

af dcp__ﬂ ’
% T T + (2, ¥),
df do | 2q % 1 dlogv -
@“%ﬂ"?““"’ﬂg‘; oz 7—“%
en posant (n° 3)
g, 1f dlogy  opy  OH G OH o,
‘P—f—-zp 2 | 0w PE S T R

p)

fo) {
o) R
29y~ 0z 1 dy )

Ces formules définissent une transformation B, si H est égal a &= %s
Prenons, par exemple, H=— %—z; elles deviennent
r_ (1 dlogv —du\
pr= <2H o oz 5+
2
¢'=—pg+ —q;
ce que l'on peut encore écrire :
,_',_l(d_p 1 dlogv\]* 1 /dp 1 dlogv)?
(o1) P__[_" 2 \dx-l—zp' ox i\oz T3l o)’
91

= g = )
q‘v(” 2> A

(1) Equations du second ordre, t. 1I, p. 274-280. On s’assure aisément qu’il n’y a pas
d’autres transformations B3 de la forme (15) conduisant a I'équation (68).
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Remarquons maintenant qu’en tenant compte de I'équation adjointe

0% 1 dp dlogy J%logv

I
dzdy 20y oz 2oz ay —

on peut poser

1 du. 1 dlogv\? T
Zf(g;—i—gy ox )dx—l—p. vdy = du,
el, en changeant z'+ u en 7, les formules (g1) deviennent
|, 1(0n 1 dlogv\]?
p_[z 2<dx+2H ox ’
= Lg— Y.
[7=5(-%)

On a aussi, d'aprés I’équation adjointe,

(92)

d <ﬂl._ 1 dlogv)__

dy \oz " 2V gz )TH
ct, en posant '
o 1/odp 1 dlogv\
les formules (g2) peuvent encore s’écrire
1— 72 R NE/AS
(93) p'=17, q—v(d])
L’¢limination de Z conduit a I’équation
0%z \? 05’ 9z
— ) =4y ——
(94) | <dx dy) =495 9y’

on voit donc que, quelle que soit la solution p de I'équation adjointe que 1'on
adopte, I’élimination de z entre les deux équations (91) conduit & une équation
du second ordre, que I'on raméne & 1'équation (94) par un simple changement de
la fonction inconnue. C'est une transformation que j’avais déja étudiée en sup-

posant w=o (').

On pourrait aussi chercher si, en choisissant convenablement la fonction
H(z, y, 3), les formules (go) peuvent définir une transformation Bj; en faisant

le calcul, on arrive & des équations incompatibles.

(') Bulletin de la Société mathématique, t. XXV, 1897, p. 36.
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16. Il nous reste a étudier les équations de la forme (84) :

_d'-’v 0%v
/ _19zdy 1 dxdy 9 9y
(84) $ 2 _&_ P 2 g?— .( )d d‘}/‘_o
dx ay

Cette équation peut encore étre simplifiée; en effet, si 'on pose
s=f()L,

elle se change en une équation de méme forme :

J*c 023
BLY/ 1 dxdy dZ 1 dxdy 9L | S S
dxdy 2 93 dr 2 93 W""(f(’)‘l’(’)‘*‘f(’)\ﬁ@/‘_o,
ot 'on a posé
*odv
g(v) = —_— .
=] gor

Sil’on a pris pour la fonction f(v) une intégrale de 1'équation
ST )+ () =o,

I'équation (84) prend la forme réduite

0%z 03
(93) . s 10z | 10x0y ,_
2 07 2 09 ) .
du oy

Elle admet le multiplicateur

— 2P __ 29 y
b= E] 03 + (2, ),
dx ay
u(x, y) étant une solution de 1’équation adjointe, et les valeurs correspondantes

des fonctions f(x, ¥,z p), o(x, y, 3, q) sont

0*s
b, P 1fdp dx dy ol Il
P=r= 93 BT U il i ol R F G
dx dy
6 /
(9%) 2?3\
P AN 1o dxdy } ol Il
(]—-—<P—_ 27775 ()y+H 97 5 :’/+()y'

| (’y d pa
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Il est clair que, quelle que soit la fonction H(z, y, z), les formules (96) ne
peuvent définir une transformation B,. Pour avoir une transformation Bj, il suffit
de prendre u. = o, H = 0; les formules (96) deviennent alors

l Iy Y ) 9

0

2

=

; — 9
(96 bis) P'= 55 7= 35

oz oy

et, en égalant les deux valeurs de s, on est conduit a 'équation

(97) G =G(9),
ou
(7av)
dx dy
G( =L
9z dy

Cette équation est encore de la forme (94), et 'on voit que I'intégration de cette
équation est ramenée & celle de I'équation linéaire (95).

I est facile de déduire de 1a une propriété intéressante de I'équation (97). En
effet, si dans I'équation (95) on remplace 5 par ¢z, on est conduit & une équation
de méme forme, ol & est remplacé par é; on en conclut que l'intégration de
I’équation

G =G4(2)

et celle de 'équation
6(=)=§(3)

sont deux problémes équivalents : résultat que j’ai déja établi par une autre
méthode ().

(1) Bulletin de la Société mathématique, t. XXVIII, p. 1.



