MEMOIRE

SUR LE

MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE

DANS UN LIQUIDE INDEFINI,

Par M. W. STEKLOFF.

INTRODUCTION.

1. Le probléme du mouvement d'un corps solide dans un liquide indéfini a
été posé pour la premiére fois par Dirichlet en 1852 ().

Quelques années aprés, Clebsch, suivant une voie indiquée par Dirichlet, a
déduit les équations du mouvement dans le cas particulier d'un. ellipsoide

(Journal de Crelle, t. 52; 1856).

Ensuite, MM. Thomson et Tait ont élabli ces équations dans le cas plus gé-

g
néral a l'aide du principe d’Hamilton.

Enfin M. Kirchhoff, en 1871, a développé les idées de MM. Thomson et Tait
et a représenté sous la forme usuelle les équations dont il s’agit.

Mais la méthode de M. Kirchhoff ne s’applique qu’aux corps limités par des
surfaces simplement connexes (comme l'ont remarqué MM. C. Neumann et
Boltzmann), et la méthode la plus naturelle pour établir les équations du mou-
vement esl celle de Dirichlet, qui raméne le probléme considéré au probléme du
mouvement d’un corps solide libre soumis & des forces extérieures données el a
des forces de pression du liquide, appliquées normalement a la surface du corps.

Il s’agit, dans le Chapitre I de ce Mémoire, d’établir les équations du mouve-
ment, par la méthode tout & ’heure mentionnée, dans ces supposilions géné-
rales :

(") L. DmicuLet, Ueber cinige Félle, in welchen sich die Bewegung eines festen Kor-
persin einem incompressibeln flissigen Medium theoretisch bestimmen lésst ( Berliner
Monatsberichte, 1852).
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1° Le corps solide est limité par une surface fermée (S) de 'ordre arbitraire
(fini) de connexion ayant partoul un plan tangent déterminé;

2° A l'intérieur du corps il existe un nombre fini ¢ de cavités, limitées par
des surfaces fermées, ayant les mémes propriétés que (S), et remplies de liquides
incompressibles ;

3° Le corps solide est soumis & des forces extérieures quelconques; les fluides
sonl soumis & des forces ayant une fonction de forces;

4° La vitesse du mouvement da liquide indéfini contenant le corps mobile,
ainsi que celle des liquides contenus dans les cavités, dérive d’un potentiel, et les
liquides considérés sont incompressibles et idéaux.

2. L’intégration de ces équations différentielles représente, comme I'on sait,
des difficultés presque insurmontables, méme dans le cas de I’absence de toute
force accélératrice.

Il faut d’abord étudier ce dernier probléme, le plus simple; c’est ce que je fais
dans le Chapitre Il.de ce Mémoire, en supposant en méme temps que la surface
du corps soit simplement connexe.

Je propose une méthode générale, a savoir la méthode d’intégration par des
approximations successives, qui s’applique toujours, quel que soit le corps solide,
pourvu que le rapport

- P
6—1“7

o étant la densité du fluide indéfini, M étant la masse totale du corps et des
fluides remplissant les cavités, ait une valeur suffisamment petite.

Cette méthode ramene le probléme général A I'intégration bien connue des
équations du mouvement d’un corps solide libre et & celle de certaines équations
linéaires & coefficients variables qui se raméne aux quadratures.

3. Comme les équations du mouvement admettent les solutions périodiques
pour ¢ =o, ils peuvent les admettre aussi, d’aprés les théorémes connus de
M. H. Poincaré, pour des valeurs assez petites de e.

La solution de cette question intéressante fait I'objet du Chapitre III de ce
Mémoire, ol je démontre I'existence d’une infinité de solutions périodiques ayant
lieu, quel que soit le corps solide.

4. Je dois remarquer que ces idées ont été énoncées pour la premiére fois
dans mon Ouvrage Sur le mouvement d’un corps solide dans un liquide indé-
Jini, paru en russe en 1893; mais comme le but principal de cet Ouvrage con-
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sistait dans la discussion des cas particuliers, ou le probléme se raméne aux
quadratures, je m’y suis borné aux remarques générales. Maintenant, je vais dé-
velopper en détail mes recherches.

CHAPITRE I.

MOUVEMENT DU LIQUIDE INDEFINI ET DES LIQUIDES REMPLISSANT
LES CAVITES.

1. Soit m + 1 'ordre de connexion de volume du corps solide, plongé dans un
liquide indéfini. Il est possible de rendre ce volume simplement connexe en pra-
tiquant des coupures; pour cela, il suffit de prendre m coupures convenablement
choisies.

Dans les volumes a connexion multiple on peut tracer des courbes fermées
pouvant se réduire, par une déformation continue, a un point, sans sortir du volume
et deés contours fermés qui ne peuvent se réduire a un point sans sortir du
volume.

Nous appellerons ces derniéres courbes contours principau.

Les courbes de premiére espéce ne traversent pas les coupures; les contours
principaux les traversent nécessairement.

Désignons par F la fonction des vitesses du liquide indéfini.

F reste uniforme tant qu’on ne traverse pas la coupure, mais la différence des
valeurs que prend cette fonction en deux points infiniment voisins d’une cou-
pure, situés de part et d’autre de cette coupure, est finie et s’appelle circulation
principale correspondant au contour principal qui traverse la coupure considérée.

Cette circulation est une constante déterminée pour chaque contour principal,
correspondant & une coupure donnée, et s’appelle constante cyclique.

Le nombre de ces constantes est égal a m.

La constante cyclique correspondant au contour principal donné est égale a la
valeur de I'intégrale

l:f(Uclx+de+\de),

prise le long de ce contour, U, V, W étant les composantes de la vitesse d’un
point z, y, z du fluide suivant les axes des coordonnées.
Nous désignerons ces constantes par

ks (s=1,2,...,m).
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2. Désignons par n la direction de la normale extérieure a (S) (surface du

corps), par
oF; JF,

on Y on

les dérivées normales, intérieare et extérieure, de F sur (S).
Envisageons maintenant trois axes mobiles Oz, Oy, Oz, liés au corps solide,

et désignons par
u, ¢, w

les composantes de la vitesse du point O suivant les axes Oz, Oy, O 3, par
p 4, r

les composantes d’une rotation instantanée w. -
Les nombres £, étant donnés, le probléme du mouvement du liquide indéfini
se raméne au probléme suivant :

Trouver a Uextérieur de (S) une fonction ¥ satisfaisant aux conditions
suivantes : ,

1° I est une fonction harmonique & I’extérieur de (S);

2° F reste continue le long de tout contour fermé de premiére espéce, tracé
dans le liqguide, et varie brusquement & la constante ky, lorsque le point
décrivant siéme contour principal traverse la coupure correspondante;

3° La différence F— G, G étant une constante, tend uniformément vers
séro, lorsque la distance R du point z, y, 5 a l’origine des coordonnées croit
au dela de toute limite;

4° La dérivée normale extérieure de F satisfait a la condition

(i)—l;;: (e +qs—ry)cos(n,x)
+ (v ra —p3s)cos(n,y)+(w—+py—qx)cos(n,s) sur (9).

On sait que ce probleme ne peut admettre plus d’une solution.
On peut représenter F sous la forme suivante :

(1) FZF["‘Z/“SSS:FV"‘F%

s=1

ou F est une fonction satisfaisant aux conditions 1°, 3° et 4°, continue avec ses
dérivées de deux premiers ordres & I'extérieur de (S), F;(s=1,2, ..., m) sont
des fonctions ne dépendant pas de u, ¢, w, p, 'y, r, harmoniques a 'extérieur
de (S), variant brusquement a P'unité lorsque le point décrivant le si*™c contour
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principal traverse Ja coupure correspondante, et restant uniforme le long de toutes
les autres coupures tracées dans le liquide.

Ces fonctions s’annulent & 'infini avec ses dérivées du premier ordre et salis-
font aux conditions

07
d/:e =o0 sur la surface du corps.
On appelle cette fonction I fonction monocyclique correspondant & la con-
stante cyclique k;.
La fonction F, satisfera donc a la condition

JF,,

Jn =0 sur (8S).

Quant a la fonction Iy, elle sera linéaire en w, ¢, w; p, q, r
(2) Fi=uo+ 900, +woy+ pd+ qa+ r;+ G,

vj, Yj(s=1, 2, 3) étant des fonctions du point z, y, 5 jouissant des propriétés
sulvantes :

a. Elles sont harmoniques et continues a I'extérieur de (S), ainsi que ses
dérivées des deux premiers ordres.

b. Elles tendent uniformément vers zéro lorsque R croit indéfiniment.

c. Elles satisfont aux conditions

99, LU

—d—‘li*:cos(n,x), %:ycos(n,z)—;cos(n,y)

093 U ‘
j/: = cos(n, ¥), 0,; = scos(n,x) —xcos(n, =) sur (S).
dc?:ic__ . N (}L!JM_ ; )

on = cos(n, 3), on —xcos(n, y)— ycos(n,x)

On sait que les conditions énoncées («, b, ¢) caractérisent complétement cha-
cune des fonctions ¢, §; et, par conséquent, la fonction I,.
Il résulte de ce qui précéde que la fonction F

F=F,+F,

satisfait & toutes les conditions 1°, 2°, 3° el 4°.
La fonction F étant ainsi déterminée, nous aurons

oF JoF JF
U= -—> 0= — W= —

dz” Jdy Jds

et le probléme du mouvement da liquide indéfini sera résolu.
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3. Pour déterminer le potentiel F,, des vitesses du liquide remplissant la piéme
cavité, limitée par la surface fermée (S,), dont l'ordre de connexion soit égal

a p,, posons
Pn

N\ oy
Fn — Fi/z +z k;n) 3};"' = Fln -+ F2n’

s =1

k" étant des constantes cycliques correspondant a la surface (S,), 3 étant des

fonctions monocycliques correspondant aux constantes £, F,, élant une fonc-
tion de la forme

Fi,=ux+vy—+ws+pld{"+qdi"+ ri.

Quant aux fonctions ¢/, elles sont harmoniques a l'intérieur de (S,), con-
tinues avec ses dérivées des deux premiers ordres, et satisfont aux conditions

(n) \
‘%,‘li = ycos(n, 5) —z cos(n,y)
aLyy
(3) =4 cos(n,z) — x cos(n, z) sur la surface (S,).
o

on =z cos(n,y) —ycos(n,x) ()

La fonction F,, étant ainsi déterminée, nous aurons

et le probléme du mouvement du liquide dans la n¥™¢ cavité sera résolu.

FORCE VIVE DES MASSES LIQUIDES ET DU SYSTEME TOTAL.

%. Considérons un volume quelconque dont I'ordre de connexion est égal
am-1.
Soient U et V deux fonctions cycliques a 'intérieur du volume; soient

@) ke et K (s=1,2,...,m)

leurs constantes cycliques.
Désignons par dz DP'élément de volume considéré, limité par une surface

(1) n désigne la direction de la normale extérieure a (S,).
(2) u, ¢, w désignent les composantes de la vitesse du liquide remplissant la n'¥"e cavité.
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fermée (S), par ds I'élément superficiel de (S), pardo;(s =1, 2, ..., m) I'élé
ment de si*"¢ coupure.
Employantle théoréme de Green, on trouve

(5) IEQEQXJ :[U%‘;"ds—éks
s=1
— f \% dU’d —Z/f' do's,

s=1

en choisissant convenablement la direction positive de la normale n aux coupures
correspondant aux constantes k; et .

Considérons maintenant le domaine (D’), extérieur a (S).

Soient U et V deux fonctions cycliques a 'extérieur de (S), correspondantes
aux constantes (4).

On trouve, comme précédemment,

U oV oV, v ,
(51) fzdxd fU d+2"f
——fv AN +2k’ dss,

d7 étant le volume du domaine (D').

5. Désignons par T, la force vive, par p la densité du liquide indéfini.

On trouve
oF\?2
o= [ B(5) *

F étant le potentiel des vitesses.
On sait que F est une fonction cyclique dont les constantes cycliques sont

égales a
ks (s=1,2,3,...,m) (n°s 1 et 2).
On a donc, en vertu de (5,),
oF, . N JF
2T2:—pfF on ds+2k,f—a;das,
s=1

Fac. de T., 2* S., IV. 23
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d’ot, en remarquant que

F=F,+F,,

et en tenant comple des propriétés de F, et F,, indiquées plus haut, on tire

aisément

B OF,, <, [OF, <, [OF, oFye
zTg__—pf~F1 on ds+p}_‘k_$f3,7das+p<2k‘/—J;das—sz-Jn—d.s>.
s=1 s=1

Posons dans (5,)

U=F,, Y=F, ki=o (s=1,2,...,m).

On aura
o, [ IF, oF,
Eksf—d;dd‘s—fFZWdS_O
s=1

et, par suite,

B . OF,, o, [OF;
2Tg_——pfh i ds’-*_PEk‘dea“‘
§=1

Désignons maintenant par T,, la force vive du liquide remplissant ni*™ ca-
vité.
Nous trouverons, comme précédemment, en tenant compte de (5),

Pn
()F i n dF n n
Z‘Tzn—:- Panu; dll:‘ ds{m) -—-p,,,z k} ) /—dli da§ ),
‘ . s=1 “

ol p, désigne la densité du liquide considéré, ds!” I'élément superficiel de la
surface (S,) (n° 3), ds® I'élément de la coupure correspondant a la con-

stante A",

6. Posons, pour abréger ’écriture,

oU oV
s?fEd_w‘ G2 &= (O, V)=(V,0),

oF,, OF
szs_—_——pfF, e as, sz:—kasfﬁdas.

On peut écrire

2Ty—=2T,+ 2T,,
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ou, en vertu de (1) et (2),

2Ty = (91, ¢1) & + (92, 92) ¢* + (93, 93)W?
+2(92 @3) v -+ 2(91, 93) uw + 2(1, P2)uv
+ Wb pt e $e) gt (Y, 4s)
-+ 2 (Yo Y3) g7+ 2(Yi,bs)pr + 2 (s, $a) Pg
+ 2( 01, Y1) up 4+ 2(91, Yo) ug + 2( s, Ya) uv
- 2( P2, Y1) 9P+ 2(92, $2) 9g + 2(@2y ) 07
“+ 2(95, Y1) wp + 2(9sy $a) wg + 2(3, Y2 )7,

2T, :EK“I{;' + 221{31, kskp,

s=1 s,p
07, 075
K”:pf%-das, Ksp:p‘[%do'l,:p W—dc’s.

7. Soit ¢ le nombre de cavités du corps solide.
Désignons par T, la force vive du liquide remplissant niéme cavité. On peut

éerire
2Ty, =2 T.’m +2T,,.

Nous obtiendrons l'expression de T, et T;, en remplacant, dans T; et T},
w0j par , ¥, 3, ¥; par §i, K et k par K() et k(") et en supposant que les indices s
et p prennent les valeurs 1, 2, ..., po (R=1,2, ..., q).

Désignons par 2, ¥, z4" les coordonnées du centre de gravité, par M, la
masse totale du liquide remplissant ni*™ cavité, par d=") I'’élément de volume de
cette cavité.

On trouve aisément, en tenant compte de (3),

(z,5) :(y7y) =(5,5) =M,,
(z,y) =(x,3) =(y,5) =o, .
(z, q)(lm) =(, ‘W”) =(3, kP(s")) =0,

0 4 = o 4 =pu [ dem =My,
(5, qJ(‘Il)) . (x, qJ(BIl)) — Pnf.}’ d.‘-(n): Mnyi.ll),

(2, Y) = — (3, $") = pa f 5 detn) = M, 5,



180 W. STEKLOFF.
On a donc

2Ton =M, (12 + 02+ 42) + oM, [(or — wq) 2 + (wp — ur) y\ + (uq — ¢p)s™]
- PO, ) O, ) P, )
+2($1, 457) pg 2 (P17, 50 ) pr 2 (450, i) g

en résulte que Uon peut considérer Ty, (n=1, 2, ..., q) comme force
vive d’un corps solide dont la masse totale est égale & la masse totale
du liguide de ni*me cavité, le centre de gravité coincide avec celui du liquide,
les moments d’inertie par rapport aux axes Oz, Oy, Oz sont égaux &

(B 41, (9% 457), (P37 45) (n=1,2, .00, )
et les produits d’inertie sont égaux a
(% 67, (B ), (459, 457) (n=1,2,.00,9).

8. Désignons maintenant par T’ la force vive du corps solide plongé dans le
liquide indéfini, par T la force vive du systéme total (de toutes les masses
liquides et du corps solide, pris ensemble).

On trouve

q
2T == 2T+ 22T3n+ 2T; 4 S,

n=1

ou I'on a posé
q
T
S=2aT,+ 2ZTMU
n=1
S étant une forme quadratique de

n=1,2,...,q
ks (s=1,2,...,m), ki (

S$=1,2,...yPn

a coefficients constants ne dépendant pas de u, ¢, w, p, q, r.

Désignons par M la masse totale du corps solide et des liquides remplissant
les cavités, par X, ¥c, %c les coordonnées du centre de gravité de ce systéme
composé que nous désignerons par (C). Soient enfin A, B, C/ et D/, E/, F/ les
moments et les produits d'inertie du corps solide.

Il est aisé de voir que ’on peut considérer

q
T’—e—zTM

n=1

comme force vive d’un corps solide dont la masse est égale a M, le centre de
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gravité coincide avec celui du systéme (C), les moments d’inertie sont

égaux a

q q 7
A— A'-l-Z(‘H’”: ), B— B'+2(q)(2'”, iy, C=( +E (wm, Py

n=1 n=1 n=1

et les produits d’inertie sont égauz &

7 9 7
D=D' P4 4, E=E D@0 40, F=Fae X, 40).

n—1 n=1 n=1 .
Désignons par 7 la force vive de ce corps solide. On peut écrire

2T =27 + 2T, 4+ S.

PRESSION DANS LE LIQUIDE INDEFINI ET DANS LES LIQUIDES

REMPLISSANT DES €AVITES.

9. Désignons par p la pression en un point quelconque du liquide indéfini,
par p, la pression dans le liquide remplissant ni¢™e cavité (n=1,2,...,9).
Envisageons un syst¢me d’axes fixes §, 1, { et désignons par

@, 0,8 t) (1)

le potentiel des vilesses du liquide indéfini.

Nous obtiendrons F en remplagant dans @ les variables £, 1, § par leurs
expressions en x, y, 2.

Désignons les cosinus directeurs des axes mobiles par rapport aux axes

fixes par
%y ﬁi; 7 (i:l, 2, 3))

par 2, §, 1 les coordonnées du point O (du péle).

On a
XZ(E—“)aH—(‘n—ﬁ)@1+(§—5)y:,
et
oF 0@ 0D 9, 09d on oD 9¢
9t =9t T 9E ot T om ot Vot o’
ou
% oJdn 0t
o’ 9’ o

(1) ¢ désigne le temps.
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sont les composantes de la vitesse d’entrainement W du point &, 1, § suivant les
axes fixes.
D’autre part
b OF g OF dy dF ds _dF  OF  OF

5§—553z+@0_£+555&"—0—.7:“‘4—37/“2_‘_?)—:4“3’ “pour 71 et .

On a donc

® o : z )
T 0 n 908 v = e oy W g Wa
ou
We=u-+gs—ry,
W,=v¢ +rz—ps,
s=W+Hpy —q,
c’est-a-dire

(6) 9b_oF _ E(t 5 JF ) - 1o N oF ~
o = Loa T IET Y g, 0 +"r_’)“)+d—5(“’+l’r—q~')]'

Supposons que le liquide soit soumis a des forces ayant une fonction des forces
que nous désignerons par U.
La formule de Lagrange nous donne

Py, g 0 _I[(00\ (90 o0y
p=vve—gi—3[(%) - (&) (%))

C étant une fonction ne dépendant que de ¢, d’ou, en tenant compte de (6) et de

PSS

I'égalité évidente

on tire immédiatement

P _OF 1 oF \*
(1) 5=U+C=7% 52(%

dF(u—i— g—r )+(—)E(v—|—rx——— f')—i—g—lf(w D )
+% qs Y oy p= 9% Py —qx).

Nous trouverons de la méme maniére

Pn __ §: _ (2& _ I oF,\?
—p—;—b"—'—c" a¢ 22(01‘

&(uq— ;—7' )—i—d—F—”-((y re— 7)—|—d—F£(w—|— r—qx)
dl‘ q” ,}’ ())’ + P3 0,‘_' [’,} q ’

s

-+
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U, étant la fonction des forces agissant sur les points du liquide de ni¢™e cavité,

C, étant une fonction ne dépendant que du temps.

10. Désignons maintenant par
| Pxs Pys Pz
les projections sur les axes Oz, Oy, Oz de la résultante générale des forces des
pressions exercées par le liquide indéfini sur la surface (S) du corps, par
Pnzs Prys Puz (n=1, 2, ,q)

les projections correspondantes des forces des pressions exercées sur la
paroi de ni™ cavité par les masses fluides remplissant cetle cavité.

Désignons ensuite par
9xy 9y> 4z

les projections du moment résultant par rapport a O des pressions du liquide
indéfini sur (S), par
Gnxs Gnys qus (n=1,2, ..., Q)

les projections correspondantes pour le liquide remplissant ni¢™e cavité.

Formons d’abord les expressions pz, py, pz.
Désignons par a, 3, y les angles de la normale extérieure 2 a (S) avec les axes

des coordonnées.
On trouve, en tenant compte de (7),

”_P.r:Pf(U—I—C) cosotds——-pf%gcgsads
JF\? JF

les intégrales étant élendues sur la surface (S) du corps.
Soit d= I'élément superficiel de la sphére (s) du rayon R ayant son centre

a l'origine des coordonnées.
Désignons, en général, par

lim [ f(=x, y, 5)do
R=w

la limite vers laquelle tend I'intégrale

;/‘f(x) Ys "’) da;

lorsque R tend vers 'infini.
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Ilmf2< > cosads —o,

ol o désigne I'angle de la normale intérieure i (v) avec 'axe des .

Il est aisé de voir que

Considérons maintenant I'expression suivante :

hml_hmfz-— (4= g3—ry)cosado.

Supposons que R soit suffisamment grand et employons le développement

connu
S, S,
F; = const. - R BT
Sy, S,, ... étant les fonctions sphériques.

On sait que le produil R¥S, est un polynome homogéne de degré £ en «, y, s.
On peut donc écrire

b 3
(8) F,= const. -+ tz—%_i—e—e—const + o+,

a, b, c étant des constantes.

Si R est infiniment grand, ¢ sera infiniment petit du second ordre, ¢ sera infi-
niment petit d’ordre plus élevé.

. JF
. ll(lzlrled—xucosada_o,
hm fz (g5 —ry)cosads = o.

Il s’ensuit que

On a donc
llm 1= ]1m fz d‘o (g5 —ry)cosads

—]uana(qﬂ——ry)cosocda— llm I:(rb—qc)fkida +f——d<7J,

p désignant une fonction linéaire homogéne en yz, sz, zy.
Il est aisé de s’assurer que

zy — [ YE
fde _f do’.__fdea_o,

(9) ” 4
R*dazf de = R‘dc__—
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quel que soit R. Par conséquent,

limI=¢n(rb—qc);
R=w
d’oti, en posant

on tire
Pl{iin[ =rB — qC-

On peut donc écrire

2
—px_pf(U+C)cosads~pf—cos<xd8——EfE(g-Z) cosadd

—I—pfztﬁ(u—l—qz-—ry)cosads+qC——rB,

en entendant par dS l'élément superficiel de la surface (S) du corps et de la
sphére (¢) du rayon R infiniment grand, prises ensemble.
Posons, pour abréger I'écriture,

JoF \? oF
K:—gfz<5;> cosadS+prd—x(u+qz—r'y)cosads,

et désignons par dv' I'élément de volume de I'espace, limité par la sarface (S) et
par la sphere (o).

On trouve, en employant la transformation de Green,

OF o OF
_pf<()x2 3555 dx)W>d +qud d‘r—plfd &,

ou I'on a posé

oF oF oF
U=-5 —(u+gs—ry), V:D; —(@+ra—pz), W=--+@+py—qaz),

U, V, W étant les composantes de la vitesse relative des points du liquide indé-
fini par rapport au corps solide.
D’autre part,

0*F , oF
Pf dxz dxdyv+dx de>dr :-~——pf(—);(Ucosoc+Vcosﬁ+Wcosy)dS:o.

On a, en effet,

hmfd (Ucosa+ Vcos3 + Wcosy)de=o

Fac. de T., 2° S., IV. 24
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JF N
fd—x(Ucosoc—l—Vcosﬁ +Wecosy)ds=o,

puisque

Ucosa+ VcosB+ Weosy=o  sur (8).

K:pgfgdr’-prf%—]i—dr’.

D’autre part, d’aprés le théoréme de Green (voir n° 4),

R',:—pf—ggdf’:pchosadS—pEksfcosocdas,
s=1
I dF , m .
(10) R2:—pf3;dr :pchosﬁdS—kasfcosﬁdas,
s=1

R;:—pf—dd—gdr’:pchosde—pzksfcosy do,
) s=1

ou, en tenant compte de (8) et (9),

On a donc

R, =R,+plim [ Fecosados=R;+ A (A=¢mpa),
R=w

(11) R,=R,+plim [ Fcosfdos=R;+B (B=+%mpb),
R=w

R;=R;:;+plim [ Fcosy do=R;+C (C=4%mpc),
R=w

ou l'on a posé

RlzpfFCOSOCdS—pZkstO_Soch'g,
s=1

(r2) R2:pchosBds—pEksfcosBdc,-,
f s=1

Rs:‘:pfFCOSy ds—kaxfcos]( dos.
s=1

Par conséquent,
K=rR,—¢gR;+rB—¢C.
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Supposons maintenant que la fonction U soit uniforme et continue dans l'es-
pace tout entier.

On trouve : -

U
f(U+C)cosocds_ o i,

d= étant I'élément de volume limité par la surface (S).
Il résulte de ce qui précede que

p‘t:—pfg dr+qR3~—lR2—|—d£'.

Nous trouverons ensuite, de la méme maniére,

(r3) dR,
————pf—a’f—l—rﬂ, a0’

dR

-——pf—-a’“z'—i—]iR2 qR d;

Quant a pjy, Pny; Pnz, 1ls se représenteront sous la forme suivante

(n)
Prz= Pndefl dr™ + gR{ — rR{ + dgl,

ox
d (n)
(14) pny:Pnfdd[jndT(")—l— "R({”—pl{;ﬂ)—l——gtL (n:I 2, .. ,q),
dR <

pn:—«Pnde"(”)—{—pR(”) qR(n)+

Pn
“ [l
R» = P”fB" cosads(") —op, 2‘ k‘s’”fcosoc da{™,

s=1
Pn

Ry =, f F, cosB st — p, 3 kv f cosB dot®,
s=1
Pn

R"”-—p,,fF cosy ds(")—p,,Zk(”’fcosy do'™,
s=1

Dans ces formules, nous entendons par «, 8, v les angles de la normale inté-
rieure & (S,) avec les axes des coordonnées.

11. Formons maintenant les expressions de

9zy 9y Gz 9nxs  Gnys Gns (n=1,2,...,9).
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Posons, pour abréger I'écriture,

VW=V +1rxr—ps, W1:W+py—qx,

gulzzt;l-qz—ry,
(13) 1 OF \? OF
\ "'—"52<a—x>+ oz
On a
—qm:fp(yCOSy—zcosﬁ)ds,

d’ot1, en raisonnant comme précédemment (n° 10), on tire

(16) —qx:pf(U—|—C)(ycosy—zcosﬁ)ds—pf?)—[;(ycosy—ﬂcosﬁ)ds
—i—pfp,(ycosy——zcosﬁ)a’s,

car
lim [ py(y cosy —scosP)da=o.

R=o

Le théoréme de Green donne

qlx_pfpl(ycosy—gcos@)dS_——pf<

ou, en vertu de (15),

op; ap, Ly Wy Oy OF OF
PPy il sl Ml FA e Ve
oF @x> OF _OF >
T\ oz? T ay 9z T 0z7)
dF JoF

11 est aisé de s’assurer (voir numéro précédent) que

dx ay
~—f\p(U cosa -+ V cosP + Wcosy) dS
>(U coso + VcosB -+ Weosy)ds =wB —¢C.

f(d-qu+ﬂV+%ﬁlz’—dW> &'

o OF _ JF
==t [ (552
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On a donc

qlm:pvf%gdr'—pwfgf—dr’
+qu<0y

Or, d’aprés le théoréme de Green,

—pf( z————’c)d‘c'

:pfF(z cosa—xcosy)ds—pEksf(z cosa — x cosy) day,
s=1

_—pf<—0—lix— QEy) dr’

__pfF (zcosP—y cosa)a’s—o k f(wcos@—) cosa)dus,
1

§=

puisque

lim [ F(s cosa —xcosy)dos=o,
R=w

lim | F(xcosB — ycosa)da=o.
R=w .
On a donc, en vertu de (10), (11), (12) et (17),
Gz =wRy,— v Ry + rS,—g8S;.

D’autre part (voir numéro précédent),

oU oU
f(U—|—C)(yc05y—zcosﬁ)ds;——f(z—@——ya>dr,

et 'équation (16 devient
(l8) qx:VR:; W1{2+qS3—782+ +pf< >d7.',

ou I'on a posé

(174) S,:pfF(ycosy—zcos@)cls—pEksf(ycosy—zcos@)das.
s=1

y>dﬂ: —or f(giu-—%gx> dt’' +vC— wB.

189
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lL.a méme méthode nous donnera ensuite

S gy=wR;— uR;+ 7S, — pSs+ S’ -+ f( — — ogg) dr,
(18)
ds oU oU
( ;= ltR2+ VR1+P82~—QS1+ "d—; -+ pf(y?)—‘;—l’w) dr.
Quant a ¢uz, Gy, Gz il estaisé de s’assurer qu'ils se représentent sous la forme
suivante :

(19) qll.l‘: VR;’” — “)R(?IL) -+ QS(;;M— ,.S(Il)

dSim / '
—di— —p,,f(dd[i:' ¥ ()dU )d't(’“ et ainsi de suite pour ¢,y, ¢us,

on
S = p,lan(y cosy — s cosf) ds™

— pnz A"”f() cosy — s cosB) ds{™, et ainsi de suite pour S, et S;.

12. Transformons maintenant les expressions
Rj et Sj (j:],2,3).

On trouve, en remplacant F par son expression qui résulte immédiatement de
(1) et (2) et en tenant compte des propriétés des fonctions

j» “PJ' (J=1,2,3),

énoncées plus haut (n° 2), -

— Ry = (91, 9;) + ¢(92, 9;) + (93, @) + p (Y1, 95) + (P25 9;) + 1 (3, 05) + Gy,
—‘SJ——U(CPHLPJ)‘*“’(%,UJ)‘*‘W <P3:‘-I/J)+P(‘-I/n‘~lf'j)+9(%’q)/)+r(q-‘3y ;) +Hj,

ou l'on a posé

(}j:2k5<fcoso:da, f% dm/d) stf<cosa—%> dos,
s=1 s=1
H-—'m‘k (ycosy —zcosP)dos— [ F Qq}—jd Ek cosy — s cosf3) — == 9%
/—'2 s y €osy — €08 ¢ S on (ycosy —s an
s=1

La simple comparaison des expressions

R;, S; (J=1,2,3) -
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avec celle de la force vive T, du liquide indéfini nous conduit aux relations sui-
vantes :

9T, T 0T, oT
TREG =00 SS=EG e =

9T, a1 T S

(20) —R2——*d-‘)+ 2—5‘)—) —SQ—T)T]—"ITIIQ——‘)—q)
I Y _9T, o oT”
“Re=5n F =00 —S=50 =0,

T"=T;+ G u + Gy0 + Gyw + H, p + Hyq + H, 7.

Quant a Ry”, S¥"(n=1,2, ..., ¢), nous trouverons aisément

oT, aT, JT,
. — (n) n — R — n —— Rn)— n.
(21) s R‘_du’ Rz—()v’ R3~dw’
21
JT, oT, aT,,
— Q) — n Q) — n Q) — n
( S{ = 8¢ =5 S =1,
ou

T)=T,+HPp +HP g+ HY r,

Pn

(n)
H}’”:E/{g”)f<y cosy — zcosf3 — —dd,’l )dag’”. _

s=1

13. Désignons par
(Bx, gt)y, (Pz et Qx’ Qy, Q:.

les projections de la résultante générale et du moment résultant par rapport 4 O

des pressions du liquide indéfini el des masses fluides remplissant des cavités.
On a évidemment

q q q
(fx:Px—l—Ean, (fy:/)y +2Pny, @z:[’z"‘zpnz;

n=1 n=1 n=1

q 9 U
Qx:qx‘*‘zqnm Qy:qy"‘any’ z:qz+zqn~
n=1

n=1 n=1

En remplacant pu, ...y gzy o5 Prar -0y Guay « - par leurs expressions (13),
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(14), (18), (19) et en tenant compte de (20) et (21), on trouve finalement

X

~ q
(22) @p=— %(3—2>+’§ —q%% —pfg%dr—i—anf%U”dr‘”), et ainsi de suite,
n=1

.3 — _{l_ f)E +¢d_6__‘)0_€_+r.d_6__. (_).g
(23) Q”—_dt<dp Yo T ow T og T 90r

q
oU dU oU oU - .
eV it — et Y St 4 (n)
+p <z oy e ) dr Zp,,f<z Jy Y5z >d1' , et ainsi de suite.
n=1

Dans les formules précédentes,

q
€ :T”-|—E T..

n=1

EQUATIONS GENERALES DU MOUVEMENT D UN CORPS SOLIDE DANS UN LIQUIDE

INDEFINI.

14. On peut considérer un corps solide, plongé dans un liquide indéfini,
comme un corps solide libre, soumis a des forces extérieures données et a des
forces des pressions exercées par le liquide indéfini et par les masses fluides
remplissant des cavités sur les parois du corps.

Désignons par

X, Y, Z

les projections de la résultante générale des forces extérieures agissant sur les
divers points du corps; par

Ma, M, M.

3

les projections de leur moment résultant.

Les équations du mouvement se représenteront sous la forme suivante

d (oT\_ 0T 9T o
E(d—u>_’7)—v_qd_v;+x+ =

et ainsi de suite pour les axes des y et des z,

40Ty _ O OT 0T _ (9T M,+q
di\op )~ o0 Y ow % 7 9r x 2

et ainsi de suite pour les axes des y et des 5.
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En remplacant @, 9 4, . .. par leurs expressions (22) et (23) et en posant
T=7T+¢&,

on trouve finalement les équations cherchées sous la forme suivante

d (0T aT aU
— =) =r= — z(n)
dt u> —"ov T dcv f df+zp" d +X

T U
o, gl n (n)
=P, ()u fdy dr —I—E p,,f dr(m + Y,

d (0T ou

— (=) = -— 2 dr(n)

dt W>—_ Tou — r)V fd ds +2ip”f dr+1;
n=1

dony_ or o gr ot

dt\ dop =% ow dq Tor

S IR (oo

d /0T or o 9T T
o7) " “ow  YouTTPor —"op

—+- Pf< ) EP"f( 0U,, gd-d—li—’f>df(n)+My’

_‘£ ﬁ -—-vd_'l.‘_u_cﬁ_l_ S)I_ ﬁ
~du ay qdp pdq

U oU, U\,
+|Df<yd +x—>d7_29nf< __‘—~ ()}’)d‘r( )+ M.

En posant
U=9¢=W—p=—qg=—=1r=—20,

nous obtiendrons les conditions générales de I’équilibre d'un corps solide dans
un liquide indéfini

q
‘X_pfggdf_'—EPnfd;i”df("):O, ceey
o [ )= B85 e

Fac. de T., » S., IV. i 25
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CHAPITRE II.

INTEGRATION DES EQUATIONS DU MOUVEMENT DANS LE CAS
DE L’ABSENCE DE TOUTE FORCE ACCELERATRICE.

1. Supposons maintenant que les forces extérieures agissant sur les points du
corps solide et les forces agissant sur les masses fluides satisfassent aux condi-
tions (25).

Supposons encore, pour plus de simplicité, que la surface (S) du corps, ainsi
que les surfaces (S,) qui limitent des cavités, soient simplement connexes.

Ces conditions étant remplies, on tire de (24) les équations connues de

M. Kirchhoff

d(oT\ _ o _ o7
‘dt ou) =" o0 T 70w’
(1) d(omy _ ot of
at\ov ) =7 ow ou’
dory_ or_or
\ dt \ 0w =990 — P o’
d (Iry _ 0T _ 0v T on
‘d—t ap) " av dw dq ?or°
d (9T _u()'l‘__wil‘_‘_ »d_';_'_il‘
(2) dt b? U ow du Pdr dp’
d(0TY _ 0T o 0T _ or
\ dt\ or =" Ou o0 " Top pdq’
ot (n* 3, 6,7 et 13)
T
(3) T=7+Ty+ ¥ Ton.
n=1

Ces équations admettent trois intégrales connues -

2T:L,

IT\2 dT \? 0T>2__

%) (d‘ﬁ> * <W> +<dw =M,
) oT oT JoT oT aT 0T

dadp Tawog Tawar TV

L, M, N étant des constantes arbitraires.
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2. Le théoréme du n° 8 montre que le probléme du mouvement d’un corps
solide donné ayant des cavités remplies par les masses fluides se raméne, dans
le cas considéré, au probléme du mouvement d’un autre corps solide dont la

force vive est égale a
7

€=T-+ Y Ta

n=1

Prenons le centre de gravité de ce dernier corps pour I'origine des coordonnées,
et dirigeons les axes des coordonnées suivant les axes de l'ellipsoide central
d’inertie.

Désignons ensuite par @y, by, ¢, les moments d’inertie par rapport aux axes de
coordonnées, et posons

a:-;-l—l’ b= %) C:c—‘;
E:ﬁ‘)
M étant la masse totale du corps dont il s’agit.
Posons encore
A:b_c, B____c—-a’ C:a——b'
a b c

Les équations (1) et (2) deviennent alors

@ =ry —qw :
det W+ Epx
dy ,

(5) T =PW—ruep,
dw

d—[:qu——pv + EPz,

dg _

N dp ' ' dr /
(6) - =Arqg-+eq, i =Bpr+eq, EZ:Cpq—%-Sq;,

de
ot 'on a posé, en remplagant, pour simplifier I'écriture, T, par T,

Mo O 0T d (0T
Mx="50 950 — & d_u)’

. 0T 9T d /o7

(7) MPy—Pd—W—’&;—tTt<b—v>>
Mgy 0T _ 0T d (o1
Pa=95a " Pov — di\ow)
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et
v 0T 0T 0T 0T d 0’1‘>
Te =% dwv og —Tor Ta@i\op )
(8) b'—tti—wﬂ+7ﬂ—r'ﬂ—i ()—T—
T =% ou " or dp  dt\dq)’
c,—vil.‘_u_rr_k ,()I__ d_'!_._._({ drr
7= = " 9u dv qdp pd(] de\or
3. Résolvons les équations (5) et (6) par rapport aux dérivées
du dv dw dp dqg dr
de’ de’ de’ de’ de’ del
Nous obtiendrons
d
a’—lll =fi(u,o,w,p,q,r,¢),
dy
(9) % -—f2(uy"7”’yp1Qy1)5)’
dr
Z[‘ —fﬁ(”; Vy t’V,[), (/7 r, 5),

3

ou fi(s=1,2,...,6) sont des polynomes du second degré en wu, ¢, w,p,q, r i
coefficients constants et les fonctions du paramétre ¢ holomorphes en ¢, pourvu
que |z| ne surpasse pas un certain nombre p. assez petit.

On peut donce, pour intégrer ces équations, appliquer la méthode des approxi-
malions successives en représenlant u, ¢, w, p,q,r sous la forme des séries,
ordonnées suivant les puissances de < et se réduisant a a, B, v o, 8y pourt=t,,

B3, .

On trouve, pour ¢ = o,

. étant les constantes données.

du,
T = Iy Vo — (JgWo,
(10) ( (2—;0 = PoWo— I'g Uy,
dw,
7 =Tt — Po¥o
d, d dr
(11) %:Aroqo, —dq‘—":Bporo, d—;:qupo,

c’est-a-dire les équations du mouvement d’un corps solide libre dans le vide.
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On sait que les fonctions u,, ¢y, ..., o sont continues pour
tStSt+1=T,

[ étant un nombre quelconque positif.
Les solutions des équations (g) correspondant aux valeurs initiales

w—a, v =3, w="y; p=a, qg=p, r=y pour ¢=¢,
sont des fonctions holomorphes en ¢, pourvu que |e| soit la plus petite des

quantités
K ot
M(e*—1) ]

K, M, o étant des nombres finis positifs, choisis convenablement (*).

Pour obtenir ces solutions des équations (9), ou, ce qui revient au méme, des
équations (5) et (6), il suffit de déterminer les fonctions wux, vk, W, Pk, qrs
ri(k=o,1,2,...) dans les séries

©

@ @
u= E e*uy, = E ek s, W= E ekw,,

k=0 k=0 k=0
12
(12) . . .
— I — E k . E k
p - V 13 [)k’ (] = 13 (]/;, r = eV,
k=0 k=0 c =0

sous les conditions

J— —— [, —_— ! — (R —_— !
Uy=o, =0, wo=vy; pe=0o, g, =0 ro—yg

pour  t=¢t,.
U=V =W, =Pr=(qr—=Tr=0 (k=1,2,3,...) ’

4. Nous nous plagons cependant sur un autre point de vue un peu plus général.

Désignons d’abord par Tk ce que revient T, quand on y remplace u, ¢, w,
P, q, I' respectivement par g, Vx, Wk, Pky Gk, k-

On trouve

0T~ 0T ()T_E LT, T 2 0T

du duy’ dv ovp’ dw oy’
k=0 k=0 k=0

T _ N 19T, O~ OTs dl N T

d_p _12 '3}7—&, W —IZS ()(]/;’ Z ()I‘/,-’
k=0 L==0 k=0

(1) Voir, par exemple, E. LINDELOF, Démonstration de quelques théorémes sur les
équations différentielles (Journal de Mathématiques, 1gor).
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Substituons maintenant les valeurs (12) de u, ¢, w, p, g, r dans (5) et (6).

Nous obtiendrons les équations (10) et (11) pour uy, ¢4, Wo, Po, Go, 7' €L les

équations suivantes pour déterminer de proche en proche tous les wuz, ¢x, ws,
Dky Gk, ' & partir de k=1,

(13)

(14)

f%u; =1y 05 — qowi -+ X,
[%k = powr— rougs -+ X4,
C% = qoUs— Po Vi + XU,
t% =A(qore+roqr) + Y,
‘fz'itlf =B(ropi—+porr) + Y,
%:E =C(psgr—+ qopr) + Y&,

ot l'on a posé, pour abréger 'écriture,

k
J2N VR
X(l )——Z (rsVi—s— qswk—s)

s=1
k—1
4 1 2 r ) - . 0Ty . _‘_{_ (0T -y
M s O0Vf—y—s sdcvk_,_s dt \duy—y
§=0
et ainsi de suite pour X%, X,
k—1
‘T(lk): AE qs Pr_s
s=1
k=1 i
+ I 2 lws 0Ty 1—s —, OT sy r OT 1 . Xdi—i—s
a 0V% 15 0wy 0 r—1—s org. 15
§=0

et ainsi de suite pour Y{¥, Y,

Il est aisé de voir que X' (j =1, 2, 3) ne dépendent que de

U,y

Pss

Y#(j=r1,2,3)ne dépendent que de

Usy

Pss

Vsy  Ws (s=o,1,2 v k—1),
sy Ts (s=o,1,2,...,k),
PVsy Ws
(k=o,1,2,..., k—1).
qsy Ts

a
dt

(

0T,
Opi—y

)

¥

!
S
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Aprés avoir trouvé les fonctions o, o, Wo, Poy gos 0, DOUS déterminerons
Pis g1,y par Uintégration des équations linéaires (14) (en y posant k =1), puis
nous trouverons u,, ¢4, @, en intégrant les équations (13), si I'on y fait A =1.

En général, aprés avoir trouvé

ug, v, ws o ($=o0,1,2,...,k—1),

Psy gsy TI's (5:0,1,2,...,/{),

nous obtiendrons uy, vk, Wi & I'aide des équations (13) et, aprés cela, pryr, Grprs
Py par Uintégration des équations (14) (en y remplagant & par & 1), et ainsi
de suite.

Chaque intégration introduira trois constantes arbitraires qui doivent étre
choisies sous la seule condition que les séries (12) soient convergentes.

Le choix de ces constantes comporte encore un large degré d’arbitraire, de
sorte que nous pouvons construire une infinité de séries (12), absolument conver-
gentes, représentant les solutions des équations (5) et (6) [ou (1) et (2)](*)-

5. Cette méthode, dont nous venons d’exposer les principes, a été indiquée, il
y a 8 ans (en 1893), dans ma Thése Sur le mouvement d’un corps solide
dans un liquide indéfini, o j’ai appelé pour la premiére fois I’attention sur les
équations (13) et (14) ().

6 ans aprés, M. G. Kobb a appliqué la méme méthode pour établir I'existence
des solutions périodiques du probléme de la rotation d’'un corps autour d’un point
fixe dans son Mémoire, paru en 1899 dans les Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse (?).

Les équations (12) et (13) du Mémoire de M. G. Kobb (p. 10) sont identiques
avec celles (14) et (15) (p. 55) de ma These, citée plus haut [ou avec celles (13)
et (14) de ce Mémoire]; seulement, dans le cas de M. G. Kobb, 1, 13, 73 dépen-
dent de cosinus directeurs des axes mobiles avec la verticale, tandis que, dans
nos équations, ux, vk, Wk sont liés avec les composantes de la vitesse du centre de
gravité du corps plongé dans le liquide.

Pour intégrer les équations (13) et (14), je pourrais employer la méthode de

(1) Voir M. A. Liapouxorr, Probléme général de stabilité du mouvement. Edition de
la Société mathématique de Kharkow, 1892, p. 8.

(2) W. SteEKRLOFF, Sur le mouvement d’'un corps solide dans un liquide indéfini
(Annales de I’Université de Kharkow, 1893, p. 51 et suiv.).

(3) G. Koss, Sur les solutions périodiques du probléme de la rotation d’un corps
autour d’un point five (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2° série,
t. I, n° 1, 1899, p. 5 et suiv.).
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M. G. Kobb, en la modifiant convenablement, mais je préfére reproduire ici
une analyse différente en exposant en détail mes recherches antérieures sur ce
sujet, que j'ai indiquées seulement en termes généraux dans mon Ouvrage cité

plus haut.

6. Considérons d’abord les équations (10) et (11).
On a
ap; + bql+ cri=n,

a’py + b*qk -+ crr: =10,

/i et [ étant des constantes arbitraires.
Posons avec M. Hermite

el supposons, pour fixer les idées, que

a<fB<o<y ou a>B>d>y.

On sait que

cnu dnwsnu snwdnu < . \/—
t=—\—1),

) = —_— r, — —_—
cno 70=1p cnw =7

(15) SPOZ——a

w=n(t—t,), n=(0—a)(y—p),

ol w est un argument qu’on peut déterminer par les conditions

cnw =y /1 =% (‘]nm:\/y“a-
7—0 7—B
Poy qo T sont les fonctions périodiques de ¢ avec la période réelle
r
2 .
9; é‘f '—____d%; = %ﬁ
n ) \/1— k*sin*e n

kzz(ﬁ—_a)_(y__i).
(0—a)(y —P)

Quant aux équations (10), elles admettent un systéme des solutions indépen-
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dantes
| . cnu , _dnwsnu , __ snwdnu
U —=— —y Ve e, [ O
cnw cnw icne
H, () O(u) ’ H;(0)0(«) ’
(16) o — O()H,(u— ) eihu o — O)H, (¢ + ) =i
— Hi(0)0(w) ’ H,(») O (u) ’

H, (0)O(u —wv) .
| i
w iH, (0)0(u) .
0=

n

-+

o — H,(0) O(u+ ») e

T (Hj(w)0(u) ’

0’ (w)
0 (»)

4

)\ étant une constante réelle, H, H,, @, 0, étant les fonctions de Jacobi (*).
Les intégrales générales des équations (10) se représenteront sous la forme
sulvanle
uy =B, u' +Byu" +Byu",
(17) ¢ 0o =By ¢ +Byo" + By,
' wy =B, + By’ -+ Byw"” (),

uy ofy oo, " étant les fonclions définies par les formules (16).
7. Le probléme se raméne a 'intégration des équations (13) et (14).

Les équations (13) dépourvues de seconds membres coincident avec (10); il ne
reste qu’a étudier les équations linéaires

dp

T =AGR +1,Q),
18) T2 _B(r,P + p,R),

dR '

a1 = G(poQ +qP) (),

c’est-a-dire les équations (14) sans seconds membres.
[l est aisé de s’assurer que ces équations admettent les solutions particuliéres

(1) Voir H. Hernmite, Sur quelques applications des fonctions elliptiques, p. 24 et
suiv. Paris; 1883.
(2) Voir les équations (18) de mon Ouvrage: Sur le mouvement, etc., p. 57. Kharkow ;
1893.
(3) Voir les équations (16) du méme Quvrage, p. 56.
Fac.de T., 2°S., 1V.
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de la forme suivante

(19) Pi=Agqg,r, Q,=Br,po, Ry =Cpy ¢,
Py,=p,+ Py, Qy=qo+ tQ,, Ry,=r,+ tR,.
Posons
P —=0_C,P,+ C,P,,
(20) Q=0C,Q,+(:Q,,
| R=CR,+ C,R,+ 3,

C,, C,, 5 étant les nouvelles inconnues.
y 2y

On aura
dC dC
—J;P,—}—FEPQ =Aq,5,
dC dcC,
(21) TiTle—i—Tt'Qz =Bp,3,
dCl ng d; _
a B g Ry =o,

d’ott 'on tire immédiatement
dt

dC,
—a(’% (P1Q;— Q. Py) =5(Bpo Py —AqeQy).

(P1Q,— Q,P,) =5 (AgoQ:—Bp,Ps),

Or, en vertu de (19),

P, Q:—Q, Py=r(Ag; —Bp3), Agq; —Bp; Zo,
Ag,Q:—Bp Py = Aq; —Bpj, BPopt_AQOleo-

On a donc

dC, dC,
- Te—5%,

=o0 c’est-a-dire C, = const.
dt dt 2

La derni¢re des équations (21) devient

ds  dr, .
< T =0
e 0
d’ou
G,



MEMOIRE SUR LE MOUVEMENT D UN CORPS SOLIDE DANS UN LIQUIDE INDEFINI. 203

C; étant une constanle arbitraire, et
dt
C,= Csf’—& -+ const.
0

Les intégrales générales des équations (18) se représenteront sous la forme

sulvante
d
p:qm+qm+QPJ}£
0
dt
(22) Q=C,Q:+ G0+ G [ %5
0
d
R=CR,+CR,+ G, <R,f,_—: + ,i>,
0 0

Cj(j =1, 2, 3) étant des constantes arbitraires, ou

P=CP,+ Cy P, + C; P,
(221) Q=0C;Q,+ C,Q,+ C;Q;,
R =G, R, + C:R;+ C3R3,

en posant, pour abréger,

‘ P,—P,K, 0,=0QK, R,=R,K+ i

(23) <
rd
| =
8. Posons maintenant dans (14) k =1.
Nous aurons
a = (b ¢) (gors+rogy) +a Y,
d
(24) b Sl = (c—a) (ropi+ pori) + bYY,
dr,

¢ —r =(a=0)(poqi+qopi) + c Yy,

Y''(j =1, 2, 3) étant les fonctions connues de ¢.
La méthode de variation des constantes arbitraires nous permet de représenter
les intégrales générales de ces équations sous la forme suivante

5Pl:C(II)P1+C(2”P2+C;“P3,

7y = CPQ,+ C Q,+ C{V Qs
ry = CV R, + CPR, + GV Ry,

(25)
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o CY'(j=1,2,3) sont les fonctions de ¢ dont les dérivées satisfont aux équations

dcv dciy dci
ar i+ g Pt g B =
dc(l) dcn) dcu)
(26) d: Q1+ d: Qg-‘- di Q3:Y(2”,
dC{V dCy) dCV o
i R, + dt R; + di R;;——Y3 .
Il est aisé de voir que le déterminant
P, P, P,
2 , _ PP—hc
(27) ‘A: Q Q. Q;|=Aq;—Bpi= b =C,
R, R, R;

C étant une constante différente de zéro.
Les équations (26) donnent

(n__ (1)
(a8) €= K8, LXr —PoYe _Ap"Y?

. T'o

+t’BI, C;:——Rl) C,:;:—Sl;

ou l'on a posé
_ QY —PYY

R, roA

8, = Zl& [Y{" (goRi— 70Q)) + Y3 (rePy— poRy) + Y (po Qi — q0Py)]-

Posons encore
= (¢ —a)rye Yy — (2 — ) oY),
(29) { Hp=(a—b)p,aY{P— (b—c)rocYy,
HY=(b— ¢)q,bYP — (¢ —a)pyaYi.
On trouve, en tenant compte de (27) et de (19g),

T
HY 1

(30) —“[‘1: l2—:71_(;’ Sl

= ey (P bg Y er S HLT.

Les équations (28) donnent

M __ o YO
C‘,“:c(l”—i—stl dt-—l—ftﬁ:dl +f(]_0_Y_|7_AP0_‘2_ dt,
0

c;“:c;“—fﬂ,d:,

C;”:cg”—fsldt,

C(j=1,2,3) étant des nouvelles constantes arbitraires.
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On trouve donc, en vertu de (25),

pi=c{"Py +M;p,+N,P,,
(31) gi=c{" Qi+ Mg+ N, Qy,
(1)
ri= eV Ry M7y N, Ry 4+ S ——fs dt,

ou 'on a posé, pour abréger,

Mizc;n_j R, dt,

N,:ftR,dz_tfR,dz+zc;1>+cg,”K

1) (‘l)
—Kdet—i—fKSdt—i—fqu PoYs
R;:fmdz, s;—_—fs, dt.

M,=c--R|,
(32) s’ q Y”—p Y
N, ——tc‘“+K(“”—-fR dt — f —Ldt f 0 dt.

Posons ensuite

Il viendra

9. Les expressions de p,, ¢,, r; étant trouvées, passons aux équations (13) en
y faisant £ =1.

On trouve
du, s (1)
T =ry¢; — qow+ X\,
) doy XD
(33) “aT[HPoWl—"oui"’f‘ P
dw
dt1 = qouy — povr + Xi,

X (j=1, 2, 3) étant les fonctions connues de ¢.
On peut écrire
Ly =B+ BYw 4+ B u”,
(34) 5. vp = B¢ + B o" + B,
[ )= B w' - B o+ By o,

B{"(j =1, 2, 3) étant les fonctions de ¢ dont les dérivées satisfont aux équations
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linéaires

dB® . dBY 4B
> D — X
ac T v dac v v

dBﬁll) , dBH) , dB(ﬂ
2 3 )
ac VTt g =X,

AR dBWD (1)
B, w4 B, W”—l—dB“

" — X (1)
w’ =X,

dt Coodt dt
d’ou on tire aisément
ii%“ = o X{P+ o X+ ! X,
(35) ¢ ‘%;”: %(u”’X‘,”—I—v’”X(z”—}—w’”X(;’),
B L (X o X T X0),

On trouve donc

B(l”: b(ll)_l_ f(ul X(ll)+ V’ X(21)+ “)! X;“)dt: b(l”_'_ "‘l)(l”(t)’
e .
(36) Bgl):l);i)+ gj(ul”x(‘”"}"V”’X;”—FW’”/X(.&”)dt:[)(21)—[—l.l)(z”(t),

1 ,
B =5y + ;f(u// XU 4 o XD " X0 de = b0+ iV (¢),

b"(j =1,2,3) étant des nouvelles constantes arbitraires, V() =1,2,3)
étant les fonctions connues de 2.

Substituant ces expressions de B}” dans (34), nous trouverons u,, ¢, w, en
fonctions connues de ¢.

10. Aprés avoir trouvé
Uj, Vi Wy, Pis Gjs Tj (j=o,1),
nous obtiendrons ps, gs, 75 & l'aide des équations (14) en y faisant A = o,
puis u,, ¢9, vy a l'aide des équations (13) en y posant & = 2, et ainsi de suite.

Supposons, en général, qu’on ait déja trouvé

Ujs Yjs Wi Pr qp Ty (J=0,1,2, ..., k—1).
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Les équations (14) nous donneront ensuite
g I'k:: C(lk)Pl +P0M/»‘+ PlN/;
gr=c{" Qi+ o Mp~+ Q, Ny,

(37) "
"k:c(k)Ri"‘l" roM/‘»—’_ RlN/‘;_I'C—*_i' Skdt,
' ' 7o Iy
ou 'on a posé
g Mk’: 0(2]6)_" Rf’c’
: : 8% YH —p, YR
v k) ky v Dk Goli Polsy
g8y ) M=K fR,,.dz frgd“’f_“——“m dt,
R.— (e —a)poaY{P— (b—c)q,bYP
k= Ry ’
1 : PR U
(39) 86= ey (PP + g B0 - erg ),

(40) ;.:f}{,cdt, s;,:fs,cdz,

5 HP =(c —a)ree Y — (@ — 0)qobY3P,
(41) { B = (@ — b)pyaY P — (b—c)rye Y,
HP = (b— ¢)qobYH — (¢ —a)pyaYiF.

Moyennant ensuite les équations (13), nous obtiendrons

we=0" 1t +bP "+ b 0"+ [ P (£) + " VP (£) + " PP (8)),
(69) ) op = B W B0 B T [0 0 (0) o () 4 " (2],
= B WP W B [ Y (0) - Y (2) g (1)

ot 4 (z) sont les fonctions de ¢, définies par des quadratures
WP ()= f (! X 4 of X0 4w X0 dlt,

(43) $5(0) = ;f(“”,x(x]”—i‘ "X+ o X{0) dt,

V() = if(u” X 0" XE " X)) de.

11. Il ne reste qu’a substituer les valeurs trouvées de

Uiy Vi, Wy, Pjs Gi> Ty (j=o0,1,2,...)

207

dans les séries (12) pour obtenir les solutions générales des équations du mouve-



208 W. STEKLOFF.

ment (1) et (2) sous la forme des séries ordonnées suivant les puissances du
paramétre .
Ces séries seront convergentes pour

t<T,

T étant une quantité positive, si nous choisissons convenablement les constantes

) ) J=1,2,3
b"s e <k:1,z,3,4,...>’

qu’on doit assujettir, en général, a la condition que leurs modules ne surpassent
pas certains nombres fixes suffisamment petits.
Si nous posons, en particulier,

Uy = o, vo =B, Wy =1y
—_— ! j—y —_ !
Po=— &, %—@’ o =Y
pour t=o,
u,—=o, V=0, W,p=0
- pk:O, Qk'—:O, ry,—»o

o, 3, v; o, @, ¥ étant les constantes données, nous trouverons les solutions des
équations du mouvement prenant les mémes valeurs initiales que u,, ¢y, ¥;
Por Gos Tos
On peut employer les séries obtenues pour calculer approximativement les
valeurs de variables
u, ¢, w, p q, T

pour toutes les valeurs de ¢ a partir de ¢t = ¢, jusqu’a t=T.
Prenant ensuite pour les valeurs initiales de

(44) u, v, w, D 9 T

leurs valeurs pour ¢ =T, nous pouvons construire les nouvelles séries de la
forme (12), qui nous donneront les valeurs des variables (44) pour toutes les
valeurs de ¢ a partir de ¢ =T jusqu’a ¢ =T, > T, et ainsi de suite.

A chaque solution

Ugy Yoy Woy Pos Gos To

des équations (10) et (11), se réduisant a «, B3, v; ', §/, ¥ pour ¢ =1¢,, corres-
pond une solution déterminée des équations (1) et (2) prenant les mémes valeurs
initiales que ug, ¥4, Wo; Poy Gos To-

Nous pouvons aussi obtenir une infinité d’autres solutions dont les valeurs
initiales (pour ¢ = ¢,) difféerent assez peu de «, B, v; &/, ¥/, 7', en choisissant les
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constantes arbitraires dans les expressions de
Upy ks Wi Pis ks 'y (k =1, 2, 3) . ')

d’une autre maniére quelconque, sous la seule condition que les séries (12) soient
convergentes.
Ces séries convergent, en général, pourvu que

t,2t=T
et [¢] soit assez petit.
Le nombre T sera d’autant plus grand que |¢| sera plus pelit, et inversement.
Le cas le plus intéressant est celui ou les séries dont il s’agit convergent pour
Ltoutes les valeurs de ¢.
Cetle circonstance peut avoir lieu, |¢| étant assez petit, quand toutes les fonc-

tions
Uy Vi Wiy Prs Gis Tk (k=o0,1,2,...)

deviennent périodiques en ¢.

Nous obtiendrons alors les solutions périodiques des équations du mouvement
d'un corps solide dans un liquide indéfini.

La démonstration de P'existence de ces solutions périodiques fera l'objet du
Chapitre suivant.

CHAPITRE ITI.

EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES DES EQUATIONS DU MOUVEMENT
D’'UN CORPS SOLIDE DANS UN LIQUIDE INDEFINI,

1. Tl est aisé de voir que les équations (1) et (2) du Chapitre précédent admel-
lent, pour & = o, la solution périodique de la forme (voir n° 4 du Chapitre II)

DPos  Gos  Tos u,—=Au, vo = Av’, we=—Aw',

A étant une conslante arbitraire.
Supposons maintenant que nous ayons Lrouvé les fonctions

Ujy, Vi, Wy, Pis Gi» Tj

a partir de j =1 jusqu'a j =4k — 1 sous la forme des fonctions périodiques du
temps, avec la période réelle w.
Fac. de T., 2¢ S., 1IV. 27
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Dans ce cas, Y (j =1, 2, 3) seront périodiques en ¢ avec la méme période .

Démontrons qu’on peut toujours choisir les constantes P (j=1,2,3) de
telle maniére que px, qx, I'x seront aussi périodiques en ¢ avec la période w.

Multiplions les équations (4) successivement par po, go, 7°o; NOUS avons, en
ajoulant,

. A e d
(1) apa ¥ - bg Y 4 cr Y = T (apopr—+ bqoqi+ croTs)-

Multiplions les mémes équations par u/, ¢/, '; on trouve, en ajoutant,

(2) aw!' YF + bo'Y P+ e’ Y = %(au’p,, + b qr+cew' ry)
1 d
= & O (augpit beogit erur),
puisque
(3) a —lu"—iu b ——lv’--iv cr ——lw’——l W
Po— L Fo— =3 0= =3 Yo

Considérons maintenant les intégrales (4) qu’on peut représenter sous la forme

suivante :
U+ 2 W+ ap?+ bg*+crr4-eT =k,

u -+ QT z+ (v sﬁ 2—+— oT E*L

¢ ou \ BT TEw) T

or ap + g 4= v—l«sg1 b +8(E —+{ v+ ﬂ‘ cr il“—M
“CTEu )\ T 0p a0 J\"T %0 ¢ ow +€or-)* :

Substituons dans ces équations les séries (12) et comparens les coeflicients de.
kitme puissance de ¢ de deux membres.

On trouve alsément
(%) Uo 4 0305+ Wo Wi~ apopr—+ bqo g+ crorr=Up,

U), étant une fonction ne dépendant que de

Ujy Pjs W) Piv 9j Ty (J:O,I,Z,...,k—l),

¢’est-a-dire une fonction connue, périodique en ¢.
On a de méme

(3) UgUp = 9091+ Wosvp = V7,

(6) ugpr—+ beoqi—+ cWor— apotp—+ bqo v Crow, = W,

", W/ élant les fonctions connues, périodiques en ¢.
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Des équations (4) et (5) on tire immédiatement
apypr—+ bqyqr—+cror,=U; = U, — V],

ou Uy est évidemment une fonction périodique de ¢.
L’équation (1) devient donc

dUy

(7) apo Y 4 b, Vi + erg Y = <

D’autre part, les équations (5) et (6) donnent, en vertu de (3),

¢

auypr—+ boyqr-+ cwor, + A V., =W,
ou
e T’ l T A' 7
augpr+bvoqr—+ cwory=—=Wj — T Ve=7 Vi
Vi étant une fonction périodique du temps.
On a donc
: . ! 1 dV,
aW' YP 4+ 00’ YP + e’ Y = 5 =5,
{ de
d’odi, en vertu de (3),
, A 4
(8) apYP + b2q Y + e2r Y = —£.

dt
Les équations (7) et (8) nous conduisent a 'équation suivante :
k) k) — k) — d :
c(c—a)ryYP—b(a—0b)g, Y =H{ = ZZ(V"'—_ aly),

et de méme

HY — %(V*‘“ UL,
d
HE =2 (v,— o U).

On trouve donc (voir n® 10 du Chapitre précédent)

= ' (awg—=Yr—cl
R,c_kadt_hc__ﬁfH?, ar=E— el

ce qui montre que R} est une fonction périodique de ¢.

2. Considérons maintenant ’expression de S [I’égalité (39) du Chapitre pré-
cédent].
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On trouve, en tenant compte de (11) du Chapitre précédent,

c(B—he)S;,=apHP 4+ bg?HP +-cr?BP' = ap, YP[b(a —b)g2 +c(a—c)r]
+ b, YP[e(b—c)ry +a(b—a)p;]
+crgY{'[a(ec —a)p} + b(c—D)qi],

d’oti, en remarquant que
ap: + bgi—+ cri=nh,

@i+ b} el =L

on tire aisément, en vertu de (7) et (8),

S, ha — Yap,YP + (hb— ) bqo Y P+ (he — )er Y]

T
~ote—io !

a.
= (_1_[ (a\'ﬂ -+ BUA‘)’

ou I'on a posé
o h 58— 2
T c(lF=le)’ T c(he =)

24
On a donc

o= [ Sudi=avVi+pU,

d’olt 1l résulte que Sy est une fonction périodique de ¢.

3. Reprenons maintenant les équations (37) du Chapitre précédent.

1l est évident, en vertu de (38), que My est une fonction périodique de ¢.

Quant & Ng, on peut le représenter sous la forme suivante, en supposant, pour
plus de simplicilé, ¢y =0 :

w w (O] w s e
: 3 dt S/ 7. Y& Y ,
Ny=t|cP+cP - — f R, dt — / ke 4 To X0 —PoXy 4y N,
l o o Y ' Jo o T 0 roA '

ou N} est une fonction périodique de ¢.
Ny sera aussi périodique, si nous choisissons ¢ et ¢ de fagon que I'on ait

[0} de . ® AW S w P Y\'M N Yg/c‘r
k ok — ’ . Yk fo Xy Po L
(9) C(._, )+ ¢ )f = D= fo‘ R, d¢ ;/ r di [ roA at,

0 0 0

D, étant une conslante bien déterminée.

(k) k) 4

Les constantes ¢, ¢} étant choisies de la maniére indiquée, pix, qx, r'x seront

les fonctions périodiques du temps.
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4. Passons maintenant aux équations (43) du Chapitre précédent.
Il est évident que les fonctions X (j =1, 2, 3) sont périodiques en ¢.
Mualtiplions les équations (13) successivement par u,, ¢,, W,; nous avons, en
‘ajoutant et en tenant compte de (5),
dv',
dt

" 0 d
X o+ X oy + Xy = di (gt~ 0y 0p + Wy svy) =

On a donc, en tenant compte de (43) (Chapitre précédent),
AGH () =V,

ce qui montre que ¢/ (¢) est une fonction périodique.
Formons maintenant ’expression de ¢ (¢).
Il est aisé de voir que

a.];‘z""(t) :fe—i).uq)(/.') (t) dl,

ol ¥ (¢) est une fonction périodique du temps.
Il est évident qu’on peut trouver une fonclion périodique V;(¢) de facon que

P’on ait
P (8) = eV (1),
Nous trouverous de la méme maniére que

() = e Vi(e) (M),

V’(t) étant une nouvelle fonction périodique en ¢.

Nous aurons donc, en tenant comple des équations (16) du Chapitre pré-
cédent,

WY () + @Y () + a0

. enu 0,0)H(u—w) " @(0) H(u -+ m) ;

=—Ag O N I LA X () 8(0) G (0),
v’q/,""(l)-*-"/"-lﬂ“(t) _*_vm,wk)([)

. (Inwsnu o O)H,(t —w» ” @(o)H (e —+ w) e

= A cno #(¢) H,(w)@(u) «(2) H;(&))@(u) G’z’” (),
W PR () P () 4" U (¢)

o snodnw Y H,(0)0(u — v H(©)O(u+o) .,

= A m]___v + V5.(¢) H*_—'ﬁ(w)e(u) Vii(¢e) I, () O (a) =G (1),

G/) (J =1, 2, 3) étant des fonctions périodiques du temps.

(1) Compares G. Koss, Sur les solutions périodiques, etc. (Annales de la Faculté
des Sciences de Toulouse, 1899g).
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Il suffit de poser
V=0, bP=o

pour obtenir us, ¢k, w4 en fonctions périodiques de ¢ :

cnu
k) Yok
”/v——b: P _,_(,lc (¢),

o dnwsnu

(10) o= b + GiF(e),

Cliw

sno dnw

k)
wp— b -
! dcnw

+ G (1),

5. On peut exprimer le résultat obtenu comme 1l suit :
Si, pour une valeur quelconque de £, les fonctions

(k) (k) (k)
Yl ’ Yz ’ Ya

sont périodiques en ¢ avec une période réelle w, on peut toujours disposer les
constantes arbitraires dans les expressions de

Pis ks Tk Uy Vi Wi

de facon qu'ils deviennent aussi périodiques en ¢ avec la méme période w.
Or, en prenant [les équations (15) du Chapilre précédent ]

. cnu _Bdnu) snu ___snednu
Po="% e’ =" ""one "o =1 enw
(11) {
cnu dnwsnu snw dnu
zo—=—A ’ Po—=A—-—) Wy — A —————
0 0 0
cnow cnw ichw

nous obtiendrons Y\, Y{", Y} en fonctions périodiques de ¢.
On peut donc déterminer

(12) Pis qu Ty Uy, 1, ¥

comme des fonctions périodiques de t.

2) 2) (2)
‘r( , ‘(g , ‘(t

deviendront alors périodiques.
Nous obtiendrons donc

(13) P2 G2 T2 Uy, Vay Vg

en fonclions périodiques de ¢.
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Les fonctions (11), (12) et (13) étant périodiques, il en scra de méme des

fonctions '
(3) (3) (3)
Y&, Y®, Y.

Nous pouvons, par conséquent, déterminer
Ps g3 T3 Uz, V3 W3

en fonctions périodiques de ¢, et ainsi de suite.
Nous trouverons ainsi les séries périodiques de la forme (12) (Chapitre précé-
dent) qui satisfont formellement aux équations du mouvement.

6. Il ne reste qu'a prouver que ces séries peuvent donner effectivement une
solution périodique des équations dont il s'agit, ¢’est-a-dire que ces séries con-
vergent au moins pour certaines valeurs des constantes arbitraires

b(l/;\’ C(/n (./ =1,2, 3),

J

choisies convenablement.

En suivant une voie, indiquée par M. G. Kobb dans son Mémoire déja cité,
cherchons d’abord la condition nécessaire et suffisante pour pouvoir déterminer
ces constantes de fagon que l'on ait

Uup=—o, V=0, Wp=—0 pour t—o

(k=1,2,3,...).

Posons, A étant un indice quelconque,

‘ u =BPu +BFPuw +BPu =o ?
(14) i v =BP ¢ +BP o 4B =0 pour ¢:=o,
a wi=BFw +BP o B w" =0
ol
B = b f (XPu + XP o X P d,
y 3 I g . "
(IO) B;"): ;f(x(‘l.)u//r_{_xéhvw_i_Xg’/c)wﬁ)d[’

e I 2 :
Bf= ! f (X "+ X " 4 X" de.

Pour que les équations (14) aient lieu, il faut et il suffit que 'on ait

(16) BY=o0, B{=0, BFP=o0 pour t=o,
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puisque, comme on sait, le déterminant

ne s’annu]e pas pOl]l‘ = o0.

7. Considérons maintenant les expressions de X, X# X% du n° 4 du Cha-
pitre précédent.
On peut les écrire sous la forme suivante
Ly — g for
X = rivg — qrwo+ LY,
- . 2
X = prowe— rru,+ TP,
B o T
X§ = qruo— prvo + T4,
I'#"(j=1,2,3) étant des fonctions ne dépendant pas de px, ¢k, 74

On a donc, en tenant compte de (15) et des relations connues entre les fonc-
M ! ! U/
tions u', o'y ..., W,
. A A
Bl = —z_if(Pku” + qp0" e’ dt + EE.PEI/“,

e A A Lo
Bl = oy (prt” 4+ qpo" +rpw”) dt + —N,P*.&“,
oti I'on a posé

AL 1 . ! ™
_ [)\2/.)__ 5 (I‘\IA) lt”,—|— I“gl.) Vl”+ I‘J/‘ ",rlr) d[,

21

A 1 i~ N N
—PP = Ef(l‘}" w 4T Fe" 4 T ") de.

2l

D%, P sont les fonctions connues de ¢(*).

’ .
D’autre part, on a

pr=CcF P+ P py+ ¢ P Ky — p,Ry+ P Ly,

7= c{" Qi+ ¢ g0+ ¢’ Q Ky — g Ry + Qi Ly

g , , 1 . |
rr=cP R+ e ry 4 (Q1K| -+ l‘:) — roRy+ Ry Ly — o Sy
o 0

(1) Nous supposons qu’on ait déja trouvé les fonctions

Uuj, 9j, Wy, Pir 9jv Tj (j:O,l,’l,...,/\‘—*l).
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ot I'on a posé

w
L,,—_—f R'kdz_f

f SZdt*fSLdt_f Pl )_p"Y k)dt—l—fMdt.

dt © de
Kl— e "3
0 0 [}

roA
Posons encore
P,L;— p,R,=TP,
QlLk_ 7oRk— T(M

R,L;— roR),— ,_‘0 S, =T®,

f(PH‘” + Q" +Ryw")de = A, (2), f(P,u”’ + Q"  + R, w")dt =B, (¢),
f(pou” +qo9" 4+ row") dt = A, (¢8), f(pou’” + qov" 4 rew") dt =B, (¢),
f[P Ky o'+ Q K, o'+ <Q,K,+ ) ] = Ay (2), fl:PlK,u”’+ Q,K, "+ <Q,K,+ 7'0>w"/]dz:|33(¢),

f (TP @+ TP " TO W) d 4 PP = — Mo (1),

f (T "+ TP o4 T " ) de 4 PP = — M (),

On peut écrire
B =0l A4 (0) o Au(0) 4+ e A, (0) — M (1),
B = el B(0) + 0 Bu(0) 4 0 Bo(0) — M (1)

Cela posé, on trouve, en vertu des deux derniéres des équalions (16),

[ e Ai(0) + ¢ Ay (0) + P Ay (0) = M (o),

(17) | ¢ B,(0) + ¢ By(0) + ¢ By (0) = M (o).

Ces équations, jointes & I'équation (voir n° 3)

w
, dt
(18) c(zk)+cék)f i di_p
)

0

montrent que la condition nécessaire et suffisante pour que I'on puisse déter-
Fac.de T. 2 8., IX, 28
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miner les constantes c;"’ (j =1, 2, 3) de la maniére indiquée plus haut, consiste
en ce que le déterminant

Ai(0) Ay(0) A;(0)

B,(o) By(o) B;(o)

o . f“’dt
o 7o

Cette condition étant remplie, nous tirerons de (17) et (18) les valeurs bien
(0]

. . j ’
En désignant ensuite par H(o) la valeur de

D=

soit différent de zéro.

déterminées de constantes ¢

f( X# o'+ XEP o' XPw'yde  pour t=o,

on trouve, en tenant compte de la premiére des équations (15),

b —
, B = H (o),
el les conditions
up=—o, Ve=— 0, Wp=—0 pour ¢—=o
seront satisfaites.
Le déterminant D ne dépend pas de I'indice 4.
On peut donc calculer successivement les constantes ¢, by pour toutes les

valeurs de I'indice s & partir de s =1 jusqu’a s =k, quel que soit le nombre £,
de facon que 'on ait

Us=—o, ¢s= 0, W= pour t=o

(s=1,2,3,...).

8. Supposons, en effet, que le déterminant D soit différent de zéro, ce qui est
possible, comme il est aisé de s’en assurer.

Nous obtiendrons sous cette seule condition, a l'aide de (12) du Chapitre pré-
cédent, les séries périodiques pour '

u, v, v, Ps 4, T

satisfaisant formellement aux équations du mouvement [les équations (1) et (2)
du Chapitre précédent], et telles que I'on a

= u,, = (g, W= W, pour (¢=o.

Cette proposition étant démontrée, il ne reste qu’a employer la méthode de
M. G. Kobb (Mém. cité, p. 22-28), en la modifiant légérement, pour établir que’
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I'inégalité
DzZo

représente une condition nécessaire et suffisante pour que les équations du mou-
vemenl admettent la solution périodique, bien déterminée, et telle que u, ¢, w
se réduisent a uy, v,, w, pour ¢ = o.

On en conclut aisément que les séries obtenues sont convergentes et repré-
sentent bien la solution périodique.

lci nous ne reproduirons pas la démonstration détaillée, en renvoyant le lecteur

au Mémoire cité de M. G. Kobb.
9. Aulieude supposer
U= u,, V=9, W= W, pour ¢(=o,
nous aurions pu poser
U= u,+ a, ¢ = 0o+ 3, w=w,+y pour ¢=o,

@, 3, v étant des constantes arbitraires assez petites.

Remarquons que, dans le cas conisidéré, les trois quantités a, 3, v sont entiére-
ment arbitraires, de sorte que les équations du mouvement d’un corps solide
dans un liguide indéfini admettent une triple infinité de solutions périodiques
dont la période commune est la méme que dans la solution périodique

(19) Pos Gos  Toy Ugy Yoy W -

des équations (1) et (2) du Chapitre précédent pour ¢ = o.
Les valeurs initiales des variables

u, ¢, w, P q, T

dans les solutions périodiques dont nous venons de démontrer I'existence, dif-
Jerent suffisamment peu de celles des variables (19).

Les solutions indiquées existent pour tout corps solide dont les coefficients
de la force vive (M, a, b, c) sont tels que le déterminant D soit différent de
zéro et le paramétre ¢ soit asses petit.



