SYSTEME D EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES SIMULTANEES, ETC.

40. On peut maintenant supposer

2 1 3 ) 7 3.3
l"’l>" Itl>l, mdx(t——£>_ ’ d’ou ‘)-—a :;“,
3_3
Z___g_ donne g¢Zi,
2 qg~2
3 5.3
Z —Z<Z donne ¢>o,
q 272 '
donc
q—=I,
2 1 1 2L
S o= 3= f—t=1t = — — 2
¢ s G—¢ 7 ’ T
'=—8, —4, —2, — 1,1, 2 4, 8, oo,
t= 12, 8, 6, 5’ 3, 2’_4, o, 4,
= 3,-—4,——6,'—I0,6,2,-—-l,—-Z,OC.

J’écarte immédiatement la solution

t{—— .

& ou [2]=1.

S=—11
CYZR
u = ¢limine £ == 12, 8, 6, 5, 3, 4; reste
t+2
t=2, oo,
z=2, — 2.

2, _— — P '
t=0o,5=—2donnent p=3; x=2, y=—1, 5=1{=2 donnent une
solution,

a—=b=c=1, d=—1;

mais cette solution rentre dans une solution plus générale que nous trou-

verons plus tard.

41. Reportons-nous au n° 27, et faisons y =1.
Le systéme a résoudre est le suivant

1+ 3__2 2 3 1
3 ¢ w7 t 3 p—2’
2 1+3_1 2+2+3_5
3 ¢ v 5 t r 2’
I+3~—1 I 2 3
t 3 w7 s ¢ q_E

Fac. de T. — VIL F.a6
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Considérons la premiére de ces équations. Pour

ez, <2 3.2
Pl I B i w| 3

ou [si>r1,  |el>r, juj>a,
il n’y aura pas de solutions.

42. Soit 3= —1,0na

t::gu‘:—?)’ Ju+3=udu, t:é_;u—'; 1——13750 (mod3).
= —1 |

est la seule solution; elle donne

p=—2%.
43. s=+1,0n4a
u 3
t:u—:g’ u+3:u', t:l—‘l—;,
u=—3,—1,1,3,
u=—6, —4, —2,0, —3,
t= 2, [},—‘2, 1, ®©.
. 6¢
p__

élimine ¢ = 2, 4, »©

2 —- 5t € 9, 47

{ —— o donne une solution qui rentre dans une solution plus générale
que nous trouverons plus tard.

3e solution :

X — 2, t

Il
<
ll

10
QU
I

=]

44. Revenons au n° 41. On peut supposer

|5 >1, [t]>1, max<

+
N
I

d’ou

= 42

<
<1
w =7

- - 2<1 donne
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3
- + 251 donne

v= 3
d’ot
H=—r1, —2, —3.
Soit u = — 3,
I—i—l-—r ot
3 t =1
t—2, 00, 1,
Z =2, I, 0.
{ =, 3 =1 donnent
w—23,
4e solution : x=y—13=2, t—=1, a=b=c=1}, d—=3.
45. Soit u = — 2,
L 2¢
ST —2’
t—— 2, 1, 3, 4, 6, o, 2,
3= 1, —2,6,4,3, 2, 0.

3¢ solution : x=1, y=2

(2]

I
&
o~

I
&

Q

|

1

-
>

I
=

o

I
o
X

l
<=

6¢ solution : ==y ==, s=1, t=2, a=b=1 c=1, d=».
7e solution : =y =2, s=1, t=—ow, a=b=1, c=1, d—o.
46. u = — 1 donne
1 1
2+Z:——I’
t—=—2, o0, —1I,
33— —2, —1, o0,
{ =3 = — 2 donne
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47. Reportons-nous au n° 27.
Soit yy = 2. Les équations & résoudre sont

I+l ?)_I 2 I+3_
5t u =t p 2
g 2 2.3,
st 2 s ¢t " r 7
2 I 3 1 2 1 3 1
—— = — = - — - 4 — = -
t 3 w 2 4 z q 2
,r . 2 2 3
Prenonslequatlon;%—;—l—;:z.
Sil'on a
2l 2 2 2 3} 2 | -
;l<§> 7 <§, ;|<§’ ou lzl>3, [l>3’ |l'i>4,
il n’y a pas de solutions.
48. Soit z =3,
2 3 4
t TrT Y
t——12, 6, 2.
8¢ solution : x—y—=2, 5=3, t=—12, a=b=%, c=7, d=4%.
gesolutioﬂ: rx=y=2, 5=3, t=06, a=b=2%, c=1% d=1.
10° solution : x—y=s=2, t—3, a=b=c=3}, d—= 5.
49. z =2 donne
'z+3__]
t r— 7’
'.:"39 I, 2, ‘~,|’ 5, 67 9> 3’
t—= 1, —1, —4,8,5,4,3, 2,0

les valeurs ¢ = 1, — 1 sont écartées, puisqu’on a déja fait y =1,y = —1.
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11° solution : x—y—3s=2, t':-—_/;, a=b=c=3, d—o. |
12¢ solution : =y =—s5=n>, t=28, a=b—c=}§, d—=1

13¢ solution : x =y —=21s=a2, t=2>5, a=b=c=1% d—5.
14¢ solution : x—=y—z=—a2, t=14, a=b—c=45, d=1.

15¢ solution : z =y =s5=2, t—3, a=b=c=3, d=—{.
16° solution : r—=y—=s3=t=—2, a=b—=c=d=1
17¢ solution : r=y=—=1z5=—2, t — oo, a=b=c=3%, d=1.

50. Il est inutile de faire z =1, —1, — 2, puisque nous avons déja
donné ces valeurs a y.

Soit 3= — 3, 0na
2+3__8
¢t T r T3
r=ri,
t——6.
. . |
18¢ solution : x=y =2, 5=—3, t=—6, a=b—=1, c=!, d=1.\

51. Revenons au n® 47. On peut supposer

|5]>3, [t]>3, max( 2

[RREN)
o~ !

SN—
i

. ’]

~

1R
[*8)

;il donc r>o et r
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3
= 2 <1 donne

r2i donc r—ri, 2, 3.
;»=1 donne
11!
¢t 2
t—=—6, —4, —3, —1, 2, ®©, — 2
5=—3, —4,—6, 2,—1,—2, oo

Si nous écartons les solutions pour lesquelles on n’a pas|z| >3, || >3,

reste
t—=z—=——4.
19¢ solution : x =y =2, z=t=—{, a=b—1, c=d=1.
52. r=2donne
2, 2 _1
s ¢ 2
t:—l“z’—“-/h 2, 3, 5, 6,8, 12,20,0, 4
3= 3, 2, —4, —12,20,12,8, 6, 5, 4, .
a0t solution : x—y=2, z=5, t=20, a=b=3% c=g, d=+%.
are solution : x=—=y=—2, z3=6, t=12, a=0b=% c=7, d=1.
a9¢ solution : x—=y—=2, s=1(=3§, a=b=% c=d=3%
23¢ solution : x—=y=—2, s5=4, t=w, a=b=3% c=4 d=1,
53. r =3 donne
1 1 1
m ==
3 [2 2’
t——2, 1,3, 4, 6, 0, 2,
z— 1, —2,6,4,3, 2, 0.

24¢ solution : x—=y =2, s=t=4, b—=0>b=

o

I

ISY
f
e
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54. Reportons-nous au n° 27 et faisons y = — 3.
Les équations a résoudre sont

.3___1 12 2 1 3 13
PR T pT 6
1_2 3 _1 2.2 3 9
iz v % i TETE
12 3_1 2 1 3__13
¢t w 3 it 7%
Prenons I'équation
2_1,.3_18
z t+p_6
Sil’on a simultanément
et [1)<, (3o
T AT ];l<18’
ou bhien
sl >a, |t]>1, |p|>4,

il n’y a pas de solutions; or on peut supposer

|a]>2, [t]>2, dou max.<3_l>:l.

3 4

Donc

55. Soitp =1, 0na

2= —4,t=3 donne

F.127

25¢ solution : z =y —=—3,

o~
Il
&
]
Il
>
Il
e
o
I
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56. Soit p = 2,

AN
I
|

3

q = e élimine z =4, 3; reste

(ui donne

57. Reportons-nous au n°® 27 et faisons y = 3, on a

I 1 2 2 5
—+-—§:—’ __i+§____2,
5 ¢ w 3 s t p 6
2 3 2 2 _._3*”
5 t Ty T R z Tt r— 6’
2 l+3___l 2 1+3__5
¢z w3 t s ¢q 6
Considérons I'équation
2 2 3 11
S -=
3 14 r
Si I'on a simultanément
2 Il 2 <11 3 <n
3 18’ t 18’ r 8’

ou bien
|z]>3, |t]|>3, |[r|>4%

il n’y a pas de solutions. Or on peut supposer
15i>2, |¢]>2.

58. Soitz =3, 0na

I

[ep ]

+

Sl
N

Pour || >3, |r|>5,iln"ya pas de solutions; soit Z = 3 (alors 77 = (), on

trouve ensuite
t—=—6, 12.

x =y =z =23, { =2 est une solution.
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26¢ solution : x—=y=s5=3, -~ (=2, a=b=c=1, d=12
a7 solution : r=y=3, s=2, (=—6, a=b=} c=}, d=4
a8¢ solution : x=y=23, s=2, (=12, a=b=1, c=}, d=4%
59. On a :
2 s 1! 3.
X.{— - —-— — =S
max (.. +t> 1, d’ou 3 R
ce qui donne
r—a, 3,
soit " = 2,
1 1_!
st 6
6:‘*30, —I12, "‘6y _‘“39 2, 3’ ‘-/h 5’ 7s 81 9, 10, 12, 15’ 18; 249
3= 3, 4 3, 2, —3, —6, —12, —30, 42, 24, 18, 15, 12, 10, 9, 8,
t =42, o, 6,
5= 7, 6, oo.
= %% élimine £ = — 30, 7, 8 ; rest
P—z‘:—éellnlne = — O, 7, ,9, IO,lese
t——12, 12, o0,
3= 4, 12, 6.
q= 6= élimine z = 4.
5+6
29°® solution : rx—2, y=3, s=12, t=-+12, a=b=+%, c=3%, d=4%.
3o¢ solution : r—=2, y=3, 5=6, t=own, a=3% b=% c=% d=4%i.
60. 7 =3 donne
L )
5t 12

pour | 3| >4, |¢| > 4, pas de solutions,
t= 3, 4,
s=12, 6.
la premiére solution a déja été trouvée (58).
Fac. de T. — VII. F.1 7



F.130 R. LE VAVASSEUR.

31¢ solution : x =92, y=3, s=4, t=6, a=3}, b=, c=,, d=%
61. Reportons-nous maintenant au n° 27 et soit y = — 4. Le systéme &
résoudre est ,
3 1 1 I 2 L 3
—_ — - —_—— = — - — — - 2
u st 2’ s ¢t p ’
i 2 3 2 + 2 4 3 5
t o P 3 t 8
1 3 2 I + 3 )
e t w4’ ¢ s q
. . 2 I 3 s . RN .
L'équation - — - + ;=2 n’aura pas de solution si I'on prend simulta-
nément
2 2 1 < 2 3 < 2
3 37 | 37 p 5’
ou

lz[>3, [t[>1, [pl>4.

Ol’ on peut SHPPOSQI’
[z1>3, lel>3;

done

ceei donne la condition

31.3 -
l — =<5 d’ou p=2
Pl 4
62. Soit donc p = 2,
2 T
=t 2
5= 12 8’ 6, 3, 3; 2, —4, R, a9,
t—— 3’_49_6’—“]0’ 6) 2, —1, —2,
[‘3 Vye . noox 3—1 ,l~ [ 8. 4
r= élimine z =6, 53 g = —— ¢hmme z =75, 4.

<

3;—8
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63. Revenons au n° 27 et soit ) = 4. Le systéme a résoudre est

F.131

I N T 3 1 p) 1 + 3 .
st w2 s ¢ p_
2 1 N 3 1 2+2+ 7
s ¢ e 4 5 ¢ T
2 1 i 2 1 3
- — = - = - - — = - =1
¢ i 4’ ¢ :+q
L’équation
2 - 2 +3 7
st r 4
) . © 1 . ,
n'aura pas de solutions si I'on prend simultanément
2 7 2 3 7
2l< L, ’—I<l, Sl< L,
S 12 14 1 r 12
ou bien
[s]>3, |¢]>3, |ri>5.
~ On peut supposer
y s 2 2
[z]>3, |¢|>3, d’ou max.(:—n—ﬂ:y.
Donc
5 3
2~ 21y,  dou  r=-2,34.
b or
64. Soit 1 = 2,
1 I . I
z+t -8’
5:‘_56; — 24, —38, 4y 6, 7> 9 10, 12, ]6, 24, 4o, 72, @, 8,
t—= 7y 6, 4, —8, —2h, — 56, 72, fo, 24, 16, 12, 10, 9, 8, .
— 4 Slimine t =7, 6 4, 16, 8. Reste
p= I ¢hmine ¢ = 7, 6, 72, 40, 24, 16, 8. Reste

b

F4

32 solution : x

o1
-
W

.
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65. r = 3 donne

+

S -
|
oL
ey

-

pour | z[>5, |1|>5, il n’y a pas de solutions.

t:ﬁ,
donne
q="%
66. 7 = 4 donne
I + I _ ]‘
st 2’
S=—2 1, 3, 4, 6, », 2,
t= 1, —2,6, 4, 3, 2, o
33¢ solution : x=y—=s=4, t—=o2, a=b—c=1, d=3
67. Revenons au n° 27, soit y = — 5.
On a a résoudre le systéme suivant :
3 1 1 2 2 1 3 19
—————— L - — = - =
u fed 4 2 5 t P 10
i 2 § o 2 2 3 13
t s e T3 :+t+;~;6’
I 2 3 1 2 I 3 19
————— = —_— 2=
3 t 34 3 q 10
Considérons I'équation
2 1 3 19
Z “+ - = X
= 4 P 10
Il n’y aura pas de solutions si ’on a simultanément
2 19 L §<ﬁ ou lz]>3, |¢] /
2 T30 71T 30 | pl T3 =3, >, Jpl=4
Or on peut supposer |z| >4, [Z| > 4; donc
max <%~— i>:3;7 d’ou 9 _ 3 53;
3 ¢ b I pl=d

d’ou
p=2.
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68. p = 2 donne

2 IA.‘Z'
3 t 5’
5= 30, 10, 6, 4, — 20, 3,
t=— 3, — 5, —15, 10, — 2, cc.
103 'y . N
r=-— élimine z = 6, 5. Reste
75—
5= 10,
t =— 3,
qui donne
7=1

69. Revenons au n® 27, soit y = 5. Le systéme a résoudre est

I I 3 2 2 I 3 11
- — = =5 S — o=,
z ¢ u 9 I )2 10
2 I 3 1 2 2 3 17
Se—s 4+ = e
5 3 ’ b} 5 t ' 10
2 1 3 1 2 1 3 11
Z = — = = e 4 = == .
t N t s q 10
Prenons I'équation

2 2 3 1y

S s =L

3 ¢ r 10

Elle n’aura pas de solutions, si I'on a simultanément

17
<3o’

2

17
30’

'7

3| o1z
r 3o

< ; < oubien  |z]>3, |£|>3, |r|>5.

Or on peut supposer | z| >4, [¢] > 4, donc

2 4 . 1 30_4
max.<~—|—->::—', d’ou L2 ;ﬂ;
3 ¢ 5 1o r|75
“donc
=2, 3.
70. Soit rr = 2,
tor_ T
5 ¢t 1o’
5 =—go0, —4o0, —13, —10, 5, 6, 8, 9, 11, 12, 14, 13, 20, 30, 35, 60, 110,

o~

= 9 8, 6, 5, —10, —15, —%0, —90, 110, 60, 35, 30, 20, 15, 14, 12, 1,
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F.134
= %' ¢limine t =g, 8, 6 6o, 35 Reste
_3t+loelmle =09, 9, b, 110, O, 33, 20, 10. &

s=-—10, 15,

t = 5, 3o.
— %% &limine z =15
9_324—[0 - *

i

! 34¢ solution : .1::y:5, 3=2, t=—10, a=b=3% c=y% d=

|
71. Soit 1 =3,

1 -~
- - = L.
< 20

Pour |z|> 5, [¢] > 5, il n’y a pas de solutions; or z = 5 donne

20
0,

o~

72. Revenons au n° 27. On peut supposer |y|>5, [z|> 5, |[t|>5.

Donc

2 2 1 3 3 3.5

max.{— + = — -] == d’olt - — ==

< T3 t> 6’ 2 p|T6’

donc
P =2, 3, 4
De méme,
=2, 3, 4, r=sa, 3, 4.

D’ailleurs, en ajoutant les équations du second groupe, on trouve

1 1 I 1 [ 1 3
B T e ==t
y st p g r o
de la on tire
_ 6 pqr
YT Bpgraapg—4r(p+q)
. — 6 pgr
T T 3pgr+apr —hq(p+ry
[ — 6 pgr .
T 3pgr +2rq —hp(g +r)’
puis
we— _ 3pgr__ . 3dpgr o 3pyr
r(p—+q)—2pq q(p—+r)—apr plg+r)y—2qr
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73. Soit p =g =2, r=2,3,4.

33° solution : z =y =z:=x, t=2, a=b=—=c=1% d=1
36° solution : xr—=y=9, t=2, s=—18, a=b=% c=4, d=1%
37¢ solution : rx—=y =6, t=2, z3=—12, a=b=7, c=1, d=4%
74. p=2,9=3,r=3 Giw= 2" élimine r=4; p=2, ¢g=r=3
’ ’ ) by 3 _ar
donnent
t:%
75. p=2, g =r =4 donne
xr =2, y=3, s==t=—12,

solution déja trouvée (n°® 59).

76. p=¢g=3,r=3,4; p=¢g=23, r =4 donne

Y
s—=t=2,

38¢ solution : x =y —z—=6, t =2, a=b=c—=1, =3

77. p=3, g=r =4 donne
{— 18,
78. p=¢q =r = 4 donne la 33¢ solution.
79. Revenons aux n® 26 et 25, et faisons - = — 1.

On a a résoudre le systéme suivant :

2 I +3 3 2+9 1+3
————— - = — - — = — =0
y 5 t  u ’ Yy = ¢t p ’
2 I I 3 2 ) 1 3

- — - -4+ - =3, -4+ = — -+ -=o,
3 [4 A 4 Y z q

2 1 . 2+2 1 3
t oy sz w7 3 t_y+l'—0’
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La premiére équation n’aura pas de solutions, si I'on suppose simultané-
ment

3
A
ou

[y |>2, [z]>1, |t]>1, |u|>4.

Remarquons que nous avons trouvé toutes les solutions ot I'un des nom-
bres z, y, 5, L est égal & 2. Nous essayerons donc y = — 2, — 1, + 1.

80. Soit y =1. Le systeme a résoudre devient

3 I 1_] 1 2 3
u 3 ¢t t : >
2 1+3 , I 2 3.
IR - =4, @ = — - — - =2
3 t b 3 t q ’
2 1 3, 2+2+3_
¢ 3 w o 3 t r
9 . 2 1 3 0 . T .
L’équation = — - 4+ = = /4 n’aura pas de solutions si 'on prend simulta-
q 3 1A 4 ' P
nément
2 4 I 4 3 4
- = - = - = ou 3 1 (8 2.
<3 M<3’ \V<3 [3]>1, [e]>
81. == — 1 donne
3 1
2 4
¢ t >

qui n’a pas de solutions, car

82. =z =+ 1 donne
3 I
ST =2 t=—2, —1,1
3¢ ..
W= - élimine — 2, — 1.
5t—o
rx=y=3=1,1=—1donne

cette solution rentre dans une solution plus générale, que nous trouverons

plus tard (86).
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83. Revenons au n°® 80; on peut supposer

s 2 1 3
IZI>I’ Itl>ly d’oti max. :—Z :;o
Donc
31_3 ,
‘4 =1<= et, par suite, p=I.
(4 2
2 I
:—zzl.Ona
t—=—3, —2,1,®, —1I,
z5= 3, 4,1, 2, oo
w = ——— ¢élimine 3, 4, .
84. Revenons au n® 79 et faisons y == — r. Le systéme a résoudre est
3 'y 2 1+3_ )
w 3zt 7 2 P P ’
L 21 3,
z 4 o 7 ¢t z q"' )
2 1+3_2 2+2+3_ [
t s w7 7 P

Or, si nous considérons la premiere équation, le maximum du premier
membre est précisément 5; il est atteint pour z =1¢ = — 1. La solution
ainsi trouvée (@ = b = ¢ = d =1) rentre dans une solution plus générale
que nous trouverons plus tard (86).

85. Revenons au n° 79, et faisons y = — a.

o . . 3 1 1 o

La premiére équation devient - — - — — = 4. Il n’y aura pas de solu-
u 4 ¢

tions si I'on a simultanément

l%<-§ '§'<§ |t1<§, ou  |u|>o2.
Comme on a
max.(é%—%):l,
on en conclut
Sl amn

Fac. de T. — VL. F.18
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1 I
T ;=—1.0na
S5=—2, o0, —I,
tl—=—2, —1, oo
La solution ainsi trouvée @ = y == 2= — 2; { = — 1 renlre toujours

dans la méme solution générale que nous allons trouver a I'instant (86).

86. Revenons au n° 79; on suppose |y | > 2, | 3| > 2, || > 2. Donc

2 1 I 3
max. | = — - — — — é, d’ou 3 — — ;é,
y s t 3 u 3
donc
w=r, et, de méme, v=w=I.
Done
2 1
- =+ 7>
y 3
2 1 [
==
3 t y
2 1 1
S = -
4 y ot
donce
3 3 3 1 1 1
L= l=l= - 4o,
y s t b3
ainsi
y=s=t=n
(n étant un entier quelconque positif ou négatif).
. I
39° solution : z=y=s5=—n, t=—1, a=b=c=—1, a’:;z,
n étant un nombre entier arbitraire, positif ou négatif.
JESU R |
87. Revenons au n° 26 et faisons x = — 5. Le systéme a résoudre sera
2 1 3 2 2 [ 3
————— + 2=1, -+———-+—::é,
y = w 5 y 5 t p 5
2 I T 2 2 I 3
————— + 2 =1, 2,2 1, 3 4
f-4 ¢ ¥ 5 3 t ¥ r 5
1 1 b 2 1 34
_____ = =4 - - == =
¢ ¥ : T w3 - 3 q 5
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La premic¢re équation n’aura pas de solutions si I’on a simultanément
q

3

u

7 N2 e 2
< |;l<20, H<,

20

2
Y
ou bien

71>5, lzl>2  [t>2  |u|>8.

Nous allons faire varier y dans I'intervalle (— 5, 4 5), en omettant les
valeurs y =2, —1, qui ne pourraient donner que des solutions déja

trouvées.
88. Soi 2 1 3 12, d luti i
- Soit y =13 - — 5 + o = = naura pas de solutions si I'on suppose
2 4 1 4 3 4 2
< Jil<e [l=s oo mma game gess
? =1 donne
2 3 17 o
R A
La solution correspondante (¢ =b =1, ¢ =%, d = — ) rentre dans une
solution plus générale (146).
89. z = — 2 donne
3_1_1
vt 5
qui n’a pas de solutions.
90. 5 =1 donne
3 1 2 2 3 1y
Rt S -
dont la seule solution est ¢ = 5 (déja trouvée).
91. On peut supposer | z| > 2, [{| > 2,
2 A . 2 3.
max.(;——z)—-l, d’ol ?'—;:l,

v=1,2.
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¢ =1 donne

1 2 3
t s 5
5=—20, —5, — 4, — 3,5,
t= 2, 5, 10,—15,1
53 ye . .
W= _——— ¢limine z = — 5, — 4, — 3.

92. 0 = 2 donne

2 I _ 9
3 t 10’
or on trouve
P=—15-
93. Revenons au n° 87 et faisons y = — 2. On a d’abord

équation qui n’a pas de solutions si I’on a simultanément

3 4 14 4
- = - z - = ou 2 1 ¢
u<5’ z<0, t<5 |z|>1, [t >1,
D’ailleurs on a
1 1 3 12
max.{( - 4+ - ) =1 d’ou - — =<1 w=r1,2,
<;+t> ’ w 5 ’ ’
94. u =1 donne
1+1_3'
5 t 5’
t = 2, 10,
=10, 2

ne peut donner qu’une solution déja trouvée.

95. u = 2 donne

1 I 9
- - = L
3 t 10’
t—=— 1, 10,
5= 10, — 1

ne peut donner qu’une solution déja trouvée.
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96. Revenons au n° 87, et soit y = — 3. La premiére équation devient
5 13
w 5 t 15’

elle n’admettra pas de solutions si I’on a simultanément

3 31 I 31 t 31
E<Z§’ s Zg’ lZ‘ 4—57 ou |w] >4, |5]>1, [ ¢]>1.
On a
max l_;_' —E .3_1_.._§<E
ax\zTI)=3 15 wl|™3°

cette inégalité ne peut étre vérifiée.

97. Revenons au n° 87 et soit y = 3. La deuxiéme équation donne

__B)

3 26
+_
Y

AR ES

1
3
laquelle n’aura pas de solutions si 'on a simultanément

6 .
<Z—5 ou bien |z|>3, [¢|>1, [¢]>5.

3
v

26
<z’

2
35

<%, |
45’ ¢

98. Soit z = 3, I’équation devient

3_1_16
0 t 15
t = — 15 est la seule solution; elle donne
w =13
99. Soit |z|>3, |{| >3,
max .?.___f. —é 2_6 3'<3
‘\z 7 -—4) 15—-; =Z7
d’ou
v=—1,2,3
¢ =1 donne
2_1___ 19,
s t 1y’

pour |z| >3, |¢| > 1 pas de solutions. Or, 5 = 3 donne

t—13
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100. ¢ = 2 donne

2 1_7.

s ¢ 30
on en déduit

I_I 1

ez

qui est plus simple a résoudre; elle donne
s=—142,—24, —18, —15,—12,—10,—9, -8, —7,—5, — 4, —3,—2,3,6,12,30,—6;

j’en conclus

s= 6, 12, 3o,

t=r10,—15, — 6,

comme solutions communes.

155 - . . .
——= — ¢élimine z = 6, 12 et 3o0.
113 —1)

D’ailleurs w =

<

101. ¢ = 3 donne

2 1 _ 11
5 t 15
(qui admet pour solution z = 3, ¢ = — 15; mais, pour z =3, / = —15,0n a
=15,
102. Revenons au n°® 87 et soit y = — 4. La premic¢re équation donne
3 1 I 19,
v s t 10’

il n’y aura pas de solutions si I'on a simultanément
|| >4, |z >1, | ¢] >1.
Comme on peut supposer | z| >3, |¢| >3, on a

<

319

u 10

b

1 1 .
max. <: -+ —) =5 et, par suite,

SR ]

AN
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t=—15—5, — 3, — 2, 10,
5—=— 3,—95, —15, 10, — 2,

et 1=z =—"5 donne
20

V=5

103. Revenons au n° 87, et faisons y = + 4. La seconde équation de-

vient
3 33
+ - = —-
(4 20

nilw
) -

Il n’y aura pas de solutions si I'on a simultanément

151>3,  |t]|>1, |e|>53.
Drailleurs
max 2 y 3
A p t _— 47
donc
38 3|3,
20  ¢|T4
donc
=12, 3
v = 2 donne
2 13
3t 20
d’oti I’'on conclut
I 1 1 1 1 13 ] 19
- == 4 <> — + == —> - =t — = ==
w s 4 w3 20 u w20
dont les solutions sont
u—= I, — 20,
W — — 20, 1,
donc, pas de solutions.
104. ¢ = 3 donne
2 113 doi 6o
3 t 20’ p= 7
105. Revenons au n°® 87, et soit y = — 5. On a
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qui, pour |u|>5,|z|>1, || > 1, n'aura pas de solutions. On a

LA ol 9_3
max.<z+t)_5, d’ou |5 7

<2
=5

(23]

et, par suite, = 2, qui donne

I
t 10

| -

106. Revenons au n® 87 et soit y =+ 5. On a

b

|+3
t ¢

Uy o

2
2_

qui n’aura pas de solutions sil’on a simultanément |z] > 3, |¢] > 1, |¢| > 53

on a
2 1 3 3 8|3
max.f - — - )=+ d’ou e
<z t> 5 ¢ 5|75’
et, par suite,
v —2, 3.
¢ = 2 donne
2 I I I 1 3 | 1 3 1 1 9
-— = > -—=-=—4+ —> -4 — = > - — =
z t 10 u s 10 3 w 5 u P 10
W= 1, — 10,
u=——10, 1;
lonc pas de solutions.
107. ¢ = 3 donne
2 13 I__l+2 1+l__14 1 1 16
= ¢t 5§ w s 05 w 5 15 7] w 15
v=, u=1d,
w—15, W= I.
On trouve
s=—13, t=—=—13;

donc pas de solution.

108. Revenons aun® 87. Ona
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donc
w=—=2,3,4, v =2, 3, 4, w=2, 3, 4.

Drailleurs, en ajoutant les trois premiéres équations membre & membre,
on trouve

donc pas de solutions.

109. Revenons au n°® 26 et faisons # = — 4. Le systéme & résoudre est
le suivant

2 1 3 3 2 2 13 3
————— =2, S =,
Y 3 t u 2 y z t P 4
2 I 1 3 2 1 3 3
————— + =5 S — -+ =
5 4 Y 4 2 y 3 q 4
2 1 1 3 2 2 3 3
—————— += == S-S =5

y 3 w 2 3 3 r 4

Sil’on a simultanément |y | > 5, |z| > 2, |{| > 2, | «| > 8, pas de solu-

tions.
Faisons d’abord varier y dans lintervalle — 5, + 5, en évitant les va-

leurs 2, — 1, — 5 qui ne pourraient que nous donner des solutions déja
trouvées.

110. Soit y = 1. Prenons I'équation

RN
< | w
oot

o~ =

elle n’a pas de solutions si I'on prend simultanément |z |> 2, |[{] > 1,

0] > 3.

111. Soit¢z=1,0na

[N
oo
o 1N

la solution y = ¢ =1, 5 = 4 donne une solution qui rentre dans une solu-
tion plus générale que nous trouverons plus tard (146).
y =t=z=1 donne
—_— &
P=—53.
Fac. de T. — VII F.ig

o
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112. 5= — 2 donne
3_1__7
4 ¢t o
{ = — 2 donne
r—4Li2
2
113. Solent |z'>2,|f|>2,0na
<2 1> |5 3.
max.{ - — - | =1, - — =21 v=1, 2.
z 4 2 (4
v = 1 donne
2 I_ I
- — = =
3 A 2

s=-—12, —8, —6, — 5, —3, —2, 4, 0, — 4,
t= 3, 4, 6, o, —6, —2,1, 2, o,

2z

S—2

W=

élimine z = — 12, — 8, — 5, — 3, —4.

114. ¢ = 2 donne

2 1 . 3
Z'_Z—I’ d’ou p——z"
115. Revenons au n°® 109 et soit yy = — 2. L.’équation
GO
w st 2

n’admettra pas de solution sil’on a simultanément |« | > 3, |z|>1, || >1;
on a d’ailleurs

1 1

|
):I, d’ou \%-—2

u =1 donne

1 1 1
-t ==
z t 2
d’ou
t—=—2, 1,3, 4, 6,0, 2
s = 1, —2,6,4,3, 2,
t e
p:ti, ¢limine 7 = 6.
4

hoe solution : z=y=14, z=—2, t=—14, a=b=1, c=1, d=1.
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116. u = 2 donne

F.147

I 1
shrTTh
t——2, o, —1I,
z=—2, —1, ®
y =1=2z=— 2 donne
—
P=3
117. Revenons au n°® 109 et soit y = — 3. On a
301 1 max. (L 1) =2 3 3| 2 v o
« st 6’ \z " ¢t)7 3 6 u|=3’ -
© = 2 donne
l+I__ 2
z ¢T3

d’ot1 ’on conclut
12

r = .

118. Revenons au n° 109 et soity = 3. On a

3 11
T

1
4

NS

¢quation qui, pour | 3| >3, [{| >1, |¢| >4, n’a pas de solutions.

Soit z=3, ona

3 1 7 . -
;__2+6’ d’ou t=—96, —1, 3.
{ =—6 donne
w=—2%,
hie solution: xz—y—=3=3, t—=—14, a=b=c=3, d=1
119. Maintenant on a
max.(2 - 1) =3 LY B
\z )% v 6|74 -
v = 2 donne
2 I___i
3 ¢t 3

t

= 7, 8, 9, 12, 15,

0

—21, —12, —9, — 6, — 5, — 4, — 2, —
2-/ly “‘12"“3, 3’ [h

1, 3, 6, 15, o0, — 3,
5,6, =.
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6z . .
=" élimine z = 7, 8, 9, 15, 24, 4, 5; reste
z—12, 6.
w = —— élimine z == 12, 6.
25— 0
120. Revenons au n°® 109 et soit ¥ = — 4. On a
3 1 I I 1 I 3 P
————— =2, max.{ - + - ) == -» — 2|2 uw=2
u 3 t 3 4 2 u -
u = 2 donne
I+I___ 1
3 t 2’
t=—6, 4, =3, —1, 2, o, — 2,
z2—=—3, —4, —6, 2, —1, -2, wo.
4o° solution: x—y—s5=1t—=—4, a=b—=c=d=32

2 1 3 7
=4
st v 4’
de plus
max<2 ]) 3 d’ol 7
d=—=]=7 5 —
3 ¢ 4 4
donc
Y= 2, 3.
Soit ¢ = 2; on a
2 I_I I_I+I n
z ¢t w4 3 v
donce
1 1
- 4 = =1,
u w
u =2, o, I,
w—2, 1, ®©
u =
donne
W —=

|
Sl w

A

F=N )
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[|3" solution : x::y:::ﬁ, t—=—4, a:b:c:%, (l:%,
uw = w =— 2 donne
3=14, t=4.
122. ¢ = 3 donne
2 13
3 ¢ _4’

(ui n’a pas de solutions si 'on a |z| > 5, |{] > 2,

l

4

l=—14)

I

123. Revenons au n° 109,

est la seule solution, déja essayée d’ailleurs.

et soit y = 5; on a I’équation

+

3
4

AN I

I
t

qui n’a pas de solutions si I'on suppose simultanément |z|> 3, |¢]| >1,

IV|>5a 3 31 3
2 1 I
max.| - — - )= =, donc 72 S5 p=a.
3 t 5 10 v~
¢ = 2 donne
) I 1 1 1 3 1 I i I 1
- =5 - =-+ = — 4+ - =L, -+ — =1,
Y4 t 5 u z 10 w 3 10 u w
=2, oo, 1,
z3=25, t=2>.
w=—=2, I,
h4e solution : == y=z=35, t —=—4, a=b=c=3}, d =23,

124. Revenons au n° 109, et supposons |y |>5, |z|>5, |{]|>5,

d’ou

D’ailleurs

1 1\ _ 2 3 3|2
3 t) 3’ 2 u|=3’
v =2, 3, w=o2, 3.

I I 3
=+ -+ ==
u v 2
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la solution ¢ = u = w convient seule. On a alors

2 1 1
— = - 4 -
y st
2~_I 1
z—t+y’
2_1 I.
A oy
done
§_3_3_I+£+I ey
Yy s t y = ¢’ y=z=
On trouve alors
I+_I__l
. Yy p 4
et, par suite,
y=—12, —h, 2,3, 5, 6, 8, 12, 20, o0, k.

Toutes ces valeurs de y donnent des solutions, savoir :

45¢ solution : x—=y—z=—12, t—=—4, a=b=c=3%, d —=7%.
46¢ solution : z—=y—z—= 6, t=—4, a=b—=c=3, d=1.
47 solution : x—=y—=z— 8, t—=—4, a=b—=c=3%, d =3,
48¢ solution : x=y—=s= 12, t—=—14, a=b=c=3%, d=4:=.
hoe solution : z—=y—=z= 20, t=—A4, a=b=c=3%, d = 3.
d0¢ solution : z—y—2z =00, t=—14, a=b—=c=3 d=1.
125. Revenons au n° 26, et faisons © = — 3. Le systéme d’équations &
résoudre est alors le suivant :
2 I L 3 5 2, I 3 2
y—z t w3 7. t p-3’
2 ¥ 13 5 2 2 1 3 2
————— + - = 3> -t = — = 4+ == 5>
s t y v 3 t y s qg 3
1 L 3 -5 L 1 +3_2
¢ y s w3 3 ¢ v r 3

*
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Si 'on suppose simultanément |y | >4, |z|>2, |[t|>2, |¢|>7, la
premiére équation n’aura pas de solutions.

126. Soit y =1.On a

QN
|

pour || >1, |z] > 2, |¢| >3, iln’y a pas de solutions.

t = 1 donne

2 “ 3 11 v=r,
z v 3’ 3=
x=y=1, 2=23, t=— 3 donne une solution; elle rentre dans une

solution plus générale que nous trouverons plus tard (146).

127. 3 =— 2 donne

qui n’a pas de solutions.

128. Supposons |z|>2, |[¢|> 2, d'ou

max 2 1) = 8 3 <1 p—
\z )70 35|70 =
¢ =1 donne
I . 2 +~ 1 1 4 T _ 2
t 3 3’ z w3’
5:_3’ P
t=—3,1
Nous aurons la solution suivante :
51¢ solution : z—y—z=—3, t=r, a=b=c=1, d=23
129. Revenons au n°® 125, et soit » = — 2. On a I’équation

laquelle n’a pas de solutions si 'on a simultanément |u|>3, |z|>1,

[t] >1.
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=
Yt
Ot
&

On a
1 . 3 8
max.<——|— >~_—1, d’olt - — 5],
3 172 3=
d’ol
u—ri1
« =1 donne
1 1 I
e
5 ¢ 3
t:'—6, 2, [h 69 12, o0, 3,
L= ‘2, —6, 12, 6, ll, 3, o .
6t . . 3z . .
¢ = —— ¢limine { =43 g = élimine z =
t+6 4s q z+3 ¢
e solution : x=y=6, s5=—3, (=—2, a=b=1, ¢c=1, d=1
130. Revenons au n° 125, et soit y = — 3. On a I’équation
3 1 17
« s ¢ 3

laquelle n’a pas de solutions si 'on a simultanément |u|> 4, |z|>1,

][>
On a
‘1 2 , . 3 712 -
max. \Z—*—Z)_g’ d’ol t_t—g :ga =i,
Pour u =1,
ror
PR
t——3, 1,2 3,6,
s=-+1, —3, 6, 3, 2.
53¢ solution : x =y =3, s=t=—13, a=b=—u, c=d=1%

131. Revenons au n° 125, et soit y = 3. On a I’équation

ulw

qui, pour | z|>3, || >1, | ¢| >4, n’aura pas de solutions.
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Essayons z = 3, qui donne

I

<Iw
Wl

| -

t = o donne

132. On a alors

2 1 3 3.3
max.|( - — =) == d’ou 2 — | <= p=2
<z t) 4’ o P _47
¢ = 2 donne
2 I__I
3 t 2
t=—10, —6, —4, — 3, —1, 2, 6, 0, — 2,
s= 5 6, 8 12, —4 2 3, 4 .
6z ,,. . z I
U= élimine 5, 8, 4; w = élimine 6.
5+ 6 z—1

133. Revenons au n° 125, et soit y = 4. On a I'équation

2
- — 7 +
~

-

12

| -

§_23
v

qui, pour [z|>3,|¢|>1, |¢| > 4, n’admet pas de solutions.

On a
max N\ 3 23 3.3 o— o
‘\s t) T4 12 v|=4 -
¢ = 2 donne
2 15 1+1 1 1_1+1
5 ¢ 12 v w 3’ vz 4
w=—12, —6, — 4, — 2, 6, oo, —3,
u=— 4, —6, —12, 6, —2, —3, .
hu pe .
z= élimine u = — 6 — 3; pour
h—u ) 9
u:_ﬁy 6,
3=—2, — 12,
z = — 12 donne
t=—12,

Fac. de T. — VII. F.20

F. 153
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134. Revenons au n® 125, et soit |z| >4, |y |>4, [t| >4,

2 1 I 4 , . 5 3.4 .
max.< ————— =2, d’ol s —21<3, =2, 3;

Yy = t 5 3 w|{=H

pareillement

v=n2, 3, w=—2, 3
Or on doit avoir
I I 15
u v w3
il y a contradiction.
134 bis. Revenons maintenant au n°® 26, et soit = — 2. Les équations

a résoudre sont
2 3 2 P 1 3 1
————— +-==2, -t =t =
Yy 3 ¢ u y 3 14 p 2
9 { 3 9 2 1 3 I
————— Z—a, 4 -+ =o
z Y t ¢ Y t 3 q 2
9 f 2 2 I 3 I
eamnttatinadiegiis mitandt===tb 1 -t = —— - = -
4 v 3 W 3 L y r 2

Lapremiére équation n’aura pas de solutions si 'ona |y| >4, |5]> 2,

[t] > 2, |u|>6.

135. Soity =1. On a ’équation

laquelle, pour |z| > 2, || >1, |¢| >3, n’a pas de solutions.
Soit z=1, on a

3 1
s =bh t=—"4, —2, 2, o, —1,
3¢ Limi
W= L/TZ—_—Z ellnlﬂe——[l, — 2, 0.
136. 5 = — 2 donne
3 t
- = =4, t— —1
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137. Soit|z|>2, |[{|>2, 0ona

2 1 P
max. |- — —|=1 3— |21 ¢ =1,
3 tl ’ ol =7
¢ =1 donne

2¢ 2-—1—]

S = — -2

’ Wt ’
t=1, oo,

¢ =1, z = 2 donnent une solution qui rentre dans une solution plus géné-
rale, que nous trouverons plus tard.

54¢ solution : x—=y—=ow, z=—2, t=1, a=b=13, c¢=o, d=3.
-138. Revenons au n°® 134, et soit y = — 2. On a I’équation
3 I 1
————— =3,

qui, pour |u| >3, |z|>1, |t| > 1, n’a pas de solutions. On a

1 I 3
max.<—+—>:1, ~3———§_1, u=r.
3 A n

S

u =1 donne

|-

J— 4
t=2, —1, —3, —4, —6, 0, — 2,

s=2, 1, 3, 4, 6, oo, 2;

2z

[3]

élimine z = 3, 4, 6.

W |-
W
_‘..

2

55¢ solution : x—y—=—2, z5=1t(=o0, a

Il
o
Il
[l
]

139. Revenons au n°® 134, et soit » = 3. On a ’équation

alw

< |

+

S
I
wiNa

qui, pour |[z|>2, |{|>1, |¢|>4, n’a pas de solutions.
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On a

¢ =1 donne

= —2° _ élimine — 4.
u 2;4_3el ine — 4

140. ¢ = 2 donne

215
z t 6
z= 3, 4
t—=—6, —3
56¢ solution: x=y=3, z2=—2, t=—6, a=b=1, c=4, d=j.

141. Revenons au n°® 134, et soit y = 4. On a

<lw

—
¢

v

I
P

équation qui n’a pas de solutions pour |z|> 2, |Z| >1, |¢|>4.

On a
max.<§_%>:%, \%_% 3

¢ =1 donne

142. ¢ = 2 donne
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143. Revenons au n° 134. On peut supposer |y | >4, || >4, |t| > 4,

ig’

u=—=2,

et de méme

Or on doit avoir

il y a contradiction.

144. Reportons-nous au n°® 26, et soit x =1. Le systéme a résoudre est

le suivant :
3 2 I 2 2 1 3
- — - =—1, — =+ ==2,
u Yy 3z t Yy 3z t P
3+2 I | . 2+2 1_'_3_2
v sz t y 7 t 'y s q 7
3 2 1 1 2 2 I 3
— = —— — = =, -:—|—~———|———_“2.
w ¢ y F 3 ¢ Y r
Prenons

2 2 I 3

- — =+ =2

3 t y r

pour | 3| >4, |t| >4, |y |>2,|r| > 6, il n’y a pas de solutions.

145. SOity =1,

pour |z|>2,[t]| >2,|r| >3, pas de solutions.

Soit z =1,

t=—"h, —1, 1, 3, 4, 5, 8, oo, 2.

p= litzt élimine 3, 4, 5, 8, ».

Il
S
I
o
I
QU
I
=

57¢ solution : xz—=y—s—=1t=1, a
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146. Soit|z|>2, || > 2,
max.(%ﬁ—;):g, 13—2

t—=—— 3.

<4
=3

r =1 donne

. 1
58¢ solution : x—=y=1, z3=n, t=—n, a=b=1, c=-, d=— —;
’

n étant un nombre entier quelconque.

147. Revenons au n° 144 etsoity = 3. On a

QW

N

+

~| N

+

7,
3

Pour |z| > 2, | t| > 2, |r| > 4, pas de solutions.

2 2 _[_; 7 3
max.<2+z>__3, Ig_;

r =1 donne

§é—l, r=i, 2, 3.

:i—i—ZI:—‘%; d’ou u——g-
148. r =2 donne
1 1 5 o 12
zri=gp  dou u=—s
149. r = 3 donne
‘ é+%:§, z=t—3
l 59¢ solution: z—=y=1z=3, t—=r, a=b=c=14, d=1

150. Revenons au n® 144 etsoity =4. Ona

+ -+

W
S
~ 1w
Il
FENe}

pour | z| > 2, [t[>2,|r| >4, pas de solutions.
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On a

r =1 donne

151l. =2 donne

3 8
-+ 3’ u_—g-

I

1
4

IR

o

152. Revenons au n°® 144. Supposons |y | >4, | z| >4, || >

2 9 1
max.<—+————>:1, 2 — =|<1;
y ¥4 1A
donc
p=1, 2, 3,
72192’3’
r=i, 2, 3.
On a d’ailleurs
1 1 1 I 1 I 1 1 1 '
e i S e 1 avec max.(—+:+—>:
y s &t p g y s
153. p=¢ =r =1 donne
Ll =y donc l+'+”>3
y = ¢t 7 y = tI 5
154. p=¢g =1, r=2donne
t=3=o0, y=—2 (voir la 34¢ solution).

155. p=¢g =1, r=23donne
y=—
156. p =1, ¢ = r =2 donne
t=3  (déja essayé).
157. p=1, ¢ =2, r=3 donne

14

-
.

158. p=1, ¢ =r=23 donne

I
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159. p=¢ =r=12 donne

60° solution: z—=y—z=0, t=—r1, a=b=c=

ol
-
U
i
ol

les autres essais sont donc inutiles.

161. Revenons au n° 26, et soit x = 3. Les équations a résoudre sont

2 _1_ 1, % 1 2 2_1_ 3_4
y 3 t -3 y 2 ¢ p_ ¥
2 _r_ 1 3 _1 2 2 1 3_\4
5 ¢y v 3 t y z ¢ %
2 _1_1_ 3_1 2 2 _ 1 3_4
t  y s w3’ s ¢ y+r_3
Prenons I'équation
2 2 1 3_4
y "z ¢t p 3

Pour |y|>6, |z|>6, [{]|>3, |p| >9, iln’y aura pas de solutions.

162. Soit y = — 6; 'équation devient

wulo
I
o~
"lw
I
Wl Ot

Pour |z| >3, |¢| >1, |p|>5, cette derniére n’a pas de solutions.
Faisons z = 3, cela donne

=1, t=—14, —2, 2, ©, —1.

La seule solution & essayer est £ = oo} elle donne

»wlw

q:
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163. Soit |z|>3, [£|>3, ona

SIMULTANEES, ETC. F. 161

max. (2 — 1) =3 >_ 3|3 —o, 3
\z7¢)7% 37 o7 P
p = 2 donne
2 1 1 1 12 . o
E—Z—é’ l;—l—z—g’ d’olt = 3,1,2,3,6.
61¢solution: x=y=6, 5=3, =—=—6, a=b=% c¢c=% d=1L
|
164. p =3 donne
%-%:%, t—=—6, —3, —2, —1, 3, x,
s= 4, 3;
{ = — 06, 3 =14 donne
qg==%.
165. Revenons au n° 161, et soit y = 3. On a
2+2+3__5
3 ¢t r 3
Pour || >3, |t| >3, [rr] > 5, pas de solutions.
Soit z =3, on a
-3
;—l—;:h t—_l"y—ly 1, 3, 4, 5, 8, o, 2
62¢ solution: x—=y—z—=1t=3, a=b=c=d=3,
63¢ solution: x—=y—=15=3, t=14, a=b=c=45, d=1.
64° solution: xr—=y—s5=23, t=—3, a=b=c=3%, d=1.
65¢ solution: x—=y=15=3, t =28, a=b=c=3}, d=45.
66¢ solution: x—y—=z3s=3, t — oo, a=b=c=2%, d=1.

Fac. de T. — VIL

F.21
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166. Soit |z|>3, [t| >3, 0na
2 2 5 3
n1ax.<z+ Z>:l, 37, <1, r—=a2a, 3, 4;
r = 2 donne
1, 1_1 r_1_ 1 1_1_1 I 15
z  t T 12’ q = 6’ p t 6’ P (/—12’
p= 2 34
qg=—12, 12, 6,
3=—4, —12, oo,
t= 3, 6, 12.
67¢solution: rx—=y=3, =6, t=—12, a=b=3% c=f5%, d= +
68csolution: xz—=y=3, sz=12, t= oo, a=b=1}, =1 d=23
167. r = 3 donne
L1t
= ¢ 3
t"—ﬁy 2, ‘—/h 6’ 12, o, 3;
s5=—= 2, —6, 12, 6, &, 3, .
69° solution: x—=y=3, =4, (=12, a—=b=2%, =&, d=1i5
7oe solution: xr—y =3, s5=1=060, a=b=12, =d=1
168. r = 4 donne
P11,
3 t 24’

{ =3, 3= 28 donne une solution déja trouvée.

169. Revenons au n° 161,

qui, pour |z| >3, 7| >3, |r|>5, n'a pas de solutions.

[AWES

+

S~

3
+ - =
7

9
— —
12

et soit y = 4. On a I'équation
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On a
2 2 1 3 ) .
max.<;+z>:1, ;%—; <1, r—o2, 3, 4, 3.
7" = 2 donne
I+!_I 1~1+l I_I_I_I 1+1~3
st 24 vt 6’ w5 6 ¢ w8
w=—38§, 2, 3,4, 8, 24,
v—= 2, —8, 24, 8 & 3.
6w . .
5=~ élimine w = — 8,
66— w
3= 6, 12,
t —=—238, — 2}
4t imi / 3 Jimi 6
— ciimine [ = — 2% = 1 S= 0.
P=13 V3 ¢ = ;= climine
170. r = 3 donne
1 17,
R YN
pour | 3| > 6, | 7] > 6 pas de solutions.
t= 4, 6,
z =24, 8.
1235 ,q. . ,
qg= élimine s = 8.
3+ 12
71°solution : x=y—=4, s=3, t=a24, a=b=3%, c=1, d=45.
171. r» = 4 donne
4
1 L 5
3 t 12’
—~— 7
~ —
t =6,
72° solution : wx—=y=4, =3, t=6, a=b=4,, c=3 d=4%
1.
172. r=>5,on a
I I 5
— - = =L
3 t 120

pas de solution.
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173. Revenons aun® 161, et faisons y =5. On a
2 2 3 23
-t - =,
3. r 10

équation qui, pour

On a

z|>3,|t| >3, |r| >5, n’apas de solutions.

2 ) 4 23 3 4
max.({ -+ - | = ¢ d’ou = —=-|22 r=as, 3, 4.
<: t> 5 r|=3’ » A
r = 2 donne
L r 1 1_1_ ! L 1 I 7
z ¢t 60 0L 6 w3 6’ e w20
v = 3, 4,
v =60, 10.
= 1
i 15 : donne
q="3%,
174. r = 3 donne
I [ 4
—+—~_—_i~)
z 4 19
5= 6, 5,
t =10, 1.
13¢ T .
p = ——= ¢limine { = 6.
28419
73¢ solution : xr=y=>5, s5=3, (=13, a=b=% c=% d=q%
175. r = 4 donne
1 I 47 . 120
- - ==, d’ou ===
z t 120 13
176. Revenons au n® 161, et faisons y = 6. On a
2 2 3 3
T r TR
pour | z| > 4, || >4, || > 6, pas de solutions. On a
2 2 4 3.4
—_ — o - - — = > = M ) /-
max.<: —+ t> 5 5 =3 7 2, 3, 4
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7 = 2 donne

. 1 " 1 1 I L I 1 N 1
5= - - - = = —_— = = - - — = 5
’ ¢ 5 6 w 3z 6 ¢ 3
w—=—6, 2, 4, 6, 12, o, 3,
¢ = 2, —6, 12, 6, 4, 3, co.
_ 6w
~ = =
w—06
5= 3, —3, —12, o0, 12, 6, — 6,

t=—3, 3, 12, 00, —12, — 6, + 6.

Z ~
< 2z

p=7—3 9= ;53 ¢liminent la solution — 12, +12.

74 solution : »x =y =6, t=—6, =3, a=b=% c=4%, d=4%
75¢ solution : x—y=—=w, z= 3, t=6, a=b=4% c=3% d=2.
177. r =3 donne
1 I
3 A
{=—12, —4, 2, 3, 5, 6,8, 12, 20, 0, 4,.
3= 3, 2, —h, —12, 20, 12,8, 6, 5, k, cc.
76¢ solution : =y =6, =3, t=12, a=b=y, c=3 d=1.

178. r = /4 donne

el w

e

=

+

S

pour [z|>5, |¢]| > 5 pas de solutions; or 5 = 6 donne

~
Il

o:l:
.

(2 2 1> 5 |4 3
max.|( — + = — -} ==, x_ 2
y s ¢ 7 3. p
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On a d’ailleurs

180. Soient p=¢=r=2, y=z=1=—18.

77¢ solution : xr—y—s3=—18, t=3

N
I
S
I
o
I
g
R
I
e

I8l. p=¢g=2,r=3,t=3=18,

y=-—09 w—==%
182, p=q=2,r=4,1=5=y,
y=—3t
p =2, =g =3 donnent
t—==6.
p =2, ¢g=3, r =/, donnent
t:%.
p =2, g =r =4 donnent
l:%
183. p=¢ =r=3 donne
y=s5=1t=9
78 solution: x—=y—=s5=¢9, (=3, a=b—=c=% d=1
184. p=¢g=3, r=4,
1 1 i b} 3
- — - —
L 3 y 12 7

Les autres essais sont inutiles.

185. Revenons au n°® 25, et soit x = 4. Les équations a résoudre sont

2 1 I 2 2 3 5
————— ) -t =t =7
5 3 t u 2 ¥ 3 P 4
2 I I 3 2 2 1 3 5
————— + === S — - =,
3 A ¢ t (4 z q 4
1 1 . 2, 2 1_|_3_5
t y 3 w2 5 ¢ y r 4
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Prenons I’équation

[ANEN]
N

-+ -

S~
l

b

|
Bl o

=L -

z|>6, || >6, |y]| >3, |r|>giln’ya pas de solutions.

pour

186. Soit y = —6. On a

3
+ - =
p 12

AN

1
14

qui, pour [z][>3, [¢]|>1, | p| >3, n’a pas de solutions.

2 3 3 3
max. <E__%>:Z’ g—; ;Z, p==2, 3.
p = 2 donne
2_r_t r,.1r_7.
3 t 12’ z+q_12’

cette derniére n’aura pas de solutions si 'on a simultanément |=|>3,

lg]>3.

9= 2 q7=3,
z=14.

2 =4 donne

I
fo

79° solution : r=y=12, y=14, (=—=—86, a=b=3, c¢=3, d

187. p =3 donne

[ANEN]

= 4’ ’
t—=—12, —
=14, { = -—-12 donnent
9=1
188. Revenons au n° 185, et soit y = 4. On a
2 2 3 3
S s= 5,
& [A r 2

qui, pour |z|> 4, [{| >4, |[r]|>6, n'a pas de solutions.
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Soit z = 4, ona
2-4—3——1
t r—
t—=—"h, —1, 1,3, 4,5, 8, =, 2.
126 ,y.
p= t+4ellm1ne 5.
S8o¢ solution : x:y:z:t:fh a—=b=c=d=17%
81¢ solution : x=y=23=A4, t—=38, a=b=c=4%, d=1.
82¢ solution : x —=y—=23=4, = oo, a=b=c=3%, d=15.
189. Soient maintenant |z|>4, [1]| >4,
2 2 4 3 3.4
max.{ -+ -} =z - — =<2 r=n2, 3, 4
<z+t> 5 .2 7| =5 22
- = 2 donne
I I I 1 I I I 1 I
3 =14, —= -+ 5 - = — 4 == -
g s 4 p 5 4 r g 2
q=—2 1, 3, 4,6, ©, 2,
p= 1,—2,6,4,3, 2, «.
4 . e .
z=_2F ehmmep:—z;z:/[‘q(; élimine ¢ = — 2.
h—

5 —12, o, b

83¢ solution : x=y=4, s=12, t=—12, a=b=%}, c=5, d=4
84¢ solution : x=y =4, (=z=om, a=b=%, c=d=}

190. = 3 donne

1 4 1
sk
t—=—12, ——/h 2, 3, 5, 6, 87 12, 20, ©, 4,

2, —h, — 12, 20,12, 8, 6, 5, &, .

F= 3,
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123

q:5+12

élimine 8, 20.

85¢ solution : x=y=14, z=6, t=12, a=b=2% c=%, d

1Ol
.

pour |z|>5, |¢| > 5 pas de solutions.
3z =15 donne

=~

40
7.

=
192. Revenons au n° 185 et soit y = 5. On a I'équation

—29

_

I
57 20

N

RS

+ 7+

W

~+

Il
=) Ut

qui pour |5| >4, |t| >4, |r| > 6 n’a pas de solutions.

2 2 4 2 3|_4
max. - )= = - — <2 r—_— 3, 4
<‘ t> 5 20 r|=5’ %94
Pour r = 2,
1 I 1 1 1 3
e m— e, - = -+ — z =175, 30, — 20, —10.
z ¢ 4o g 5 10
035 ' .
{—— 4 élimine z = 5, 30, — 10.
5+ 4o
5 =—20
donne
t= fo

193. » = 3 donne

1 1 9 120
-+ - == d’out U= —.
PR P 13
194. r =4 donne
! -+ =2 d’ol w=22
5 {20 -3

Fac. de T. — VIL F.2o
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195. Revenons au n° 185 et faisons y = 6. On a I’équation

qui pour | 3| >4, || >4, || >6n’a pas de solutions.

Ona
2.2\ 2 17 _21<2 —
max.<z+t>_3, T35y r==2,3,4.
196. r =2 donne
l+l__ 1 ]_l+l
st 24 g = 3’
5=—12, o0,
t= 24, —24;
3¢ 4. . .
p= ;= ¢limine 24 et (— 24).
197. r =3 donne
1 r_>3 1_1_ ! 1_ 1, L
3t oy q s 6 p t &
pas de solutions acceptables.
198. r = 4 donne
LR
PRV

t=—26, 2, 4, 6,12, o, 3;
5= 2 —6,12,6, b, 3, 0.

who

I

86° solution: xz=y—=35=©6, t=4¢4, a=b=c=4, d

199. Reportons-nous aun® 185 et soient |y | >6, |z|>6, [¢]>6. Ona

1 1 I 1 1 1 5 I I 1 3
— - - = === avec max.( — 4+ - + ~ ) ==
’ 4 y 3 t Vi
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200. p = ¢ =r =2 donne

87¢ solution : x=y—=s5=—12, t =4, a=b=c=7 d—=1L,

201. p=¢ =2, r=3 donnent

J— 36
Y =—%"

p=¢q =2, r =/, donnent
s=t¢=12, y =—=6, solution déja trouvée (79° solution).

p=¢q =2, r=>5 donnent

— 60
=

p =2, ¢ =r =23 donnent

D

3, r =4 donnent

P=249
p=2, ¢ =3, r=2>5 donnent

p =2, g =r =2/, donnent

t—=14, y=25s=o0, solution déja trouvée (84 solution).

p=2, g =r=>5 donnent

p=¢q=r=3 donne

88e solution : x =14, y=s=t=12, a=—b—c

Y
1
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p=23, ¢g=r =14 donnent

— 36
t=3p,

p=3, g=4, r=>5 donnent

[~

I

-+

W |
o~ -
-
o
0w

[XL[ =

les autres essais sont inutiles.

203. Revenons au n° 26 et faisons = 5. On a a résoudre le systeme

2_r_1,3_3 3,2 2 _1_6
¥ 3 [; w5’ p _‘y- 3 t 5’
2 1 1 3 3 3 2 2 I 6
————— + - =2 =4 — ==
z t y v 3 qg y t s 5
2 I 1_‘_2_3 3+2 2 L_G
t ¥ 3 w5 r Z+z y_:_')
Prenons I'équation
2,2_1_.38_6,
y & t p 5

pour |y|>6, |z|>6, || >3, |p|>10, pas de solutions.
204. Faisons y = — 6, on a

_|_

~lw

nw

I
t

pour |z]| >3, |t|>1, |p|> 5, cette équation n’a pas de solutions. On a

2 I 3 23 3.3
max.{ - — — | = =» — — |2z p:2,3.
\ 3 ¢ 5 15 pi~5
p = 2 donne
2 1 1 . 19
- — = d’ol = —-
3 t 3o 2
p = 3 donne
2 1 8 1 1 13
- — = —> -+ - = —;
3 t 10 E4 q 10

cette derniére équation n’a pas de solutions.
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205. Revenons au n° 203 et faisons y = 5. On a

qui pour |z|>4, |¢|> 4, |r| > 6 n’a pas de solutions. On a

2 2 4 7 3| 4
max.( -+ - )= £ ——|S3 r=2, 3 5.
<t+z> 5 5 r|=5 '3 4
r =2 donne
2 2 1 I I 3 I 1 3 i I
S S=——s s = oy — = ey = —
4 3 10 (4 4 10 w 3 10 (4 34 20
p= 2, 20,
w =20, 2,
t — 5 . 7oy r
____, tdonne une solution déja trouvée.
s=—4
206. r =3 donne
1 I T 15
- +-=3 d’ou U= —-
t+z 5’ 2
r = 4 donne
I 1 13 ) s o
-4 —= > d’ou u-—é——
t 3 4o 7
r=2>5 donne
112
¢ 3 5
z=-—10, 2, 3, 5, 15,
t—= 2, —10, 15, 5, 3.
89° solution: x—=y—=s=—1t=>35, a=b=c=d=341.

qui pour | z| >4, |t| >4, |r| > 6 n’a pas de solutions.

2

/)

2

2
— 3’

2 2 41 3
max.(z—i— _37 3—0——:

LAY

r—=a, 3, 4.

F.173
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1+1__ 1 I__I+1 1_1+1 1+1__3
ER 9 s % p ¢t ¥ p q 5
p= 2, 10,
q =10, 2
¢ =10 donne
s—_ 30
=30,
r =13 donne
L It Qo 20
I = — u— =
3 ¢ 60’ 3
r =/ donne
1 1 17 . 6o
- 4+ - = = d’ou Uu— —-
3 ¢ 60’ 11X

208. Revenons au n® 203 et supposons |y|>6, |z|>6, || >6, d’'on

<2 2 1> 5 i6 315
max.( - + - —~ | ==, = — ==
y s ¢t 7 5 plTy
P=2 3’ [h 5’ 6)
q, r=2, 3, 4, 5, 6.
On a d’ailleurs
T T I I 1 1 6 /1 I 1 3
T e e e avec max.(— —+ -+~ ) ==
y s ¢ P g ro9 y = ¢ 7
p=q=r1r =2 donne
r r 13 ey —
y st 0 y=s=t=—10
9o° solution: x—y =5=—10, t=>5, a=b=c=1%, d=21>.

L] -

=

On a d’ailleurs
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qor

U= 55—
431 — 4o’

pas de solutions.

P=29=4,r=4,5,6

6or .
= 7 — %o’ pas de solutions.
p:z, 9:57 ]‘:5,6
3or .
=137 =20’ pas de solutions.

P =2, ¢g=r =06 donnent

p=¢g=r=3 donne

91° solution: x—y—=s5=15, t=>5, a=b=c=3

X
I
=

o
»

210. p=¢g =3, r=4, 5,6 donnent
Lo r

= —— S i .
T9r — 30’ pas de solutions

/

p=3,9=14, r=4,5,6 donnent

18or .
u= T — 170’ pas de solutions.

p=3, ¢g=>5,r=>5 donnent

LI S 6 1 27 - 3
¥ 5 ¢t 5 3 5715 7’
donc les essais suivants sont inutiles.
211. Revenons maintenant au n° 26, et soit x = — 6. Le systéme & ré-
soudre est le suivant :
3 2 I 4 2 2 i 3 5
-t —— = — — = = — _— = — =
Y 3 t 3’ y + 3 t + % 6’
3 2 I 4 2 2 I 3 D
- 4 - — - — = = - - — = - =
) st y 3 i+ Yy = + g 6
2 1 I 4 2 2 1 3 )
S — —— = = 5> S+ — - D=
12 y z 3 P t ¥ r 6
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Prenons I'équation

pour |y|>6, |z] >3, |t| >3, |u|>09, il n’y aura pas de solutions.

212. Soit y = — 6, alorson a

qui pour |z|>5, [z| >1, || >1 n’a pas de solutions.

max 1—1—1 =1 5 3|1 u=2
\z"1t)" % 37 w|=3 -
u = 2 donne
1+1_ 1 1__1+1 1_1+1 1_1_1_l 15
P t 6 vt 5 w s 2’ v oW 676
v=r1, v =2,
w—=—06, W=
¢ =1 donne
t—=2
¢ = 2 donne
t = oo, 5=—256
. ]
g2¢ solution: x=y-=—=3—=—6, t = oo, a=b—=c=3, d=13. |
213. Revenons aun® 211, et soit y = 6. Ona
3+2 13
v s ¢t 2’
pour |¢|> 6, |z|> 4, || > 2, pas de solutions.
2 1 I 3 3| 1
max.(———):—, - — S v—=2, 3
3 [A 2 2 (4 2
9 — 2 donne
t d’ou u 6¢
=2 _—
o ’ 2t + 3
t—=— 6, oo,
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93¢ solution: r—=y—=ow, 35=6, t=—6, a

Il
S
Il
I
Ny
1l

214. ¢ = 3 donne

2 I_I

s (2
t—=—r1o, 6’ o,
5= 5, 3, &,

aucune solution nouvelle.

215. Revenons au n° 211. Supposons |y |>6, |z| > 6, [{| >0,

/ / /A
I I 3 / .
max.( ~~~~~ =3, 2 —21<d, u=—2, 3;
. s ¢ 7 3 u|7y
de méme
g, w=1, 3;
mais
/
1 1 y
- — =2 d’olt ==, =9, w=—=3,
u ¢ W 3
2 1 I
y = ¢ 6
2 I 11
3 t y 6’
1 1 I
_____ - -,
¢ Yy s 3
o I 11 L
Y== t )'_6’ p y_z’
—s5—o, (=6,
y =12, t—=4.

Pas de solutions nouvelles.

216. Revenons maintenant au n° 26, et faisons x = + 6. Le systéme a
résoudre est le suivant :

2 2 2 I 3 7
y T i TuTy yrIT it rTE
2_r_1_3_2 2, 2_1,.3_7,
s ¢ty ¢ 3 t y s q 6
2_ 11 12 2,2 1. 3_7
¢ ¥ 3 3% 3 5 t ¥ r 6

Fac. de T. — VII. F.23
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Prenons I’équation

=

R. LE VAVASSEUR.

nlw

+

Il

N
I

1
t

pour | y| >0, |5|>6, || >3, |p| > 10 pas de solutions.

217. Essayons y = 6. On a

[ANEN]

+

S|
+

N
I
Wl &~

qui pour |z| >4, || >4, |r| > 6, n’a pas de solutions.

2 2 2 4 3|_2 .
max. (= 4+ <)== e donne r—o, 3, 4.
<5 > 3’ 37078 » A
r = 2 donne
I I I I 1 I 1 1 1 I I 7
-+ == - = = 4 — =~ 45 -4 - ==
3 ¢ 12 P ¢ 3 q z 3 P q 12
q=2,3 5 =26, oo,
p=12 4, t=—14, —12.
94¢ solution : x=y==6, t—=—12, s=ow, a=b=3} c=4, d=q5
218. 7= 3 donne
L 1 1 L | LS L
- - = = - = - - - = - = - - =
st 6’ p ¢ 6’ qg % 6 P q 2
g=—2, 3, 4, 2, 3=26, 12, 3,
h —1’ 69 —/I’ e, t =, 12, — 6
gd¢ solution : xr—=y=:=—=6, (=, a=b=c=3, d=).
g6¢ solution : x —y =6, t—=s=12, a=b=23, c=d=17.
!
219. r = /4 donne
1 1 . 24
-+ :—7—,, d’ont w==.
3 14 2% J
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220. Revenons au n° 216; supposons |y| >0, |z]| > 6, || >0,

G+i-0=5 [i-:ls
max.( - +=- — =) =23, 7 __20<2)
y s ¢ 7 6 pl77
d’olt
P’ q’ r—=2, 3’ [h 5’ 6-
D’ailleurs
ror r,r r,r_7
Yy 5 ¢t p q r &
on a
<2 1 1> 3
smax. (= + -+ - ) ==
Y 3 ¢ 7
P—=49=2
I 1 I I 1
r=a, 3, 4, 5, 6; ;+E+?+F:65
donc
[—l—§—|—2‘—”
6 u 76
_9r g R .
U= élimine 7 = 2, 4, b, 6; reste
5r —6
r—3,
2, 2,2 ! t=z—=o —_6
y 3¢ % —%=% y=—5

solution déja trouvée (93¢ solution).
P=2 9:3, r=3,4,5,6,
1

—+ -+
Y

~ |
N -
I
[SSC

Q-

6r ..
u = w—— élimine 3, 5, 6; reste
—4

3r

~
Il
&

2
=+
Y

tl N
_|_
N
[l

¢ = 6 ne peut donner qu'une solution déja trouvée.
P =2, 9:47 r=ya4, 5a 6a

| o

+ =+

W=
o~ -
_|_
N'l—d
1
-

]

XL~

367 T .
= - ':/
Pp——t élimine r = 4, 3, 6.

F.179
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~ ~
p:_—z, g:\), 7'—-3, 6,

1 I I I =
— - ==L
3z 1A r 19
07 e .
u=—2"_ élimine r == 5, 6.
4i1r — 6o
p=2, gq=r=>5,
1 1 1 A . 5
—— = 2, d’ott t,—_lL.
y = t 15 13
Y — g '..
p:q:3’1—3’4?3,b’
I I 1 I 1
e e =T
s ¢t r- 2
— 9" alimine 3. 4. 5 L
Il——melmlrle ,i.l, D,FGSQ
r—=,
1 I 1
-+ -4 - =3 d’ol t =6.
y 3 t 3
P’:j? q:-/l? r=14,5, 0,
1 1 I 1 7
o T
Y < 4 r 12
120 g . .
= ——— élimine 7r = 5, 6; reste
5r —8
’:—/h
1 1 1 1
—_ - 4 - = = t—==6
¥ 3 t 3
p=3, g=>5, r=>5,6,
1 1 19 19 _Li
—+—:+t+ ~ 30’ 3o — 3o
les essais sont inutiles.
p=qg=" r=+4, 5,0,
I+I+I+I_2
y z t r 3
r =4 donne
2 1 i 3
=9, 2_1_3.3
2 3 b} 1d 7
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p:/h q = 5, I":S, 6,

w
=

+ =+

v
g

=}

V
Nl w

~| =

il

=~

les essais sont inutiles, ainsi que ceux qui suivent.

221. Revenons au n° 26, et faisons x = — 7. On a I'équation
3 2 1 19
Wty TETiT

3

u

’

~1 O

A
<
7

d’ou
u, v, v==2, 3, 4.

Mais

I I 1]

u ¢ (14

Il

7.
'9":
donc, pas de solutions.

222. Revenons au n°® 26, et soit x = + 7. On a

3_8

équation qui, pour |y|>7, [z] >7, [¢| >3, |p|> 10, n"a pas de solu-
tions.

issayons y = 7; on a
4

N1 O

_|_

SN
~ 1o

SN

3| >4, [t >4, || >7, n’apas de solutions.

*

¢quation qui, pour

2 2 4 3.4 .
max. (= + - ) =2, 9_.2 <3, d’ott r=—oa, 3, 4.
3 ¢ 7 7 7
r = 2 donne
r, 1 3 Toi 28
- - = —= ou U —= —(~-
z ot 28’ 3
r = 3 donne
I 1 1 21
-t - == d’olt U= —
s [2 7 4
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=/ donne

LI QL d’oi 26
— - = o— U —_— —
= ¢ 56 13

223. Supposons maintenant |y | > 7, |z|>7, || >7,

max. (= +2 — 1 =3 8 _3]<2
Ny = ¢ -8’ 5 p|=%

7 P
d’ot
Pp=2, 3, 4 5 de méme q,r==2, 3, 4, 5.
D’ailleurs
1 I I 1 I 1 8 1 I 3
—H -+ - F+-==, max.(—+-+-|=3
Y s 3 P q r 7 ] Fs t 8
~
P=9=2 r=2,3,4,5,
1 1 I I !
-t - =
Y z t r i
2 1 1 3 5
————— + - = -
v z t u 7
2 2 I 3 8
-+ =o,
3 t Yy r 7
I I 1 ) 3 13
— A - - == —
y = u
T e -
u = ——— élimine rr = 3, 4, 5; reste
hr—7
)
r—a, d’olt t:—“-%—-

p=2, 9=3, r=3,4,5,

1+1+1+1 13
y = t 7 4o
1267 ..
_ e : = A .
R . A élimine r =3, 4, 5
p=2 qg=4, r=»4,5
LU I
y s t+r_28’

84r

= 776 élimine 4, 5.
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p=2, g=r=>5,

1 1 1 17 210
-4 -+ = = —
Y 3 t 10 29
p:g::37 ":3)47 5.
] 1 I 1 10
— e m s = —
Y z ¢ 7 21
63r e . .
U= —— ¢é¢himine rr =3, 4, 5.
297 — 42
p=3, gq=4, r=4,5.
1 I 1 I 47
S =2
¥ 3 ¢ 84
252r e , -
U= ——— élimine 1 = 4, 5.
1097 — 168
p:j’ g:]°:5’
I I 43 315
—_— -t - 4+ - = ) (o —.
Y 3 14 100 71
P:9:4; r——/la5?
1 I 9
——|—-+—+_:*77
) 35 ¢ ’ 14
har T I
U= ——— élimine r = 4, 5.
170 — 28
p=¢qg=r=>5,
1 1 1 19 105
-+ -+ - = 2, t— —
Yy s 35 19
224. Revenons au n° 26, et soit .« = — 8. On a
2 1 1
————— -+ — 5
y = 4

On a

- 27
57 Uw=—=2,9,4.
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Or

e
1 9

-t -+ — =5 H—=¢=—=2, (w—y_
4

est la seule solution.

0lt

g7° solution : r—y—=z=—28, t=38, a—=b=c=3, d

225. Revenons au n° 26 et faisons « = 8. On a I'équation

3
»

+

Il

-+ g:

KIS
ulw
~ ] =

qui, pour |y |>7,]z]>7,|t]| >3,|p| >9, n'admet pas de solutions.

Prenons I'équation

2 1 3 3
_____ “+ - = 7
¥ z u 4
On a
/
1 1 1 3 3.1 .
max.{ - — - — - = - - <55 u=23,4, , 12,
y s t 2 4 u|=2

et de méme

Or on a
I 1 I 3

—_ 2
u 2 w4

qui, pour | u| >4, |e| >4, |w]| >4, n’a pas de solutions.
© = 3 donne

1 5
+ - = —
. (% (3% 12
v = 3: -/h
w—=12, 6.
u = 4 donne
I I I /
-t — = u=—=y ]
¢ 3% 2

226. © = 3 = ¢, w = 12 donnent

K=
+
At
<
|
LX)

pas de solutions acceptables.
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©v=3, 0=/, w==6 donnent

11 1 1_1+1 x_+£__§.
Z—;—FB’ Z_y 6’ y p_ 8
pas de solutions acceptables.
Uu=y¢=w=4,
T I 3
o 2.1 _9° ,— /
y=s=I, y—l—p_s, y =38, 24.
98¢ solution : x—=y—=s5=1t=08, a=b=c=d=3}
99° solution : x =y =7z =24, t =38, a=b=c=3, d=14

227. Revenons au n° 26 et faisons z — — 9. Ona I'équation

1 4 T1 3|4
max.{ — — - — - -47 ————-éia u:2,3;
3 14 9 9 ul—9
de méme
v, =2, 3.
Orona
I 1 [ 11
u v 9

donc pas de solutions.

228. Revenons au n° 26 et soit z = + 9. Alors on a I'équation

I 3
—Z+;——‘7

3NN

+

KD

qui, pour [y |>7, | 5| >7, 1] >3, |p| > 10, n’a pas de solulions.

On a aussi
2 11 3 = 2 1 1\ 4 7 3|4
¥ z'—z—l-;——g: max(;——z—;>—-§’ l:(;_u :9’
u, o, w=2,3, ..., 9. :
F.24

Fac. de T. — VII.
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D’ailleurs

Il

1 I I 7
-4 -+ = )
u Y w 9

équation qui, pour |u| >3, |¢| >3, |w|> 3, n’a pas de solutions.
© = 2 donne

1,or_5
14 w18
v =06,
(V:g.
u = 3 donne
! -+ L = éa
(¢ W 9
¢ =09,
‘V:g
Mais w = g donne
2_ 1 L d’olt t—= —sz=—g¢9 (inacceptable)
Ty T =9, Jy=z=—9 ptable).
229. Revenons au n°® 26 et soit x = — 10. On a I’équation
2_1_1,.3_6
y z ¢t w5

2 1 1 2 |6 3l.2
max.| — — - — - = = - ——|s= u—==2,3;
()‘ 3 t> 5 15 u|=5 T
de méme
¢, w=—=2,3
Orona
1+1+1_6'
u 4 w5’

donc pas de solutions.

230. Revenons au n° 26 et soit z = -+ 10. On a I'équation

?l_’«ll

-

b p 10

qui, pour |y| >7,1z[>7,[{]|>3,|p|>10, na pas de solutions.
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On aura aussi

9_!_1_'_3_4 max 1 I\ 1 2 21 [_;_3’<21
y 3zt u 3% "y ) TEs T TR 5 w|=5’

1 1 1
-t -4 — =
u (4 w

’

équation qui, pour | u| >3, |¢|> 3, |w| > 3, n’a pas de solutions.
Or u = 3 donne ‘

T

-7
-+ -——15’

I
w

ul n’a pas de solutions acceptables.
q Y P

231. Revenons au n° 26 et supposons |x|>10, |y|>10, |2|> 10,
|t]|>10, d’ou

2 I 1 1 6 3|, 6
max.({ — 4+ — — - — — = — I— ===
x y z 3 11 u 11
donc
P, q, 1 u, 0, w=2,3,4,35,6.
D’ailleurs
1 1 1 I I 1 1 1
-—— -+ - —-=0, - — =4+ - —-=0;
Yy = u 12 Yy 3 q 1
done
I I I 1 I 1
=t == 4+ -=g0.
« r v q w p

Voici les valeurs que peut prendre o; elles correspondent aux combi-
naisons 2 a 2 des nombres 2, 3, 4, 5, 6 :

2,2 donne ¢—r1; 2,3, o=1%; 2,4, o=1%; » 9, o=1%;
2,6 c=2; 3,3, o=%; 3, 4, o =15; s 9, o=+
3,6 0u 4,4 o=1; 4,5, oc=42=; by 6, o= » 5, o=1%;
5,6 0':;11); 6, 6, U:%;
¢ =1 donne
I 1
Z =0 U=yv=w=p=¢g=r=—2;
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¢ =3 donne
1 15
Pl u=v=w=2, p=qg=r=23;
o =2 donne
1 I 3
;—;—;:Z, U—y=w=—2, p=qg=r=4;
T
¢ = {; donne
1 17 o _ ..
e = u=v=w=2,  p=q=r=5;
¢ =} donne
1,12
u r— 3
u—=v=w=2, p=q=r==~6, u=2, r==6, w=—p=q=3,
u=yv=w=p=q=r=3, u—=v=2, r=q=6, w=p=3;
¢ = 5 donne
1 1 p
l_t+7‘:_1_2’ u:v—W:.?», P=q=r=»4;
¢ = = donne
1 1 8
Z+;:B’ U—yp=—w=23, p=q=r=>5;
¢ = 5 donne
1 11
~+_:—,
v r 2
u=yv=w=3, p=q=r=6, u=3, r=6, v=w=p=qg=4,
Uu=yv=w=p=—gq=r=A»4, u—=v=3, r=q=6, w=p=A4.
)
¢ = 55 donne
1 1
Z+;—%’ u—v—=w=—»|, p=q=r=>5;
¢ = donne
1 I 5
Pia-Edeed) u=v=w=»4, p=q=r==6;
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¢ = 2 donne

5

1
o = 4; donne

1 1
— == 5
u r 3o

Enfin ¢ =} donne

—l+l—‘l U=¢p=w=p—g=r—=6
«TrTY —rEwEp=g=r=0
Soit d’abord
—v=w=p=g= d'od —y=s=t, 24—,
u=y=w=p=—gq=r, ou r=y=s35=t, x+u—
2U ’ye . / 5 R
x:u_sehmlne u=2,4, 5. Reste
XT=y=s5=1[(=o00.
100° solution : x=y=sz=t=w, a=b—c=d=2
232. Soient maintenant u = ¢ = w, p=qg=r,ona
§+-9:3, =% d’ou x = oo,
x u u—3

I I 1 3

— 4=+ -+ ==I.

y & ¢ P
t=y=z=—P_¢limine p=2, 3, 5, 6. Rest
__y_.z_p_gelmlnep_z, , b, 6. Reste

p=4.
101° solution : x—y—3z=—12, t == oo, a=b=c=2, d=_.

233. u=2,r=6,v=w=p=¢g=23 donne

=y —=—12, z=t=12.

102° solution : =y =12, F=t—=—12, a=b=3%, c=d=4x.

=~
™)
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24 u=v=2.r=¢g=3, w=p=23 donnent
y=s5=oo, xr =—06, t=06;

solution déja trouvée.
u=3,r=06,0v=w=p=g¢g=/4 donne
6

On ne pourrait donc que tomber sur des solutions déja trouvées.

235. Nous pouvons maintenant résumer, dans le Tableau suivant, les
solutions que nous avons trouvées.

La méthode que nous avons appliquée nous permet de dire que nous les
avons trouvées toutes :

1 3 1 5 5 2 5 3
a=b=c=d=2 1 3 5 3 3 8 5
tlafr] 53|53 7 2]t]|r]1]x 31313]3]3]3]|3
a—=b—=c=|-|=|3| = ||zl = |Z|s5|=|-|=|=1t|=|5| =| ===~
20213 9 |418|5  12|3|2]2]|2]2 G414 414141 4
d 3101312 o )3 | x|x|8 2] |5]x|1fx| 7|8 1|85
_5061804103643 6|n|6|4]12]10|3]8]|12
- §211232§
R B PRI 313134
e A AR A
c—_Z§1232221212
a—b— Y E3 2] ] 8332223502 !
R R PPN A Y R A A A RS Y P Y I P I Y e B e Y
_ VARSRAR R R VAL R R R RV RN LR N
0*011122320122664410618124n20
d— L\ o L[S 13y rigp 32ty ) 113
—lala 61316l10|l 3146 38105|T§3§ n 2
a=1]2]2
416
— D72
b__2123
M
— XLt
c=1313 |3
1|51
=153
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e | 33 2|2 352 5]5]5|2|2]2]2|3]3
__44333725839§8§12121255
a=| 2115|7125 1l z|x] 5] 2|39 nf
" |20/2]|3 621512?1@9263124101_5
a—b—| |2 33213 23|y 23223

- 31414138 1252|123 |4|31/3|%
e= | L2 1|22 |x B3 507 75

T |6|6|12| 212|243 |15|6|4|6]|12]12|6] 2]
d_1115i51131_5_531
12033 112|12|12] 2115|3] 2 |1al12! 2 132l12
_0_22§52

— 7 13(3|8/ 8|3

_|5ltlz]m| 2|

d=151518|37 11
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CHAPITRE V.

236. Soit
o(u) = u~" (0 —1)P=" (u— 2=t (0 — y )P

Je poserai, avec M. Picard,

0 1
Uozf e(u)du, U,:f o(u)du,

£ x Yy
U”:f o(u)du, Ux:f o(u)du, Uy—_—f ¢ (u)du;

a, b, A, . sont des nombres réels satisfaisant aux inégalités
a>o, b>o, A>o, ®>>o, a+b+h+p<3.

Les arguments de u, (¢ —1), u— x, u— y sont choisis d'une facon
arbitraire, mais bien déterminée au point u,; ensuite, on les fait varier
d’une facon continue.

Cela posé, choisissons les trois intégrales

Wy == Ux_ UO;
Wy =— Uy_ Uy,
g — Ul —_ U(.

Les chemins suivis par le point d’affixe u étant ceux qu’indique la

fig. 14, imaginons que le point z tourne autour de I'origine dans le sens
direct. La substitution correspondante, calculée d’aprés la méthode de
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M. Picard ('), sera
oy (2a+220)w, *)

Si= | w2 wa+[(2h) —1]w,
[OF W3+ [(2)\) ——'1](1)1

Supposons maintenant que le point « tourne autour du point 1 ( fig. 15),

Fig. 15.
/’}i\\

0] i )

cette fois dans le sens inverse, on aura la deuxiéme substitution qui suit

0y o+ [(—22)—(—26—22)](ws— o)
S, = Wy W2

Wy o+ (—2h) (05— w;)

Un tour du point x, dans le sens inverse, autour du point y ( fig. 16),

donne la substitution suivante :

o1 o[ 1—(—2 ) (—ad—2p)] + (—2h—20) [1 — (—2)] j0r[(26)— 1] )
S;= |02 01 (26) [1— (—21)] + (— 20) 3 + [1— (25)] [1 — (— 2})] g

w3 W3

Laissons maintenant « fixe et faisons tourner )y autour du point 1
(fig. 17) dans le sens direct. On aura une quatriéme substitution

AV
S, = | w2 wy+(2p)[(20) —1](w; — w3)
o5 on - [1— (2] (02 — 3)

(1) Bulletin des Sciences mathématiques, 2f série, t. IX, année 1885, I'® Partie, p. 202.
(2) Jemploie toujours la notation (@) pour eima,
Fac. de T. — VIL F.25
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En faisant tourner le point y dans le sens direct autour du point x, on
trouve la substitution S;'.

Fig. 17.

=<

Enfin, en le faisant tourner dans le sens direct autour du pointo ( fig. 18),
on trouve la cinqui¢me et derniére substitution qui suit

o [(2p) -+ (—22) — (3pp — 30 ]y (— 2 b — 20 [(2p) — 1] m
(=) [(2p) — 1111 — (—25)] oy
wy [(2a4+2h42b+2p)— (2a+2b+2p)— (20 + 2k +2p)
— (2 —22) 4+ (2b+2p) 4+ (2p) + (—22) —1] 0y
S;—= +[(op=2b—2%) + (2a +2p)—(—20—20)—(2p) +1] 0,
+[(ra4+2b+2p)— (2p—2b—21) —(2a+2y)
—(2b42p)+(2p—21) +(—2h—2b)+(2p) —(—22]oy

ws [@p) —1][1—(—2M)]o,+[(2p) —1](— 20— 20) 0,
1= (=20 4+ (2p—21) +(—2b—20)—(2p.—21—2b)]w,

L’équation déterminante relative a S, admet la racine double s =1 ct
la racine simple s = (2a + 2); celle relative & S, admet Ia racine double
s=1 et la racine simple s = (— 2%k — 2b); celle relative & 5, admet la
racine double s = 1 et la racine simple s = (— 2A — 2u); celle relative a
S, la racine double s =1 et la racine simple s = (2 + 20); celle rela-
tive 4 S, admet la racine double s = 1 et la racine simple s = (2a + 2u.).

237. Nous nous proposons, dans ce qui va suivre, de former la forme
quadratique ternaire a indéterminées conjuguées, que les cing substilu-
tions précédentes laissent inaltérées, au cas ou I'on prend pour a, b, A, w
I'une des solutions données & la fin du Chapitre V.

Soit

Ff=Am o+ A o0+ A 0;0;
+Buw,wl + Bywlus+ B ogel + Biodn, + B o 0]+ Bjojo,

cette forme, A, A’, A” étant des constantes réelles, B et By, B" et B,, B et
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B! des quantités imaginaires conjuguées, w}, oy, w; étant les imaginaires
conjuguées de w,, wy, 0.
Je formerai le déterminant suivant

A B, B
5= | B’ A" B,
B, B A’

et chercherai dans quel cas il est nul, en méme temps que tous ses premiers
mineurs, ou s’il existe des cas ou ¢ est nul sans que tous ses premiers
mineurs le soient.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que la substitution 3, laisse
la forme f inaltérée sont

B” sin(a + 3w+ (— a) (A + B,) sinkr = o,
B;sin(a+2)n+( a)(A"+ B )sinkn=o,
B’ sin(a+ 27w+ ( a) (A"+ B,)sininr = o,
Bj sin(a + M) 7w+ (—a) (A"+ B ) sinkn = o.

La substitution S, nous donne quatre autres équations

B sinAr = (A + 0)B; sinbmr,

B, sinAit =(— » — b)B"sinbm,

B' sin(A — b&)r = (— A)Asinbw — (— b)A” sinir,
B,sin(A—0)t =( MNAsinbn—( b)A"sinkr.

Enfin la substitution S, peut se déduire de la substitution S, par le chan-
gement de w, en w,, de w, en w,, de A en —w, et deben —b. On en
conclut

B’ sinprw =(b+ )B; sindm,

B, sinpm =(—b—p)B"sinbmn,

B sin(p—b)n=(—p)A'sinbr — (— b)A” sinpm,
Bosin(p —b)m=(p)A'sinbr — (b)A" sinpm,

ce qui donne, en les considérant simultanément,

oA =sininsin(a+ b+ ),
oA’ =sinumsin(a + b+ M),

cA’=sinbrsin(a + A+ p)mw
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ct
oB =— (A+a)sinbrsinpux,
oBy=—(—»—a)sinbzsinpr,
oB'=— (p.+ @) sinbrsinir,
oBy=— (— p — a)sinbzsiniz,
oB"=— (b — a)sinkmsinyr,
oBy=— (a — b)sindzsinpmz.

On en conclut

~

o*d =sinansinbrsinirsinprsin(a + b+ A+ p)7.

Or, parmi les solutions dont nous avons donné le Tableau & la fin du
Chapitre IV, nous devons éliminer celles ot 'un des nombres a, b, ¢, d
est égal @ 1 ou a o; en effet, nous supposons que, dans l'expression
o(u)=u""(u—1)""(u—2)"'(u—y)*', aucun des facteurs n’a un
exposant nul; et de plus, on doit avoir @ >0, b >0, A >0, . >o0. llen
résulte que les nombres @, b, A, w sont certainement des fractions, et non
pas des nombres entiers, ct, par suite, la condition nécessaire et suffi-
sante pour que ¢ soit nul, c’est que a + b + © + . soit égal ¢ un nombre
entier.

D’ailleurs, on a

3%a —5*(A'A" —BB,) — sinpmsindmsin(a+ ) wsin(a+ b+ 2+ p)7,
o’a' =5 (A"A—B'B)=sinbrsindzsin(a + p)wsin(a + b+ 2+ p)m,
s?a" = g*(AA'—B'B])=sindz sinpm sin (@ + 2)wsin (a + b + k + p)m,
a2 =7*(B'B"—AB,) = (—a)sinkrsinprsinvrsin(a + b + 4 + p)m,
20’ =32 (B"B—A'B)) = (—a) sinkr sinpm sinvrsin (@ + b + 2 + )7,

20" = g>(BB'— A"B}) = (a) sin;z sinpzm sinvr sin(a + b + % + @) 7.

Etil résulte de ces formules que, si 5 est nul, il en sera de méme de
lous ses premiers Mineurs.

238. Nous avons donc & partager les solutions trouvées au Chapitre IV
en deux catégories, celles pour lesquelles @ + b + A -+ p. est un nombre
entier, et celles pour lesquelles @ + b -+ A + @ est une fraction.

En nous placant & un autre point de vue, nous aurons a distinguer les
solutions pour lesquelles aucun des dix nombres @ + b, a +¢, a+d,
b+e, b+d, c+d, a+b+c, b+c+d, c+d+a, d+a-+ bnest
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entier. Pour les solutions correspondantes, le groupe hyperfuchsien qui y
est attaché est tel que le polyedre fondamental est tout entier & l'intérieur
de I'hypersphére limite; la surface du domaine fondamental n’a aucun
point commun avec celle de cette hypersphére. Nous allons examiner suc-
cessivement, en nous placant & ce double point de vue, les solutions trou-
vées au Chapitre I'V.

Premiére catégorie : a + b + ¢ + d est entier.

a=b—=c=d =1, 20—1=0, 2—3a=1, fa =2,

1

Vi(u—r) (u—w)(u—ty").

S=(— oy — 03) (0! +0)— o)), o(u)=

Les cinq substitutions fondamentales sont

1= Wiy 0, W3y By Wa— 20, Wz— 2w, |,
S, = | w1, W2y W3y, 3@ — 205, Wy 200, — 3 |,
S3=] W, 02, 03, 30+ 2wy — fwg, — 2@, — wy—+ Joy, 0,
S,=|w), gy w3y, @y, 3wWy— 2wy, 20,— W3],
Sy= |0, wg 02, — 3w — 205+ 4oz, 0y — 4w — 20, Dwy|.
a=b=c=d=2%; 20 =1+ 3, 2—3a=—,, La=3,
S = (01— 02+ {n3) (0) — o) —iw}), o(u)= : ! - .
Vu(u—1)(u—ar)y(u—y)
Si=[w, Wy 03y — 0y wy— (14 oy, w3— (1-+ o, |,
Som=|wy, wa, w3, (1) w3— (o, wy (IT— )+ lwy],
Sy=={ Wy, 0y 03, — L0+ (L — 1)+ 20, — ({4-1)0 4 (oy—+ 20y, 03],
S, =10, 03y 3y M1y LW+ (1 — )y, (14 0)wy— o],
Si= 1w, w03, —0;+ ({+ 10— 200;,
—2(i+ 1w+ (204 1w+ 2(0 —)wy, — 20, —+ (1 - () o+ (1= 24) wy |-
Toutes les autres solutions rentrent dans la deuxiéme catégorie.
Citons, par exemple, lecasa =b=c=d = 3. Ici
S=J(0:0) + 0;00) + /2 (@0los+ olw) + 0,0 + wyel,
ol

ﬂr
j:(i)::e", 0=—=—1.

On peut écrire
S =uug+ Legg— L,
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en posant
(== P

¢ =Wy W Wy,
W=y — w4+ (J —J?) w3,
d’oli, inversement,
oy=Lo-—1lw— 2u,
o= Lo+ L — ju,

Wy = U.

Voici quelles sont ici les cing substitutions fondamentales et leurs trans-
formeées :

Sl-—_—[(")l’ 03, W3 J'zwly "32—‘_(/"_'1)0)1’ w:,—l—(j—-l)&), [7
S, =, 005 — 2520+ (J2— J)ws, 0 (1—2)o,+ 2oz,
S, = oy, 02, 03 — 2/ 4+ (J —1wa— 3 0y (J — 1) o+ 2w+ 3w;, o],

S, — | @, Wy 03 W, —2Jwa+ (J — jH) s (1— Jlws+ Jou,l,

<

.

s=|wp w0y —20,+ (2= J)ws— 3203 — 6w+ (7 —3 /)0y — 62w,
. —3“’1‘*‘(/.2“‘./.)032“‘(1—3./‘2)0)3|
et

Si=lu,e,w JSut+3(/—1)—3(—0w, (P—u—3j0+50@— ")w,
(=P (=10 — (2= 3)w]

Se=|w,oyw Ju+i(i— e —3a—)w, (JP—ju—3 20 +50-—))w,
(F=fu+3(—0e—3G—3)w|,

Ss=luw,0,w w, ;3 —0)v—3(+1)w, =3 +1)0—3(/—3)w|,

Si=lw, 0,0 Sut+i(1—))0+30—=))w (J—/ue—3/0—3( +2)w,

: (SP=Nu+5(J+2)0+5(+4)w],

Ss=u, e, JPu+ (P—1)v 4+ (J22)w, 2(J2—1)u+ (27 —1) v + 2 (24 2)w,
2(23 4 1)1+ 2 (2 1) 0+ (2] + 3)w .

Le cas a =0 =c¢=d =23 est a rapprocher du précédent (il suffit de
changer ¢ en — ¢ dans les formules que I'on vient d’écrire). Ce cas a été
étudié spécialement par M. Picard ().

Je vais me borner, pour les autres cas, a énumérer les solutions
(a, b, ¢, d), telles que, dans le groupe hyperfuchsien correspondant, le

(1) Sur des fonctions de deux variables analogues aux fonctions modulaires (Acta
mathematica, t. II, p. 114).
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polyedre fondamental n’ait aucun point commun avec I'hypersphére
limite :

= - 5 3
a=b—c=d=2, L, 2, 2,
9 127 8 )
a—b—c— 2|23 |23 33 |3]33]3]2|3]2|5]3
R % =N I P A I I A B A A I B S A
g 7|13 x|z (310 f315 9 1|7 |5 4]
T 1814|103 |6|12]|10(3|8|12]|20| 2 |15]12|18]9g
—p—e= |2 2] Z]Z]2]|3]2]2
(l_b—c_Slz 12|12 5|5(8] 8
d_lgu?y_gnzz’
203 |12| 4 |10]15|8]24
a—b— 3332|5325 ]2|3|3]|z|3]z]2]|2
T4 4 41285 12| 912 4|8 125 12|33
VAR AN RS R ER VAR VA EVE IER L A N
6_65314106181212243154612’
de | D3| 7 3 2 2|3z 1|5
16|10l 3 8lio| 3|18 3|3 |12|2115]2112] 2
312213
(lb*zggz
_ 315|717
¢ =d= 55|51
En tout...... A+24 x5 +16 xX12 + 4 < 6 =310 cas.

239. Pour terminer ce travail, je veux dire quelques mots du probléme
qui consiste a chercher si le systéme d’équations aux dérivées partielles (8)
(n°® 6) peut, pour certaines valeurs de «, 8, 8/, v, avoir son intégrale
géncrale algébrique. Le probléme revient a chercher pour quelles valeurs
de a, b, A, . le groupe dont les cinq substitutions fondamentales sont S,
S., Sy, S,, S; est un groupe fini.

En premier lieu, cherchons si I'on ne pourrait avoir un groupe dont les
substitutions seraient de la forme

] Wy, Way, W3 AWy, b'l)‘.'; C(UBI’

a, b et ¢ étant des racines de 'unité.

Remarquons tout d’abord que chacune des cinq substitutions S,, S,, S,,
54, S5 doit avoir pour forme canonique précisément une substitution de
cette forme. Or les équations déterminantes des cinq substitutions consi-
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dérées ont pour racines (2a + 21), (—2b—21), (—2h—2p), (20+2u),
(2a + 2p) (voirn® 236).
Sotent
(2a +22) =A, (26 +2%) =B, (2h+2p)=C,
(20 +2p)=0D, (2a+2p)=E,
A, B, G, D et E étant des racines de 1'unité.
On en conclut
(2a) =A(— 22),
(20) =B(— 22),
(op) = C(—22);
donc
D =BC(—42);

donc A est réel et rationnel, et, par suite, il en est de méme de a, b, u.
La substitution S, sera de la forme indiquée si (2) = 1, d’ott il suit que
A doit étre entier. Alors

Si=|w, i, w5 (2a)0, 0, s

La deuxiéme devient
0w, (—2b)w;+[1— (—20)]w,
S,

I
g

s ;

W3 OF}

on en conclut que b doit étre entier, et S, devient la substitution iden-
tique. Alors

W (—2p)w+[1— (—2p)]w,
®q H

8§, =

l

on en conclut que w doit étre entier.
S, devient la substitution identique.

e
o

>4

3 W3

S, dans ces conditions se réduit aussi a la substitution identique, et
Si=lw, w0y 0y, 0 (2@)e, o]

Ainsi on trouve la solution suivante : @ rationnel, b, A, p entiers. Comme
on a

B+B—y=a—ri, y—a=2, B=1—12, Bl=1—p,

on en conclut que § et 3’ sont entiers, ainsi que y — o, y et « étant ration-
nels.
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Si, d’une facon plus générale, on cherche si les substitutions du groupe
peuvent étre de la forme

lwly Wey W3, AW, bwj; Cﬁ)kly

ou i, j, k représentent 'une quelconque des permutations des indices 1,
2, 3, on retrouve les mémes résultats. '

Enfin si I'on essaye de faire en sorte que les substitutions soient de la
forme |w;, w;, @y, aw;+ Bw;, y0;+ 0w;, cw;| ¢ étant racine de 'unité, et le
groupe | »;, »;, aw,—+ Bw;, Yo, -+~ w; | étant un groupe fini & deux variables,
on retombe encore sur les mémes résultats.

Drailleurs si 'intégrale générale était une fonction algébrique de x et
de y, elle serait une fonction algébrique de « seulement ( y ayant une valeur
constante quelconque). Donc le groupe formé par les trois premiéres sub-
stitutions prises seules devrait étre fini. Or les groupes finis 4 trois variables
autres que ceux déja considérés dérivent de plus de rois substitutions
fondamentales. Par suite, il n’y a pas d’autre solution que celle que nous
avons indiquée plus haut. .

240. Supposons maintenant que nous cherchions les cas ou le systéme
d’équations aux dérivées partielles (8), n° 6, admet une seule intégrale
algébrique.

Je n’ai pas encore eu I'occasion d’écrire les équations auxquelles satisfait
la sérieF, (, B, ', v; @, ) considérée soit comme fonction de x seulement,
soit comme fonction de y seulement. Ces équations, qui sont du troisiéme
ordre, ont été données par M. Picard (*). Les voici

(=) (2 ~3) 03
FBE+y+2)z+ (B —y—1)y—(2+23 +4)x"+(a+(3—ﬁ’+3)xﬂ%
+(B+1)[7 = (2a+ Bt 2)a+ (a— B+ 1)) ]9 —aB(B+1)z=0,
Yo=) =) 5
e

oy?
+ (B +0)[y— a4+ +2)y+ (a— B+ |)x]g—~; — B (B +1)3 =0,

+[B +y+2)y+(B—y—x—(a+2pf'+4) Y2+ (a+ B —B+3)xy]

(1) Comptes rendus de I’Académie des Sciences, t. XC, n° 22, p- 1267, 31 mai 1880.
Fac. de T. - VIL F.26
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Soit z = f(«, y) une fonction de deux variables qui satisfasse simulta-
nément aux deux équations. Considérée comme fonction de x, elle admettra
comme points critiques les points x =0, x =%, x =1, x =y

x=—=o, a=o,1,1+ 3 —vy,
Les racines de I’équation déterminante | & — o, cont b=o,B,+1,
. . n
relative aux points................. x =1, c=o,1,y—a— B,
x=y, d=o,1,1—p3—3"

Considérée comme fonction de y, elle admettra comme points critiques
les points y =0, y =, y =1, y = x.

y=o, a=o0,1,1+03—7,

Les racines de I'équation déterminante | y =, b=ua, B, 3 +r1,
relative aux points................. y=1, sont c=o,1,y—a—p
y ==, \d'=o0,1,1—3—3".

Si les équations précédentes admettent une intégrale algébrique unique,
ce sera une fonction algébrique de # seul, ou de y seul, les dérivées par-

tielles logarithmiques du premier ordre seront des fonctions rationnelles de
x et dey.

L’intégrale sera donc de la forme
s=a22y¥ (1— 2V (1— ) (x — y) g (z, y).

a, a, c, ¢, d étant réels et rationnels, g(x, y) étant un polynéme entier
en z et en y, de degré m en x, de degré n en y, et I'on aura

b=—(a+c—+d-+m),
b=—(a'+c+d-+n).

Dés lors, le Tableau des intégrales que nous avons donné a la fin du
Chapitre II nous fournira aisément des exemples ot le systéme d’équations
aux dérivées partielles (8) admet une seule intégrale algébrique.

m étant entier et positif, F, (— m, 3, §’, v; «, y) est un polynéme entier
de degré m, en z et en y.

On aura encore, comme intégrales algébriques,

P xr —
(1—.7:)7(1—)/)”F,<}/+m‘+n+§, —m, —n,vy;x, d y>
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enposant '=—m,y—B—f =—n, y—a—fB = g, m, n, p, q étant
entiers, positifs, puis

bia _ P x—
(l—y)'l(l—.z')'”F,('y—l-m—l—n—l— 51 —m, —n, Y —— ,}),

dans des circonstances analogues.
Silon pose 1+ ' —y = —g; f'=—n, 1+ a —y=—m,on aura l'in-
tégrale algébrique

p —
x?y"E(B—kg, —m,——n,@—m—-n;l—x,yyx>,

et, dans des circonstances analogues

P —
y?x'"F,({.’»’+ —5-, —m, —n, B'—m —n; z — Y, 1—y>.

Si 'on pose 1——3—3':—2, Yy—B—f=—n1+0—y=—m, on
aura l'intégrale algébrique

(y—x)L'; (—x)* (1—x)™ F,(l—@, —m, —n, I—B—m—n—f, 1—_—)—/, ‘Z)-

q 1—x x
; P P
Si 'on pose 1+B-—y=?, |+B’—~(=? 1+B8+pf—y=—m,
on aura l'intégrale algébrique
PP '
g v — m - £ _Ii . £. x(l—)’) x .
zIyi(y —x) Fi< m,a+m+q+ 70 1 oc,1+q, x—y’x—y)
Si I'on pose 1+ B —y =2, '—a—B=E f=—n,1—a=—m
=g 7’ ) )

on aura l'intégrale algébrique

r P ! x(1—
I (1—2)7(y — x)" Fl[l—l—m+n+ §+§" —m, —n, 1+-’q—); x, ‘i—_;’—)]

et, dans des circonstances analogues,

£ L ! 1—
yI(1— )7 (a?—y)"‘F[l+m+n+—5-+-§;—m, —n, 1+ g, —————y}(/_x), y].
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En posant y —a — f = {I—)’ y—a—f= ;]p—,; Y —a=—m, onaura l'in-
tégrale algébrique

p 2: I —_— —_—
(1—a)7 (1—)7 (x — y)" F, [""’ e y—am— =G ‘+§5}ch’y’;‘— ;Q]’

et ainsi de suite.

241. Pour finir, démontrons le théoréme suivant, qui est une généralisa-
tion d’un théoréme analogue concernant ’équation différentielle & laquelle
satisfait la série hypergéométrique de Gauss (*).

Soient z,, z,, 5, trois intégrales particuliéres, distinctes, du systéme d’é-

. e . ] . 3; 03; .
quations aux dérivées partielles (8). Sil'on pose p, = -37‘, q:= 5;7” et si A
désigne le déterminant

on sait que

A = AzB-Y yB=Y (1 — z2)1-2-B=1 (1 — y)Y-2-F~1 (£ — y)-B-B,

(Voirle Mémoire de M. Appell, déja cité.)
Si z,, z,, 3, sont des fonctions algébriques de z et de y, il en sera de

13

2

méme de w, = -* et de w, = =2- Réciproquement, si », et w, sont des fonc-
Z3

Bl

tions algébriques de = et de y, et si A est aussi une fonction algébrique de
et de ¥ (ce qui aura lieu si «, B, 3', y sont réels et rationnels), z,, 3, et z,
seront aussi des fonctions algébriques de x et de y.

En effet, si w,, », sont des fonctions algébriques, il en sera de méme de

doy dwy dwy s
oz’ dy’ oz’ oy

I 1 1 o o 1
R A Pr P2 Ps Pi_Ps Pr_Ps P
— — = = - | = =3 | = = -
A= | py P2 Ps | =51 5:%83 | 31 By 53|l =W w55 | 5 T3 By %3 23 |5
91 92 95 7 92 ﬁ) 90 _ 95 9293 9»
3, 5y 53 34 - 33 33

(1) Voir le Mémoire de M. Schwarz : Sur les cas dans lesquels la série hypergéomé-
trique de Gauss représente une fonction algébrique de son quatriéme élément (Jour-
nal de Crelle, t. LXXV, p. 292, 335).
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d’ailleurs
Lo _py_ P L0 0D
w; dr 3 33 Wy ’))' o 51 53,
LCICT N T R  Y C CT PR
wy 0T 5 53 wy Iy 35 3y
donc

Aﬁ_-:s(d_‘*’féﬁ‘_‘-' do, dog
T \dx dy  dy ox

Donc z, est une fonction algébrique de x et de y, et par suite aussi
Z, et z,.



