SUR UN

THEOREME DE M. WEINGARTEN,

ET SUR

LA THEORIE DE SURFACES APPLICABLES,

PAR M. E. GOURSAT,

Maitre de Conférences a I'Ecole Normale supérieure.

M. Weingarten a publié récemment (*) un remarquable théoréme, per-
mettant de ramener la détermination des surfaces applicables sur une sur-
face donnée a I'intégration d’une équation aux dérivées partielles du second
ordre d’une forme trés simple. Quoique les deux problémes que ’on raméne
ainsi 'un a I'autre présentent des difficultés d'un méme ordre, cette propo-
sition n’en offre pas moins par elle-méme un trés grand intérét. En outre,
elle a permis a M. Weingarten de retrouver trés simplement les résultals
qu’il avait fait connaitre depuis longtemps relativement aux développées
des surfaces minima et aux surfaces applicables sur le paraboloide de révo-
lution, et d’en ajouter quelques-uns de nouveaux. En comparant la Note de
M. Weingarten a un travail (*) que j’avais publié il y a quelque temps sur
un sujet en apparence tout différent, j’ai reconnu immédiatement qu’on
pouvait déterminer par des quadratures toutes les surfaces admettant un
¢lément linéaire donné, dans une infinité de cas nouveaux (*). Le peu
d’exemples que I'on posséde ot I'on ait pu résoudre effectivement le pro-
bleme donne, il me semble, quelque intérét a ce résultat.

La premiére Partie de ce travail est consacrée & la démonstration du théo-
réme de M. Weingarten. J’en fais ensuite I'application aux surfaces dont le

(1) Comptes rendus, 23 mars et 6 avril 1891.
(%) American Journal of Mathematics, t. X.
(3) Comptes rendus, 6 avril 18g1.

Fac.de T. — V. E.1
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carré de I'élément linéaire posséde la forme
ds* =du*+ 2[u + ®(v)] dv?,

et plus spécialement dans le cas o ®(¢) se réduit & av®. J’emploie constam-
ment les notations et les résultats que I'on trouve dans ’'Ouvrage de M. Dar-
boux, Legons sur la théorie générale des surfaces.

1. Considérons une surface X dont le carré de I'élément linéaire possede
la forme

(1) ds?* = du*+ dy dw,

du, dv, dw désignant trois différentielles exactes. Si I'on prend « et ¢ pour
variables indépendantes, & devient une certaine fonction 2 ¢ (u, ¢) et, en
posant

o _ 9 _

- P =7
la formule (1) peut s’écrire
(1) ds*=du*+2pdude + 2qdv?,

p et g satisfaisant a la condition

() 9 _ %

Solent £, v, { les coordonnées rectangulaires d’un point de la surface; on
aura les relations

. O/ 05N\ 05 0E 0E\?
(3) Z(?}Z) =1, dude =P 2(@) =29.

Différentions ces trois équations par rapport a u et ¢ successivement; il
vient, en tenant compte de la condition (2),

98 0% 98 0% e 0 9% dq
0 S du 9z du duodv ~ dv dude  du’

( 0F E  dq 05 L dp 0 0%

dv 0v* — 0v’ dv 0w — ou’ du 0¢*
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Posons
L0 o %
.__()—v, '}/__.d‘)) u_dva
. ()‘E ,__d_‘f) cll_ ?_‘:
— ou’ — o’ T du’

les relations (3) et (4) nous donnent
A+t =1, cdx +c'dy + c"dz—o.

Si donc on regarde x, y, z comme les coordonnées rectangulaires d'un
point d’une surface S, ¢, ¢/, ¢” seront les cosinus directeurs de la normale a
cette surface. Les coordonnées d’un point de X s’exprimeront a leur tour
au moyen des coordonnées d’un point de S par les quadratures

/
|

Sg:fxdv+cdzz,

(5) v):j.ydv—f—c’du,

C:fzdv +c"du.

Remarquons que les quantités p et ¢ ont, pour la nouvelle surface S, une
signification géométrique trés simple; on a, en effet,
! " xﬁ +.),2 —+ ;2
p=cx+cy+c's, g=—""5
p représente donc la distance de I'origine au plan tangent, et ¢ la moitié du
carré de la distance d’un point de S & lorigine.

2. La construction précédente, appliquée a toutes les surfaces £ dont le
carré de I’élément linéaire posséde la forme (1), donne une famille de sur-
faces S. Toutes ces surfaces S vérifient une méme équation aux dérivées
partielles du second ordre.

Pour le démontrer, formons I'équation aux rayons de courbure princi-
paux de cette surface S. Sil'on se déplace sur une ligne de courbure, on a,
d’aprés les formules d’Olinde Rodrigues,

dx +pdec=o, dy +pdc'=o, ds +pdc"=o,

p désignant le rayon de courbure principal correspondant.
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- Remplacons x, y, 5, ¢, ¢/, ¢’

E. GOURSAT.

par leurs valeurs; on tire de ces trois équa-

tions
0% 0%% 0%n d%n 0*C 0%*¢
_ii_u_ﬁ_kpdudv__w pdztdv_W+Pdltdc’
dv — 0% PET dn P PL 0T
du gy Pow du dy 0w  Jduody P du

On forme un rapport égal aux précédents en multipliant les deux termes

. o
du premier par 5o ceux du sec

dn C lila
ond par 5%, ceux du troisiéme par 5=, et les

combinant par addition, ce qui nous donne

97 ;91
du  dv pdu
T dv T 0q op’

au P ou

En égalant ce rapport & I'un

quelconque des précédents, on aura, pour

déterminer p, une équation de la forme

Jq dq
0 +P5t—t__ A+Bp
dq adp~ B-+Cp
ou " Pou
ou, en développant,
dy Jp dq ap dq dq

Soient ¢’ et p” les deux rayons de courbure principaux; on aura

dap dq dq dg
s AL 8t P:pu_BW—Aﬁﬁ
T .09 nop T o0 o op
CE T ou CE Bdu
et I’on en déduit
9 0
oo L S+ S =0
ou bien
024’ [N 024) / " di___
(6) ga PO+ gugp (PP T g = o
D’un autre coté, les formules
9 _ 9 _
ou_ D o — 1
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permettent d’exprimer u et ¢ en fonction de p et de ¢, de sorte que la rela-
tion (6) ne contient en réalité que ¢’, ¢”, p, ¢. Clest donc une relation
entre les rayons de courbure principaux d’un point de S, la distance de ce
point & lorigine et la distance de I'origine au plan tangent, et nous voyons
que cette relation ne dépend que de la fonction ¢ («, ¢). Elle est donc la
méme pour toutes les surfaces S, que 'on déduit des surfaces £ admettant
I'élément linéaire (1)'.

Pour ramener I’équation (6) a la forme de M. Weingarten, il suffit de
faire un changement de variables qui est équivalent, au fond, a la transfor-
mation de Legendre. Au lieu de prendre pour variables indépendantes u
¢l e, prenons p et ¢, et supposons « et ¢ exprimées au moyen de p et de g.

Posons ensuite

9(Prq) =pu+qv—1;
de la relation
. Ay = pdu—+ qdy,
on tire
d(pu—+qv — V) —=do=udp + vdq,

de sorte qu’on aura
_ 99
=

__ 99
V——@'

K

Calculons encore les dérivées secondes de ¢; on a

do\ _ 9d%o d%¢
W op) = G+ Gy e
ou bien

_ 99 (9% oy ¢ (oY 2y
du = ap? (Eﬁdu + Sude dv)—i— 9p 9 <du0vdu+ W{lc).

En égalant les coefficients de du et de do, on en tire

02y 2y
9 dv? 2’0 T duov
()1,‘2—02¢ 024, 02&]} 27 dpdq_dzkp R 2y 2’
du? gvr <W> dur vt <()u ()v>

et 'on aura de la méme maniére
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L’équation (6) devient alors

- Po i 09 1190
(7) op* (P+p)d—p—0q+pp W—O-

Elle ne difféere quen apparence de I’équation (2) de M. Weingarten
(Comptes rendus, t. CXII, p. 6o7); il suffirait, pour les rendre identiques,
de changer le signe de p” et de ¢’ ou, ce qui revient au méme, le sens de la di-
rection positive sur la normale & la surface.

Quant a I’¢lément linéaire de la surface X, il prend la forme

. do\? do , 00 ( do\?

2 — iR “Tqd T b .
(8) ds <d0p> +apdfd 5% v ag d0q> ;
les équations (7) et (8) ne renferment plus que p, ¢ et les dérivées par-
tielles de la fonction ¢(p, ¢), qui n’est soumise & aucune restriction.

3. Réciproquement, de toute surface satisfaisant a 1'équation (7) on
déduira, par des quadratures, une surface dont I'élément linéaire peut étre
ramené a la forme (8).

Etant donnée une surface quelconque S, choisissons sur la normale un
sens positif et désignons par ¢, ¢, ¢”les cosinus directeurs de cette direction
positive, et posons, comme plus haut,

9

22+ 43
p=cx+cy—+c's, qg= P

si Pon imagine qu’on ait pris p et ¢ pour variables indépendantes, les for-
mules d’Olinde Rodrigues nous donnent, pour un déplacement sur une
ligne de courbure,

ox de  dy dc' 0z ac’

_og_op Pop_opPop _op "Fp.
dp—dx+ dc~ dy Joc' 0z ac”

97 "Pog 9g "Pog 99 P og

En multipliant les deux termes de ces trois rapports respectivement par
z, y, 3 et en tenant compte des valeurs de p et de ¢, on trouve un nouveau
rapport égal aux précédents

_.___:p_

[’équation aux rayons de courbure principaux s'obtiendra en égalant & p
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un quelconque des rapports précédents; en prenant par exemple le premier
rapport, il vient, pour I’équation cherchée,

20¢ <‘9_“7_Q£>_‘E:0
P9 T FP\og " ap) " op

On aura donc, p’ et p” étant les rayons de courbure principaux (*)

dclll___d_az ! I/d_c__()_c_‘d_‘x
(9) 9Pt ="gp G T op T o
et ’on trouverait de méme
! ' !
z_;lolpr/____dd_._;’ (Pl+p”)3—f]:§_}c)_%’
dc’ 1ol — _d_z ’ " ﬂ_d_c"_ﬂf

‘Cela posé, supposons que la surface considérée S soit une intégrale de
I'équation (7); les expressions

do do
d@ﬂ—cdd )
do ., 09
J/d‘d—q‘ -+ C %7
gddq—l—c ddp

sont des différentielles exactes. Vérifions-le pour la premiére; la condition
d’intégrabilité développée s’écrit
dz o N dc d*¢  dx d*¢ dc 0d%0
dq dpdq ~ 9q dp*  dp dg*  dp dpdg
dx dx  Oc

et, en remplacant — et

op oy — ap AT les valeurs tirées des formules (g),

d__c_ dz_cp 7 4 dg(? 1”02(10 JR—
a7 Lo =0 Gy = | =

(') WEINGARTEN, loc cit., formules (1).
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relation qui est vérifiée puisque, par hypothése, S est une intégrale de 1'é-
quation (7). On peut donc poser

do do
f= fxd G edg?,
(10) n'—'f‘yd—ﬁ—c’d%,

- ., 00 o do
C_f@dd era g

le point de coordonnées &, v, { décrit une surface £ dont le carré de 1'élé-
ment linéaire est bien donné par la formule (8).

4. La détermination des surfaces admettant I'élément linéaire (8) ou
Pintégration de I'équation (7) constituent donc deux problémes équivalents.
Arrétons-nous un moment sur la correspondance entre ces deux questions.
Etant donnée une courbe C et une surface développable D contenant cette
courbe, on peut se proposer de déterminer une surface intégrale de I'équa-
tion (77) passant par la courbe C et tangente & la développable D tout le

long de C. En un point de C, ,y,z,¢, ¢, ¢, p,q et par suite 3—;";, g—;‘)

seront des fonctions parfaitement déterminées d'un paramétre variable 7. A
cette courbe C les formules (10) font correspondre une courbe C,, qui est
¢galement déterminée, si l'on fait abstraction, comme il est naturel, d’une
translation quelconque. Supposons, pour fixer les idées, que 'on connaisse
déja une surface X, admettant I’élément linéaire (8); la relation qui lie les
variables p et ¢ le long de C ou de C, détermine sur X, une certaine courbe C,,
de sorte que le probléme de déterminer une surface S tangente a la dévelop-
pable D le long de C revient a déterminer une surface %, applicable sur £,
de telle fagon que la courbe C, vienne s’appliquer sur C,.

Inversement, si1’on se donne les courbes C, et C,, la courbe C et la dé-
veloppable D sont déterminées, pourvu qu’on ait choisi, en outre, le point
de C, qui correspond a un point donné de C,. Prenons I’élément linéaire
sous la forme (1)'; tout le long de C,, w et ¢ sont des fonctions données du
parametre variable z. La correspondance établie entre les points des deux
courbes G, et C, nous fait connaitre de méme les coordonnées &, v, { d’'un
point de C, en fonction de ¢. On aura donc, la lettre d désignant les diffé-
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rentielles relatives & un déplacement sur C,,

dt—= %du—}— %dv,

__0dn dan
dn —-a—u*du—f— ‘5“;6[(),

0t
d¢ = Ma’u—+- (—fvd( ;

ces trois équations, jointes aux équations (3), feront connaitre les valeurs
05 0t odn odn 0%
du’ o’ ou’ 90’ o’
x,y, 5, ¢, ¢/, c” et, par conséquent, la courbe C et la développable D.

Si I'assemblage formé par la courbe C et la développable D est une carac-
téristique de équation (7), lasurface intégrale S tangente & Clelong de D
n’est plus déterminée, et c’est le seul cas ol cetle circonstance se présente.
De méme, quand on se propose de déformer une surface X, de facon qu’une
courbe C, de cette surface vienne coincider avec une courbe donnée C,, le
probléme n’est impossible ou indéterminé (') que si la condition posée
entraine cette conséquence que C, serait une ligne asymptotique de la sur-
face aprésla déformation. En rapprochant ces deux propriétés, on en conclut
la proposition suivante :

e L | : A
des six dérivées %, le long de C,. On connaitra donc

Etant données une surface intégrale (S) de I’équation (7) et la sur-
Jace X correspondante, les caractéristiques de la surface S correspon-
dent aux lignes asymplotiques de X.

Nous allons vérifier cette conclusion dans un cas particulier. Prenons,
dans I'élément linéaire (1), )

d(u, 0) =uv+V,

V étant une fonction quelconque de ¢. On aura ici

I U B
P=5y = I= g, =u+V,
2 2 2

rY_ e,

— =1 =
du dy ’ ov >

(') DarBovux, Lecons sur la théorie générale des surfaces, v. 111, p. 279.
Fac. de T. — V. E.2
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et I'équation (6) devient

p'+p"+eVi=o.

Elle exprime que la somme des rayons de courbure principaux est une
certaine fonction de la distance de I'origine au plan tangent. En coordonnées
cartésiennes, cette équation s'écrit

Vi p2+ 21+ p) L+ (14 ) r — 2pgs]+ V' (rt — st) =o,
P> 4, Ty S, t désignant maintenant les dérivées premiéres et secondes de z
PXAqy—5

Z 7L 7. Les caractéris-
Vit p' gt

tiques seront déterminées par les deux relations (')

par rapport a x et a y, et V” une fonction de

V/(dp dz + dqdy)+ 1+ p*+ ¢*[(1 + p*)da? + (1 + ¢*) dy* + 2pg dz dy ] = o,
V'dpdg 1+ p*+ ¢*[(1 + ¢*)dp dy + (1 + p*)dg dx] = o.

s

Or

c c cdc"—c"dce c'de’ — c¢'dc’
pP=— " 9=— dp = — dg = —— 53—

bl
c ¢ c" " ’

en remplacant p et ¢ par ces valeurs dans la premiére équation, il reste
dz?+ dy*+ ds*=V'2dc dx.

En éliminant V” entre les deux équations des caractéristiques, on trouve
de méme
dp*+dg*+(qdp — pdq)
ou
de? 4+ dce"* + de"* = o,

ce qui montre que les caractéristiques correspondent aux lignes de longueur
nulle de la sphére.
D’un autre coté, I’équation différentielle des lignes asymptotiques de X
peuts’écrire
¢ x dedu-+-dxdy
!

c
¢" 3z dddu—+dzde |

y dcddu-+dydy | =o,

(1) DarBoux, loc. cit., p. 264.
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ou, aprés quelques transformations faciles de lignes et de colonnes,

I ¢ o
o dy dv2dcdx =o0.
o du+V'dy dvZdx*+duldedr

En développant il reste
dv?(Zdx*— V'2dedzx)—=o,

équation qui est vérifiée pour les caractéristiques.

Les caractéristiques de la surface S, ayant pour images sphériques les
génératrices rectilignes de la sphére, sont nécessairement imaginaires. Il en
sera de méme des lignes asymptotiques des surfaces X, dont la courbure
totale devra, par conséquent, étre positive. C'est ce que ’on vérifie aisément.
Si la fonction ¢ (u, ¢) est de la forme u¢ -+ V, la fonction 9(p, ¢) obtenue
par la transformation de Legendre sera de la forme

¢(ps9)=pq + @(p),
et ’expression du carré de I'élément linéaire ds* devient
ds*=2qdp*+2pdp[dg + @' (p)dp]+[dq + " (p)dp]*
=(29 —p*)dp*+[pdp +dg + @' (p)dp]*.
En posant

2

g=t—"-—2(p)
il vient
ds?=dt + 2[t — p>— @' (p)] dp®.

L’expression de la courbe totale est ici

1 I

RR' — [2¢—2p*— 2@ (p)]*’

quantité essentiellement positive (*).

(1) Ceci suppose toutefois que les points réels de la surface correspondent a des valeurs
réelles de ¢ et de p. Des calculs du texte on déduit encore une autre conséquence : étant
donnée une surface dont le carré de I'élément linéaire a la forme du? + 2[u+ ®(v)]do2,
faisons correspondre a chaque point de la surface le point de la sphére situé sur le rayon
paralléle a la tangente 4 la géodésique de paramétre ¢ qui passe par ce point; on obtient
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5. Etant donnée une forme quadratique de différentielles

(11) Edu?+ 2F dudy + G dv?,

ot E, F, G sont des fonctions quelconques de %, ¢, on peut toujours la ra-
mener & la forme
du'?+ dv'? 4 dw'?

ou, ce qui revient au méme, a la forme (1)
du?+ dv' dw';

il suffit, pour effectuer la transformation, de connaitre déja une surface ad-
mettant 'élément linéaire (11). La recherche des surfaces applicables sur
une surface donnée quelconque peut donc toujours se ramener a l'intégra-
tion d'une équation de la forme (7). Mais il faut remarquer que la corres-
pondance entre les deux problémes n’est pas univoque ; tout ¢lément linéaire
pouvant étre mis d’une infinité de maniéres sous la forme (1), il lui corres-
pond une infinité d’équations de la forme (7), qui s'intégreront toutes des
que I'on saura intégrer I'une d’elles. On est donc conduit i cette conséquence
curieuse que, sil’on sait intégrer une équation aux dérivées partielles de la
forme (7), on peut en déduirel'intégrale générale d'une infinité d’équations
de méme forme. En effet, si 'on aintégré I'équation (7), on obtient par des
quadratures toutes les surfaces X qui sont applicables sur une certaine sur-
face. Or trouver toutes les surfaces applicables sur une surface donnée, cela
revient & mettre de toutes les maniéres possibles le carré de I'élément
linéaire de cette surface sous la forme

du®+ dv dw;

& chacune de ces formes particuliéres correspondra une équation de la
forme (7) que l'on saura intégrer, puisque I'on connait précisément toutes
les surfaces dont Iélément linéaire posséde la forme précédente.

II.

6. Aprés ces généralités, je vaisappliquer le théoréme de M. Weingarten
a la détermination d’une classe particuliére de surfaces. Je prends les nota-

ainsi une représentation sphérique de la surface, dans laquelle les asymptotiques correspon-
dent aux génératrices rectilignes de la sphére, résultat facile a établir au moyen des formules
de Codazzi. Les lignes asymptotiques s’obtiennent, par suite, sans aucune intégration.
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tions employées par M. Darboux (Théorie des surfaces, t. 1, p. 244).
Les coordonnées d’un point de la sphére de rayon 1 s’expriment au moyen
des parameétres a, B des génératrices rectilignes de la sphére par les
formules

:IT-O(G c,:ii—r-ocﬁ

I'équation du plan tangent & une surface étant écrile sous la forme
(1—aB)x+i(1+af)y +(a+B)s+5=o,
on aura, pour les coordonnées du point de contact,

ok 0k
.9 oa
.Z‘—ly__ O(—p 5]

o 0% g 0%

B _,

LA
ko
@% —ago;.

a—0
Pour la suite des calculs, nous introduirons la distance p de l'origine au
plan tangent en posant

E=(a—B)p;
on en déduit

%= pra-p%
/]
£=—p+(a—ﬁ>g’g-

Les formules qui donnent , y, z deviennent

gy 2P 9 _ dp
TTVETLTIET 8 T o

y= 29BP L 0P _ 5,0p
1y = a——ﬁ+adoz_ 56,

Fadp_ ap a—+f3

98 %oa T a—pr
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Désignons toujours par ¢ la moitié¢ du carré de la distance du point (z, y, z)
a l'origine; il vient
N dp dp
2 —_ 2 2L T
q_(x--iy)(x+iy)+z2_”+(°‘ )5z a8
2 o 2 )

Considérons une famille de surfaces définies par une relation entre la
somme des rayons de courbure principaux et la distance de 'origine au plan
tangent, relation que nous écrirons sous la forme suivante

'+ =2p -+ (p),

{'(p) étant la dérivée d'une fonction connue de p. En remplacant ¢’ + ¢
par sa valeur, on voit que p doit vérifier I'équation aux dérivées partielles
suivante

’p 4
" 0508~ (a— 61"

Soit p une intégrale quelconque de cette équation; d’apres le théoréme
général de M. Weingarten ('), les trois expressions

xdp*cldg—apdp—{(p)dpl,
ydp=c'ldg—apdp—{(p)dp],
sdp =c'[dg—2pdp — Y (p)dp]

doivent étre des différentielles exactes, du moins avec un signe convenable
pour ¢, ¢, ¢’. La suite des calculs prouve qu’il faut prendre le signe —;
nous allons reproduire ces calculs pour la coordonnée . En remplacant z,
¢’, ¢ par leurs valeurs, il vient

(-2

dp 9
— 5P+ éd[(a—@?d—z 5%]~ 2PdP——‘P'(P)dP;,

ou, en réduisant,

d§:<53—§ —aﬁ—i)dp— ztgd[(“—zﬁ)z % 3_1; “4’(1’)]:

(1) Il suffit de prendre pour la fonction 9(p,g) de M. Weingarten

o=pg—P _ (vip)d
2 =pq— '3 y(p)dp.
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la seconde partie peut s’écrire

a+5d[(a-_ﬁ)2 dp dp ql(p)]:d[ot?—-ﬁzQL’@__a—i—ﬁxp(P)]

a—@3 2 dx 0B 2 dadB a—p

)

En portant dans la valeur de d{ et réduisant les termes semblables, il reste

dc__a<gp> da+5< B) a8 — 2‘“’&( B — B da)
——d[a —B*dp dp a+6¢(p)];

2 JdxdB a—p

la condition d’intégrabilité, qui est ici
dp p 2y (p)Bop  2(x+p)
050208 " (a—py 08+ (s —pp HP)

—zﬁdp a9*p zq;’(p)ocgg 2(a+ﬁ)¢(
T OB dadf (a—f3)? O (ax—B)?

— 20

est bien vérifiée, en tenant compte de I'équation (12). On en déduit, en
changeant le signe de {

—f[ ("” ) da—5(55) de o) (adp - pan)

2 Odadl a—pB

(13)

On obtient, par un calcul tout pareil qu'il est inutile de reproduire ici,
les valeurs suivantes des autres coordonnées £,

e e 1

(14) +(j‘”g) [(8-- 1) da+ (1 — a?) dp |
+ Bty >%%~%%¢<P);
=5 fie e (5) aa - aem (3F)
(15) — YLt ) dp — 1+ )|
+ L) gy P Ly,
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7. Les formules (13), (14), (15) représentent les coordonnées &, v, {
d’un point d’une surface X, et toutes les surfaces obtenues en prenant pour
p une intégrale quelconque de I'équation (12) doivent étre applicables les
unes sur les autres. Il est aisé de le vérifier; le carré de I’élément linéaire
de X aura pour expression

de* =2q dp*~+apdpldg —2pdp — /' (p)dp] +[dqg —2pdp — ¥ (p)dp]?
= (29 —p*)dp>+[dq —pdp— ¥ (p)dp]*.
Posons

9="5 +¥p)+u,  p=v,

la formule précédente devient
(16) A’do“z:duz—l—z[u—i—q)(v)](lvz.

On en conclut que toutes les surfaces dont le carré de I’élément li-
néaire peut étre ramené a la forme (16) sont représentées par les for-
mules (13), (14), (13), ott p est une intégrale de U'équation (12),

dp _ Y(p)
0003~ (2—p)?

Les formules (13), (14), (15) présentent I'inconvénient d’étre compli-
quées d’imaginaires, et 'on ne voit pas immédiatement comment il faut
choisir la fonction p pour que la surface correspondante X soit réelle. Pour
faire disparaitre cet inconvénient, il suffit de faire le changement de va-
riables suivant

« étant une fonction quelconque de a, 3, on a

du _ du du _ du o _ds,
T g BT g th  de=ds  dB=TG
L’équation (12) devient
g? !
(17) P ¥Y(p)

Os dsy  (1+ s59)%
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et les valeurs de £, v, £ sont données par les formules suivantes :

..%fg(,—sﬁ')<%\)2ds+(1—sg)<g—g>2dso+(ﬁ§%} [(l—sz)dso+(1—s3)ds]%

S-«l—So QB@_ S -+ 8,
A (s G S T s, PP

“::f3(1+s)< >ds_(1—|—so)< o>quo—|— (%qigf—))Q[(l+se)dso—(l+s§)d.s:|

l(S(, ) dp op _ i(sy—5s)
+ (1 Jrsso)—d;dg0 PR =y,

¢ = fl- <5£> a’s—|—s0 >2dso+ %(sdsﬁ—sods)]

-—1 dp ()p 1— 88
| 2 s ds (—1—55 s, V()

gy
!

A tout point réel d’une surface X réelle doivent correspondre pour s, s,
des valeurs imaginaires conjuguées et pour p une valeur réelle. Inverse-
ment, si la fonction p prend des valeurs réelles pour des valeurs imagi-
naires conjuguées de s, s,, il est visible que les formules (18) donneront des
valeurs réelles pour les coordonnées £, v, (. Il suffira donc de prendre pour p
une intégrale de I'équation (17) qui soit réelle, lorsque s et s, sont imagi-
naires conjuguées; il existe toujours une infinité d’intégrales satisfaisant &
cette condition en supposant, bien entendu, que la fonction {( p) soitréelle.
En effet, si I'on pose

S =@+ Vi, So = p.— Vi,

I'équation (17) devient

02P+ ’p _ hY(p)
0H2 o (l—l—fi2+v2)2

1l existe évidemment une infinité d’intégrales de cette équation qui pren-
nent des valeurs réelles en méme temps que les variables indépendantes w.
et v.

Si, par exemple, ¢'(p) = mp, m étant un coefficient constant (cas que
nous ¢tudierons plus loin), I’équation (17) est linéaire; si elle admet 'inté-
grale f(s,s,), clle admettra aussi l'intégrale f,(s,,s), f, ¢tant la fonction
conjuguce de £, et la somme de ces deux fonctions p = f(s,5,) + f4(s,, 5)
fournira une surface X réelle.

8. L’¢lément linéaire d’une surface X étant de la forme

do*=du*+ 2[u+ Y (v)] dv?,
Fac. de T. — V. .3
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les courbes de parametre ¢ forment un systéme de géodésiques; les tan-
genles & ces géodésiques sont normales & une famille de surfaces paral-

leles X, dont les équations se déduisent immédiatement de ce qui précede.
Posons, en effet,

s 1 2 ()[7 ? 2 ap : 2 (P) 2 2 ‘
A Ef{(l—s)(%> ds—i—(l—so)(()—%) dsy—+ (l—_:%m[(l—s-)dso—i—(l—sa)ds]:w

3 R d 2 R 2 y ,
Ny = -;—fg(l+s-)<d—,;> ds—(1—|—sa)<g—fo> dso—l—————(fi(sfo))g [(x+s-)dso—(1—|—s;,)ds]§,

ap\? ap\? p
¢, = f|}<—d_{9)> (1S+So<d—£> ds + %(sdso—i—sods)—],

p= USSR 0p 0 oy oSS S8 ST
2 Jds ds, ’ 1+ 88, 1+ S, 1+ S,
Les formules (18) peuvent s’écrire
(20) E=¢ + e, n=mun,+ L, E=2,+ rc".

D’un autre coté, on tire des relations (19)
cdiy+c'dn+c"d% =o,

de sorte que ¢, ¢, ¢’ sont les cosinus directeurs de la normale & la surface X,,
décrite par le point (&,,7,,,); la surface T s’obtient donc en portant sur
les normales & la surface X, une longueur égale a A. Je dis que ces normales
sont tangentes a la surface X; en effet, faisons dp =o dans les équations
qui donnent d%, dv, d( sous leur premiére forme; elles deviennent

-

dt =— cdgq, dn=—c'dqg, dt =—c"dy,

ce qui montre que le point (&, 7, () décrit une courbe tangente & la droite
de coefficients angulaires ¢, ¢/, ¢”. Par conséquent, la surface X, repreé-
sentée par les équations (18), est une des nappes de la développée de la
surface X, représentée par les équations (19).

Des formules (19) on tire sans difficulté

§ — — —_—
ds + s Js 1+ 88y

at, 051 _|_L-0771 _24»(1))

ag, 0k .on; Ip\*
(21) S"EE—‘_E—lW_(I_'_SS")(ds >

()Cx 051 -dﬂx _ <0_P>2
55—5(;-!—0—80—*"153-—([—*_850) 080
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Serivons P’équation du plan tangent & la surface X, sous la forme
Ey(s+80) + 0 (50— ) + Ly (s5p—1) — w =03

on aura les coordonnées du point de contact en joignant & la précédente les

deux équalions

, 0
‘gl“lﬂ1+:1so:£’
<

(22)
(5-+—in+€f:@ '
1 1 1° 050’

d’ot1 'on tire, en particulier
b 9

) s Jw
0s ® 9s,
1 -+ $S,

s 0]

(23) g =

En différentiant les équations (22) par rapport a s et s, successivement
et en tenant compte de la relation (23), il vient

El -dnl 0:1 ()2(.\)
- — 5 S —_ —
ds 0s " 0s T 0s?
021 .d'ﬂl dci Pw

ds, 05, ds,  Os?’

$92 0%,
f)—£i+l'dl'+s%— 0w = 0%w ds ' "% 0s,
0s Os 0s ~ 0dsds, ' Osds, 1 -+ 85,

Portons ces valeurs dans les formules (21), nous trouvons les équations
suivantes, qui déterminent ® en fonction de s, s,

7 o 0,0 2
(G ()
9 <
2w 2
J5t = (1 -+ $5) 7. )’
0%¢) ) ow
(25) (l_'_ss")ds_()so—SW_SO&;—’_M:ZM[])’
Soit
Pw Jdw Jw

_w I - — - i | .
= 9%0) 5ogn 505 gy, T O T 24

imaginons qu’on ait remplacé dans Q la fonction » par une intégrale quel-
conque des équations (24 ); on vérifie aisément, en tenant compte de I'équa-
tion (17), que I'on aura

Q2 e

—— =0 ~— =o0
ds ’ Js, ’
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de sorte que Q se réduira & une constante A; w — A sera alors une inté-
grale commune des équations (24) et (25), et I'intégrale générale de ces
trois équations sera

w— A+ o(ssy—1) + Bs+ v,

«, B, v désignant trois constantes arbitraires. Les surfaces I, correspon-
dantes ne sont pas distinctes; elles se déduisent toutes de I'une d’elles par
une translation arbitraire.

On peut méme ne pas tenir compte de I'équation (25); en effet, si o est
l'intégrale générale des équations (24) et (25), l'intégrale générale des
¢quations (24 ) peut s’écrire

w =o'+ H(t+ ss,).

Cette transformation revient a remplacer une surface X, par une surface pa-
rallele, ce qui ne change pas la développée. Tout revient donc a trouver
une intégrale commune des équations (24 ); ces équations sont compatibles,
d’apres la relation (17), et l'intégration n’exige évidemment que des (ua-
dratures.

Les lignes de courbure de la surface £, sont données par'équation diffeé-
rentielle

Fo ., o,
S s = gz 050
qui devient ici
ap ap
2L s =+ — 0
5 ds = Js. dsy==0;3

un des systémes a pour équation p = const. C’est précisément le systeme
qui correspond aux lignes géodésiques de parametre ¢ de la surface X.
Iin résumant tout ce qui précéde, on peut donc énoncer la régle suivante :
Soit p une intégrale de l'équation

’p _ Yi(p) |
ds0sy (14 s50)%7

déterminons une intégrale commune w des deux équations compatibles

NPw ap\? 0w <0_p 2
d—S{ __(I—I—SSO)(?S) ) T)}E—(l—l‘sso) ‘050 ]

le plan qui a pour équation

X(s+s)+iY(sy—s8)+Z(ss5p—1)—w =0
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enceloppe une surface Xy, dont un des systémes de lignes de courbure
est donné par Uéquation p = const. La développée de la surface I,
formée par les déceloppées des lignes de courbure de ce systéme, est une
surface X, dont le carré de Uélément linéaire peut étre ramené a la
Jorme

du? + 2[u + Y (0)]do?;

les lignes géodésiques de paramétre ¢ sont les développées des lignes de
courbures de X, .

On obtient ainsi loutes les surfaces X, dont Uélément linéaire a la
Sforme précédente.

9. Les rayons de courbure principaux de X, onl pour expression

L, (1580)% 9p Ip .
bp)E — 05 5;);

2

on voit que la somme R + R’ conserve une valeur constante quand on sc
déplace sur une ligne de courbure du systéme p = const. Cette propriété
est caractéristique; si une surface est telle que la somme des rayons de
courbure principaux conserve une valeur constante le long d’une ligne de
courbure de 'un des systémes en variant suivant une loi quelconque quand
on passe d’une ligne de courbure a4 une autre du méme systéme, le carrc
de I'élément linéaire de I'une des nappes de la développée (celle qui corres-
pond & ce systeme de ligne de courbure) aura la forme

du*+ 2w+ Y (v)]de.

Soit, en effet, du®+ C*de? le carré de cet élément linéaire quand on
prend pour lignes coordonnées les géodésiques qui sont les développées des
lignes de courbure et leurs trajectoires orthogonales. Si en chaque point
(u, ¢) on porte sur la tangente a la géodésique de parameétre ¢ qui passe
par ce point une longueur égale a u, 'extrémité de cette longueur décrit
une surface normale & toutes ces tangentes, dont les rayons de courbure
principaux auront pour valeur

C
R=u, R’:u——gc;

Jdu

la somme R + R’ devant rester constante quand on se déplace sur une géo-
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désique (), il faudra que 'on ait

20— ?CC_ =—ay(r)
du
ou
oC
Ju , )
€ T 2le+ (0]

on en lire

C= b (W +3(9). ‘

et il suffit de remplacer la variable ¢ par une fonction convenable de ¢ pour
avoir la forme précédente.

Toutes les surfaces X,, jouissant de la propriété précédente, satisfont a
une méme équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre que I'on peut
former comme il suit : Imaginons que 'on ait pris z et y pour variables in-
dépendantes et soient p, ¢, 7, s, ¢, ... les dérivées partielles de z. De 'ex-
pression bien connue de R + R” au moyen de p, ¢, r, s, ¢, on déduit

d(R+R)=P,dr+Q,dy=o,

P, et Q, contenant les dérivées partielles de z jusqu’au troisiéme ordre.

En portant la valeur de Z_; = % dans I'équation différentielle du se-
1

cond degré qui détermine les lignes de courbure, on obtient 'équation du
troisi¢me ordre cherchée.

Ces remarques se généralisent sans difficulté. Considérons une surface
applicable sur une surface réglée; en prenant pour lignes coordonnées les
géodésiques qui correspondent aux génératrices de la surface réglée et leurs
trajectoires orthogonales, le carré de I'élément linéaire aura la forme

dg*=du* +(aw* + 25w + y)de*,

%, b, ¥ étant des fonctions quelconques de ¢. La méme construction que
plus haut donnera une surface dont les normales seront les tangentes aux
géodésiques (¢) et dont les rayons de courbure principaux seront

awr+2Bu+y  —(Bu+y),
oau—+f3 T oau+fB

R=u, R=u—
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I’élimination de « conduit a la relation
aRR'+B(R+R")+y=o.

On voit que, le long d’unc ligne de courbure, les rayons de courbure prin-
cipaux vérifient une relation d’involution dont les coefficients varient quand
on passc d'une ligne de courbure & une autre du méme systeme. Réci-
proquement, si une surface jouit de cette propriété, une des nappes de la
développée est applicable sur une surface réglée. La démonstration se fait
comme plus haut; on a & déterminer C par I'équation différenticlle

C C _
aulu——& +B 215—--0—()—)4—}/_0,

ou du
dont l'intégrale générale est
C=o,(¢)auwr+28u+7y.

On a donc la proposition suivante : S¢ une surface est telle que, le long
d’une ligne de courbure de Uun des systémes, les rayons de courbure
principaux sont liés par une relation d’involution, dont les coefficients
varient suivant une loi quelconque quand on passe d’une ligne de cour-
bure & une autre du méme systeme, la nappe de la déceloppée qui cor-
respond a ce systéme de lignes de courbure est applicable sur une sur-
Sace réglée, de telle facon que les développées des lignes de courbure
précédentes correspondent aux génératrices de la surface réglée.

Cette construction donne toutes les surfaces applicables sur les surfaces
réglées. On verrait, comme tout a I'heure, que les surfaces dont les lignes
de courbure satisfont & la condition précédente vérifient une équation aux
dérivées partielles du quatriéme ordre. Je ne m’arréterai pas davantage sur
ces généralités, qu’il serait encore facile d’étendre.

10. Si la fonction (p) est quelconque, on ne sait pas intégrer 1'équation
du second ordre

?p _ _¥ip) .
dsdsy — (1 s50)2’

on connait cependant quelques cas oti 'intégration est possible. Si(p) =o,
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on a pour l'intégrale générale
P:f(s)+f0(30)y

S(s), fo(s,) étant deux fonctions arbitraires. Les surfaces X, sont des sur-
faces minima; la somme R+ R’ étant constante, les deux nappes de la
développée sont applicables 1'une sur 'autre. Si ¢(p) = p, I'équation aux
dérivées partielles devient

J’p 1 .
dsdsy (14 ssy)?’

I'intégrale générale est
p = L(1+ss0) + f(5) —+ fo(80).

Les surfaces ¥ correspondantes sont applicables sur le paraboloide de
révolution. Ces deux exemples étaient connus depuis longtemps. M. Wein-
garten en a signalé un autre, qui est trés remarquable, celui ot

2p

, Y(p)=ap + be*;
I"équation (17) devient

ds ds, - (1 s80)?
lin posant
p = aL(1+ ss)) 4w,
il reste
d*w  2b 3,%’
dsds,  a ¢

¢quation qui se rameéne immédiatement a ’équation de Liouville. L éle-
ment linéaire des surfaces X prend la forme

20
do®> = du?+ 2<u ~+ av + be® > de?,

que l'on peul ramener & la forme de Liouville

oa—2

a'a'2:(oz—ﬁ)< —— dot— 5—{;2(1&)

On peut donc déterminer par des quadratures toutes les surfaces dont
I’¢lément linéaire est réductible & cette forme. Je n’insiste pas davantage
sur cet exemple, qui sera sans doute étudié en détail par M. Weingarten.
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Dansla Note déja citée des Comptes rendus (t. CXII, p. 708), j’ai indiqué
rapidement un nombre illimité de cas ot 'on peut obtenir explicitement
I'intégrale générale de I'équation (12) ou, ce qui revient au méme, de I'é-
quation (17). Supposons que §(p) soit de la forme

Y(p) =—(k+1)p%
les équations (12) et (17) deviennent

a*p

(2k‘+2)p_0 a*p (2k—+2)p
0a0p ' (a—B)

(26) (x—PB)* — 7 0sds, " (1+ss):

-+

On reconnait la une des formes de I'équation E(B, B), étudiée en détail
par M. Darboux (Théorie des surfaces, t. 11, p. 54). Sil'on pose

2k+2=m(m—r),
I'équation (26) peut s’écrire

, ?p _m(i—m)p,
(267) 0o dB — (a—PB) >

intégrale générale s’obtiendra sous forme explicite par I'application de la
méthode de Laplace, toutes les fois que 7 est un nombre entier. Si m est
quelconque, l'intégrale générale s’exprime au moyen de deux quadratures
particlles. Avec cette valeur de (p), I'élément linéaire prend la forme

du?+ 2[u — (k +1)¢*]dv?;
en posant ¢ = /27, on obtient la forme équivalente

do® = du®+ [l—; —m(m — 1)] de?,

qui, d’aprés un théoréme général de M. Maurice Levy, convient a des sur-
faces spirales. Ainsi, on peut obtenir, par des quadratures, toutes les sur-
Sfaces pour lesquelles le carré de Uélément linéaire posséde la forme

(27) da*:duz—}—[;—t—m(m—l)]dt?,

loutes les fois Jue m est un nombre entier .

Fac. de T. — V. i<. 4
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Si m = o, l'intégrale générale de I'équation (26) est p = f(s) + f,(s,);
on retrouve, comme nous I'avons déja remarqué, les développées des sur-
faces minima. Si m = 2, 'intégrale générale de (26) est, avec les variables

Sy So <‘)a
p=/"(5) + f(s0) — 2 L) T ol(s0),

1 4 88, ’

o

les surfaces X correspondantes ont déja été obtenues par M. Weingarten (2).
Si m = 3, I'intégrale générale est (*)

P =J"(s)+ fo($0) — Gsf‘;(s(’) + 50/'(9) +12 $ols0) + 531 (5).

R (14 8s9)2

les surfaces X correspondantes, ainsi que celles que 1'on obtient pour des
valeurs de m supérieures a 3, ne paraissent pas avoir ¢té étudiées jusqu'a
présent.

Lorsque m est un nombre entier, et qu’on a obtenu sous forme explicite
intégrale générale de I'équation ( 26), il ne parait pas possible de faire dis-
paraitre les quadratures qui figurent dans les expressions des coordonnées
¢, 7, {5 mais on peut toujours choisir les fonctions arbitraires qui entrent
dans I'intégrale générale de facon & pouvoir effectuer ces quadratures; il
suffira, par exemple, de choisir pour f(s) une fonction rationnelle et pour
JSo(s,) la fonction conjuguée.

Remarquons aussi que, lorsque m est quelconque, on peut toujours
trouver, sans aucun signe de quadrature partielle, une infinité d’intégrales
de I'équation (26).

Ll. Laforme (27)del’é¢lémentlinéaire convenant a des surfaces spirales,
on sait, d’apreés un résultat général de M. Sophus Lie, que la recherche des
lignes géodésiques se raméne & l'intégration d'une équation du premier
ordre. Sil'on développe les caleuls, on est conduit a un cas particulier de
I'équation de la série hypergéométrique.

Prenons I'¢lément linéaire sous la forme

de*=du*+2[u—(k +1)02]de?;

(1) dmerican Journal of Mathematics, t. X, p. 197.
(2) Nachrichten de Gottingue; 1887.
(3) American Journal, 1. X, p. 197.
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on aura

a1/ 09\? 29\?
2[ u —~(/:—l—1)v-](al7> +<(7—v>

Af= 21— a(k+1)¢?

Cherchons les caractéristiques de I'équation aux dérivées partielles A) =1,
c’est-d-dire

(28) afu —(k-+1)e?] [<%>2--1]+<g_§>2:0;

les équations différentielles de ces caractéristiques sont

(29) du _dv _ —dt dw
9 Gilu—(k+0)e] 2w 2(8—1)  G(k+ne(—1)’

en posant, pour abréger,

,_ 0 09
— ou’  dv
Des trois derniers rapports on tire
dw dy w
a ke g =

et, en ¢liminant ¢, on est conduit & I'équation linéaire

L A
(1—t¢ )W +2(k+4-1)w=o0;

sil'on pose ¢ =1 — 22z, cette derniére équation se raméne a I'équation de la

série hypergéométrique

d2
(30) S(I——S)d—;cg—+2(/{—f--l)cp::0.

Soit w = 2(z) l'intégrale générale de (30). On aura

_dw _dwds 1 |
—elkene == m = 59
et par suite

I Il
V:m@(“)’
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quant & la valeur de «, on la déduit de Péquation A) = 1, c’est-a-dire
2[u —(k+1)2](2—1)+w2=o0.
Les lignes géodésiques de I'élément linéaire
du®+2[u —(k +1)¢?]de?
sont donc représentées par les formules

0% (5)

1 o ¢ B
g - 16(k+I)CP (é)—l_Sz(l—z)’

= m 9'(35), u
= désignant une variable auxiliaire et ¢(z) l'intégrale générale de 1'équa-
tion (30).

Remarque. — En prenant ¢ pour variable indépendante dans les équa-
tions différentielles (29), nous avons supprimé la solution £ =1, w = o;
¢ = const.

Sil'on remplace 2k + 2 par m(m — 1) dans 'équation (30), on a 'équa-
tion de la série hypergéométrique pour laquelle

y=o0, a=—m, B=m—1;
elle admet l'intégrale
Q=511 BF(1—a, 1—B,2—7,3),

qui se réduit ici &

oy=s(1—z)F(m+1,2—m, 2, 3).
Pour avoir l'intégrale générale, remarquons que I'équation (30) admet
I'intégrale premiere

d d
(31) . g —o Tt =C,
d’oti 'on déduit
o="0Co _co—:' + Cy0;.

Si m est un nombre entier Z 2, 9, se réduit & un polynéme de degré m,
et'intégrale générale s’exprime en termes finis. Dans ce cas, sil’on remplace,

. . ab 96
dans I'équation (31), z, 9, % par leurs valeurs en fonction de v, I’ g;, on

voit que 'équation des lignes géodésiques admet une intégrale de degré m
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en 96 90

ou’ v

qui est bien d’accord avec le résultat de M. Weingarten, I'élément linéaire
_correspondant pouvant étre ramené & la forme de Liouville.

- Si, en particulier, m = 2, il y aune intégrale du second degré; ce

12. 1l nousreste a montrer comment on peut oblenir les surfaces spirales
qui admettent I’¢lément linéaire précédent. Toute surface spirale ayant Oz
pour axe est caractérisée, comme on sait, par cette propriété : si I'on fait
tourner cette surface d’un angle quelconque autour de Oz, la neuvelle
surface est homothétique a sa position primitive par rapport a un point de
I'axe des z, que nous prendrons pour origine des coordonnées. Soient,
comme plus haut, « et § les variables qui fixent la position d'un point sur la
sphere de rayon 1, p la distance de I'origine au plan tangent d’une surface S.
Toute rotation autour de Oz s'obtient en multipliant « et 8 par un méme
coefficient /5 pour que la surface S soit une surface spirale, il faut et il
suffit que la distance p soit en méme temps multipliée par un facteur con-
stant, ne dépendant que de %. Soit p = f(«, 8); la fonction f(a,8) devra

satisfaire & une équation de la forme
S(hoy hB)=¢(h) f (2, B)-
On déduit de la que la fonction ¢(4) doit vérifier I'équation fonctionnelle
9 (hhy) = () 9(Iy),
ce qui exige qu’elle soit de la forme
o (h)="1h";

la fonction f(a, B) sera une fonction homogéne de degré 7 de «, . On ob-
tient, par conséquent, toutes les surfaces spirales, considérées comme enve-
loppes du plan mobile

(1—aB)z+i(1+af)y +(a+pB)s+(a—B)p=o,

cn prenant pour p une fonction homogéne quelconque de o, 8. Sile degré
d’homogénéité est zéro, on a une surface de révolution. Appliquons ceci
aux surfaces S, définies par des valeurs de p satisfaisant 4 I'équation (26)

d*p (2k+2)p
0208 T (a—Bp —*
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c’est-a-dire pour lesquelles la somme des rayons de courbure principaux
est proportionnelle a la distance de I’origine au plan tangent. Il faut chercher
les solutions homogeénes de cette équation; posons pour cela

B_ —
Z=b  p=atel),

on est conduit, pour déterminer ¢(¢), & 'équation linéaire du second ordre
(32) Hr— 12" (L) —(r—1)(1— )20/ (t)—(2k +2)0(t)=o,

qui n’est encore qu'un cas particulier de I'équation de Gauss. Avec les
variables s, s,, une solution homogeéne sera de la forme

p=s"d(u), u:s.;o,
et la fonction ¢ devra étre une intégrale de I'équation
(33) u(t+ )P (u)y+(r+1)(1+u) P (u)+(2k+2)d(u)=o.

Supposons que I'on ait obtenu pour p une solution homogene de degré r
en o, B; je dis que les équations (24) déterminent une fonction », homo-
gene et de degré 27 en «, § ou de la forme

o =§F(s8),
et que cette solution o peut étre obtenue sans aucune quadrature. Posons

Jw  Jw P’w
P—E’ Q—(_)_s—;’ S—dsdso’

des équations (24) on tire

e

s I+ 5885y 1 ds Js
98 4k+1) ?ﬁ+s<"_ﬂ>2
dsy 1+ 8s, © 08 '\ ds, /)’

ou, avec les variables a, 83,

08 —4(k--1)B dp <g,_; 2
g p—a Poa doc>’
9P

9 —4(k-+1)B dp _{3<d >

B p—a P08

w
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Nous avons dans le second membre des fonctions homogénes en «, 3, de
degré 2r —1. Or, lorsqu’on a une différentielle

Sfa, 3)da+o(a, 8)d3,

ou f et o sont des fonctions homogenes de degré ¢, (¢ + 12 0), on a im-
médiatement, d’aprés le théoréme des fonctions homogenes, une fonction
admettant cette différentielle totale,

af (2 B)+ B2 B).

g1

Appliquons ceci a notre exemple particulier; nous en déduirons pour S
une fonction homogeéne en «, $ de degré 27. On aura ensuite

oP P\t oP
5 _(1—|—sso)<5§>; d_so_s’

ou, avec les variables «, B,

I

d’ot 'on tirera pour P une fonction homogéne en a, 8 de degré 27 — 1. Les

¢quations
9Q =8, 2Q —(1+sso)<i[3>2:
s

Js ds,

donneront de méme pour Q une fonction homogéne de degré 27 — 1. Enfin
les équations

ou

dn do

»=0 5=
ou

dw Jdo QO

0z o T

fourniront pour w une fonction homogéne en o, g de degré 27 Pour les
mémes raisons que plus haut, le plan représenté par 'équation

X(s4+50) +EiY(5g—8) +Z(8So+1) —ty =0
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enveloppe une surface spirale £,, dont la développée X sera également une
surface spirale. Il semble que ces surfaces dépendent de trois constantes
arbitraires, r et les deux constantes qui entrent dans 'intégrale générale de
I’équation linéaire (32). Mais il est & remarquer que toute solution homo-
geéne est de la forme

a"(Cy91+ C39s).

Cette intégrale ne change pas quand on multiplie C, et C, par un méme
coefficient, pourvu que 'on multiplie en méme temps « et § par un autre
cocfficient convenable, ce qui revient a faire tourner la surface autour de O s.
Les surfaces obtenues ne dépendent donc en réalité que de deux constantes
arbitraires, ce qui est bien d’accord avec le théoréme de M. Maurice Levy.

Pour obtenir des surfaces spirales réelles, il faut trouver des intégrales
homogénes de I’équation (26) qui prennent des valeurs réelles lorsque « et

I . . . . ’ . . .
- Bsont imaginaires conjuguées. On voit sans peine qu'il faut prendre

pour 7 une expression de la forme 4, A étant une quantité réelle. Soit alors
p=:s"0(ss)

une intégrale de I'équation (26); p = 5,9, (ss,) sera aussi une intégrale ct
la somme

P =59 (550) + 5,00 (55) = [0 (50) + (550) 30 (55)]

donnera des surfaces spirales réelles.
Dans ’équation (32), faisons le changement de variables

¢(t) =(t—mn)"z,
en supposant 2k + 2 = m(m — 1); il vient
(34) ta—)z"+[1—r—(2m—r—+1)t]s'—m(m—r)s=o.
(Vest 'équation de la série hypergéométrique pour laquelle
a=m, B=m—r, y=1—r.

Une des intégrales peut s’écrire

(- t)—“F<a, T8 Ti”T>3



SUR UN THEOREME DE M. WEINGARTEN. E.33

elle devient ici

t
= (1— t)"'"F(m, I—m,1—7, t——_l>,

et se réduit a une fraction rationnelle toutes les fois que 7 est un nombre
entier, quel que soit r. On peut donc oblenir, sous forme finie, les équa-
tions d’une infinité simple de surfaces spirales admettant I’élément
linéaire
do?*=du*+ [l—; —m(m— 1)] dae,
loutes les fois que m est un nombre entier.
L’équation (34) admet I'intégrale premiere

tl'——l

!
(l— l)?m’

55 —3515=0C

et I'intégrale générale sera

tr—1de
5:C151+ngl 7 2
[F(m, T—m, 1 —7, t———})]

13. Dans les équations (24 ) faisons le changement de variables

™
S—= o, 50:—-67 (.0:6,

elles deviennent -

ym_ o (),

(a4) da B da
1A Qi’_ﬂ:(a—ﬁ)z <g£>2’
op* B op

tandis que I’équation du plan tangent a la surface X, devient
X(1—of)+iY(1+af)+Z(x+B)+7=o.

Si la fonction p est homogene, les équations (24") donnent trés simple-
ment pour © une intégrale homogéne. On en tire en effet, en posant

9 den>_d_ﬂ 9 [ om\ _ oH,
da\dzd3) — 9B’ 0B \dadB) ~ 9’

Fac. de T. — V.

&=
Ct
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si 7 est le degré d’homogeénéité de p, Het H, seront de degré 27 — 15 on en

déduira

dH BdHl
9 B
Jocd@ 21 —1

En remontant ensuite de proche en proche, on en tire successivement

or _ aH 5( %ng@da)

>

Jda ar(er—i)
JH JH,
oz _ < B e,
dﬁ_ ?1(21—-1) BT
dn‘ . OH
50@ 2H + BH, 23 d@*ﬁaa>
ar—+1  ar(a2r—+1i) ar(ar—ri)(2r—+r)

Ce résultat est illusoire si 7 est nul ou égal & == §; mais ces valeurs de 7,
on 'a déja remarqué, ne conviennent pas a des surfaces réelles.



