REMARQUE

SUR UN

POINT DE LA THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES,

PAR M. G. KOENIGS,

Maitre de Conférences & I'Ecole Normale supérieure.

Soit (5|5, Sa, - - -y 5y) Un polynéme en z,, z,, ..., 5, de degré m dont
les coefficients sont des fonctions uniformes doublement périodiques de s.
Sinous faisons, dans ¢, z, = {(z — @,), 5, = {(53 — @,), ..., 5, = (5 — &),
ot {(z) désigne la fonction elliptique de seconde espéce, et a,, a,, ..., a,
des constantes, on obtient une fonction uniforme de 3

F(z)=5[5]8(s — @), {(s — @), ..., L(5 — av)].

Je dis que, si F(z) 1’a pas de péle a distance finie, elle se réduit a une
constanle.

Soit, en effet, 2Q une période quelconque, en sorte que
(s5+28)=¢(s)+H,

ot H est une constante ; formons F(z + 2Q); il suffira, dans §(z | 5, ..., 5,),
de remplacer z; par z;+ H, ce qui nous donnera

(3]5+H,z+H,...,5+H)
= F(5]| 51, 59y eeey ) FHF (3]50, iy 5y) 4o+ H2F (5] 51y -0 vy 3)e

Le polynéme g est analogue au polynéme § seulement, il n’est que du
degré (m — i) en 3, 5,, ..., 5,; posons

Fi(3) =5 [518(s—a1), (5 — @), ..., {(5—ay)],
et nous aurons
F(zs+2Q) =F(s)+HF,(5) + H2Fy(5) +...+ H"F,,(=).

Chacune de nos fonctions F;(z) dérive du polyndme 5;, de méme que I dé-
rive du polynéme 7. :
IV. — Fac. de T. E.1



E.2 G. KOENIGS.

Le théoréme est vrai pour le cas de m = o, car alors F'(z) se réduit a
unc fonction doublement périodique, qui, d’aprés un théoréme de Liou-
ville, admet nécessairement des poles dans chaque parallélogramme de pé-
riodes, a moins de se réduire & une constante. Supposons alors le théoréeme
vrai pour les degrés o, 1, 2, 3, ..., (m —1) du polynéme ¢, et montrons
qu’il est vrai pour le cas du degré m.

D’aprés notre hypothése, puisque les fonctions I;(z) dérivent de poly-
noémes de degré inférieur & m, il suffira de prouver que F;(z) est holo-
morphe dans tout le plan, pour qu’il demeure acquis que F;(z) est une
constante.

Or, en effet, soient 26 une période quelconque, % la quantité constante,
telle que
Lz +28) =8(s) + 7.

En faisant Q = ¢®, ol ¢ est un nombre entier, H devient égal a ¢%, et
I'on a

F(z+2p3) =F(3) +pii Fi(2) + p* 7 Fa(3) +... +p" 7" Fp (3).

Attribuons a I'entier p les valeurs 1, 2, 3, ..., m, nous aurons les m équa-
tions '

F(z+ 28)—F(z)= §F(5)+ #F,:)+...+ §7F,(3),
F(z+ 48)—F(5)= 23F(2)+ 2*#*Fas(5) +...+ 277" F,(3),

F(z+ama)—F(z) =miFi(s5)+m*32Fy(3)+...+ mm3"F,,(5).

Ces m équations linéaires en % F,(z), #2F,(3), ..., " F,(z) permettent
toujours de tirer les valeurs de ces 7 quantités, car le déterminant de ces
équations est le déterminant de Vandermonde, formé avec les m premiers
nombres entiers. Nous aurons donc, pour F;(z), une expression, telle que

Fi(s)=A;[F(s+28) —F(35)]
+A[F(s+48) —F()]+...+ A u[F(z+2ma) —F(5)],

‘e
F(z + 2m@) sont, par hypothése, holomorphes dans tout le plan, donc
F;(z) est holomorphe dans tout le plan. Il est ainsi acquis que F;(z) est
une constante.

‘Mais, puisque F,, F,, ..., F,, se réduisent a des constantes C,, C,, ...,

ot les A;, sont des constantes. Les fonctions F(z), F(z+ 2®),



(8]

REMARQUE SUR UN POINT DE LA THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. L.
C,., on aura, pour toute période 2,
F(5+2Q)—F(z5)=CH~+C,H2+...+ C,H"»=/f(H).

Faisons Q = p& o1 26 est une période; H devient 1), comme on a déja vu,
et, par conséquent,

F(z -+ 2pa) — F(z) = /(p7)-

On a, en particulier,

F(s+ 23) — F(z) ::f(?l)v
F(Z—i—!;ll')) —F(z+28) = f(#),

F(z+6&) —F(z+4a) =/f(#),

.................................... )

F(z+2p8) —F[z+2(p —)3] = f(3);

’

d’ot, en ajoutant,
F(z+208) — F(3) =p f(5).

On a donc, pour tout entier p,
Se®) = f(5).

Comme f(1) est un polyndme du degré m en A, cela exige que ce poly-
nome se réduise a son terme du premier degré.

On a donc
S()=Cy3,

c’est a-dire que 'on a, pour toute période,
F(z+42Q)—F(z)=C,H.
Considérons la fonction

G(3) = F(z) — C, £(5).
Ona
G(z+22)=F(s+2Q)—C,L(5+2Q)
= F(3) + CH — €, [(s) + H] = F(s) — , £(5) = G ().

La fonction G(z) est donc doublement périodique. Elle n’admet, du reste,
qu'un péle unique simple dans chaque parallélogramme, & savoir le pole
de {(z), pourvu toutefois que C, ne soit pas nul. On voit ainsi que C, doit
étre nul, car il ne peut exister de fonction uniforme doublement périodique
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n’admettant qu'un péle simple unique dans chaque parallélogramme. Mais,
st G, est nul, F(z) est elle-méme doublement périodique, et, par suite,
comme clle est holomorphe dans tout le plan, c’est une constante.

Il est ainsi prouvé que I'on peut passer du cas des degrés o, 1, 2, ...,
(m — 1) du polynéme # au cas du degré m. Comme la proposition est vraic
dans le cas du degré zéro, elle est donc vraie pour les degrés 1, 2, ... et fi-
nalement pour un degré quelconque. .

Remarque. — On savait déja que toute fonction entiére de fonctions,
telles que p(z — @,), p(z— a,), ..., et de leurs dérivées se réduit & unc
constante du moment qu’elle est holomorphe dans tout le plan. Le théo-
reme précédent prouve que la méme chose a lieu si la fonction est entiére
par rapport aux intégrales premicres —{(z —a,), — {(5 — a,), ... des
fonctions p(z — a,), p(z — a,), ...

Ce théoréme permet évidemment de simplifier I'établissement de plu-
sicurs formules de la théorie des fonctions elliptiques : par exemple, la for-
mule fondamentale bien connue

Y = , P(u) —p'(e),
) =80 +50) 3 S =y
1l faut cependant observer qu’il ne suffit pas d’exprimer que la fonction
I'(z) est dénuée de poles dans un parallélogramme donné.
Prenons, par exemple, la fonction

F(z)=p () —[8(3)1

clle est dénuée de pale dans tout parallélogramme de périodes qui com-
prend Porigine; car, pour s = o, elle reste finie bien que p(s) et {(z)
soient infinis. Mais changeons z en z + 2m &, nous aurons

F(s+2ma)=p(s) — [£(3) + m7]=p(3) — [£(5)]+ m**F— 2m7 {(s),

ce qui prouve que F(z) admet comme péles simples tous les points homo-
logues de T'origine bien qu’elle soit finie pour l'origine elle-méme. Avec
un peu d’attention, on reconnait qu'une fonction, telle que F(z), ne peut de-
meurer finie que dans un nombre limité de parallélogrammes correspon-
dant & un couple primitif donné de périodes.



