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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
Grenoble
Volume 31 (2012-2014) 55-70

ASYMPTOTIQUES EN TEMPS PETIT DU NOYAU DE
LA CHALEUR DES MÉTRIQUES RIEMANNIENNES ET

SOUS-RIEMANNIENNES

Davide Barilari, Ugo Boscain,
Grégoire Charlot & Robert W. Neel

Résumé. — Nous établissons l’asymptotique en temps petit du noyau de la cha-
leur au lieu de coupure dans les situations génériques, en géométrie riemannienne
en dimension inférieure ou égale à 5, en géométrie sous-riemannienne de contact
en dimension 3 ou de quasi-contact en dimension 4. La preuve nous permet de
montrer qu’en dimension inférieure ou égale à 5 les seules singularités d’une appli-
cation exponentielle riemannienne générique qui peuvent apparaître le long d’une
géodésique minimisante sont A3 et A5.

Abstract. — Abstract. We provide the small-time asymptotics of the heat
kernel at the cut locus in three cases: generic Riemannian manifolds in dimen-
sion less or equal to 5, generic 3D contact and 4D quasi-contact sub-Riemannian
manifolds (close to the starting point). As a byproduct we show that, for generic
Riemannian manifolds of dimension less or equal to 5, the only possible singularities
of the exponential map along a minimizing geodesic are A3 and A5.

1. Résultats connus en riemannien et sous-riemannien

En géométrie riemannienne, le laplacien est généralement défini de la
façon suivante. La divergence d’un champ de vecteur est définie à partir du
volume riemannien par

div(X)vol = LXvol.

et le gradient riemannien d’une fonction par

df = 〈grad(f), .〉.
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On définit alors le laplacien par

∆f = div(grad(f)).

Pour une variété sous-riemannienne (M,D, g), il n’y a pas toujours de
volume naturel. Définissons la suite de distribution Di par D1 = D et
Di+1 = Di + [Di,D]. Dans le cas d’une distribution équirégulière, c’est-à-
dire quand lesDi sont de dimension constante sur toute la variété, le volume
de Popp prolonge naturellement le volume riemannien (voir [20, 3, 8, 7]).
Mais, de façon générale, pour pouvoir définir partout un laplacien en sous-
riemannien, il faut choisir un volume lisse. Une fois le volume µ choisi, on
définit la divergence par

div(X)µ = LXµ.

Le gradient sous-riemannien est défini par

df|D = 〈gradSR(f), .〉

et le laplacien par
∆f = div(gradSR(f)).

Si la condition de Hërmander (voir [1]) est vérifiée (ce qui est trivial en
riemannien), et si la métrique est complète, alors l’opérateur ∆ admet un
noyau de la chaleur symétrique lisse pt(x, y) (voir [15, 23]).
La question de relier les asymptotiques en temps petit de pt(x, y) avec

les propriétés de la distance a été étudiée à partir des années 40 dans
le cas riemannien puis dans les années 80 pour ce qui concerne le sous-
riemannien. En particulier, en 1988, généralisant au sous-riemannien un
résultat de Molchanov de 1975 ([19]), Ben Arous démontre dans [9] que
si x et y sont tels que x 6= y, x et y ne sont pas points de coupure l’un
de l’autre, et s’ils ne sont pas reliés par une anormale stricte (voir [1])
minimisante, alors en temps petit

pt(x, y) = C(x, y) +O(t)
tn/2

e−d
2(x,y)/4t,

où C est une fonction lisse strictement positive et O(t) est uniforme sur
les compacts. De même Léandre démontre dans [18, 17], en généralisant la
formule de Varadhan ([24]), que pour tout couple de points

lim
t→0

4t log(pt(x, y)) = −d2(x, y).

Généraliser les résultats de Ben Arous et Molchanov au cas où x et y sont
dans le lieu de coupure l’un de l’autre est resté une question ouverte jusqu’à
récemment. Il a été étudié en riemannien en particulier dans [21, 22]. Dans
le cas sous-riemannien, le lieu de coupure était très peu connu jusque dans
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les années 90 où les travaux d’Agrachev, Gauthier et El-Alaoui ([2, 12])
ont permis de décrire complètement le lieu de coupure générique dans le
cas des distributions de contact sur les variétés de dimension 3, motivés
en particulier par les travaux de Ben Arous et Léandre sur le noyau de la
chaleur sous-riemannien. Les résultats qui suivent font avancer grandement
les choses en riemannien et en sous-riemannien.

2. Résultats de [6]

Dans [6], une avancée importante est faite dans la compréhension du
lien entre singularité de l’application exponentielle au lieu de coupure et
l’asymptotique du noyau de la chaleur. Suivant une idée de Molchanov, les
auteurs font ce lien par l’intermédiaire de l’étude de la fonction hxy définie
par

hxy(z) = d2(x, z) + d2(y, z)
2 ,

au voisinage de l’ensemble Γxy des points z où cette fonction hxy est mini-
male. Ils s’intéressent en particulier aux points y qui sont dans l’intersection
du lieu conjugué et du lieu de coupure de x, qui apportent une contribution
d’ordre différent au noyau de la chaleur.
Comme leur travail s’appuie sur le résultat de Ben Arous, les auteurs

demandent qu’il n’y ait pas d’anormale minimisante qui intervienne dans
la partie de la synthèse optimale que l’on va considérer.

Hypothèse. — Pour simplifier l’exposé, dans la suite on supposera qu’il
n’y a pas d’anormale minimisante.

Les auteurs montrent que

Proposition 2.1. — L’ensemble Γxy est en fait l’ensemble des points
z tels que

d(x, z) = d(y, z) = 1
2d(x, y).

Il est compact et, en l’absence d’extremale anormale minimisante, il est à
distance finie strictement positive du lieu de coupure.

Fixons maintenant z dans Γxy et λ la condition initiale qui correspond à
la géodésique qui atteint z en temps 1 en restant optimale. Une conséquence
immédiate de la proposition précédente est que l’application exponentielle
est un difféo d’un voisinage de λ dans un voisinage de z. La fonction distance
à x est donc lisse au voisinage de z et le développement de Ben Arous pour

VOLUME 31 (2012-2014)



58 D. BARILARI, U. BOSCAIN, G. CHARLOT & R.W. NEEL

(x, z) s’applique. Il en va de même pour la distance à y au voisinage de z
et pour le développement de Ben Arous pour (y, z).
Par compacité de Γxy, il existe un voisinage de Γxy, noté N(Γxy) sur

lequel le développement de Ben Arous pour (x, z) s’applique et hxy est
lisse sur ce voisinage.
L’idée qu’utilise Molchanov dans le cas riemannien est d’appliquer la

propriété de semi-groupe pour estimer le noyau en (x, y) combinée avec les
estimations en (x, z) et (y, z), puis de montrer que la contribution principale
va venir des passages à mi-parcours par Γxy. Plus précisemment, les auteurs
montrent dans un premier temps, le

Théorème 2.2. — Soit M une variété sous-riemannienne complète et
x et y deux points de M . Alors, pour tout voisinage N(Γxy) de Γxy, il
existe une constante δ > 0 et une fonction c0 lisse et strictement positive
sur N(Γxy)×N(Γxy) telles que

pt(x, y) =
∫
N(Γxy)

2n

tn
e−hxy(z)/t(c0(x, z)c0(y, z) +O(t))µ(dz)

+ o

(
exp

(
−d(x, y)2 − δ

4t

))
où O(t) est uniforme sur N(Γxy).

La propriété de semi-groupe (ou équation de Chapman-Kolmogorov) est

pt(x, y) =
∫
M

pt/2(x, z)pt/2(z, y)µ(dz).

L’intégrale dans la formule du théorème est directement issue de cette pro-
priété en utilisant le développement asymptotique de Ben Arous, qui est
valable pour z ∈ N(Γxy), et en utilisant son uniformité sur les compacts.
Le o(.) de la formule utilise le résultat de Léandre pour évaluer l’intégrale
sur M \N(Γxy).

Puis ils étudient la partie intégrale de la formule grâce au propriétés
des développements de Laplace (voir [13]), ainsi qu’en utilisant les formes
normales des fonctions au voisinage d’un de leur minimum local.

Proposition 2.3 (Asymptotique de Laplace). — Soit g définie sur Rn
par g(u) =

∑n
i=1 u

2mi
i où 1 6 m1 6 · · · 6 mn, D un compact de Rn

contenant 0 dans son intérieur et f une fonction lisse sur D. Alors∫
D

f(u)e−g(u)/tdu = t
1

2m1
+···+ 1

2mn

(
f(0)

n∏
i=1

Γ(1/2mi)
mi

+O(t1/mn)
)
,

où Γ est ici la fonction Gamma usuelle.
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Ainsi, si l’on s’intéresse de nouveau à∫
N(Γxy)

2n

tn
e−hxy(z)/t(c0(x, z)c0(y, z))µ(dz)

et si au voisinage d’un minimum il existe un système de coordonnées tel
que hxy = d(x, y)2/4 +

∑
i z

2mi
i , alors on obtient l’asymptotique pour t

petit suivant

pt(x, y) = 2n

tn−
1

2m1
−···− 1

2mn
e−d(x,y)2/4t

(
f(0)

n∏
i=1

Γ(1/2mi)
mi

+O(t1/mn)
)
,

où f(z)dz = c0(x, z)c0(y, z)µ(dz).
Ce résultat motive fortement l’intérêt d’étudier la fonction hxy et sa

dégénérescence au voisinage de Γxy, ce que font les auteurs en mettant
ensuite en évidence la relation qu’il y a entre dégénérescence de hxy en
z ∈ Γxy et appartenance de y au lieu conjugué à x.

Théorème 2.4. — Soit z dans Γxy et λ un élément de T ∗xM tel que
Expx(λ) = z et donc Expx(2λ) = y. Soit λ(.) une courbe dans T ∗xM
définie au voisinage de 0 telle que λ(0) = λ, et les deux courbes définies par
z(s) = Expx(λ(s)) et y(s) = Expx(2λ(s)). Alors ẏ(0) = 0 si et seulement
si ż(0) est dans le noyau de la hessienne de hxy en z.

Les arguments principaux qui permettent de prouver ce résultat sont les
suivants.
Comme il existe une unique géodésique optimale entre x et z(s) pour s

petit on peut définir λ̄(s) l’élément de T ∗z(s)M comme la valeur du relevé de
cette géodésique en z(s). De même, comme il existe une unique géodésique
optimale entre y et z(s) pour s petit on peut définir η̄(s) l’élément de
T ∗z(s)M comme la valeur du relevé de cette géodésique en z(s). Alors on a :

dhx,y|z(s) = λ̄(s) + η̄(s).

Notons que l’image par l’exponentiel en z(s) de λ̄(s) est y(s) quand celle
de −η̄(s) est y. Or comme l’exponentielle en z est un difféomorphisme
d’un voisinage de λ̄(0) dans un voisinage de y, on en déduit que pour s
assez petit, l’exponentielle en z(s) est un difféomorphisme d’un voisinage de
−η̄(s) dans un voisinage de y. Ainsi y(s) est d’ordre m en s si et seulement
si λ̄(s) + η̄(s) est d’ordre m, c’est-à-dire si dhx,y|z(s) est d’ordre m.
Supposons que ẏ(0) = 0 c’est-à-dire y(s) est un o(s). Alors dhx,y|z(s)

est un o(s), donc aussi dhx,y|z(s)(ż(s)), et ainsi h(z(s)) est un o(s2) ce qui
implique que ż(0) est dans le noyau de la hessienne de hxy.
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Réciproquement supposons que le noyau de la hessienne soit de dimension
n − k et que ż(0) est dans ce noyau. hxy étant minimal en z, il existe un
système de coordonnées centré sur z tel que

hxy(z) = z2
1 + · · ·+ z2

k + ϕ(z1, . . . , zn)

où ϕ a toutes ses dérivées d’ordre inférieur ou égal à deux nulles et ż1(0) =
· · · = żk(0) = 0. Alors dhxy|z(s) = z1(s)dz1 + · · ·+ zk(s)dzk + dϕ|z(s) est un
o(s). Ainsi y(s) est un o(s) et donc ẏ(0) = 0. Ce qui termine la démonstra-
tion. Et qui permet de montrer

Lemme 2.5. — Soit x et y deux points de M et z ∈ Γxy. Alors il existe
un système de coordonnées au voisinage de z tel que

1
4d

2(x, y) + u2
1 6 hxy(u1, . . . , un) 6 1

4d
2(x, y) + u2

1 + · · ·+ u2
n,

et, si la géodésique passant par z est conjuguée en y, alors il existe un
système de coordonnées au voisinage de z tel que

hxy(u1, . . . , un) 6 1
4d

2(x, y) + u2
1 + · · ·+ u2

n−1 + u4
n.

Ce lemme permet alors naturellement de prouver le théorème

Théorème 2.6. — Soit x et y deux points de M alors il existe deux
constantes strictement positives C1 et C2 telles que

C1

tn/2
e−d

2(x,y)/4t 6 pt(x, y) 6 C2

tn−1/2 e
−d2(x,y)/4t.

Si de plus x et y sont conjugués le long d’au moins une géodésique alors il
existe C3 tel que

pt(x, y) > C3

t(n/2)+(1/4) e
−d2(x,y)/4t,

et si, au contraire, x et y ne sont conjugués le long d’aucune géodésique
alors il existe C4 tel que

pt(x, y) = C4 +O(t)
tn/2

e−d
2(x,y)/4t.

3. Singuarités génériques de l’application exponentielle et
asymptotiques du noyau de la chaleur en dimension

inférieure ou égale à 5

L’article [5] que nous présentons ici ne concerne pas que les petites di-
mensions mais nous choisissons de présenter les résultats qui concernent les
dimensions inférieures ou égales à 5.
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3.1. Deux lemmes techniques importants

Les lemmes 3.3 et 3.4 ci-dessous forment les arguments principaux qui
permettent d’affiner les résultats précédents.
Pour les démontrer on utilise

Lemme 3.1 (Splitting Lemma, [14]). — Soit g : U ⊂ Rn → R une
fonction lisse avec U un voisinage de l’origine. Si g(0) = 0 and dg|0 = 0
et si 0 est un minimum local isolé de g avec dim(ker(d2g|0)) = k alors il
existe un système de coordonnées locales au voisinage de 0 tel que

g(u) = u2
1 + · · ·+ u2

n−k + ϕ(un−k+1, . . . , un)

où ϕ vérifie ϕ(0) = 0, dϕ|0 = 0 d2ϕ|0 = 0.

Définition 3.2. — Soit f une application de M dans N de même di-
mension n. On dit que f a une singularité de type (1,m) en x ∈ M si
dim(ker(Dxf)) = 1 et si en coordonnées on a

m = max{k ∈ N | ∃c(.) ∈ Cx
avec ċ(0) 6= 0 et f(c(t)) = f(x) + tkv + o(tk) où v 6= 0}

où Cx est l’ensemble des courbes lisses qui passent en x à t = 0.

On peut alors énoncer

Lemme 3.3. — Soient x et y conjugués le long d’une géodésique γ(t) =
Expx(2tλ) avec t ∈ [0, 1] et soit z0 = Expx(λ). Alors Expx a une singularité
de type (1,m) en 2λ si et seulement s’il existe un système de coordonnées
autour de z0 tel que

hxy(z) = d(x, y)2/4 + z2
1 + · · ·+ z2

n−1 + zm+1
n .

ainsi que

Lemme 3.4. — Soient x et y conjugués le long d’une géodésique γ(t) =
Expx(2tλ) avec t ∈ [0, 1] et soit z0 = Expx(λ). Pour tout ξ ∈ ker(dExpx|2λ)
il existe une courbe s 7→ λ(s) à valeurs dans T ∗xM telle que λ(0) = λ,
λ̇(0) = ξ et telle que si on note y(s) = Expx(2λ(s)) alors en coordonnées
y − y(s) = O(s3).

Dans le cas où z0 est isolé dans Γxy, les preuves de ces deux lemmes
s’appuient toutes les deux sur la mise sous forme normale de la fonction
hxy, via le splitting lemma.

Dans le cas du lemme 3.3, le fait que Expx a une singularité de type
(1,m) en 2λ implique que localement 2λ est le seul antécédent de y et donc
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que z0 est un minimum local strict et donc isolé de hxy. Le théorème 2.4
permet de dire que le noyau de la hessienne de hxy en z0 est de dimension 1
et le splitting lemma d’affirmer alors qu’il existe un système de coordonnées
autour de z0 tel que

hxy(z) = d(x, y)2/4 + z2
1 + · · ·+ z2

n−1 + ϕ(zn).

Notons λ(s) l’antécédent de (0, . . . , 0, s) dans T ∗xM par Expx, y(s) =
Expx(2λ(s)) et k l’ordre de y(s). Alors dhxy |z(s) est d’ordre k mais dhxy |z(s)=
ϕ′(s)dzn donc ϕ′(s) est d’ordre k ce qui implique que ϕ(s) est d’ordre k+1.
Maintenant, si on prend une autre courbe z̄(s) passant par z0, on a

dhxy |z̄(s) = z̄1(s)dz1 + . . . z̄n−1(s)dzn−1 + ϕ′(z̄n)dzn.

On en déduit que l’ordre de dhxy |z̄(s) est au plus k et que la courbe ȳ(s)
correspondante est au plus d’ordre k.

On s’intéresse maintenant au lemme 3.4. On sait que la dimension du
noyau de Expx en 2λ est égale à la dimension du noyau de la hessienne de
hxy en z0.
Dans le cas où z0 est isolé dans Γxy on peut utiliser le splitting lemma :

Si la dimension du noyau de la hessienne de hxy en z0 est n − k alors il
existe un système de coordonnées autour de z0 tel que

hxy(z) = d(x, y)2/4 + z2
1 + · · ·+ z2

k + ϕ(zk+1, . . . , zn),

avec ϕ dont toutes les dérivées d’ordre inférieur ou égal à 2 sont nulles. En
fait le fait que ϕ ait un minimum local en 0 entraine de plus que les dérivées
d’ordre 3 sont aussi nulles. Ainsi, si w est dans le noyau de la hessienne de
hxy il s’écrit w = (0, . . . , 0, wk+1, . . . , wn) et, le long de la courbe s 7→ sw,
dϕ est d’ordre au moins 3 et donc le y(s) correspondant est aussi au moins
d’ordre 3.
Quand z0 n’est pas isolé, on peut adapter la preuve. On peut écrire

hxy(z) = d(x, y)2/4 + z2
1 + · · ·+ z2

k + ϕ(z1, . . . , zn),

où ϕ a toutes ses dérivées d’ordre inférieur ou égal à 2 nulles et dépend
maintenant de toutes les variables zi. Pour conclure comme précédemment
il reste à montrer qu’il existe un changement de variables pour lequel la série
de Taylor en 0 de ϕ n’a plus de termes d’ordre 3. Pour discuter les différents
termes on note i1, i2 etc les indices inférieurs ou égaux à k et j1, j2 etc les
indices strictement supérieurs à k. Comme les indices i ne correspondent
pas au noyau, on peut supposer que hxy(z1, . . . , zk, 0, . . . , 0) = z2

1 + · · ·+ z2
k

donc il n’y a pas de termes d’ordre 3 du type zi1zi2zi3 . D’autre part, comme
hxy(0, . . . , 0, zk+1, . . . , zn) est minimal en 0 les termes de plus bas degré de
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sa série de Taylor ne peuvent pas être de degré impair. Ainsi, il n’y a pas
de termes en zj1zj2zj3 dans la série de Taylor de hxy en z = 0. Reste à
régler la question des termes mixtes qui mélangent les variables zi et zj
mais ceux-ci peuvent être pris en charge : par exemple si on a un terme
du type αz1z

2
n alors par le changement de variable z̄1 = z1 + α

2 z
2
n alors

z̄2
1 = z2

1 + αz1z
2
n + α2

4 z
4
n et dans les nouvelles variables le terme considéré

a disparu sans qu’aucun nouveau terme d’ordre 3 n’apparaisse. De même,
si on a un terme du type αz2

1zn ou pourra faire le changement de variable
z̄1 = z1 + α

2 z1zn. On peut donc supposer que ϕ a toutes ses dérivées d’ordre
inférieur ou égal à 3 nulles et on peut reprendre la preuve faite dans le cas
où z0 est isolé.

Ces lemmes ont deux corollaires immédiats. Le lemme 3.3 a pour consé-
quence

Corollaire 3.5. — Soient x et y conjugués le long d’une géodésique
optimale γ(t) = Expx(2tλ) avec t ∈ [0, 1] et soit z0 = Expx(λ). Supposons
que Expx a une singularité de type (1,m) en 2λ alors m est impair et il
existe des coordonnées telles que

hxy(z) = d2(x, y)/4 + z2
1 + · · ·+ z2

n−1 + zm+1
n .

Si de plus cette géodésique est la seule qui relie x et y de façon optimale
alors

pt(x, y) = C +O(t
2

m+1 )
tn−

n−1
2 −

1
m+1

exp

(
−d

2(x, y)
4t

)
.

Le lemme 3.4 entraine

Corollaire 3.6. — Soient x et y conjugués le long d’une géodésique
optimale γ(t) = Expx(2tλ) avec t ∈ [0, 1] et soit z0 = Expx(λ). Si la
dimension du noyau de Expx en 2λ vaut n−k alors il existe des coordonnées
telles que

hxy(z) 6 d2(x, y)/4 + z2
1 + · · ·+ z2

k + z4
k+1 + · · ·+ z4

n

ce qui donne l’information suivante sur le développement asymptotique

pt(x, y) > C

tn−
k
2−

n−k
4

exp

(
−d

2(x, y)
4t

)
.

3.2. Applications au cas riemannien

On applique maintenant les lemmes 3.3 et 3.4 au cas des structures rie-
manniennes.
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Grâce aux travaux d’Arnold et de son groupe [4], on connait la liste des
singularités lagrangiennes génériques jusqu’en dimension 5. Elle coincide
avec la liste des singularités lagrangiannes stables à savoir :

En dimension 1 :
A2 : x 7→ x2.
En dimension 2 : la précédente plus
A3 : (x, y) 7→ (x3 + yx, y).
En dimension 3 : les précédentes plus
A4 : (x, y, z) 7→ (x4 + yx2 + zx, y, z),
D4+ : (x, y, z) 7→ (x2 + y2 + xz, xy, z),
D4− : (x, y, z) 7→ (x2 − y2 + xz, xy, z).
En dimension 4 : les précédentes plus
A5 : (x, y, z, t) 7→ (x5 + yx3 + zx2 + tx, y, z, t),
D5+ : (x, y, z, t) 7→ (x3 + y2 + zx2 + tx, xy, z, t),
D5− : (x, y, z, t) 7→ (−x3 + y2 + zx2 + tx, xy, z, t).
En dimension 5 : les précédentes plus
A6 : (x, y, z, t, u) 7→ (x6 + yx4 + zx3 + tx2 + ux, y, z, t, u),
D6+ : (x, y, z, t, u) 7→ (x4 + y2 + zx3 + tx2 + ux, xy, z, t, u),
D6− : (x, y, z, t, u) 7→ (−x4 + y2 + zx3 + tx2 + ux, xy, z, t, u),
E6+ : (x, y, z, t, u) 7→ (x2 + xyz + ty + ux, y3 + x2z, z, t, u),
E6− : (x, y, z, t, u) 7→ (x2 + xyz + ty + ux,−y3 + x2z, z, t, u).

De plus, il est démontré dans [16] que les singularités riemanniennes
génériques au lieu conjugué sont des singularités lagrangiennes génériques.
C’est donc dans cette liste qu’il faut chercher les singularités possibles au
lieu de coupure conjugué.

Les singularités An sont de type (1, n). Faisons en la preuve pour A6.
Le noyau de la différentielle est de dimension 1 et engendré par ∂

∂x
. De

plus on a que pour x(s) = s et y(s) = z(s) = t(s) = u(s) = 0 on trouve
(x6 +yx4 +zx3 + tx2 +ux, y, z, t, u)(s) = (s6, 0, 0, 0, 0). Enfin, si une courbe
s 7→ (x(s), y(s), z(s), t(s), u(s)) a pour image une courbe en O(s7) alors y, z,
t et u sont des O(s7) ce qui implique, en regardant la première coordonnée,
que x(s)6 = O(s7) et donc que ẋ(0) 6= 0 et donc que la courbe s 7→
(x(s), y(s), z(s), t(s), u(s)) est singulière en 0. Une courbe non singulière en
0 ne peut donc pas avoir pour image une courbe en O(s7) ce qui finit de
démontrer que A6 est de type (1, 6). La démonstration dans le cas général
est la même.
Le corollaire 1 permet alors d’éliminer les singularités A2n car on aurait

hxy(z) = d(x, y)2/4 + z2
1 + · · ·+ z2

n−1 + z2n+1
n ,
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qui ne peut avoir un minimum en z = 0 à cause du terme z2n+1
n .

Le lemme 3.4 permet d’éliminer toutes les singularités non A de la liste.
Pour chacune de ces singularités le noyau de la différentielle est de dimen-
sion 2 et est engendré par ∂

∂x
et ∂

∂y
. Montrons sur deux exemples comment

utiliser le lemme 3.4.
D’abord pour D4−. Si une courbe (x, y, z)(s) est telle que (x, y, z)(0) = 0,

(ẋ, ẏ)(0) 6= 0 et ż(0) = 0 et si elle est un o(s2) alors z(s) est un o(s2) ce qui
entraine que x2(s) − y2(s) et x(s)y(s) sont des o(s2) et ceci n’est possible
que si ẋ(0) et ẏ(0) sont nuls et qui est contradictoire avec (ẋ, ẏ)(0) 6= 0.
Donc pour aucun vecteur du noyau il n’existe de courbe ayant cette vitesse
initiale telle que l’image soit un O(s3). Et ainsi le lemme 3.4 disqualifie D4−
comme singularité de l’exponentielle riemanienne en un point de coupure
conjugué.
Regardons ensuite E6±. Si (x2 +xyz+ty+ux,−y3 +x2z, z, t, u)(s) est un

o(s2) alors en particulier (z, t, u)(s) est un o(s2) et donc (xyz+ ty+ux)(s)
est un o(s2) ce qui entraine que x2 est un o(s2). Et on a donc ẋ(0) =
ż(0) = ṫ(0) = u̇(0) = 0. Il y a donc une seule direction v du noyau pour
laquelle il existe une courbe ayant v comme vitesse initiale dont l’image est
un o(s2) alors que la dimension du noyau de la différentielle est deux. Ceci
est contradictoire avec le lemme 3.4 et disqualifie donc E6±.

Ainsi, jusqu’à la dimension 5, les seules singularités génériques possibles
aux points de coupure conjugués sont A3 et A5. On connait déjà plusieurs
exemples où A3 est effectivement une singularité correspondant à un point
de coupure conjugué. On sait maintenant grâce à ce que l’on vient de
montrer que pour les dimensions 2 et 3 c’est la seule singularité générique
possible pour la partie optimale du front d’onde. Par contre, pour ce qui
concerne A5, on n’a pas d’exemple où elle est la singularité correspondant
à un point de coupure conjugué.
On obtient donc la liste des asymptotiques en temps petit du noyau de

la chaleur génériques :

Théorème 3.7. — Soit M une variété de dimension inférieure ou égale
à 5 et x ∈ M . Pour toute métrique riemannienne générique complète sur
M et tout y dans M on a
— si aucune géodésique optimale reliant x à y n’est conjuguée alors

pt(x, y) = C +O(t)
t
n
2

exp(−d
2(x, y)

4t ),
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Lieu de coupure

A3

A2
Lieu conjugué

Figure 3.1. Les géodésiques au voisinage d’une singularité A3

— si au moins une géodésique minimale reliant x et y est A3-conjuguée
mais aucune n’est A5-conjuguée alors

pt(x, y) = C +O(t)
t
n
2 + 1

4
exp(−d

2(x, y)
4t ),

— si au moins une géodésique minimale reliant x et y est A5-conjuguée
alors

pt(x, y) = C +O(t)
t
n
2 + 1

3
exp(−d

2(x, y)
4t ),

ce dernier cas ne pouvant apparaître que lorsque dim(M) > 4.

3.3. Applications aux cas sous-riemannien de contact et de
quasi-contact

Dans le cas sous-riemannien, il n’y a pas encore de résultat équivalent à
celui de S Janeczko et T. Mostowski [16] même s’il semble qu’ils aient avancé
dans cette direction. Cependant, dans le cas de contact on connait très bien
le lieu de coupure local : pour une structure sous-riemannienne de contact
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générique de dimension 3, le lieu de coupure à x vient s’accumuler sur x
et les points de coupure conjugués correspondent tous à des singularités de
type A3 de l’application exponentielle (voir [2, 12]). Ainsi on a le théorème

Théorème 3.8. — Soit une structure sous-riemannienne de contact de
dimension 3 générique et x ∈ M . Alors dans tout voisinage de x il existe
des points de coupure conjugués y, où

pt(x, y) = C +O(t)
t

7
4

exp(−d
2(x, y)

4t ).

Pour les points y qui ne sont pas de coupure conjugués alors

pt(x, y) = C +O(t)
t

3
2

exp(−d
2(x, y)

4t ).

Pour les structures sous-riemanniennes de quasi-contact de dimension 4
génériques, il existe dans tout voisinage de x des points de coupure conju-
gués y reliés à x par une unique géodésique optimale où la singularité de
l’application exponentielle correspondante est de type A3. On a alors

Théorème 3.9. — Soit une structure sous-riemannienne de quasi-
contact de dimension 4 générique et x ∈ M . Alors dans tout voisinage
de x il existe des points de coupure conjugués y où

pt(x, y) = C +O(t)
t

9
4

exp(−d
2(x, y)

4t ).

Pour les points y qui ne sont pas de coupure conjugués alors

pt(x, y) = C +O(t)
t2

exp(−d
2(x, y)

4t ).

3.4. Application au cas presque-riemannien

Les auteurs de [10] ont décrit les géodésiques, les sphères, le lieu de
coupure et le premier lieu conjugué d’un point en dehors de Z = {x = 0}
pour la métrique de Grushin dx2 + 1

x2 dy
2. Sans perte de généralité, on

peut prendre q = (−1, 0). Les géodésiques issues de q doivent traverser Z
pour participer de la création du lieu de coupure et du lieu conjugué : en
effet la courbure étant strictement négative en dehors de Z, les géodésiques
contenues dans le demi-plan x < 0 ne peuvent engendrer ni lieu de coupure
ni lieu conjugué. La géodésique issue de (−1, 0) avec le covecteur initial
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-6 -4 -2 2 4

-10

-5

5

10

Figure 3.2. Geodesiques et front d’onde partant d’un point en dehors
Z pour la métrique de Grushin. Figure de [10].

λx = cos(θ), λy = sin(θ) a pour expression

x(t) = t− 1, y(t) = 0 si θ = 0[2π]
x(t) = −t− 1, y(t) = 0 si θ = π[2π]
x(t) = − sin(θ − t sin(θ))

sin(θ)

y(t) =
2t− 2 cos(θ) + sin(2θ−2t sin(θ))

sin(θ)

4 sin(θ)

si θ /∈ πZ

Ce qui est intéressant à noter c’est qu’il existe deux points qui sont de
coupure et conjugués à (−1, 0) de coordonnées (1,±π2 ). En ces points un
calcul assez simple montre que la singularité de l’application exponentielle
est de type A3. Comme la métrique de Grushin est l’approximation nilpo-
tente en un point de Z de type Grushin, il est clair que pour q proche de
Z et loin des points de tangence, le même phénomène existe à savoir qu’il
existe deux points de l’autre côté de Z qui sont de coupure et conjugués à
q et que la singularité de l’application exponentielle correspondante est de
type A3. Grâce au Lemme 3.3, on peut donc en déduire (voir [11])
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Théorème 3.10. — Soit une structure presque-riemannienne de dimen-
sion 2 générique et un volume lisse. Si x est suffisamment proche de Z sans
être proche d’un point de tangence alors il a exactement deux points de
coupure conjugués y1 et y2 proches où

pt(x, yi) = C +O(t)
t

5
4

exp(−d
2(x, yi)

4t ).

Pour y différent de y1 et y2 suffisamment proche de x

pt(x, y) = C +O(t)
t

exp(−d
2(x, yi)

4t ).
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