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COMBINATOIRE DU BILLARD DANS UN POLYEDRE

Nicolas Bedaride

REsuME. — Ces notes ont pour but de rassembler les différents résultats de
combinatoire des mots relatifs au billard polygonal et polyédral. On commence par
rappeler quelques notions de combinatoire, puis on définit le billard, les notions
utiles en dynamique et le codage de ’application. On énonce alors les résultats
connus en dimension deux puis trois.

1. Combinatoire des mots

On rappelle ici les notions de base de combinatoire des mot, nous ren-
voyons a [12] pour de plus amples détails. Nous allons donner une définition
de langage sachant que dans ce contexte un langage est un langage factoriel
prolongeable.

Soit A4 un ensemble fini appelé 1’alphabet. Un mot est une chaiine finie
d’éléments de A. Le mot vide est noté €. La longueur d’'un mot est le
nombre d’éléments qui le composent, le mot vide est de longueur nulle par
hypothese. La concaténation de deux mots v =v;...v, et w =w;...wy
est le mot noté vw défini par vy ...v,w; ... w;. L'ensemble des mots muni
de la concaténation forme un monoide libre. Un mot infini est alors une
suite (up)nen & valeurs dans A. Soit v un mot fini ou infini, on dit que
v =11 ...0, est un facteur de u s’il existe n tel que

Up = V1 ... Up4r—1 = Up.

Un langage L sur A est une collection d’ensembles L,,, avec Ly = €, ou
les éléments de L,, sont des mots finis de longueurs n tels que pour tout
v € L, il existe a,b € A avec av,vb € L, 11, et tel que pour tout v € L, 41
siv=au=u'bavec a,b € A alors u,u’ € L,.

Mots-clés : théorie ergodique, dynamique symbolique, billard, isometries par morceaux.
Classification math. : 37TA35, 37C35, 05A16, 11N37, 28D.



2 NICOLAS BEDARIDE

DEFINITION 1.1. — Soit £ un langage, on appelle complexité de L la
fonction suivante :

p:N—>N
p(n) = card(Ly,).

DEFINITION 1.2. — Si v est un mot infini défini sur un alphabet fini,
alors I'union de ses facteurs forme un langage. La complexité de v est par
définition la complexité de ce langage. On la note p(n,v).

Supposons que 'on cherche la complexité d’un langage L, les notions
suivantes sont alors utiles :

DEFINITION 1.3. — Pour tout n > 1 on définit s(n) := p(n+1) — p(n).
Pour v € £(n) on définit les trois nombres suivants

my(v) = card{a € A,va € L(n+ 1)},
m.(v) = card{b € A,bv € L(n+ 1)},

mp(v) = card{a € A,b € A bva € L(n+2)}.

Un mot est alors dit spécial & droite si m,.(v) > 2, spécial & gauche si
my(v) > 2 et bispécial sil est spécial a gauche et a droite. Soit BL(n)
Pensemble des mots bispéciaux de longueur n.

Cassaigne [9] a alors prouvé le résultat suivant, dont on peut trouver une
autre preuve dans [10] :

LEMME 1.4. — Soit £ un langage et p sa complexité, alors pour tout
entier n on a

stn+1) —s(n) = Y [my(v) —me(v) —m(v) +1].

vEBL(n)

Remarquons au passage que s(n) vérifie les deux formules suivantes

st) =Y (me(v)=1)= Y (my(v) - 1).

veEL(n) veEL(n)

1.1. Exemples

Nous allons donner deux exemples qui illustrent le calcul de la complexité
d’un mot infini.
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COMBINATOIRE DU BILLARD DANS UN POLYEDRE 3

— Le premier exemple est celui du mot
v = abaaabbabbaaaaab . . .

obtenu de la facon suivante : vous considérez tous les mots de longueur
un sur l'alphabet & deux lettres et vous les rangez dans 'ordre lexi-
cographique, vous écrivez alors tous les mots de longueur deux de la
méme fagon, puis ceux de longueur trois, et caetera.

On voit alors que tous les mots possibles de longueur n sont repré-
sentés dans ce mot, on en déduit donc que pour tout entier n

p(n,v) = 2™

— Le deuxieme exemple est directement lié au sujet qui nous concerne.
Considérons les mots sur l'alphabet a deux lettres a,b muni de la
concaténation. Appelons alors ¢ le morphisme de monoide défini par
Iimage des générateurs : o(a) = ab; o(b) = a. Considérons alors la suite
(6™(a))nen- Si on munit ensemble {a;b} de la topologie grossiére et
le monoide de la topologie produit, on s’apergoit alors que cette suite
converge. Appelons v = Egg 0"(a) sa limite.

v = abaababaabaababa . . .

Intéressons nous alors aux mots spéciaux a droite de v. On s’apercoit

qu’il n’y a qu’'un mot spécial a droite de longueur un c’est a ; de méme

il n’y a qu'un mot spécial de longueur deux c’est ba. On peut alors

montrer que ce résultat est vrai pour tout entier n, par récurrence

sur n. Ainsi on en déduit Z m,(v) =1, dou s(n) =1 et p(n) =
veL(n)

n + 1 pour tout entier, vu que p(1) = 2.

2. Billard
2.1. Définitions

Dans cette partie nous donnons les premieres définitions du billard dans
un polyedre P de R3, le lecteur pourra facilement en déduire celle valable
en dimension d quelconque. Une bille de billard, c.a.d un point masse se
déplace dans P suivant une ligne droite jusqu’a rencontrer le bord de P. Il y
a alors un changement de direction, avec réflexion orthogonale par rapport
a la face de P et le point repart suivant la nouvelle droite.

VOLUME 25 (2006-2007)



4 NICOLAS BEDARIDE

De maniere plus précise ’application 7' du billard est définie sur un sous
ensemble X de 9P x PR? par la facon suivante :

Tout d’abord on définit un ensemble X’ C P x PR?. Le point (m,w)
appartient & X’ si et seulement si une des deux conditions suivantes est
vérifiée :

(1) La droite m+R*[w] intersecte une aréte de P, ol [w] est un vecteur
de R?® qui représente w.

(2) La droite m + R|w] est incluse dans une face de P qui contient m.

On définit alors X comme I’ensemble X = (9P x PR?)\ X'.

On peut maintenant définir 7' : Considérons (m,w) € X, alors on pose
T(m,w) = (m’,w') si et seulement si mm’ est colinéaire a [w], et [w'] = s[w],
ol s est la réflexion orthogonale par rapport & la face de P qui contient m/’.

T:X — §P x PR?
T : (m,w) — (m,w)

Remarque 2.1. — Dans la suite on identifiera PR® avec les vecteurs
unitaires de R3.

2.2. Dépliage

Le dépliage est un outil tres simple, mais tres utile dans 1’étude du billard.
Considérons une trajectoire de billard dans un polyedre P. Pour dessiner
Porbite on doit réfléchir la droite a chaque fois que la trajectoire intersecte
une face du polyedre. Le dépliage consiste a effectuer la réflexion du poly-
edre par rapport a la face et de poursuivre la droite. Voici un exemple de
dépliage dans le cadre du cube : (pour simplifier les dessins se font pour le
carré).

Exemple 2.2. — L’orbite de billard de (m,w) apparait comme la suite
des intersections de la droite m + Rw avec le réseau Z3, voir Figure 2.1.
Dans le dessin de gauche on représente I'orbite de billard en pointillé. Cette
trajectoire est dépliée en la droite intersectant le réseau.

Sur la figure de droite, on voit que l'orbite de billard peut s’étudier sur
le grand carré ou l'on identifie les cOtés opposés. On obtient alors un tore,
et 'application obtenue est une translation sur ce tore :

SEMINAIRE DE THEORIE SPECTRALE ET GEOMETRIE (GRENOBLE)



COMBINATOIRE DU BILLARD DANS UN POLYEDRE 5

Fia. 2.1. Dépliage.

DEFINITION 2.3. — Pour w € R3, une translation T,, sur le tore est une
application définie par :
R3/Z3 — R3 /73
T (,y,2) = (T + w1,y + wa, 2 + ws).
La figure 2.1 fournit une preuve au résultat suivant

LEMME 2.4. — Soit w € R3, et soit T I’application du billard dans Ie
cube.

Alors il est équivalent d’étudier 'orbite (T™(m,w)), ou (T*(m)),. Elles
ont les mémes propriétés dynamiques.

3. Dynamique
3.1. Définitions

L’ensemble des points (m,w) tel que pour tout entier n, T"(m,w) € X

est noté X .. Cet ensemble est de mesure pleine dans X, suite aux travaux
de [13].

DEFINITION 3.1. — On note 7 la projection de X sur OP qui 4 un point
associe sa premiére coordonnée. Une direction w € PR est dite minimale
si pour tout point m tel que (m,w) € X, la suite w1 (T™(m,w))nen est
dense dans OP.

Grace au procédé de dépliage on peut alors caractériser les directions
minimales du billard cubique :

LEMME 3.2. — Avec les notations usuelles on a :

VOLUME 25 (2006-2007)
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— Soit w = (a,b) un vecteur de R?. Considérons 'application du billard
dans le carré. Alors on a :
— La direction w est minimale si et seulement si a,b sont rationnel-
lement indépendants sur Q.
— Si la direction w n’est pas minimale alors pour tout point (m,w) €
X, Dorbite de billard est périodique.
— Dans le cas du cube de R? la direction w est minimale si et seulement
si les nombres w;, i = 1...d sont indépendants sur Q.

La preuve de ce lemme est basée sur le lemme de Kronecker, voir [16]. 11
faut noter que la dichotomie trajectoire périodique ou minimale n’est vraie
qu’en dimension deux.

Pour un polygone quelconque on ne sait pas caractériser les directions
minimales. On connait une condition suffisante pour une famille de poly-
gones : les polygones rationnels.

DEFINITION 3.3. — Un polygone est dit rationnel si tous ses angles
sont des multiples rationnels de w. De plus on dit qu’une direction est
une direction diagonale s’il existe une trajectoire de billard partant d’un
sommet dans cette direction et atteignant un autre sommet du polygone.

On peut alors énoncer la condition suffisante de minimalité :

THEOREME 3.4. — Dans un polygone rationnel si une direction n’est
pas diagonale alors cette direction est minimale.

Pour un polygone irrationnel ou pour un polyedre quelconque, on ne
connailt pas de condition semblable.

3.2. Billard et isométrie par morceaux

Dans cette partie nous montrons un lien entre ces deux objets, lien qui
permettra de réduire un probleme de billard au méme probléeme sur les iso-
métries par morceaux. On rappelle qu’une isométrie par morceaux du plan
est une application bijective définie sur une union de polygones (ou bien des
ensembles non bornés dont le bord est une ligne brisée), telles que restreinte
a chaque morceau elle soit une isométrie. Voici un exemples classique d’iso-
métries par morceaux en dimension un : les échanges d’intervalles. Il a été
étudié par de nombreux auteurs [22] [11].

Exemple 3.5. — Soit s un entier supérieur ou égal a deux, o une per-
mutation de {1..s} et A = (A1,...,As) un élément de R® & coordonnées

SEMINAIRE DE THEORIE SPECTRALE ET GEOMETRIE (GRENOBLE)
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S
strictement positives telles que Z)‘i = 1. Posons dg = 0 et pour tout k

i=1
k

appartenant & [1...s] posons & = Z)\Z- et I = [0x—1;0k[. Un échange
i=1

d’intervalles F est alors la bijection de [0; 1] sur lui méme qui & z dans

I, associe le point E(x) = x + aj, ou

a(k)—1 k—1

ap = Z /\U—l(i) —Z)\i.
i=1

1

Ainsi un échange de deux intervalles est isomorphe a une rotation d’angle
A1 sur le tore T'. Une rotation du tore T? est un exemple d’isométrie en
dimension deux, via la partition suivante :

Exemple 3.6. — La rotation d’angle («, 3) est définie de la fagon sui-

vante : On considere le réseau A engendré par les deux vecteurs < ﬂi 1),

(a; 1>, (g j:: 1) Un domaine fondamental du tore R?/Aest I'hexagone

de sommets
(0,0);(1,0);(0,1); (e +1,3), (a, B+ 1).

Cet hexagone est alors partitionné en trois parallélogrammes en reliant trois
sommets au point («, 3) et au point (1,1), voir figure. La rotation consiste

alors a translater les points du vecteur g)
(z,y) — (z+a,y+ )

Pour d’autres exemples en dimension deux nous renvoyons le lecteur
a [14].

Fi1G. 3.1. Rotation du tore

VOLUME 25 (2006-2007)
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Le but est d’étudier I’application de premier retour du flot du billard sur
une partie transverse donnée. Pour ce faire il faut que le polyedre vérifie
certaines propriétés qui vont généraliser la notion de polygone rationnel.

Soit P un polyedre, supposons qu’il a IV faces et appelons s;,i =1... N
les réflexions orthogonales par rapport a ces faces. Considérons le groupe G
engendré par ces réflexions. On dit alors que le polyedre est rationnel si ce
groupe est fini. Remarquons que ce groupe est un sous groupe du groupe
orthogonal linéaire, et que c’est un groupe de Weyl. Dans le cadre des
polygones cette définition coincide avec celle donnée. De plus lorsque une
trajectoire de billard effectue plusieurs rebonds, la direction initiale est
changée suivant l’action de ce groupe G, voir la figure 2.1.

On a alors le résultat suivant

PROPOSITION 3.7. — Soit P un polyédre rationnel et w une direction.
Soit I un plan transverse a w, alors 'application de premier retour du flot
de billard sur I x w est une isométrie par morceaux T,,.

Remarquons que dans le cas d’un polygone rationnel (avec I un inter-
valle), application T,, coincide avec un échange d’intervalles. Ainsi pour
montrer qu’une direction est minimale il suffit de montrer que 1’échange
d’intervalles est minimal, i.e tout point est d’orbite dense. Si le polygone
n’est plus rationnel, alors I’échange d’intervalles dégénere en un échange
avec un nombre infini d’intervalles.

4. Codage

Supposons que le polyedre possede N faces. On associe a chaque face
du polyédre P une lettre de Palphabet {1...N}. Soit d = {d;...dn}
le recouvrement de X, associé au codage. Dénotons par ¢ l'application
suivante :

¢: Xeo — {1,...,N},
¢(p) = (vn)z,
ou v, est définie par T"(p) € d,, . Soit S le shift sur I'espace {1...N}Z.

On a alors le diagramme suivant

X, —X . x.

o] |o
(Xoo) T’ ?(Xeo)

avec ’équation ¢ o T = S o ¢.

SEMINAIRE DE THEORIE SPECTRALE ET GEOMETRIE (GRENOBLE)
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DEFINITION 4.1. — Soit P un polyédre, considérons la partition d pré-
cédente. On appelle alors complexité globale le nombre de cellules du
raffinement de d a I’étape n :

n—1
p(n) = card \/ T .
i=0

De maniere équivalente p(n) compte le nombre de mots différents de
longueur n obtenus comme mot de billard & partir de n’importe quel point
et n’importe quelle direction.

DEFINITION 4.2. — Considérons le billard dans un polyédre. Le mot
infini associé au point (m,w) de Xoo est noté vy, ..

DEFINITION 4.3. — Considérons le billard dans un polyédre, et un point
(m,w) € Xoo. On note p(n,m,w) la complexité du mot vy, (voir Défini-
tion 1.2). On I'appelle complexité directionnelle.

On l'appelle ainsi a cause du résultat suivant.

LEMME 4.4. — Si P est un polygone rationnel et w une direction mini-
male alors le nombre p(n, m,w) est indépendant de m. On la notera donc
p(n,w) dans ce cadre la.

Tout calcul de complexité directionnelle se fait grace a ce lemme. 11 suf-
fit ainsi d’étudier tous les mots de longueur n obtenus comme début de
trajectoire de billard.

4.1. Remarque importante

Le carré (ou le cube de dimension quelconque) est généralement codé via
un codage simplifié consistant & donner la méme lettre aux faces paralleles.
L’utilité d’un tel codage viendra avec le théoréme suivant.

FiG. 4.1. Codage du carré

VOLUME 25 (2006-2007)
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Supposons que 'on code le carré avec la lettre a pour ’horizontale et la
lettre b pour la verticale, alors dans cette figure le mot associé est codé par
ababbab (on commence par le point le plus & gauche sur le coté horizontal).

Par exemple dans le billard carré codé par deux lettres, les mots de
longueur quatre sont au nombre de quatorze. Les sept mots commencant
par a sont

{aaaa, aaab, aaba, abaaa, abab, abba, abbb}.

5. Résultats en dimension deux

Nous présentons dans cette section les différents résultats connus en di-
mension deux.

Le premier résultat est du & Morse-Hedlund, [21]. Il est en deux parties :
la premieére donne un résultat général sur les valeurs possibles d’une fonc-
tion de complexité et la deuxieéme relie la valeur minimale d’une fonction
de complexité au billard carré :

THEOREME 5.1. — Avec les notations usuelles

— Soit v un mot infini sur un alphabet fini. S’il existe un entier ng tel
que p(ng,v) < ng alors le mot v est ultimement périodique.

— Siw est un mot infini de complexité p(n,v) = n+ 1 pour tout entier n,
alors il existe m point du carré et w direction minimale tels que si ’on
code le billard carré par deux lettres, alors on a p(n, m,w) = n+1 pour
tout entier n. Inversement pour toute direction minimale la complexité
directionnelle du billard carré est égale a n + 1.

On remarque alors que le deuxieme mot de I’exemple 1.1 correspond a
un mot de billard carré de pente le nombre d’or.

Le résultat suivant de Katok, [18] donne une premieére estimation de la
complexité

THEOREME 5.2. — Soit P un polygone, alors on a
1
lim 12820 _
+oo n

Ce théoreme n’a pas de preuve combinatoire, et utilise des arguments de
théorie ergodique. Ainsi le premier mot de I'exemple 1.1 ne peut etre un
mot de billard.

THEOREME 5.3. — Soit P un polygone rationnel, alors il existe a,b > 0
tels que pour toute direction minimale w il existe un entier ng tel que pour
tout entier n > ng on ait p(n,w) = an + b.

SEMINAIRE DE THEORIE SPECTRALE ET GEOMETRIE (GRENOBLE)
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Ce résultat de Hubert [17] généralise le théoréme de Morse-Hedlund &
tout polygone rationnel, et montre que la complexité directionnelle est li-
néaire a partir d'un certain rang. Ces deux résultats sont les seuls connus
sur la complexité directionnelle.

En ce qui concerne la complexité globale, on connait sa valeur dans le
cas du carré. De nombreux auteurs ont d’ailleurs obtenus une preuve de ce
résultat, citons [7] [20] ou [23] et [19].

THEOREME 5.4. — On suppose que le carré est codé par deux lettres,
alors on a

p(n) =1+ (n+1-10)o(i),
i=1
ou ¢ représente la fonction indicatrice d’Euler.

Pour un autre polygone le résultat suivant est le meilleur connu actuel-
lement. 11 est dii & Cassaigne-Hubert-Troubetzkoy [10].

THEOREME 5.5. — Si P est un polygone rationnel convexe, alors il
existe deux constantes a,b > 0 tels que pour tout entier n :

n
<H <
n
Ils obtiennent en fait un résultat valable pour n’importe quel polygone.
On appelle diagonale généralisée une trajectoire de billard reliant deux
sommets. Remarquons qu’une telle trajectoire a une direction diagonale en
vertu de la définition 3.3. On dit qu’elle est de longueur n si le mot associé

est de longueur n.

THEOREME 5.6. — Soit P un polygone convexe, notons par N(n) le
nombre de diagonales généralisées de longueur n. On a alors pour tout
entier n non nul

s(n+1)—s(n)=N(m-1).

Ainsi lestimation de N(n) donne la complexité dans n’importe quel po-
lygone. Le probleme est que 1’on ne sait estimer cette quantité que dans le
cadre des polygones rationnels via la théorie de Teichmuller. Dans le cas
du carré une étude directe montre que N(n) = ¢(n), on retrouve ainsi la
formule de Mignosi.

Remarquons que le théoreme est encore vrai sans ’hypotheése de con-
vexité, voir [3]. Dans le cas d’un polygone irrationnel on ne connait pas
de majoration de la complexité. On sait juste qu’elle est minorée par n2,

voir [24].

VOLUME 25 (2006-2007)



12 NICOLAS BEDARIDE

THEOREME 5.7. — Soit P un polygone du plan, alors il existe ¢ > 0 tel
que pour tout entier n :

p(n) = en”.

6. Dimension trois

Dans le cadre du cube on peut calculer la complexité directionnelle pour
toute direction. La valeur maximale de cette fonction est alors quadratique
en n, voir [4]. Signalons que la derniére partie du théoreme avait d’abord
été démontrée par Arnoux-Mauduit-Shiokawa-Tamura dans [1] mais leur
preuve comportait une erreur.

THEOREME 6.1. — Considérons un cube de R3 et w = (w1, ws,ws3) une
direction telle que w; # 0 pour tout i. Notons «, 3 les deux nombres suivants
o= zi—f.Alorsona

wi )
(1) Sia, B sont des nombres rationnels, alors il existe C' > 0,n9 € N tel
que pour tout point m, p(n,m,w) = C pour tout entier n > ng.

(2) Si « est irrationnel, et que [ est rationnel, alors il existe C' tel que
pour tout point m, n+ 1 < p(n,m,w) < Cn.

(3) Sia, [ sont irrationnels et que les nombres 1, o, 8 sont indépendants
sur Q, alors il existe C' tel que pour tout m, n+1 < p(n,m,w) < Cn
pour tout entier n.

(4) Sia, 3,1 sont linéairement indépendants sur Q, mais que a=*, 3711
sont liés sur Q, alors il existe C' €]0;1[ tel que p(n,w) ~ Cn?.

(5) p(n,w) =n?+n+1 dans tous les autres cas.

Le cas de la dimension quelconque a été traité par Baryshnikov dans [2]
Ce théoreme donne la valeur maximale de la complexité directionnelle :
C’est un polyndéme en n de degré d, ou la dimension de ’espace vaut d + 1.

THEOREME 6.2. — On se place dans Rt et on considére une direc-
tion w vérifiant :
— Les nombres w;,i = 1...d + 1 sont indépendant sur Q.

— Les nombres wi_l,z' =1...d+ 1 sont indépendant sur Q.

Alors on a
min(n,d)
nld!
= — — VYn,deN.
p(n.) ; CENCED A

SEMINAIRE DE THEORIE SPECTRALE ET GEOMETRIE (GRENOBLE)
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Signalons que cette formule avait été conjecturée par Tamura, et remar-
quons que la formule est symétrique en n et d. De plus si I'on arrive a
démontrer la symétrie de maniere indépendante, on peut retrouver la for-
mule. Ainsi la preuve de la symétrie est une question importante.

En ce qui concerne la complexité globale il n'y a que deux résultats
connus. Le premier généralise le théoreme de Katok, et le deuxieme traite
le cas du cube, voir respectivement les articles [5] et [6].

THEOREME 6.3. — Dans tout polyédre convexe de R> on a
log p(n
lim 128207 _
+oo n
THEOREME 6.4. — Pour le cube de Rt codé par d + 1 lettres il existe
deux nombres a,b > 0 tels que pour tout entier n on ait :
p(n)

Signalons pour finir ce paragraphe deux résultats liés au billard : Le pre-
mier, du & Gutkin-Haydn [15], estime la complexité d’un échange de poly-
gones, et permet de donner une estimation de la complexité directionnelle
dans un polyedre rationnel. Le deuxieme, di & Buzzi [8] est une généra-
lisation du premier résultat, et montre que toute isométrie par morceaux
de R? est d’entropie nulle.

THEOREME 6.5. — On considére un échange de polygones défini sur un
ensemble compact en dimension deux. Alors cette application est d’entropie
topologique nulle, (c.a.d que la complexité est sous exponentielle).

On peut alors déduire de ce résultat et de la Proposition 3.7 que la
complexité directionnelle dans un polyedre rationnel est sous exponentielle.
THEOREME 6.6. — Toute isomérie par morceaux de R? est d’entropie
topologique nulle.
Elle vérifie donc lim o % = 0. Ainsi ce théoréeme montre que le flot
directionnel dans un polyedre rationnel est d’entropie nulle. Ce résultat
généralise donc le théoreme précédent.

7. Problémes ouverts

Nous finissons cet article par une série de problemes ouverts qui nous
paraissent importants :
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[1]
2]
[3]
[4]
[5]
[6]
[7]
(8]
[9]
(10]

(11]

(12]

[13]
[14]
[15]
[16]

(17]

NICOLAS BEDARIDE

Estimer la complexité globale dans un triangle irrationnel.

Estimer p(n) ou p(n,w) dans un polyedre rationnel.

Quel est le lien entre p(n,w) et p(n)?

Donnez une condition suffisante pour la minimalité d’'un échange de
rectangles.

Pour un polygone irrationnel, existe t-il une trajectoire dense dans X ?
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