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EXTREMA DE VALEURS PROPRES DANS UNE
CLASSE CONFORME

par Pierre Jammes

Résumé

On s’intéresse au probléme de savoir quelle est la rigidité apportée
au spectre d’une variété riemannienne compacte par le fait de fixer son
volume et se classe conforme, et en particulier de déterminer si on peut
faire tendre les valeurs propres vers 0 ou l'infini sous cette contrainte. On
consideére successivement les cas du laplacien usuel agissant sur les fonc-
tions, ’opérateur de Dirac, le laplacien conforme et le laplacien de Hodge-
de Rham.

I - INTRODUCTION

Soit M une variété compacte de dimension n > 2. Si M est munie d’une
métrique riemannienne g, on peut définir le laplacien A = —div grad, agis-
sant sur les fonctions de M, dont nous noterons le spectre 0 = A\o(M,g) <
Al(M,g) S )\2(M7g) S

Un probleme classique consiste a étudier la fonctionnelle g — A\, (MM, g) sous
certaines contraintes géométriques et d’en chercher les métriques extrémales.
Ce probleme peut se généraliser a d’autres opérateurs.

Nous nous intéresserons ici a I'étude de la fonctionnelle
2
9 = Ak(M, g) Vol(M, g) =, ©)
le facteur volume permettant de normaliser cette fonctionnelle en la rendant
invariante par homothétie, en nous restreignant a 'espace des métriques rie-
manniennes conformes a une métrique g donnée quelconque, c’est-a-dire a
la classe conforme [g] = {h%g, h € C*°(M), h > 0}, ce sujet ayant connu
récemment un grand nombre de développements.

On verra successivement le cas du laplacien usuel agissant sur les fonctions
(section II), 'opérateur de Dirac — ou plus précisément son carré pour que la
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fonctionnelles (1) reste invariante par homothétie — et le laplacien conforme
dans la section I, et le laplacien de Hodge-de Rham dans la section IV.

Je remercie Bernd Ammann et Bruno Colbois pour de nombreuses discussions
autour de ce sujet, ainsi que Gérard Besson qui m’a permis d’exposer mes
travaux au séminaire de théorie spectrale et géométrie de I'institut Fourier.

IT - LAPLACIEN USUEL

1. Majoration des valeurs propres et spectre conforme

Si (M, g) est une variété riemannienne compacte, nous noterons le spectre du
laplacien usuel A : f — V*V f, agissant sur les fonctions de M, par

O:AO(MMQ)<)\1(M7g)§)\2(Mag>§~-~ (2)

A volume fixé, on peut facilement faire tendre ces valeurs propres vers zéro
en construisant des haltéres de Cheeger, et on peut aussi les faire tendre vers
l'infini d’apreés [CD94]. Si on fixe la classe conforme, on peut encore exhiber
des petites valeurs propres, mais en revanche N. Korevaar a montré que pour
tout k, A\, (M, g) est uniformément majorée :

Théoreme I1.1 ([Ko93]). Soit M une variété compacte de dimension n et C une
classe conforme de métriques sur M. Il existe une constante a(C') > 0 telle que

sup /\k(M,g)Vol(M,g)% <a-kn.

geC

Pour k£ = 1, une telle majoration avait déja été obtenue par A. El Soufi et S. Ilias
dans [ESI86] (voir paragraphe suivant).

Ce résultat permet de définir des invariants conformes de la variété M
en considérant la borne supérieure de A, (M, g) Vol(MM, g)= dans une classe
conforme. ces invariants ont été définis et étudiés par B. Colbois et A. El Soufi
dans [CES03] :

Définition I1.2 ([CES03]). Soit M une variété riemannienne compacte et C' une
classe conforme de métriques sur M. La k-ieme valeur propre conforme de (M, C') est
définie par
M(M, C) = sup Ax(M, g) Vol(M, g) .
geC

La suite (\§,(M, C))y, est appelée spectre conforme de (M, C').

On connait peu de valeurs exactes des \¢ (M, C). Outre le cas de la 1°™ va-
leur propre de certaines variétés s'immergeant isométriquement minimale-
ment dans des spheres que nous verrons au paragraphe 2, le seul exemple
semble étre \5(S?, Cean) = 167 calculé par N. Nadirashvili dans [Na02].
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B. Colbois et A. El Soufi obtiennent dans [CES03] quelques estimées générales

des valeurs propres conformes, & commencer par une minoration par le
spectre conforme de la sphere :

Théoreme I1.3. Pour toute classe conforme C' sur une variété M de dimension n, et
tout entier k > Oona
A(M,C) > AL(S™, Cean)-

Ce résultat était déja connu pour k = 1 ([FN99]).

Leur second résultat est que la différence entre deux valeurs propres
conformes consécutives est uniformément minorée :

Théoreme I1.4. Pour toute classe conforme C sur une variété M de dimension n, et
tout entier k > Qona

Nip1 (M, €)% = X;(M,C)F > X{(S", Cean) ¥ =nuw,,
o1l wy, désigne le volume de S™ pour sa métrique canonique.

On peut en déduire une minoration de Aj (M, C) en fonction de n et k :

Corollaire IL.5. Pour toute classe conforme C' sur une variété M de dimension n, et
tout entier k > 0, on a

X (M, C) > nwy k*.

Notons que dans cette derniére égalité, on a égalité sur les sphéres pour k = 1
et n quelconque, ainsi que pour k =n = 2.

La question se pose naturellement de savoir quelles métriques peuvent
réaliser le maximum de A\, (M, g) dans une classe conforme. A. El Soufi et
S. Ilias montre dans [ESI03] que pour une telle métrique, la valeur propre
A (M, g) est nécessairement multiple. On peut en déduire, en conjonction avec
le théoreme I1.4 quune métrique ne peut pas maximiser trois valeurs propres
consécutives dans sa classe conforme.

2. Volume conforme et 1°' valeur propre conforme

Le cas de la premieére valeur propre du laplacien est particulier car A. El Soufi
et S. Ilias ont donné une majoration plus précise que celle de N. Korevaar — et
en un sens optimale — en utilisant le volume conforme.

Si on note Gy le groupe des difféomorphismes conforme de la sphere SV

munie de sa structure conforme canonique, le volume conforme de la variété

M pour la classe conforme C, introduit par P. Li et S. T. Yau dans [LY82], est
défini par

Ve(M,C) = inf inf sup Vol(yop(M)), 3

(M, C) = i sor gy S (y o @(M)) 3)
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l'application ¢ parcourant l'ensemble des difféomorphismes conformes de
(M, C) dans S™.

La propriété du volume conforme qui nous intéresse ici est la suivante :

Théoreme I1.6. Si (M, g) est une variété riemannienne compacte, alors

2
n

A (M, g) Vol(M, g) = < nVe(M, [g])’

Ce théoréme est démontré pour n = 2 dans [LY82], et généralisé en toute
dimension par A. El Soulfi et S. Ilias dans [ESI86].

La principale motivation de P. Li et S. T. Yau était d’utiliser le théoréme IL.6
pour démontrer des cas particuliers de la conjecture de Willmore. Signa-
lons que cette inégalité a trouvé récemment une nouvelle application : en la
généralisant a des orbivariétés, I. Agol a montré dans [Ag06] qu’iln’y a qu'un
nombre fini de groupes de réflexions kleiniens arithmétiques maximaux.

L'inégalité du théoreme IL.6 a I'intérét qu’on peut caractériser le cas d’égalité
et en exhiber des exemples.

Définition I1.7 ([ESI92]). On dit qu’une métrique g sur une variété compacte M est
Ai-minimale si (M, g) s'immerge isométriquement minimalement dans une sphere
par ses premiéres fonctions propres.

Théoréme I1.8 ([ESI86]). Soit (M, g) est une variété riemannienne compacte. On
a l'égalité Ay (M, g) Vol(M,g)» = nV.(M,[g]) si et seulement si (M,g) est \;-
minimale.

Remarque 11.9.— La A;-minimalité est aussi fortement liée a I'extrémalité de
la métrique pour la fonctionnelle (1) dans I’espace de toute les métriques (voir
[Na96] et [ESIOO]).

La condition de A;-minimalité a été étudiée par T. Takahashi dans [Ta66],
ou il montre qu’elle est équivalente a I'existence d’une famille de premieres
fonctions propres (fi,..., fx) telle que g = Zle df?, et que cette condi-
tion est vérifiée sur les variétés homogenes irréductibles. Elle I'est aussi sur
les variétés fortement harmoniques ([Be78]) et sur quelques autres exemples
(IMOU84]). On peut en déduire les valeurs exactes du volume conforme et de
la premiere valeur propre conforme sur les espaces projectifs munis de leur
métrique canonique :
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variété | dimension Ve A§
P
S n Wn, nwyy
cpr 2n (W) L 4dr(n + 1)n!_%
2n
HP" 4n ()™ il | Sr(n+ 120+ )
)8 1
CaP? 16 8(37) 48 ()
Remarque 11.10.— En dimension 2, la fonctionnelle (1) est uniformément ma-

jorée sur l'espace de toute les métriques, et une métrique réalisant son maxi-
mum est A;-minimale. Outre le cas de la spheére, on connait deux valeurs expli-
cites de A{ dans cette situation. Sur le tore, le maximum est atteint par le tore

équilatéral T2, = R?/ ((1,0)2@ (L, @)Z) et X (Toq) = 2372 (voir [Na96]).

Ce maximum a aussi été récemment calculé sur la bouteille de Klein dans
[ESGJO05].

Remarque 11.11.— La propriété de A;-minimalité est stable par produit : on
peut facilement vérifier que si deux variétés ont méme premiere valeur propre
et que leur métrique peut s’écrire sous la forme g = Zle df? ot les f; sont
des premieéres fonctions propres, il en va de méme pour leur produit. On peut
construire ainsi d’autres exemples comme le tore de Clifford S* x S*.

3. Spectre conforme minimal

L. Friedlander et N. Nadirashvili ont redémontré de maniére indépendante
dans [FN99] que A (M, g) Vol(M, g)% est majoré dans une classe conforme.
IIs définissent aussi un nouvel invariant différentiable de M par v(M) =
inf, A{ (M, [g]) et montrent qu’il est toujours minoré par A (S™, Cean). On peut
définir un « spectre conforme minimal » pour M en étendant cet invariant aux
autres valeurs propres par

(M) = inf X, (1. ). @

Ces invariants sont trés mal connus. On peut déduire des résultats évoqués
précédemment que 1 (S™) = A{(S™, Cean), On peut aussi affirmer que v (S?) =
167 et v1(RP?) = 127 en utilisant le fait que ces deux variétés n’ont qu’une
classe conforme. A. Girouard a récemment montré dans [Gi05] que v (T?) =
v1(K?) = 8r ou K? désigne la bouteille de Klein, et on conjecture que pour
toute surface compacte ¥ autre que RP?, on a v (X) = 8.

Il est difficile d’extrapoler ce que peut étre le comportement de ces invariants
a partir d’aussi peu d’exemples, surtout que la dimension 2 pourrait étre pa-
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thologique. Le cas du plan projectif montre cependant que l'invariant v (M)
n’est pas trivial.

Un approche possible pour obtenir des estimées de 14 (M) est dutiliser le vo-
lume conforme pour définir un nouvel invariant différentiel :

Définition I1.12. Si M est une variété différentielle compacte, on définit le volume
conforme minimal de M par

Vo (M) = inf V(M. g).

On a alors la majoration suivante, qui découle immédiatement du
théoreme I1.6 :
v (M) < nVem(M). 5)

Remarque 11.13.— Pour définir le volume conforme minimal, il suffit dans la
relation (3) de supprimer la condition que le difféomorphisme ¢ est conforme.
Contrairement au spectre conforme minimal dont la définition fait appel a des
structures riemanniennes et conformes sur la variété, on a seulement besoin
ici de sa structure différentielle.

Les seules valeurs exactes connues du volume conforme minimal sont
Vem (S™) = wy, et Ve (RP?) = 67. On peut cependant montrer qu’a dimension
fixée, il est uniformément majoré :

Théoreme 11.14 ([Ja]). Pour toute entier n > 2, il existe une constante c(n) > 0
telle que pour toute variété compacte M de dimension n, on a Ve (M) < c(n).

Le principe de la démonstration est d’étudier comment varie le volume
conforme minimal quand on pratique des chirurgies sur la variété.

IIT — OPERATEUR DE DIRAC ET LAPLACIEN CONFORME

1. Notations

Je rassemble ici deux opérateurs qui semblent assez différent par construction
mais qui se révelent avoir de nombreuses propriétés communes.

Si (M, g) est une variété riemannienne munie d’une structure spinorielle Y,
on peut définir 'opérateur de Dirac D agissant sur les sections du fibré des
spineurs ¥, M (voir par exemple [Hi01]). C’est un opérateur elliptique du 1¢
ordre dont le spectre n’est pas borné inférieurement. Par commodité, et pour
garder une certaine cohérence des notations par rapport aux autres opérateurs
traités dans ce texte, nous considérerons le spectre de D?, que nous noterons

OS/\l(Mthg)S/\2(M5X7g)§~--- (6)
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On notera en outre A" (M, x, g) la premiére valeur propre strictement positive.

Le laplacien conforme, appelé aussi opérateur de Yamabe, qui agit sur les fonc-
tions de M est défini par

Ly: f=Af+ scalg f, (7)

-2
( -1
ol scal, désigne la courbure scalaire pour la métrique g. Le spectre de L est
borné 1nfer1eurement mais peut contenir un nombre fini de valeur propres
négatives. Nous noterons son spectre complet par

AL(M,Ly) < A2(M,Ly) < ... 8)

et par AT (M, L) (resp. A~ (M, L)) la plus petite valeur propre (en valeur ab-
solue) strictement positive (resp. strictement négative).

Les opérateurs D et L ont en commun une propriété de covariance conforme :
on dit qu’on opérateur T d’ordre j est conformément covariant s’il vérifie la
relation

They =

©)

otl h est une fonction strictement positive et T, désigne I'opérateur T pour la
métrique g. En particulier, la dimension des noyaux de D et L sont des inva-
riants conformes, ce qui justifie le fait de ne s’intéresser ici qu’a leurs valeurs
propres non nulles.

Certaines connivences entre les spectres de ces deux opérateurs sont bien
connues, citons par exemple 1'inégalité suivante due a O. Hijazi ([Hi86]) sur
laquelle nous reviendront :

MM, x, g) 2 A1 (M, Lg). (10)

n
4n—1)
Cette inégalité n’est significative que si A1 (M, L) est strictement positif.

2. Minoration conforme du spectre

Le comportement du spectre de ces deux opérateurs contraste avec le cas du
laplacien usuel. Le premier résultat obtenu est qu’on ne peut pas faire tendre
les valeurs propres vers zéro dans une classe conforme :

Théoreme IIL.1. Soit (M, x) une variété spinorielle compacte et C une classe
conforme de métrique sur M. Alors

lIelf AT(M, x, g) Vol(M, g)% 0.
9

Ce théoreme a été démontré par J. Lott ([Lo86]) dans le cas ou 'opérateur de
Dirac est inversible, et dans le cas général par B. Ammann ([AmO03b]). Les deux
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auteurs remarquent que la démonstration est valable pour n’importe quel
opérateur elliptique autoadjoint conformément covariant de degré strictement
inférieur a n, et quel que soit le signe des valeurs propres. On peut donc rem-
placer AT (M, x, g) par AT (M, L,) ou |\~ (M, L,)| dans le théoreme IIL1.

Dans [Am03a], B. Ammann étudie 'existence de métriques réalisant la borne
inférieure du théoreme III.1. Dans le cas ol cette borne est plus petite que
celle de la sphere canonique (cette condition est étudiée plus en détail dans
[AHMO6], elle est en particulier vérifiée par M = RP*¥3), il montre qu’elle
est atteinte en élargissant la classe conforme C' a des métriques dégénérées
de la forme h%g ou g est une métrique de C et h une fonction C*“ qui peut
s’annuler.

Dans le cas o1 I'invariant de Yamabe, défini par
; Sy scalg dug

Y(M, O) - in n—2 9

(11)
9€C¢ Vol(M,g) =

est strictement positif, ce qui est une restriction topologique et géométrique
assez importante, on a aussi l'identité classique pour n > 3

inf A1 (M, Ly) Vol(M, g)* =Y (M, ), (12)
ge

qui nous dit que AT(M,Ly) = A (M,L,) en donnant au passage une
minoration optimale de A*(M,L,) Vol(MM, g)n, et qui fournit aussi en
conjonction avec l'inégalité de Hijazi (10) une minoration explicite de
A (M, x,g) Vol(M, g)% pour n > 3. C. Bér a étendu dans [B492] cette inégalité
a la dimension 2 :

M (8%, x; 9) Vol(S%, x, g) > 4. (13)

Pour les surfaces de genre supérieur ou égal a 1, l'invariant de Yamabe est
négatif ou nul, et donc I'inégalité est triviale.

Signalons aussi que dans [AHO6b], B. Ammann et E. Humbert étudient I’exis-
tence de métriques minimisant Ao (M, L) Vol(M, g)n.

3. Les invariants o et 7

On a vu que la majoration de la premiere valeur propre du laplacien dans une
classe conforme permettait de définir un invariant différentiel par un min-
max. On peut définir des invariants similaires a I’aide de 1’'opérateur de Dirac
et du laplacien conforme et d'un max-min.

Un invariant de ce type a déja été défini a ’aide de l'invariant de Yamabe. Cet
invariant, introduit indépendamment par O. Kobayashi [Ko87] et R. Schoen
[Sc87], est noté o (M) et appelé invariant de Schoen ou invariant de Yamabe
différentiel :

(M) = supY (M, [g), (14)
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2
Comme pour toute classe conforme C ona Y (M, C) < n(n—1)w,; cette borne

2
supérieure est finie, et 0 (M) < n(n—1)w,; . Dans le cas ou (M) est strictement
positif, Iégalité (12) nous dit que c’est I'invariant annoncé pour le laplacien
conforme :

o(M) = sup inf A (M, L) Vol(M,§)* (15)
g G€ld] ’
Remarque II1.2.— L'invariant qu’on pourrait définir de la méme maniere avec

AT (M, L,) semble moins pertinent (et plus difficile a étudier) car le nombre de
valeurs propres négatives ou nulles de L dépend de la classe conforme.

Linvariant o a été plus étudié que l'invariant v de Friedlander-Nadirashvili
vu au paragraphe 3 en raison de ses liens avec le probleme de Yamabe, I'exis-
tence de métriques de courbure scalaire positive et la recherche de métriques
d’Einstein (voir par exemple [Sc89]). Un certain nombre de travaux récents
portent sur I'évolution de o(A/) quand on procede a des chirurgies sur M
(voir notamment [Pe98], [Pe00] et [PY99]). Je ne présenterai pas ici ’ensemble
des résultats obtenus, je me contenterai de rappeler quelques valeurs exactes
connues de l'invariant o.

En dimension quelconque, on sait calculer I'invariant o sur les variétés sui-
vantes (voir [Ko87] et [Sc89]) :

o(S™) = o(#i(S" 1 x §Y)) = n(n — 1w, et o(T"#N) =0

pour tout entier i € N* et toute variété N telle que o(N) > 0.

Une attention particuliére a été portée aux variétés de dimension 3 : pour tous
entiers i, j, ketltelsquei+j > 1,0ona

a(S?)

o(#IRP)#IRP? x S1)#k(S® x SIS x §)) =675 = =

b

Wi

ou S? x S! désigne le fibré non orientable en cercle sur S? (voir [ANO05] et
les références qui y sont données). L'exemple de RP3, calculé par H. L. Bray
et A. Neves dans [BNO04], vient conforter la conjecture selon laquelle pour les

quotients de la spheres, on a o(I'\S™) = n(n — 1) (w,/|T'|) ™.

Dans [AHO6a], B. Ammann et E. Humbert définissent I'invariant correspon-
dant pour I'opérateur de Dirac

(M. x) = sup inf VAL(M, X, §) Vol(M, §), (16)

g J€lg

l'une des motivations étant que que 1'inégalité de Hijazi le lie a I'invariant de
Schoen :

(M, x)* > ———a(M). (17)
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Dans ce cas aussi le nombre de valeurs propres nulles peut varier avec la
classe conforme, c’est la raison pour laquelle on considere A; (1M, x, §) et pas
A (M, x, 9)-

On a la majoration 7(M, x) < 7(S™,x) = %wé (voir [AmO3b], [AHMO03] et
[AHMO04]) et on connait la valeur de 7 sur quelques variétés : dans [AHO6a],
B. Ammann et E. Humbert déduisent de (17) que

(5"t x §x) = Jwil = (5", (8)

et montrent que 7(72,x) = 0 ou 2/7 selon la structure spinorielle y. Dans
[AHO6c], ils étendent ce dernier résultat aux autres surfaces orientables com-
pactes et montrent en toute dimension que 7(M,x) croit par adjonction
d’anses.

4. Grandes valeurs propres

Les valeurs propres non nulles de l'opérateur de Dirac et du laplacien
conforme ne sont pas bornées sur une classe conforme comme celle du la-
placien usuel :

Théoréeme I11.3 ([AHJ06]). Soit M une variété compacte de dimension n et C' une
classe conforme de métrique sur M. Sin > 3, alors

sup A1 (M, L,) Vol(M, g) %
geC

= —"—007

et
inf A~ (M, Ly,) Vol(M, g)* = —oc.
geC

Sin > 2 et que M est munie d'une structure spinorielle x, alors

sup AT (M, x, g) Vol(M, g)% = +o0.
geC

La démonstration de ce théoréme utilise des métriques, baptisées « métriques
Pinocchio » dans [ABOO], qui sont telles qu'un domaine de la variété soit
presque isométrique a la réunion d'un cylindre arbitrairement long et d’une
demi-sphere collée & l'une de ses extrémité (le « nez » de la métrique).
Pour I'opérateur de Dirac et en dimension n > 3 on utilise la formule de
Schrodinger-Lichnerovicz

1
D? =V*V + Zscalg (19)
et le fait que la courbure scalaire est minorée sur le nez pour contréler la
premiére valeur propre. Le laplacien conforme vérifie par définition une re-
lation semblable a (19), ce qui permet d’adapter facilement la démonstration
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a cet opérateur. Le cas de la dimension 2 est plus technique car la courbure
d’un cylindre est alors nulle, mais on peut s’aider du fait que toute métrique
est localement conformément plate.

IV — LAPLACIEN DE HODGE-DE RHAM

1. Définitions et notations

Le laplacien de Hodge-de Rham agit sur l'espace (M) des formes
différentielles de la variété (M, g), et est défini par

A = d5+ &d,

ou1 § désigne la codifférentielle. Son spectre en restriction aux formes de degré
p sera noté
O:)\p,O(Mvg) <>\p,1(Mag) S)\pﬂ(Mag) S (20)

ot les valeurs propres non nulles sont répétées s’il y a multiplicité. La multi-
plicité de la valeur propre nulle, si elle existe, est un invariant topologique :
c’est le nombre de Betti b, (M).

L’espace des p-formes coexactes est stable par le laplacien, et on notera
0 < pp1(M,g) < pipa(M,g) < ... (21)

le spectre du laplacien restreint a cet espace. La théorie de Hodge nous dit
que le spectre (A, (M, g))i>1 est la réunion de (u,,; (M, g)); et (tp—1,:(M, g));.
On a de plus A, (M, g) = A—pi(M,g) et donc pp, (M, g) = pn—p-1,(M,g)
car on considere des variétés sans bord. Par conséquent, le spectre complet du
laplacien se déduit des 1,,;(M, g) pour p < 51, et on se restreindra souvent
dans la suite a I’étude de ces valeurs propres. Rappelons aussi que (A, o(M, g))
est le spectre du laplacien agissant sur les fonctions, et qu'il est aussi égal a
(up,0(M, g)) si on excepte la valeur propre nulle.

Le laplacien de Hodge-de Rham n’est pas conformément covariant, mais il
posseéde une autre propriété tres utile pour étudier les extrema conformes du
spectre, a savoir qu’on peut comparer les spectres de deux métriques dont on
connait le rapport de quasi-isométrie :

Proposition IV.1 ([Do82]). Soit g et G deux métriques riemanniennes sur une
variété compacte M de dimension n, et T une constante strictement positive. Si les
deux métriques vérifient % g < g <rTg,alors

1 . e
—— A k(M, g) < Xy (M, §) < 737N, 1 (M, g),

7—377,—1

pour tout entiers k > 0 et p € [0,n].
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Si deux métriques vérifient Lg < § < 7¢, on a aussi 2h%g < h?g < Th?g pour
toute fonction h strictement positive. Par conséquent, pour montrer qu’on
peut faire tendre une valeur propre vers 0 ou +oo dans une classe conforme,
il suffit de le montrer pour la classe conforme d’une métrique g bien choi-
sie, le résultat se transposant automatiquement a n'importe quelle autre classe
conforme.

Remarque IV.2.— Outre la continuité du spectre pour la topologie C?, la pro-
position IV.1 implique que la dimension du noyau du laplacien ne dépend pas
de la métrique. On ne peut donc pas espérer un tel résultat pour l'opérateur
de Dirac.

2. Prescription du spectre

Le comportement du spectre du laplacien de Hodge-de Rham dans une classe
conforme est en partie analogue a celui de 1’'opérateur de Dirac, mais on va
voir que pour certains degrés toute rigidité disparait et qu’on peut prescrire
arbitrairement le début spectre.

Le premier résultat qui a été obtenu est que, comme pour 'opérateur de Dirac,
on peut rendre les valeurs propres arbitrairement grande :

Théoreme IV.3 ([CES06]). Si M est une variété riemannienne compacte de dimen-
sion n > 3 et C une classe conforme sur M, alors

sup inf ;Lnl(M,g)Vol(M,g)%:—Foo. (22)
geC 1sp<y

Remarque IV.4.— Ce théoreme est énoncé dans [CES06] pour les variétés de
dimensionn > 4, mais la démonstration s’applique parfaitement aux 1-formes
coexactes en dimension 3.

Les métriques utilisée par B. Colbois et A. El Soufi pour démontrer le
théoréeme IV.3 sont des « métriques Pinocchio », comme dans le cas de
l'opérateur de Dirac, mais les outils d’analyse sont différents : on utilise le
lemme de McGowan (voir [Mc93], lemme 2.3), qui permet de minorer le
spectre de la variété en fonction des spectres d’une famille de domaines qui
recouvre M. Le théoreme IV.3 n’est bien stir pas valable pour p = 0 comme on
I'a déja vu.

Ce résultat appelle naturellement la question de savoir si l'existence de pe-
tites valeurs propres dans une classe conforme pour spectre des fonctions se
généralise aux formes :

Question IV.5 ([Co04]). Etant donnés 1 < p < etk >1,a-ton

2
n

inf 4,k (M, g) Vol(M,g)» =07 (23)
geCl
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Dans le cas du laplacien de Hodge-de Rham, cette question a une résonance
particuliere. En effet, le noyau du laplacien étant canoniquement isomorphe
a la cohomologie de de Rham, chercher les petites valeurs propres du la-
placien revient a déterminer quelles déformations de la métrique tendent a
« créer » de la cohomologie. Ce probleme a pour l'instant été étudié dans
deux situations géométriques particulieres : les limites adiabatiques associées
aux feuilletages riemanniens (voir par exemple [ALKO0] et les références qui
y sont données) et les effondrement a courbure bornée (voir [Ja05] pour une
présentation synthétique des résultats a ce sujet). Ces deux situations se re-
coupent partiellement — sans que I'on puisse réduire 1'une a I'autre —, mais
sont tres différentes des déformations & volume et classe conforme fixée. Une
déformation conforme est ponctuellement isotrope mais globalement inho-
mogene, alors que les limites adiabatiques sont des déformations homogeénes
et anisotropes (en tout point, on décompose 1’espace tangent en la somme
T,M = H ®V de deux espaces muni chacun d'une métrique gy et gy, et
on considere la famille de métrique g. = gy @ e2gy avec e — 0), et que les
effondrements a courbure bornée permettent, sous certaines conditions topo-
logiques, une anisotropie encore plus grande.

J’ai apporté une premiére partie de la réponse a la question IV.5 dans [Ja06c]
en montrant que pour presque tous les degrés, on peut faire tendre un nombre
arbitraire de valeur propres vers zéro :

Théoreme IV.6. Soit M une variété compacte sans bord de dimension n > 5, k
Uentier tel que n = 2k + 3 ou n = 2k + 4 et C une classe conforme sur M. Pour
tout véel V' > 0 et toute suite d’entiers positifs ou nuls Ny, Na, ..., Ny, il existe une
famille de métriques (g:)o<e<1 contenue dans C' et une constante ¢ > 0 telles que
pp,N, (M, g:) < eet ppn,+1(M,ge) > cpour tout 1 < p <k, pupr11(M,g:) > ¢
et Vol(M, g.) = V.

On peut donc prescrire le nombre de petite valeurs propres pour les formes
coexactes. Les degrés & et & — 1 sin est pair, et le degré 3] si n est impair font
exception, on verra au paragraphe 4 qu’on ne peut pas faire tendre les valeurs
propres vers zéro dans ces cas.

La construction géométrique intervenant dans la démonstration du théoréme

IV.6 consiste a écraser la métrique en dehors du voisinage tubulaire d"une ou

plusieurs sous-variétés, les formes harmoniques de ces sous-variétés peuvent

alors s’étendre en des formes test ayant un petit quotient de Rayleigh. La diffi-

culté est alors de controler précisément le nombre de petites valeurs propres.
n

Cette technique échoue pour les degrés proches de % car la norme L? des

formes devient alors conformément invariante ou presque invariante.

L’existence de de grandes et de petites valeurs propres a volume fixé pour le
laplacien de Hodge-de Rham a permis a P. Guérini de montrer dans [Gu04]
qu’on pouvait prescrire le volume et le début du spectre sur une variété com-
pacte quelconque, généralisant ainsi aux formes différentielles les résultats ob-
tenus par Y. Colin de Verdiére et J. Lohkamp pour les fonctions. Les théoremes
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IV.3 et IV.6 permettent de prescrire simultanément le volume, le début du
spectre et la classe conforme :

Théoreme IV.7 ([JaO6c]). Soit M une variété compacte, connexe, orientable et sans
bord de dimension n = 2k + 3 ou 2k + 4 out k € N*, C une classe conforme de
métriques riemanniennes sur M, V un réel strictement positif et N > 1 un entier.
On se donne pour tout entier p € {1,...,k} une suite de réels 0 < v, 1 < vpa <
... <UVUpN-

11 existe une métrique g € C telle que

— ppi(M,g) =vp;pourtouti < Netpe{l,... k};
— Hry1,1(M, g) > sup, {vpi};

- Vol(M,g) =V.

Remarque IV.8.— La minoration py411(M,g) > sup, ;{v,:} assure qu'on a
I'égalité Aj11,:(M, g) = pr,i(M,g) pour i < N.On peut donc prescrire les N
premieéres valeurs propres des (k + 1)-formes, les formes propres correspon-
dantes étant alors exactes, de valeurs propres égales a (u; (M, g))¥ ;. Sin est
impair, on prescrit ainsi le spectre en tout degré 2 < p < n — 2. En dimen-
sion paire, le degré p = n/2 = k + 2 fait exception. En degré 1 et n — 1 on
ne prescrit pas arbitrairement le début du spectre car on ne contrdle pas les
,uoﬁi(M R g), mais on peut assurer que les valeurs Vi1,---,V1,N SONt contenues
dans (A1,i(M, g))i>1 et (An—1,i(M,g))i>1-

Le théoreme IV.7 contraste avec la rigidité apparaissant dans les cas du la-
placien agissant sur les fonctions et de I'opérateur de Dirac. Dans le cas du
laplacien de Hodge-de Rham il reste une certaine souplesse, mais de justesse
puisque certains degrés font exception.

On peut se demander si la prescription du spectre en degré n/2 serait pos-
sible si on supprimait la contrainte sur le volume de la variété, ou, de maniere
équivalente, si on peut faire tendre une unique valeur propre vers zéro sans
fixer le volume. Ce probléme reste a éclaircir (voir question IV.17).

3. Inégalités de Sobolev pour les formes différentielles

Pour achever de répondre a la question IV.5 nous aurons a faire appel a des
inégalités de Sobolev pour les formes différentielles, dont certaines constantes
s’averent étre des invariants conformes, et que nous allons rappeler ici. Elles
reposent essentiellement sur le fait que la différentielle extérieure définit un
complexe elliptique sur 1'espaces des formes différentielles. Les ouvrages
consacrés aux opérateurs (pseudo)différentiels et aux inégalités elliptiques
développent rarement le cas des opérateurs agissant sur les sections d"un fibré
vectoriel ; on peut toutefois se référer au chapitre 6 de [Mo66], et une définition
précise d'un complexe elliptique est donnée dans [Ra05] (chapitre 9) et dans
[Ag94].
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On se donne une variété riemannienne compacte (M™, g), etdeuxréelsr,s > 1
tels que 1 — 1 < 1 T'inégalité de Sobolev classique sur les fonctions assure
I'existence de deux constantes A, B > 0 telles que pour toute fonction f €

C>*(M),

[fllr < Alldfllze + Bl - (24)
Cette inégalité se généralise aux formes différentielles en faisant intervenir la
codifférentielle :

Théoreme IV.9. Il existe trois constantes A, B, C' > 0 dépendant de g, r et s telles
que pour toute forme différentielle w € Q(M), on a

lwllr < Alldw|[s + Bl[8wl|s + Cllw]: (25)

Le théoreme IV.9 est un corollaire immédiat de 'inégalité elliptique associée a
l'opérateur (d + 9) et de la continuité de I'injection de Sobolev.

Nous aurons en fait besoin d’une inégalité prenant une forme différente :

Théoreme IV.10. Soit (M, g) une variété compacte de dimension n, et deux réels
r,s > 1tels que T — 1 < L[l existe une constante c(M, g,r, s) > 0 telle que pour
toute p-forme w € QP (M, g), on a

inf Jlw — ol < cfdwls. (26)
dep=0

On peut démontrer ce théoréme en utilisant le fait qu’en restriction a 1’ortho-
gonal des formes harmoniques le dernier terme de 1'inégalité (25) est superflu
(quitte a modifier les constantes A et B), et en appliquant cette inégalité a la
projection orthogonale de w sur les formes coexactes. On trouve aussi dans
l'appendice de [GT06] une démonstration détaillée du théoreme IV.10 se ba-
sant sur I'inégalité elliptique du laplacien de Hodge-de Rham.

L'inégalité du théoreme IV.10 nous intéressera pour une particularité appa-
raissant quand on fixe le degré p et qu'on pose r = 2 et s = 5. En ef-
fet, les normes ||w — ¢||, et ||dw]||s sont alors conformément invariantes, et
par conséquent la constante optimale dans 'inégalité (26) en restriction aux
p-formes est un invariant conforme, qu’on notera

o= olln
Ky(M.[g)) = sup inf T2, @)
weaw (M) de=0  [|dw]| 2
Remarque IV.11.— On ne connait actuellement aucune estimée de la constante

K,.
4. Minoration du spectre

Sur les variétés de dimension n > 3, la constante de Sobolev K, que nous
avons défini au paragraphe précédent permet de minorer le spectre du lapla-
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cien de Hodge-de Rham dans les cas qui ne sont pas couverts par le théoreme
IVé6:

Théoréme IV.12 ([JaO6b]). Soit M™ une variété compacte de dimension n > 3, C
une classe conforme de métriques sur M. Pour toute métrique g € C, ona

Hiz11 (M. g) Vol(M, g)» > K|

2

}(M, 0)72.

n
2

Si n est pair, cette inégalité est optimale.

Remarque IV.13.— Quand n est pair, on a pn_y,;(M,g) = p=i(M,g). Les
théoremes IV.6 et IV.12 répondent donc complétement & la question IV.5.

Remarque IV.14— Une conséquence du théoréme IV.12 est que, para-
doxalement, les déformations de la métriques qui apparaissent dans la
démonstration du théoreme IV.6 et qui tendent a créer de '’homologie ne
produisent pas de petites valeurs propres en degré médian.

Remarque IV.15— On peut facilement trouver des variétés qui s’effondrent en
faisant tendre Hlz]a (M, g) Vol(M, g)* vers zéro. On ne peut donc pas donner

2

de majoration uniforme de K 2] (M, C) en fonction de bornes sur le diametre
2

et la courbure de la variété pour une métrique g € C.

Remarque IV.16— Une conséquence assez inattendue du théoréme IV.12 est
la construction, pour n > 4et1 < p < 7 fixés, de variétés M de dimension n
telles que la multiplicité de p, 1 (M, g) puisse étre arbitrairement grande (voir
[JaO6a]).

On peut se demander s’il existe d’autres rigidités, par exemple :

Question IV.17. Le rapport Kz fr1 (M g)/p[n] w(M, g) est-t-il borné sur une
2] )

2
classe conforme ?

Comme pour les fonctions, on peut définir un spectre conforme pour les
formes différentielles par
2
(M, C) = inf urny (M, g) Vol(M,g). 28
Hi (M, C) = inf pup) ;. (M, g) Vol(M, g) (28)
Le théoreme IV.12 donne la valeur de la premiére valeur propre conforme en
fonction de la constante K, en dimension paire, et une minoration en dimen-
sion impaire. On peut aussi donner une majoration du spectre conforme en
fonction de celui de la sphére :
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Théoreme IV.18 ([Ja06b]). Pour toute classe conforme C sur la variété compacte M
ettoutk >1,0ona

Hi(M, C) < (8™, Caan) < (5™, Cean),
01t Cean est la classe conforme de la métrique canonique de la sphere.

Un probleme naturel est de déterminer si la borne inférieure p (M, C) est at-
teinte par une métrique réguliere, en particulier si k = 1. Dans [Ja06b], on
établit le critere suivant :

Théoreme IV.19. Soit g une métrique lisse de volume 1 sur M telle que I'on ait

P[] (M, g) = p§(M,[g)). Sin = 3mod 4, alors il existe une |%|-forme propre
2],

coexacte non nulle de valeur propre u§(M, [g]) et de longueur constante. Si n est pair,

toutes les formes propres coexacte de degré & — 1 et de valeur propre ju§(M, [g]) sont

de longueur constante.

Remarque IV.20.— Sur les sphéres munies de leur métrique canonique, les
premiéres formes propres ne sont pas de longueur constantes (voir 1'appen-
dice de [GM75]). Contre toute attente, la métrique canonique de la sphére n’est
donc pas extrémale pour la premiere valeur propre! Le théoréme IV.19 laisse
présager que les métriques extrémales pour les formes différentielles sont en
général assez différentes de celles des fonctions.

En dimension 4, on peut déduire du théoréme IV.19 une condition nécessaire
sur la topologie pour l'existence de métriques extrémales lisses :

Corollaire IV.21. Si M est une variété compacte de dimension 4 et de caractéristique
d’Euler non nulle, il n’existe pas de métrique réguliere g de volume 1 telle que

p1,1(M, g) = pi(M,[g]).

Dans le cas des fonctions on connait des conditions nécessaires sur les
métriques extrémales (cf. [ESI03]), mais pas d’obstruction topologique comme
celle du corollaire IV.21.

On ne connait finalement aucun exemple de métrique extrémale pour ce

probleme, ni méme de valeur explicite de u§ (M, [g]). Il existe toutefois des

candidats sérieux, comme certaines variétés effondrées ayant une petite va-

leur propre dont la forme propre est de longueur constante, en particulier dans

les situations topologiques les plus simples, par exemple :

— les spheres munies d"une métrique de Berger;

— les fibrés en cercles sur les surfaces munies d’'une métrique effondrée
adaptée (au sens de [CCO00], définition 2.1);

— les fibrés en tores sur le cercle munis d’une métrique homogene effondrée
produisant une petite valeur propre (voir [Ja03]).
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On peut utiliser le spectre conforme des formes différentielles pour définir
des invariants différentiels de la variété comme on l'a vu pour les autres
opérateurs, en posant

e (M) = sup pi, (M, [g]). (29)

Le théoreme IV.18 assure que cette borne supérieure est finie. On ne connait
cependant la valeur de ces invariants sur aucune variété, deux raisons en étant
que ux (M) nest pas défini en dimension 2, contrairement & ce qui se passe
pour le laplacien sur les fonctions ou I'opérateur de Dirac, et que le laplacien
de Hodge-de Rham n’est pas conformément covariant. Méme sur les spheres,
on peut seulement affirmer que px(S™) = uf(S™, Cean) sans en expliciter la
valeur (voir le théoreme IV.19 et la remarque IV.20 ci-dessus). La question de
la trivialité des ces invariants reste ouverte.
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