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INTRODUCTION AUX GEOMETRIES DE HILBERT

Constantin VERNICOS

Prologue

Le présent texte se veut & la fois une introduction et un tour d’horizon subjectif

des géométries de Hilbert.
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146 C. Vernicos
Motivations
Soit (R™, (,).) Pespace euclidien usuel. Nous noterons pqg = ||p—

q|le la distance euclidienne entre deux points p et ¢ et quand 0B
nécessaire || - || la norme euclidienne.

o

Soit B le disque unité et soient p et ¢ deux points de son in-
térieur. La droite passant par p et ¢ coupe le convexe en deux
points a et b tel qu'en parcourant la droite on rencontre dans
lordre a, p, q et b.

DEFINITION 1. — Le Birapport, noté [a, p, q,b] vaut
qa pb
a,p,q,b] = — x —.
[a,p,q,b] e < g
DEFINITION 2. — Pour tout couple de point p et ¢ de B, on a
note et défini leur distance par ‘

1
dD(pa q) = 5 ln[aapaqa b}

On obtient de la sorte le modéle projectif (également appelé de
Beltrami ou de Klein) de la géométrie hyperbolique.

L’idée datant de Hilbert est que cette construction peut se faire
en partant d’'un convexe C quelconque de R™ :

0€

Autrement dit pour tout convexe C C R™ et tout couple de point p,q de C ont peut
définir leur distance, notée alors d¢(p, ), exactement comme pour la boule B, a
partir des définitions 1 et 2, en remplagant B par C. En résumé :

DEFINITION 3. — Une géométrie de Hilbert est ’espace métrique déterminé par
un ouvert convexe et borné C de R™ muni de sa distance de Hilbert dcz. On la
notera (C,dc).

Un bel exercice de géométrie projective consiste & montrer que notre définition
de distance est bien une distance. La seule difficulté consiste & montrer I'inégalité
triangulaire.
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La question sous-jacente a I’étude de ces géométries est de déterminer leurs points
communs, et leurs différences. On veut par exemple savoir si la géométrie hyper-
bolique y joue un réle particulier ou bien s’il y a d’autres géométries tout aussi
particuliéres.

Ces dix derniéres années semblent marquées par un renouveau d’intérét pour ces
géométries (et pas seulement de ma part !, voir la bibliographie). En effet, elles sont
a la croisée de deux types de géométries importantes : les géométries métriques et
les géomeétries finslérienne.

Elles sont & la fois des exemples riches en structures tout en étant relativement
simples pour pouvoir y travailler de maniére concréte (faire des calculs!). En par-
ticulier, lorsque le bord est suffisamment régulier, ces géométries peuvent étre
qualifiées de géométrie & « courbure » négative de plusieurs maniéres. Sous des
conditions fortes de régularité on peut généraliser la notion de courbure classique
en géométrie riemannienne, ce qui en fait des géomeétries de Finsler de courbure
constante —1 avec la normalisation que nous avons choisie [SM00]. Sous des condi-
tions plus lestes, si une telle notion ne peut étre définie, on peut néanmoins montrer
que ce sont des espaces hyperboliques au sens de Gromov.

Enfin je dirais qu’elles sont un terreau fertile d’expérimentations, par exemple pour
tester une notion généralisant une notion riemannienne aux espaces métriques. Je
pense en particulier a des problémes de mesures, pour pouvoir en faire des espaces
métriques mesurés et pouvoir parler de spectre (inégalité de Poincaré), et pourquoi
pas de notions de courbure minorée a la « Lott-Sturm-Villani » qui n’ont pas
encore trouvé (& ma connaissance) d’exemples praticables autre que les métriques
riemanniennes.

Un autre point de vue, qui a largement prouvé sa richesse notamment par les
contributions récentes d’Y. Benoist, est celui de ’étude du groupe des isométries,
en particulier les éventuels sous-groupes co-compacts.

Le texte qui suit se propose d’explorer certains aspects des géométries de Hilbert
auquel j’ai été confrontés. Suivant L. Wittgenstein [LW21], sur ce dont je ne pouvais
parler, j’ai préféré garder le silence (Wovon man nicht sprechen kann, dariiber muf
man schweigen).

1. Les géométries de Hilbert en tant qu’'espace de longueurs

1.1. Structure métrique

Dans les quelques remarques qui suivent nous n’allons pas nous soucier de régu-
larité des objets étudiés. Ils peuvent tout & fait étre discontinus. Nous voulons
uniquement faire apparaitre les différences entre la géométrie riemannienne clas-
sique et les géométries de Hilbert.

REMARQUE 1. — Soit M™ une variété, se donner une métrique riemannienne sur
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M™ est équivalent au fait de se donner pour tout p de M™ un ellipsoide dans
T,M".

En effet, la boule unité de la norme euclidienne est un ellipsoide, et inversement
un ellipsoide détermine une unique norme euclidienne, dont elle est la boule unité.

Il existe un procédé classique qui permet, & partir d’un convexe absorbant d’obtenir
une norme, pourvu que le convexe soit symétrique par rapport & 'origine. Ainsi
on obtient la définition (ou bien point de vue) suivante :

DEFINITION 4. — Soit M™ une variété. Se donner une métrique finslérienne sur
M™, c’est se donner en chaque point p € M"™ une norme sur T, M"™ ce qui est
équivalent 4 se donner un convexe, symétrique par rapport a I'origine et d’intérieur
non vide.

REMARQUE 2. — Dans la littérature (et dans la thése d’habilitation de Riemann)
on demande une régularité C? des convexes déterminant la boule unité, et de plus
on exige que la courbure soit strictement positive en tout point du bord de la
boule, considérée comme sous variété de R™. Dans cette note nous dirons que
de tels convexes sont analytiquement strictement convexes. Quant aux convexes
qui n’admettent qu’un point en commun avec leurs hyperplans tangents, nous les
qualifierons de géométriquement strictement convexes.

ProprosiTION 1. — Toute géométrie de Hilbert hérite d’une structure de variété
finslérienne dont la régularité est la méme que celle du bord du convexe et dont la
distance de longueur associée coincide avec la distance de Hilbert.

Démonstration succincte. Soit C un convexe, p un point de son intérieur et v €
T,C ~ R™. Notons ¢(s) = p + sv un point de la droite passant par p et de vecteur
directeur v. Notons également p* = p+ttv et p~ = p—t~v les points d’intersection
de cette droite avec le bord 9C, avec ¢t et ¢t~ des réels positifs. Alors (si s > 0)

d(p.a(s)) 1 (q(S)px pp*)

s 2s pp~ q(s)p*
1 s+t~ tt
= —In{—x —— 2
25 ( - = s> @)
1,5 S
= (it o) (3)

on obtient un résultat similaire en prenant s < 0 on en déduit donc

dpa(s) o), 11
= = Gt )

Ainsi apparait naturellement la norme de Finsler du vecteur v au point p :

o).

o]l
Fe(p,v) i= —(—
(.v) (pp+ pp

2
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On en déduit aisément (en utilisant une expression en polaire centrée au point p,
par exemple) que la régularité de cette norme est la méme que celle du bord 9C.

En intégrant cette métrique le long d’un segment entre deux points p et ¢, on
obtient la distance d¢(p, ¢). Ce qui implique que la distance de longueur dr induite
par la métrique de Finsler est plus petite ou égale a la distance de Hilbert, i.e.,

dr(p,q) < dc(p,q).

Pour l'inégalité inverse, soit deux points p et g. On considére un chemin ~ entre
p et ¢ dont la longueur Ig(y) approche & € prés la distance de longueur dg(p, q),
i.€.,

lr(v) < dr(p,q) +e.

On constate d’abord que ce chemin est rectifiable en tant que courbe de R™. On
approche & son tour ce chemin & ¢ prés par une courbe affine par morceaux P, i.e.,

Ip(P) <lp(y)+e.

L’inégalité triangulaire implique alors que la distance de Hilbert entre les extré-
mités est plus petite que la longueur de cette courbe polygonale, d’ou finalement
pour tout €

de(p,q) < dp(p,q) + 2e.

Ce qui conclut notre preuve, car € est quelconque.

Fi1G. 1 — La métrique de Finsler d’une géométrie de Hilbert

Le réflexe du Riemannien de formation que je suis, est de savoir quand cette
structure finslérienne est en réalité riemannienne. Nous avons dans ce cas une
rigidité.

THEOREME 2. — Soit (£, dq, Fo) une géométrie de Hilbert. (2, F) est une va-
riété riemannienne si et seulement si §2 est une ellipse. Plus précisément, s’il existe
un ouvert de §2 dans lequel Fg, est riemannienne, alors §) est une ellipse.
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REMARQUE 1. — La boule unité de Fq peut étre un ellipsoide en un point, sans
que Q soit un ellipsoide. Un exemple di a E. Socié-Méthou [SMOO] consiste a
regarder en 0, dans le convexe C de R? déterminer en polaire par

1

0= 0) = 5 os30) T cos(0)’

La norme de Finsler en 0 de v est donnée par
Fe(0,v) = 18|jv]],

elle est donc bien euclidienne.

F1G. 2 — En 0 la norme de Finsler est euclidienne

Idée de la démonstration. Pour une démonstration compléte du théoréme précé-
dent, voir E. Socié-Méthou [SMO00] section 1.3.5.

L’idée étant que si la métrique est riemannienne dans un ouvert U, alors dans
cet ouvert la courbure est partout —1. On peut alors trouver une boule métrique
dans U isométrique & une boule de I’espace hyperbolique. La difficulté consiste a
prolonger cette isométrie du convexe C vers l’espace hyperbolique.

a

1.2. Géodésiques

DEFINITION 5. — Nous dirons d’une courbe v: [, 3] — §2 qu’elle est une géodé-
sique si et seulement si pour tout t; < ts € [, 5] on a

da(s(t)7(0) = [ Fa(a(t) (o)t

t1

PROPRIETE 3. — Tous les segments de droite sont des géodésiques.

Attention au fait que la réciproque est fausse comme le montre ’exemple suivant.
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oS oS
a/ b”
r
2 b a /\_ b
b 0 4 b 0 3
a// bl

F1G. 3 — La non unicité des géodésiques entre deux points d’un carré

EXEMPLE 1. — Dans le carré, soient deux points p et q sur une droite paralléle
a I'un des cotés, et r un point sur leur médiatrice (voir 3). Le théoréme de Thalés
nous permet de dire que la distance de Hilbert entre les points p et r est égale a
la distance de Hilbert entre les points p et 0, de méme dg(q,r) = dg(g,0). On voit
ainsi apparaitre une infinité de géodésiques entre les points p et q.

La situation illustré par I’exemple 1 est en réalité la situation générale ot l'on a
pas unicité de la géodésique entre deux points. C’est le contenu de la proposition
suivante.

Notons (z,y) la droite passant par les points « et y, et par agy et a,, les points
d’intersections de cette droite avec le bord du convexe contenant = et y, telle que
Tagzy < Tayy Si T et y sont distincts.

FiG. 4 — Situation générale de non unicité de la géodésique entre deux points

PROPOSITION 4 (Voir proposition 2 dans [dIH93]). — Soit (£2, dq) une géométrie
de Hilbert. Pour tout couple de points x,y € ) les deux affirmations suivantes
sont équivalentes,

1. Il existe z € Q\ (z,y) tel que do(z,y) = da(x, z) + da(z,v) ;

2. 1l existe deux segments I et J dans 0S) telles que azy € I, ay, € J et telle
que I et J sont contenu dans un méme plan affine de R™.

Pour se convaincre que l'on est dans la méme situation que dans I'exemple 1, il
faut « envoyer a l'infini » le point d’intersection entre les deux droites portant



152 C. Vernicos

les segments I et J de la proposition, c’est-a-dire qu’il faut plonger notre convexe
dans ’espace projectif et y retirer un hyperplan contenant I'intersection des droites
contenant I et J (|[Ber77]). On plonge ainsi notre convexe dans un espace affine
dans lequel les segments I et J sont portés par des droites paralléles.

On en déduit donc une condition suffisante pour que seules les segments de droites
soient des géodésiques.

PROPOSITION 5. — Lorsque le bord de § est strictement convexe il y a unicité
de la géodésique entre deux points.

2. Actions de groupes

2.1. Isométries

Soit Gy, := PGL(R"*1), P" := P(R"*!) I’espace projectif de R™ 1.

Une partie proprement convexe C de P™ est une partie convexe dont I’adhérence
est incluse dans le complémentaire d’un hyperplan projectif. Ainsi on peut lui
associer un convexe borné de R™ et, inversement, & un convexe borné de R™ on
peut associer une partie proprement convexe de P™. Dans la suite, on désignera
par X,, I’ensemble des ouverts proprement convexes.

Nous munissons X,, de la distance de Hausdorff entre les ensembles, comme défini
dans [Ben03b], p. 2.

11 est clair que le sous-ensemble des homographies Coll(Q2) € G,, qui conservent 2
est un sous-ensemble des isométries. En revanche la réciproque n’est généralement
pas vraie.

Cependant, c’est le cas si le convexe est strictement convexe.

PROPOSITION 6 ([d1H93]). — Lorsque le bord de € est géométriquement stricte-
ment convexe ’ensemble des isométries de (2, dq) est Coll(2).

Si Coll(£2) est naturellement un groupe de Lie, comme sous-groupe fermé d’un
groupe de Lie, on ne sait pas si les isométries d’un convexe admettent une structure
de groupe de Lie ou pas.

Une autre question que 'on peut se poser est de savoir dans quel cas 'action de
Coll(©2) est transitive sur (€2,dq). Un cas simple est celui des simplexes. En effet,
dans P" I’ensemble des homographies agit transitivement sur les (n + 2)-uplets de
points projectivement indépendants. Ainsi en fixant les sommets du simplexe, on
peut trouver une homographie qui envoie tout point de l'intérieur sur n’importe
quel autre point de l'intérieur.

Avant de répondre a la question de transitivité, remarquons qu’en fait les simplexes
ont une propriété supplémentaire que I'on doit a P. de La Harpe :
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PROPOSITION 7 (P. de la Harpe [dIH93]). — Le simplexe S,, de P" muni de sa
métrique de Hilbert est isométrique & R™ muni d’une norme polyédrale. En parti-
culier la géométrie de Hilbert du triangle est isométrique 4 R? muni d’une norme
dont la boule unité est un hexagone.

La démonstration de P. de la Harpe consiste & identifier le simplexe a ’algébre de
Lie associée a un sous-groupe de Coll(S,,) qui agit simplement et transitivement
sur S,,.

Ajoutons a cela que récemment T. Foertsch et A. Karlsson ont démontrés que
cette situation ne pouvait se produire autrement :

THEOREME 8 (Foertsh-Karlsson [FKO06]). — Si (C,d¢) est une géométrie de Hil-
bert isométrique a un espace vectoriel normé, I'ouvert C est un simplexe.

La réponse sur la transitivité n’est pas connue en toute dimension, mais par exem-
ple en dimension 2 on obtient :

THEOREME 9 ([dIH93]). — Le triangle et Iellipse sont les seuls convexes du plan
sur lesquels la famille des homographies les laissant invariant agit transitivement.

P. De la Harpe conjecture, ([dIH93]), que les isométries d’un convexe ) agissent
transitivement uniquement lorsque Coll(€2) agit transitivement sur 2.

Pour conclure cette section, remarquons que 1’on vient de voir que la géométrie du
triangle (simplexe en grande dimension) joue un role tout aussi particulier dans la
famille des géométries de Hilbert que celui joué par I’espace hyperbolique.

Dans mon esprit, ces deux géométries sont les deux extrémes dans cette famille
d’espaces métriques.

2.2. Convexes divisibles

On ne peut parler d’action de groupe sur les géométries de Hilbert sans parler
d’action co-compacte. Force est alors de constater que 1’étude de ce sujet est prin-
cipalement due & Y. Benoist dans sa série d’article « Convexes divisibles », méme
si le précurseur est Benzécri [Ben60].

Pour faire le lien avec la section précédent on peut mentionner dans ce cadre la
proposition suivante :

PROPOSITION 10 ([Ben60], Colbois-Verovic). — Soit  un ouvert analytiquement
strictement convexe. Si un sous-groupe du groupe d’isométrie agit co-compac-
tement alors () est un ellipsoide.

Démonstration succincte. Soit on utilise [Ben60], celui-ci démontre qu’un tel con-
vexe admettant un ellipsoide tangent a son bord est un ellipsoide. Sinon on peut
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utiliser le résultat de Colbois-Verovic suivant : lorsqu’on s’approche du bord d’un
tel convexe, les boules unités des métriques de Finsler tendent vers des ellipsoides.
De la co-compacité on en déduit donc que toutes les boules de Finsler sont des
ellipsoides. En conséquence, la métrique de Hilbert est riemannienne. Le théoréme
de rigidité 2 nous permet alors de conclure.

a

Maintenant on peut se demander ce qui se passe dans le cas non strictement
convexe, il faut alors se placer dans I’ensemble des convexes de P™.

PROPOSITION 11 (Benzécri,[Ben60]). — Soit € un ouvert proprement convexe de
IP". Si son bord n’est pas C' ou bien s’il n’est pas strictement convexe alors dans
Padhérence de G,f), il existe un convexe dont une des sections planaires est un
triangle.

Démonstration. Nous faisons la démonstration en dimension 2. Pour la justifica-
tion en dimension supérieure voir [Ben03b].

€2

> e3

F1G. 5 — La suite g, converge vers le triangle ejeses

Supposons que € ne soit pas C!, par exemple en un point e;. Cela veut dire qu’en
e1, 092 admet une tangente a droite et une tangente a gauche qui ne coincident pas.
Soit donc es et e3 tels que les segments [eq, ea] et [e1, e3] correspondent & ces deux
tangentes et que le triangle T' de sommets e1, es et eg contient 2. Si on consideére,
dans la base déterminée par ep,es, et ez la transformation diagonale donnée par
gn = diag(n=2,n,n) alors g, converge vers T (voir figure 5). Lorsque  n’est
pas strictement convexe le bord du convexe dual 2* n’est pas C'!. Ainsi le triangle
T* est adhérent & Q*. Cependant le dual T de T est également un triangle et se
trouve dans l'orbite de €.

4
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3. Notions de courbure pour les géométries de Hilbert

Puisque les géométries de Hilbert sont des généralisations de ’espace hyperbolique,
on peut se demander si ces géométries sont & courbure négative dans un certain
sens.

3.1. Les géométries de Hilbert ne sont pas des CAT(0)

Les notions de courbure négative que ’on va regarder sont celles liées aux triangles.

Soit (M, d) un espace métrique de longueur, et abc un triangle géodésique dans
M.

b
a

(a) Le triangle dans
(M, d)

— On appelle triangle de comparaison abé dans R?, le triangle tel que les distances
entre les sommets correspondent aux distances entre les sommets de abc;

— Lorsqu’on prend deux points b’ et ¢’ sur les cotés liant respectivement a a b et a
A ¢, on prend également les points b’ sur [ab] et & sur [ac] tels que d(a,b’) = ab’
et d(a,d) = ac (voir figure 3.1).

Si pour toute configuration de ce type on obtient 'inégalité
div',c) <b'é,
on dit que (M, d) est CAT(0).

On peut définir de méme un CAT(k) en prenant les triangles de comparaison
(lorsque cela est possible) dans la variété riemannienne simplement connexe de
courbure constante égale a k.

Commengons par rappeler le résultat suivant qui peut paraitre surprenant aux
premiers abords :

PROPOSITION 12 (Proposition 11.1.14 dans [BH99]). — Un espace vectoriel normé
est CAT (k) pour un k € R si et seulement s’il est préhilbertien

Idée de la démonstration. Pour deux vecteurs u et v de R?, et ¢ > 0, on peut
définir 'angle entre tu et tv en 0, comme 'angle en 0 dans le triangle de comparai-
son (0,tv, tu) de lespace riemannien de courbure constante k associé au triangle
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(0, tu, tv). Comme espace est CAT(k), la limite en ¢ = 0 existe (car la fonction
est croissante en t). Cependant ceci n’est possible que si la norme de départ est
euclidienne voir Proposition 1.4.5 dans [BH99].

a
On en déduit alors le théoréme suivant

THEOREME 13. — Soit (C,d¢) un convexe muni de sa distance de Hilbert. Cet
espace est CAT (k) pour un k € R si et seulement si C est un ellipsoide.

Idée de la démonstration. Le raisonnement de la proposition précédente implique
que (C,dc) est riemannien et par conséquent le théoréme de rigidité 2 permet de
conclure.

a

Mentionnons que pour le cas k < 0, ce théoréme est une conséquence d’un résultat
de Kelly et Strauss [KS58]. Ces derniers démontrent que si dans une géométrie
de Hilbert en tout point on peut parler de courbure négative (i.e. on est CAT(0)
dans un voisinage) ou bien de courbure positive (on a les inégalités inverses avec
les triangles de comparaisons que dans le cas CAT(0), ceci dans un voisinage du
point) alors nécessairement la géométrie est hyperbolique.

3.2. Hyperbolicité au sens de Gromov

Soit 6 > 0, on dira d’un espace métrique de longueur (M, d) qu'’il est §-hyperbolique
si et seulement si pour tout triangle géodésique abc de M, chaque coté est contenu
dans le § voisinage de I'union des deux autres cotés.

C’est la propriété dite des triangles d-fin.

L’exemple du triangle, qui est isométrique au plan muni d’une norme montre que
toutes les géométries de Hilbert ne sont pas hyperboliques au sens de Gromov.

Dans la suite de ce texte nous verrons un certain nombre de caractérisation de
cette notion.

Nous noterons dorénavant X,‘i I’ensemble des ouverts proprement convexes et d-
hyperboliques de P™, munis de leur métrique de Hilbert.

3.2.1. Action de groupe et hyperbolicité au sens de Gromov.

LEMME 14. — Tout ouvert proprement convexe Gromov hyperbolique de P? est
strictement convexe
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F1G. 6 — Un convexe non strictement convexe n’est pas §-hyperbolique

Démonstration. La preuve se fait par contraposition. Soit donc un convexe C de
P? proprement convexe qui ne soit pas strictement convexe. Son bord 9C contient
un segment [ab]. Partant d’un point x de C, on peut construire un triangle ayant
deux sommets a’ et b’ respectivement sur les segments [ax] et [bz], le troisiéme
sommet étant x. En faisant tendre a’ et 0’ respectivement vers a et b on obtient
une suite de triangle qui contient un triangle qui n’est pas J-fin, quelque soit 6 > 0.

a
Citons une conséquence fondamentale du lemme précédent :

PROPOSITION 15 ([Ben03b] proposition 2.11). — 1. Pour tout réel § > O, ’en-
semble Xg est un sous-ensemble fermé, Go-invariant de X5 dont tous les
éléments sont strictement convexes.

2. Soit F' un sous-ensemble fermé de X,,, G, -invariant, dont tous les éléments
sont strictement convexes (¢’est-a-dire que I'intérieur du segment reliant deux
points du bord de C est dans C). Alors il existe un nombre réel § > 0 tel que
FcX;.

Idée de la démonstration. La premiére partie est une application du lemme pré-
cédent. La seconde nécessite 'utilisation d’une proposition de co-compacité due a
Benzécri. En effet, I'action de G,, sur '’ensemble des convexes de X,, pointés en
un point de leur intérieur est co-compacte. Voir [Ben03b| pour la démonstration
détaillée.

a

Remarquons que la proposition de Y. Benoist implique immédiatement la carac-
térisation suivante de la d-hyperbolicité

THEOREME 16 ([Ben03b]). — Soit (C,d¢) une géométrie de Hilbert. Alors C est
hyperbolique au sens de Gromov si et seulement si I'une des conditions suivantes
est vraie
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1. Pour tout Q2 € G,,C, Q) est strictement convexe,
2. Pour tout Q € G,,C, 09 est C*.

Démonstration. La premiére équivalence provient clairement de 15. La seconde se
déduit du lemme 11 de Benzécri qui implique que les éléments de G,,C sont tous
strictement convexes si et seulement si ils ont tous un bord de classe C*.

A

Terminons ce paragraphe par le principe fonctionnel suivant largement utilisé par
Y. Benoist [Ben03b], Colbois-Vernicos [CV06] et Colbois-Vernicos-Verovic [CVV]
qui est une paraphrase de la proposition 15.

PROPOSITION 17 (Principe fonctionnel). — Soit F' une fonctionnelle de ’ensemble
des convexes dans R telle que

1. F est invariante par laction de G, c’est-a-dire que pour tout g € G,, et
C € X,, ona, F(C) = F(gC),
2. F s’annule sur I'’ensemble des convexes qui ne sont pas strictement convexes,
3. F' est semi-continue supérieurement,
alors pour tout M > 0 il existe § > 0 tel que

F(C) > M = (C,dc¢) est 6-hyperbolique.

3.2.2. Convexe quasi-symétrique.

Cette notion est due & Y. Benoist [Ben03b| (voir également [Ben05b])

Soit C un domaine proprement ouvert de P™. Soient ¢ et n deux points distincts
du bord 9C. Notons D¢(n) la distance de n & 'hyperplan d’appuis de 9C en &.

DEFINITION 6. — Si D¢(n)/D;,(€) est majoré indépendamment du couple (&, 1)
on dit que OC est quasi-symétriquement convexe.

Citons a présent le théoréme fondamental suivant, di & Y. Benoist qui peut étre
vu comme une caractérisation extrinséque de 'hyperbolicité au sens de Gromov.

THEOREME 18 (Y. Benoist [Ben03b]). — La géométrie de Hilbert d’un convexe
proprement ouvert de P™ est hyperbolique au sens de Gromov si et seulement si
son bord est quasi-symétriquement convexe.

Dans larticle [Ben03b] de Y. Benoist on trouvera non seulement la démonstration
de ce théoréme, mais également une étude approfondie des fonctions quasi-symétri-
quement convexe.

Parmi les propriétés misent en évidence par Y. Benoist (voir également [Ben04])
citons :
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Fi1a. 7 — Distance de i & ’hyperplan d’appui en &

PROPOSITION 19. — Si la géométrie de Hilbert du convexe C est d-hyperbolique,
alors il existe 1 < «a(d) < 2 et 2 < () tels que le bord OC soit a-Hélder et
[B-convexe.

3.2.3. Quasi-isométries et d-hyperbolicité.

Rappelons que deux espaces métriques (X, dx) et (Y, dy) sont dit quasi-isométri-
ques s’il existe une application f: X — Y et deux constantes k, A telles que
— pour tout p et ¢ dans X on a

A ldx(p,q) — k < dy (f(p), f(@) < Mx(p,q) + &,

— tout point de Y est dans le k voisinage de f(X).

La notion d’hyperbolicité au sens de Gromov est un invariant de quasi-isométrie.
Ainsi tout espace de Hilbert quasi-isométrique & ’espace hyperbolique est hyper-
bolique au sens de Gromov. En ce qui concerne la réciproque voici ce que ’on peut
dire

THEOREME 20 (Y. Benoist[Ben05b|). — Un géométrie de Hilbert plane est hy-
perbolique au sens de Gromov si et seulement si elle est quasi-isométrique au plan
hyperbolique. L’équivalence n’est plus valide en dimension supérieure.

Cependant, le résultat principal de Darticle [CV05] implique que les géométries
de Hilbert Gromov-hyperbolique sont a géométrie bornée a une certaine échelle.
Ceci permet d’appliquer un résultat de Bonk-Schramm [BS00] (voir également
Lang-Plaut [LP01] section 6) ce qui nous permet de dire que :
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PROPOSITION 21. — Les géométries de Hilbert hyperboliques au sens de Gromov
admettent un plongement quasi-isométrique dans un espace hyperbolique.

Le probléme est que 'on ne contréle absolument pas la dimension de ’espace
hyperbolique dans lequel on arrive.

Terminons en mentionnant que lorsque le bord est analytiquement strictement
convexe, i.e. C? de courbure de Gauss strictement positive, on a un résultat plus
fort.

THEOREME 22 (Colbois-Verovic [CV04]). — Une géométrie de Hilbert dont le
bord est analytiquement strictement convexe admet une bijection bi-lipschitzienne
avec 'espace hyperbolique.

Idée de la démonstration. Contrairement au théoréme de rigidité 2, on part du
bord pour arriver au centre. L’ingrédient de base est le théoréme de roulement
de Blaschke qui dit que sous ces hypothéses il existe deux boules euclidiennes de
rayon r et R > r telles que la petite boule roule & l'intérieur du convexe et le
convexe roule & I'intérieur de la grande boule.

On I'utilise pour construire une bijection bi-lipschitzienne d’un voisinage du bord
vers un voisinage ad’hoc du bord de I'espace hyperbolique. Ensuite on étend la
bijection bi-lipschitzienne & tout ’espace.

4. Mesures des géométries de Hilbert

4.1. Quelle mesure ?

En géométrie riemannienne, la métrique induit naturellement une mesure. Ce-
pendant ce n’est plus le cas en géométrie finslérienne et par conséquent pour les
géométries de Hilbert. Le probléme étant lié & la recherche du meilleur ellipsoide
approchant la boule unité de la norme dans I’espace tangent. En géométrie rieman-
nienne il suffit de prendre la boule unité elle-méme. Cependant pour les géométries
de Finsler, selon la propriété que I’on veut approcher, on obtiendra une ellipse dif-
férente et donc une mesure différente (voir [BBIO1] section 5.5.3 pages 197-201).

Nous considérerons la mesure de Hausdorff de dimension n, associée a la distance de
Hilbert. On I’appelle également mesure de Busemann pour des raisons historiques.
Nous ’appellerons mesure de Hilbert dans notre cadre et pour un convexe C donné
nous la noterons pc.

Elle admet une expression relativement simple dans notre cadre. Si ’on note A la
mesure de Lebesgue sur R™ associée & la norme euclidienne, B, = {v | F¢(p,v) <
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1} la boule unité pour la norme Finsler au point p € C et enfin B, la boule unité
euclidienne. Alors pour tout borélien ¢ de C on a

pelt) = [ S,

En ce qui concerne les résultats qualitatifs qui vont suivre, on peut prendre n’im-
porte quelle mesure équivalente & la mesure de Hilbert. Ainsi la mesure dite de
Holmes-Thompson ferait tout aussi bien laffaire (en effet par les inégalités de
Bourgain-Milman et de Santalo-Blashke, ces deux mesures sont équivalentes).

4.2. Aire des triangles idéaux

Nous appelons triangle idéal d’un convexe C, un triangle affine dont seuls les som-
mets appartiennent au bord. Si un triangle 7" appartient au plan affine P, son aire
sera sa mesure de Hilbert pour le convexe P NC.

Fi1G. 8 — Un triangle T;, et la demi boule de rayon n qu’il contient

Une démonstration de I’hyperbolicité au sens de Gromov du plan hyperbolique
est la suivante. On suppose que le plan hyperbolique n’est pas d-hyperbolique
quelque soit § > 0. On peut alors construire une suite (7},) de triangles dans le
plan hyperbolique telle que pour tout n, un des cotés de T;, contient un point &
distance plus grande que n de chacun des deux autres cotés. Ainsi 7T, contient
un demi-disque de rayon n (voir figure 8). On en déduit que laire des T,, tends
vers +00. Cependant on sait que tout triangle a une aire plus petit que 7, celle-ci
correspondant a laire des triangles idéaux. Ceci est donc absurde.

Cette démonstration montre qu’il existe un lien entre I’hyperbolicité au sens de
Gromov et 'aire des triangles. Ce qui la fait fonctionner est le fait que les triangles
ont une aire uniformément majoré. Par exemple, celle-ci ne fonctionne pas pour
le cas de la géométrie de Hilbert du triangle. On peut facilement construire une
suite de triangles idéaux dont 'aire tend vers I’infini.
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F1G. 9 — Une suite de triangle idéaux dont I’aire explose

Le théoréme suivant clarifie précisément le lien entre I'aire des triangles et 1'hy-
perbolicité au sens de Gromov.

THEOREME 23 (Colbois-Vernicos-Verovic [CVV]). — Il existe une constante C(J)
telle que dans toute géométrie de Hilbert C qui est d-hyperbolique, I'aire d’un
triangle idéal est plus petite que C(§). Réciproquement, il existe §(C) tel que
toute géométrie de Hilbert dont I'aire des triangles est plus petite que C est J-
hyperbolique.

Idée de la démonstration. Le principe fonctionnel 17 est utilisé pour montrer la
deuxiéme partie. La semi continuité de la fonctionnelle provient de la continuité
de la fonction « volume de Hilbert d’un borélien » sur I’ensemble des ouverts
proprement convexe contenant la fermeture de ce borélien (voir [CVV]).

La premiére partie est un peu plus technique. Elle se fait par I’absurde et deux
arguments permettent d’arriver & une contradiction. Le premier est un argument
de compacité : pour tout 0 > 0, 'action de G2 est co-compacte sur 'ensemble des
convexes 0-hyperbolique ayant un triangle idéal fixé (convexes triangle-pointé).
Le second argument provient de la quasiconvexité symétrique du bord et plus
précisément de sa régularité Holder (voir [Ben03b)), celui-ci implique, entres autres,
que tout triangle idéal est de volume fini dans un convexe §-hyperbolique.

Ainsi, on construit une suite de convexes d-hyperboliques avec un triangle fixé, i.e.
T, C Cy, telle que pe, (T),) — +00; de la co-compacité on en tire une sous-suite qui
converge vers un couple (C,7'). Si on pouvait utiliser un argument de continuité,
le théoréme serait démontré. Comme on n’y arrive pas on procéde autrement.

N

En effet, on arrive & se ramener au cas d’une famille de convexe C,, admettant
le méme triangle T' comme convexe idéal. La fin de la démonstration consiste a
découper le triangle T en 4 morceaux m;,t = 1,...,4, et pour chaque morceaux
m; on construit un ouvert proprement convexe €);, contenant le morceau, inclus
dans tous les C,, et pour lequel les morceaux m; est d’aire finie. Ceci contredit le
fait que laire de T pour C,, tend vers l'infini avec n.
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L’aire des triangles idéaux permet également d’identifier deux géométries particu-
liéres 'une étant le plan hyperbolique en effet

THEOREME 24 ([CVVO04]). — Les seules géométries de Hilbert dont 'aire des tri-
angles idéaux est constante, sont les ellipsoides. Les autres géométries admettent
toujours un triangle idéal d’aire plus grande que 7 et un triangle idéal d’aire plus
petite que -

Idée de la démonstration. On compare a 'ellipsoide de volume euclidien maximal
inclus dans le convexe (dit ellipsoide de John [Joh48]) et a Dellipsoide de volume
minimal contenant le convexe. Il se trouve qu’ils sont uniques et qu’ils admettent
au moins n + 1 points de contact avec le convexe. Ceci permet de construire des
triangles idéaux en communs avec le convexe. Ensuite on utilise le fait que si des
convexes sont emboités le volume de tout borélien en commun est décroissant
pour linclusion, i.e., si A C B sont des convexes et U C A un borélien, alors
pa(U) = pp(U).

a

La deuxiéme géométrie particuliére est caractérisée par la minoration uniforme de
I’aire des triangles idéaux et il s’agit de la géométrie du triangle.

THEOREME 25 ([CVV04]). — Quel que soit la géométrie de Hilbert, I'aire d’un
triangle idéal est toujours plus grande que 7 /24. L’égalité n’est atteinte que dans
la géométrie du triangles par les triangles isométriques au triangle dont les sommets
sont les milieux des cotés.

-

Fic. 10 — Minoration de ’aire des triangles idéaux

Idée de la démonstration. Soit C un convexe du plan et 7' un triangle idéal de C. En
regardant les tangentes du convexe aux sommets d’un triangle idéal, on construit
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un triangle contenant notre convexe et admettant également le triangle 7" comme
triangle idéal. La décroissance du volume de Hilbert pour I'inclusion nous permet
alors de nous ramener a chercher le minimum de ’aire d’un triangle idéal dans le
géométrie de Hilbert du triangle. Un calcul précis y est alors possible.

a

4.3. Le bas du spectre

En géométrie riemannienne, il existe des relations trés fortes entre le bas du spectre
du laplacien d’une variété compléte de volume infini et la géométrie de cette variété.
Par exemple, on sait que le bas du spectre d’une variété de Cartan-Hadamard
a courbure sectionnelle K < C' < 0 est strictement positif. Récemment, J. Cao
[Cao00] a étudié le cas des variétés riemanniennes hyperboliques au sens de Gromov
possédant un quasi-pdle, et montré que leur constante de Cheeger (donc le bas de
leur spectre) était strictement positif. Dans larticle [CV06], nous abordons ce type
de questions dans le contexte des géométries de Hilbert.

On définit le bas du spectre de C, que 'on note A1 (C), par analogie avec ce qui se
fait dans le cas des variétés riemanniennes de volume infini. On pose

/ ldf, 52 disc (p)

/ f2(p)dpc(p

ou l'infimum est pris sur toutes les fonctions lipschitziennes, non nulles, & support
compact dans C et ou uc est la mesure de Hilbert associée a C. L’expression ci-
dessus est appelée le quotient de Rayleigh de f.

= inf

(4)

Le bas du spectre A1(C) est un nombre réel positif ou nul. On sait que lorsque
C est une ellipse, c’est-a-dire que l'on se trouve dans le modéle hyperbolique, il
vaut 1/4. Dans le cas o C est un triangle, le bas du spectre est nul. Ceci provient
du fait que cette géométrie est bilipschitz au plan Euclidien pour lequel le bas du
spectre est nul.

Le résultat principal est le suivant :

THEOREME 26. — Soit (C,dc) un convexe du plan muni de sa métrique de Hil-
bert. Alors son bas du spectre est non nul, i.e., A\1(C) # 0, si et seulement s’il existe
0 > 0 tel que (C,d¢) est §-hyperbolique.

Idée de la démonstration. Une fois de plus c’est le principe fonctionnel 17 qui per-
met de montrer que si le bas du spectre est non nul alors le convexe est hyperbolique
au sens de Gromov. Deux difficultés : il faut montrer qu’un convexe dont le bas
du spectre est non nul est strictement convexe et la semi-continuité du A;. En fait
c’est la semi-continuité et le fait que le Ay est nul pour les triangles qui implique
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la strict convexité grace a la proposition 11 (et c’est cette partie qui est mise en
défaut en dimension supérieure).

La réciproque est un peu plus technique. On commence par définir une constante
de Cheeger de maniére analytique comme suit

/ ldf,lIe dyic (o)

L 1r@ducto

On la lie au A; par une inégalité de Cauchy-Schwartz comme dans le cas rieman-
nien :

I, 50(C) = inf

I7 . (C) < 4M(0).

Ensuite on introduit la constante de Cheeger géométrique suivante (on rappel que

lr, est la longueur induite par la métrique de Finsler de C)
g (OU)
I, o(C) = inf =~
902(C) pe(U)

ot l'infimum est pris sur tous les domaines & bord rectifiable & dans C. A T'aide
d’une formule de co-aire ad-hoc on montre qu’il existe une constante C telle que

C'_1157,00 < Ia,oc < CV‘[g,oo-

Ensuite on montre que la constante de Cheeger est non nulle si I’espace est hyper-
bolique au sens de Gromov. Ceci est di au fait que les espaces hyperboliques au
sens de Gromov vérifie une inégalité isopérimétrique linéaire (voir [BH99| propo-
sition 2.7 chapitre III.H, page 417) et que l'on a un controle uniforme du volume
des boules de rayon R, sur l'ensemble des géométries de Hilbert (voir [CV06] et
[CV05]).

a

Cependant 1’équivalence n’est plus vraie en dimension supérieure, en effet nous
avons le contre exemple suivant, d’une géométrie de Hilbert dont le bas du spectre
est non nul et qui n’est pas hyperbolique au sens de Gromov.

PrOPOSITION 27 (Colbois-Vernicos [CV05]). — Soit (C,d¢) le cylindre de hau-
teur 2 et de base le disque unité. Sa constante de Cheeger et son bas du spectre
sont non nuls. Cependant, puisqu’il n’est pas strictement convexe, il n’est pas
hyperbolique au sens de Gromov.

La remarque fondamentale est que lorsque 1’on coupe le convexe C par des plans
orthogonaux a ’axe de rotation, on obtient un modéle de ’espace hyperbolique,
pour lequel le bas du spectre est non nul (il vaut 1/4). On utilise cette propriété
pour minorer le bas du spectre de C par une constante positive.



166

C. Vernicos

F1G. 11 — Un convexe non hyperbolique dont le bas du spectre est non nul.
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