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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
GRENOBLE
Volume 23 (2005) 115—124

EFFONDREMENTS ET PETITES VALEURS PROPRES
DES FORMES DIFFERENTIELLES

Pierre JAMMES

Résumé

A courbure et diametre bornés, les valeurs propres non nulles du laplacien
de Hodge-de Rham agissant sur les formes différentielles d’une variété com-
pacte ne sont pas uniformément minorées comme c’est le cas pour les fonc-
tions, et si 'une d’elle tend vers zéro alors le volume de la variété tend aussi
vers zéro, c’est-a-dire qu’elle s’effondre. On présente ici les résultats obtenus
ces dernieres années concernant le probleme réciproque, a savoir déterminer
le comportement asymptotique des premiéres valeurs propres d’une variété
lorsqu’elle s’effondre.

1. Introduction

Soit (M™, g) une variété riemannienne compacte connexe orientable de dimen-
sion n. Le laplacien de Hodge-de Rham, agissant sur U'espace QP (M) des p-formes
différentielles de M, est défini par A = dj + dd, ou d désigne la différentielle
extérieure et § la codifférentielle, adjoint de d pour le produit scalaire L? sur M.
Lorsque p = 0, on retrouve le laplacien agissant sur les fonctions.

Le spectre du laplacien de Hodge-de Rham forme un ensemble discret de
nombres positifs ou nuls qu’on notera

0= )‘p,O(Mmg) < Ap,l(Mag) S )\p,Q(Mvg) S ey

ou les valeurs propres non nulles sont répétées s’il y a multiplicité. La multiplicité
de la valeur propre nulle est un invariant topologique : c’est en fait le p-ieme
nombre de Betti de la variété M.

L’étude du spectre du laplacien agissant sur les fonctions montre qu’a diametre
borné et courbure de Ricci minorée, la 1™ valeur propre ne peut pas étre arbitrai-
rement petite :
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THEOREME 1.1. — Soit a et d deux réels strictement positifs et n un entier.
Il existe une constante c¢(n, a,d) > 0 telle que si (M, g) est une variété riemannienne
de dimension n dont le diamétre et la courbure de Ricci vérifient diam(M, g) < d
et Ric(M, g) > —ag, alors
Ao (M, g) = c.

Notons que ce probleme a fait I'objet de nombreux travaux ([LY80], [Gr80],
[BBG85] et [CZ95], par exemple).

B. Colbois et G. Courtois ont montré dans [CC90] que le théoréme 1.1 ne se
généralise pas aux formes différentielles pour 0 < p < n — meéme avec ’hypothese
plus forte de courbure sectionnelle bornée — en donnant pour tout p des exemples
de variétés M admettant une suite de métriques (g;) telle que lim; o0 Ap.1(M, g;) =
0, la courbure et le diametre de M étant uniformément bornés. En outre, ils
mettent en évidence le fait que si une valeur propre tend vers zéro a courbure et
diametre bornées — ce qu’on appelera petite valeur propre — alors le volume de
la variété (ou de maniere équivalente son rayon d’injectivité) tend aussi vers zéro,
c’est-a-dire qu’elle s’effondre. Ces résultats soulevent deux questions :

QUESTION 1.2. — A quelles conditions une variété qui s’effondre admet-elle
une — ou plusieurs — petite valeur propre ?

QUESTION 1.3. — A quelle vitesse les petites valeurs propres tendent-elles
vers zéro par rapport au volume ou au rayon d’injectivité de la variété ?

2. Contexte topologique et géométrique

Toutes les variétés n’admettent pas d’effondrement a courbure bornée, il existe
des obstructions topologiques. On peut par exemple remarquer que, par définition,
une variété qui s’effondre a un volume minimal nul, et par conséquent sa ca-
ractéristique d’Euler et tous ses nombres caractéristiques sont nuls.

On peut en fait décrire précisément les variétés qui s’effondrent. Si on se donne
une suite de métrique qui effondre une variété M, on peut en extraire une sous-
suite (g;) telle que (M, g;) converge pour la distance de Gromov-Hausdorfl' vers
un espace métrique. Dans le cas ol cet espace est une variété riemannienne lisse
(N, h), on sait que M posseéde une structure de fibré sur N :

THEOREME 2.1 ([Fu87]). — Soit (M;, g;) une suite de variétés compactes de
dimension n et (N, h) une variété riemannienne compacte de dimension m < n.
Si pour tout i la courbure sectionnelle de M; vérifie |K (M, g;)| < 1, et si (M, g;)
converge vers (N,h) pour la distance de Gromov-Hausdorfl, alors pour tout i
suffisamment grand il existe une fibration m; : M; — N dont la fibre est une
infranilvariété.
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K. Fukaya montre en outre dans [Fu89] un résultat semblable dans le cas général,
I’espace limite de 'effondrement étant alors une variété stratifiée.

Dans [CFG92], J. Cheeger, K. Kukaya et M. Gromov étudient de maniere
précise la métrique des variétés effondrées et montrent que dans la situation du
théoreme 2.1, la métrique le long des fibres est proche d’'une métrique invariante
pour la structure nilpotente de la fibre.

Pour I’étude des petites valeurs propres, on se place donc souvent dans une
situation M possede une structure de fibré, en se restreignant eventuellement au
cas plus simple ou la base ou la fibre est fixée.

3. Cohomologie limite

Pour répondre & la question 1.2 dans le cas ou (M, g;) tend vers une variété
riemannienne (N, h), J. Lott définit dans [Lo02] un opérateur limite pour le lapla-
cien : quitte & extraire une sous-suite de (g;), le spectre du laplacien de Hodge-
de Rham converge pour tout p et il existe un opérateur noté AP agissant sur un
espace des formes différentielles QP (N, E*), ou E* est un fibré vectoriel gradué
sur IV dépendant de M, et dont le spectre {A\7%,} vérifie A\>9 = zllgloo Ap.ie(M, g;).

La multiplicité de la valeur propre nulle de AZ_ donne donc le nombre de valeurs
propres petites ou nulles produites par ’effondrement. Par théorie de Hodge, on
peut aussi identifier le noyau de ce laplacien limite & une cohomologie limite de
Q*(N, E*).

L’étude de ces objets limites n’est pas aisée, et les résultats généraux de
[Lo02] étant tres techniques, nous ne les énoncerons pas ici. Nous allons cependant
en donner des corollaires simples.

Une situation assez bien comprise est celle des fibrés en tores sur le cercle
s’effondrant sur leur base. Elle illustre le role de la topologie dans 'existence de
petites valeurs propres. En combinant les arguments de [Lo02] et [Ja03b] (voir
aussi [Ja03a]), on peut écrire :

THEOREME 3.1. — Soit n > 2, A € SL,(Z), d la multiplicité algébrique de
la valeur propre 1 de A et d’' sa multiplicité géométrique. On considére le fibré
M 5 S de fibre T™ construit par suspension du difféomorphisme A. Alors :

2. Si (gi)ien est une suite de métrique sur M telle que |K(M, g;)| < a et que
la submersion 7 soit une %—approxjmatjon de Hausdroff, alors il existe une
constante ¢(M,a) > 0 telle que Ay g_qar4+1(M, g;) > ¢ pour tout i.

3. Pour tout k < d — d', il existe une famille de métriques (gf) sur M de
courbure et diamétre uniformément bornés par rapport a € et une constante

¢"(M) > 0 telle que (M, g.) 2% S et A1i(M, g¥) — 0 pour i < k quand
e—0, et A gr1(M,gk) > " sik <n.
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4. Si la matrice A est semi-simple, alors M n’admet pas de petites valeurs
propres en s’effondrant sur S, quel que soit le degré.

Remarque 3.2.— Les points 2 et 4 mettent en évidence le role de la topologie
dans l'existence de petites valeurs propres, et le point 3 montre que la géométrie
de l'effondrement a elle aussi une influence.

Pour les effondrements sur une variété N quelconque, un autre résultat de
[Lo02] donne des majorations du nombre de petites valeurs pour les 1-formes en
fonction de la topologie de M et N :

THEOREME 3.3 ([Lo02]). — Lorsque M s’effondre a courbure bornée sur N,
le nombre maximal m de petites valeurs propres non nulles pour les 1-formes vérifie
m < dim(M) — dim(N) + b1 (V) — b1 (M) (1)

et
m < dim(M). (2)

L’inégalité (2) a la particularité de ne pas dépendre de 'espace limite, mais elle est
peu précise car a dimension fixée, la topologie influe sur le nombre de petites valeurs
propres comme le montre le théoreme 3.1, ce qui souleve le probleme suivant :

QUESTION 3.4. — Comment estimer le nombre maximal de petites valeurs
propres que peut admettre une variété M donnée — indépendamment de I’espace
limite de I'effondrement — en fonction de sa topologie ?

4. Minoration du spectre

4.1. Minoration par le rayon d’injectivité

Selon [CC90], si le diametre, la courbure et le rayon d’injectivité d’une variété
compacte (M™, g) vérifient |K(M, g)| < a, diam(M, g) < d et inj(M, g) > r, ot a, d
et r sont des réels strictement positifs, alors il existe une constante c¢(n, a,d,r) > 0
telle que A\, 1(M, g) > ¢(n,a,d,r) > 0, pour tout p. La démonstration donnée dans
[CCI0] ne permet malheureusement pas d’expliciter cette constante. Un progres
notable a été réalisé par S. Chanillo et F. Treves dans [CT97] en donnant une
minoration explicite du spectre en fonction du rayon d’injectivité et du nombre
de boules géodésiques permettant de recouvrir M. Plus précisément, on se donne
un réel 0 < r < inj(M, g), et on note N le nombre de boules géodésiques de rayon
47" nécessaires pour recouvrir la variété M. On a alors :

THEOREME 4.1 ([CT97]). — II existe une constante C(n,a) > 0 telle que si
|K (M, g)| < a, alors
)‘p,l(M7g) >C- T_QN—4(n+1)’

pour tout p.
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Comme l'ont remarqué B. Colbois et G. Courtois dans [CCO00], on peut en déduire
une minoration en fonction du seul rayon d’injectivité :

COROLLAIRE 4.2. — Pour tous réels a et d strictement positifs, il existe une
constante ¢(n,a,d) > 0 telle que si |K(M, g)| < a et diam(M, g) < d, alors

. . n2 n—
Ap1(M, g) > c-inj(M, g)* T2,

pour tout p.

Remarque 4.3.— Ces estimations sont tres générales : il n’y a aucune hypothese
sur la topologie de la variété.

Nous allons démontrer ici qu'un argument élémentaire de théorie de Hodge
permet de préciser ces minorations, en particulier lorsque p est petit par rapport
an.

THEOREME 4.4. — Pour tous réels a et d strictement positifs, 1l existe des
constantes C1(n,a),Ca(n,a,d) > 0 telle que si |K(M, g)| < a et diam(M,g) < d,
alors on a pour tout p

>\p,1(M, g) 2 Cl . 7‘_2N_7(P+1)

et
Ap (M, g) > Cy - inj(M, g) P12,

Démonstration.— Soit A une valeur propre non nulle du laplacien agissant sur les

p-formes. Si A admet une forme propre exacte w, S. Chanillo et F. Tréves exhibent

dans la démonstration du théoréme 1.1 de [CT97] une (p — 1)-forme ¢ et une

constante ¢(n,a) > 0 telle que dp = w et ||¢|l2 < ¢- rNzP|jw||2. Si on note ¢’ la
forme propre coexacte telle que do’ = w, on a alors

\ = wl3 S [[w]] > 2 2NTP

el = Nlelld =

Si A n’admet pas de p-forme propre exacte, alors elle admet une p-forme propre
coexacte, dont la différentielle sera une (p—+1)-forme propre exacte, de méme valeur
propre. En appliquant I'inégalité précédente a cette (p + 1)-forme, on obtient,
A > ¢ 2p2 N7+

Selon [Gr80], le nombre N est majoré par ¢’ inj(M, g)~™, ol ¢’ est une constante
strictement positive dépendant de a, d et n, ce qui permet de conclure & la mino-
ration A, (M, g) > Cs - inj(M, g)TP+1)=2, O

Remarque 4.5.— Quand p > 5, on peut améliorer la minoration en utilisant le
fait que )\p,l(Ma g) = /\n—p,l(Mvg)'
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A degré fixé, 'exposant du rayon d’injectivité dans la minoration du théoreme
4.4 est une fonction affine de n au lieu d’une fonction quadratique comme au
corollaire 4.2. On peut envisager de se débarrasser de cette dépendance par rapport
au degré :

QUESTION 4.6. — Peut-on obtenir une minoration du spectre de la forme
Mp1(M, g) > e(n,a,d) - inj(M, g)*"*°, oti a et b sont des réels indépendants de p ?

4.2. Spectre des fibrés principaux en tores

Une situation pour laquelle le comportement asymptotique des petites valeurs
propres est bien connu est celle des fibrés en cercles s’effondrant sur leur base, qui
a été étudiée par B. Colbois et G. Courtois :

THEOREME 4.7 ([CCO00]). — Soit a et d deux réels strictement positifs et
M 5 N un fibré en cercle de dimension n et de classe d’Euler [e] € H?*(N) sur
une variété riemannienne (N, h). Il existe des constantes o(n,a,d, (N,h)) > 0
et Ci(n,a,d,(N,h)) > 0 pour i = 1,2,3 telles que si g est une métrique sur M
vérifiant diam(M,g) < d, |K(M,g)| < a et telle que la submersion 7 soit une
e-approximation de Hausdorff pour ¢ < gg, alors pour 1 < p <n,

1. )‘p,merl(Ma g) >Cy;

2. Si[e] #0, alors Cylle||3e? < M1 (M, g) < Cslle||3e?, ot ||e]|2 est la norme du
représentant harmonique de [e] ;

3. Sidim H?(N,R) = 1, alors
Collel3e? < My (M, g) < Cyllell2e? pour 1 < k < my,

avec my, = bp(N) + bp—1(N) — b, (M).

On peut noter que ’exposant de € dans les estimations des petites valeurs propres
est indépendant de la dimension, et que le parametre ¢ est 'ordre de grandeur de
la longueur des fibres, qu’on peut interpréter comme ’ordre de grandeur du rayon
d’injectivité ou du volume de M. La question se pose naturellement de savoir dans
quelle mesure ces estimations se généralisent :

QUESTION 4.8. — Peut-on obtenir une minoration de A, 1(M, g) asymptoti-
quement de l'ordre de inj(M, g)? ou Vol(M, g)? quand la variété s’effondre ?

Notons quune minoration du spectre par Vol(M)? entrainerait une minoration
par inj(M)?", ce qui répondrait affirmativement & la question 4.6. Par ailleurs,
on ne peut pas en général majorer les premieres valeurs propres comme dans le
théoreme 4.7 : quand la fibre est de dimension strictement supérieure a 1, le nombre
de petites valeurs propres varie a priori avec la géométrie de I'effondrement, méme
en supposant que le fibré est principal (voir [Ja03al).
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L’étude des fibrés principaux en tores menée dans [Ja04] apporte quelques
éléments de réponse a la question 4.8. Tout d’abord, la réponse est négative en ce
qui concerne la minoration par le rayon d’injectivité :

THEOREME 4.9. — Pour tout entier k > 1 et pour toute variété (N, h) telle
que by(N) > k, il existe un fibré principal M en tore T* sur N, une famille
de métrique (g:)ccjo,1) sur M, et des réels strictement positifs C(k,(N,h)) et
eo(k, (N, h)) tels que la courbure et le diamétre de (M, g.) soient uniformément
bornés par rapport a e, Vol(M, g.) = € pour tout ¢, et

>\p71(M7 gé‘) S C : inj2k(M7 gE) (3)

pour p =1 et 2, et pour tout € < gg.
De plus, si bi(N) > bay(M), on a aussi pour p =2 et 3

Apbr (V) —bo () (M, g2) < C - inj?* (M, g.) (4)

L’étude du spectre des fibrés principaux en tores qui s’effondrent, et en particu-
lier la démonstration du théoreme 4.9, fait appel a la théorie des approximations
diophantiennes, comme le montre I’exemple des fibrés en tore T2 :

Exemple 4.10.— Soit M un fibré principal en tores T2 sur une variété N et g une
métrique T>-invariante sur M. Si on se donne un vecteur v = (1,a) € R? avec «
irrationnel, il induit par I'action de T2 un champ de vecteur invariant V tangent
aux fibres. On définit une famille de métrique (g.) sur M en décomposant g en la
somme g = gy P g, d’une métrique gy dans la direction du champ V et d’une
métrique g, sur 'orthogonal de V dans TM, et en posant g. = 29y © g, . La
variété (M, g.) s’effondre sur N quand ¢ — 0 car « est irrationnel, la courbure
reste bornée et on montre dans [Ja04] qu’on peut de plus choisir le fibré M de
sorte que l'effondrement produise une petite valeur propre pour les 1-formes, qui
est alors de l'ordre de £2.

Si on note
_ D 1 e e . 9
u(a) =sup< v, |a — =| < — a une infinité de solutions (p,q) € Z
q q”

Pexposant d’irrationnalité de o, on peut montrer (cf. [Ja05]) que

i i 1H%\1,.1(M,gs) _ 2u(a) .
i (Moge) () 1

Rappelons que u(a) vaut 2 pour presque tous les irrationnels, et en particulier
pour les irrationnels algébriques, mais peut aussi prendre toutes les valeurs dans
[2, +00] selon le choix de a.
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Le second résultat de [Ja04] est qu’on peut minorer le spectre des 1-formes
d’un fibré principal en tore par le carré du volume :

THEOREME 4.11. — Soit deux réels a et d strictement positifs, un entier
n > 3 et (N, h) une variété riemannienne de dimension strictement inférieure a n.
11 existe des constantes

eo(n,a,d,(N,h)) >0, C(n,a,d,(N,h)) >0 et C'(n,a,d,(N,h)) >0
telles que si (M, g) est une variété riemannienne de dimension n vérifiant
diam(M,g) <d, |K(M,g)| <a

et si m: (M,g) — (N,h) est une fibration principale de fibre T* qui soit une
e-approximation de Hausdorff avec € < g, alors

(M, g) = C - Vol (M, g) > C' - inf? (M, ). (5)
Le théoreme 4.11 souleve les deux questions suivantes qui restent ouvertes :

QUESTION 4.12. — Peut-on généraliser cette minoration aux p-formes différentielles,
pour tout p 7

QUESTION 4.13. — La minoration du spectre par le volume au carré de la
variété se généralise-t-elle a d’autres familles de variétés ?

5. Petites valeurs propres a courbure minorée

Récemment a été abordé le probleme de 'existence de petites valeurs propres
sous une hypothese géométrique plus faible, a savoir que la courbure sectionnelle
est seulement bornée inférieurement, le diametre restant majoré. Plus précisément,
des exemples de petites valeurs propres ont été exhibés pour une famille d’effon-
drements & courbure minorée présentée par T. Yamaguchi dans [Ya91] : soit M
une variété sur laquelle agit un groupe de Lie compact G (cette action n’est pas
nécessairement libre). On munit M et G des métriques bi-invariantes g et g respec-
tivement, et pour tout € ont définit sur M la métrique g. comme étant la métrique
quotient de ((G,%g) x (M, g))/G pour l'action diagonale de G. La variété (M, g)
tend pour la distance de Gromov-Hausdorff vers M/G quand e — 0, la courbure
de g. restant uniformément minorée.

J. Takahashi a exhibé dans [Ta02] un premier exemple de petite valeur propre
en considérant une action de S! sur S?" (remarque : comme la caractéristique
d’Euler des spheres de dimension paire est non nulle, elles ne peuvent pas s’effon-
drer & courbure bornée). J. Lott a généralisé ce résultat dans [Lo04] en donnant
pour tous les effondrements de Yamaguchi décrits ci-dessus une minoration du
nombre de petites valeurs propres qui dépend de la topologie de M et M/G.
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Les connaissances sur ce probleme restent tres limitées. On ne sait, par exemple,
pas si la liste de petites valeurs propres donnée dans [Lo04] est exhaustive. En
outre, le comportement asymptotique du spectre dépend de la géométrie de 1'ef-
fondrement, comme le montre I’exemple des spheres de dimension impaire :

Exemple 5.1.— On consideére I'action de SO(2n) sur la sphére $?"~1. L’effondre-
ment de Yamaguchi (S2"~1, g.) associé & cette action est une simple homothétie
qui effondre la sphére sur un point sans produire de petite valeur propre. Cepen-
dant, comme S?"~! est muni d’une structure de fibré en cercle, on peut ensuite
appliquer le théoreme 4.7 et effondrer ce fibré de manieére a obtenir une suite de
métriques g. telle que gL < g et A\11(M, gL.) < €, la courbure restant uniformément
minorée.

Remarque 5.2.— IL’exemple 5.1 peut se généraliser aux fibrés en cercles dont la
base s’effondre a courbure minorée. On peut noter par ailleurs qu’on utilise le fait
que la variété admet une petite valeur propre a courbure bornée.

QUESTION 5.3. — Existe-t-il une variété M dont le volume minimal est nul,
qui n’admet pas de petite valeur propre a courbure sectionnelle bornée mais qui
en admet a courbure minorée ?

On peut aussi envisager d’affaiblir encore 'hypothese sur la courbure :

QUESTION 5.4. — Existe-t-il une variété qui n’admet pas de petite valeur
propre a courbure sectionnelle minorée mais qui en admet a courbure de Ricci
minorée ?

Enfin, on peut reformuler la question 4.8 avec ces hypotheses :

QUESTION 5.5. — A diamétre borné et courbure minorée, peut-on minorer
la premiére valeur propre du laplacien de Hodge-de Rham par le volume de la
variété au carré?
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