URNAL

de Théorie des Nombres

e BORDEAUX

anciennement Seminaire de Theorie des Nombres de Bordeaux

Quelques remarques a propos d’un théoreme de Checcoli
Tome 28, n° 3 (2016), p. 725-734.

<http://jtnb.cedram.org/item?id=JTNB_2016__28_3_725_0>

© Société Arithmétique de Bordeaux, 2016, tous droits réservés.

L’acces aux articles de la revue « Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux » (http://jtnb.cedram.org/), implique I’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://jtnb.cedram.org/
legal/). Toute reproduction en tout ou partie de cet article sous
quelque forme que ce soit pour tout usage autre que I’utilisation a
fin strictement personnelle du copiste est constitutive d’une infrac-
tion pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la
présente mention de copyright.

cedram

Article mis en ligne dans le cadre du
Centre de diffusion des revues académiques de mathématiques
http://www.cedram.org/


http://jtnb.cedram.org/item?id=JTNB_2016__28_3_725_0
http://jtnb.cedram.org/
http://jtnb.cedram.org/legal/
http://jtnb.cedram.org/legal/
http://www.cedram.org/
http://www.cedram.org/

Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux 28 (2016), 725-734

Quelques remarques a propos d’un théoreme de
Checcoli

par HuGUEs BAUCHERE

REsUME. Dans [1], S. Checcoli montre, entre autres résultats,
que si K est un corps de nombres et si L/K est une extension
galoisienne infinie de groupe de Galois G d’exposant fini, alors
les degrés locaux de L sont uniformément bornés en toutes les
places de K. Dans cet article nous rassemblons deux remarques a
propos d’un analogue du résultat de S. Checcoli pour les corps de
fonctions de caractéristique positive p. D’une part nous montrons
un analogue de son théoreme dans ce cadre, sous I’hypothese que
lexposant du groupe de Galois soit premier a p. D’autre part,
nous montrons a ’aide d’un exemple que cette hypothese est en
fait nécessaire.

ABSTRACT. Some remarks about a theorem of Checcoli.

In [1], S. Checcoli shows that, among other results, if K is a num-
ber field and if L/K is an infinite Galois extension with Galois
group G of finite exponent, then L has uniformly bounded local
degrees at every prime of K. In this article we gather two remarks
about an analogue of S. Checcoli’s result to function fields of pos-
itive characteristic p. We first show an analogue of her theorem
in this context, under the hypothesis that the Galois group ex-
ponent is prime to p. Using an example, we then show that this
hypothesis is in fact necesary.

Introduction

Soient p un nombre premier et ¢ une puissance de p. On note [, le corps
fini & ¢ éléments et on pose k := Fy(T).

Soient K un corps global' et v une place de K. On note K, le complété
de K en v. On dit qu'une extension galoisienne L/K a ses degrés locaux
uniformément bornés en v s’il existe un entier d,, tel que pour toute place w
de L au-dessus de v, le degré de l'extension local L,,/K, soit au plus d,.
De maniére plus générale, on dit que l'extension L/K a ses degrés locaux
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uniformément bornés en toutes (resp. en presque toutes?) les places de K
s’il existe un entier dy tel que d, < dy pour toutes (resp. presque toutes)
les places v de K.

En 2013, S. Checcoli démontre (cf. [1]) que si K est un corps de nombres
et si L/K est une extension galoisienne (éventuellement infinie) de groupe
de Galois G, alors 'extension L/ K a ses degrés locaux uniformément bornés
en toutes les places de K si et seulement si G est d’exposant fini (i.e. s’il
existe un entier m tel que tout élément de G soit d’ordre au plus m). Plus
précisément, S. Checcoli prouve le résultat suivant :

Théoréme A. Soit K un corps de nombres et L/K une extension galoi-
siemne infinie. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Uextension L/K a ses degrés locaux uniformément bornés en toutes
les places de K ;

(2) lextension L/ K a ses degrés locauz uniformément bornés en presque
toutes les places de K ;

(3) le groupe de Galois de 'extension L/K est d’exposant fini.

Ce résultat a ensuite été généralisé a certaines classes de corps de fonc-
tions par S. Checcoli et P. Débes dans [2].

Une question naturelle est de savoir s’il existe un analogue du théoréeme A
dans le cadre des corps de fonctions en caractéristique positive p. Dans
cet article, on montre (partie 1) ’analogue partiel suivant du résultat de
Checcoli.

Théoréme B. Soient K/k une extension finie et L/ K une extension galoi-
sienne infinie. Si les degrés locaux de 'extension L/K sont uniformément
bornés en presque toutes les places de K, alors Gal(L/K) est d’exposant
fini.

Réciproquement, si Gal(L/K) est d’exposant fini premier d la caractéris-
tique de K, alors les degrés locauz de ’extension L/K sont uniformément
bornés en toutes les places de K.

La démonstration de ce résultat suit exactement la méme stratégie que
celle de [1] pour les corps de nombres. Ce qui rend I’analogue partiel est
I'introduction, dans la réciproque, de I’hypothese sur ’exposant du groupe
de Galois qui doit étre premier a la caractéristique. En effet, on illustre
(cf. partie 2) la nécéssité de cette hypothese supplémentaire en exibant deux
contre-exemples. Le premier (cf. théoreme 2.1) étant celui d’une extension
abélienne de k := Fy(T) dont le groupe de Galois est d’exposant p et
dont tous les degrés locaux sont infinis au-dessus de toutes les places de k.
Et le second (cf. proposition 2.2) est I'exemple d’une extension abélienne
de k dont le groupe de Galois est d’exposant p et dont tous les degrés

24.e. en toutes sauf un nombre fini.
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locaux sur L sont uniformément bornés en toutes les places de k. Ces deux
contre-exemples sont construits de facon explicite comme des compositum
d’extensions d’Artin-Schreier i.e. de corps de décomposition de polyndémes
du type X? — X —a~" ol a parcourt ’ensemble des polynémes irrédutibles
et unitaires de k et ¢ parcourt ’ensemble des entiers non divisibles par p.

1. Analogue du théoréme A en caractéristique positive

Afin de démontrer le théoreme B, on rappelle tout d’abord la définition
suivante.

Définition. Soit G un groupe. On dit que G est un groupe métacyclique s’il
existe un sous-groupe normal H de G tel que H et G/H soient cycliques.

Remarque. Si G est un groupe métacyclique fini d’exposant b, alors G est
d’ordre un diviseur de b?.

On démontre maintenant le théoreme B en reprenant la preuve exposé
par S. Checcoli dans [1] et en lui apportant les modifications nécessaires
dans notre cadre : celui d’une extension finie K de k := Fy(T).

Démonstration du théoréme B. Supposons que presque toutes les places
de K aient leurs degrés locaux sur L bornés par dyp € N. Soit S I’ensemble
des places de K dont le degré local sur L n’est par borné par dg. Alors, par
hypothése, S est un ensemble fini. Soient F/K une extension galoisienne
finie incluse dans L et o0 € Gal(E/K). D’apres le théoréme de densité de
Tchebotarev (cf. théoreme 9.13A de [5]), il existe une place finiep € Mg \ S
non ramifiée sur E telle que o appartient a la classe de conjugaison d’Artin
de p dans Gal(E/K) (rappelons que d’apres le corollaire 3.5.5 de [6], comme
lextension F/K est séparable finie, presque toutes les places de K sont non
ramifiées dans F). Ainsi, si q est une place de E au-dessus de p, il existe
un conjugué n € Gal(FE/K) de o qui engendre le groupe de décomposition
de q sur p qui est cyclique (d’apres le théoreme 3.8.2 de [6]) et isomorphe
a Gal(Eq/K,), ou Ey et K, sont respectivement les complétés des corps £
et K en q et p. Or, par hypothese, I'ordre de Gal(E,/K,) est au plus do,
ainsi %' = p%' = id et donc Gal(E/K) est d’exposant borné par dpo!.
Comme Gal(L/K) est la limite projective de la famille {Gal(E/K)}g in-
dexée par les extensions galoisiennes finies de K contenues dans L, le groupe
Gal(L/K) est d’exposant borné par dp!.

Réciproquement, supposons que Gal(L/K) soit d’exposant fini b € N
premier a p, la caractéristique de K. écrivons L comme une réunion crois-
sante d’extensions galoisiennes finies L;/K de groupe de Galois G;. Soit w
une place de L, pour chaque j on note v; I'unique place de L; en-dessous
de w et Lj,, le complété de L; en la place v;. De méme, on note v 'unique
place de K en-dessous de w et K, le complété de K en la place v. On
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rappelle que pour tout j, le quotient du groupe de décomposition par le
groupe d’inertie de v; sur v est isomorphe au groupe de Galois des corps
résiduels et qu’il est donc cyclique (engendré par le Frobenius). On rappelle
également que le groupe Gal(L;,,/Ky) est isomorphe au groupe de décom-
position de v; sur v qui est un sous-groupe de G;. Donc Gal(Lj.,/Ky)
est d’exposant un diviseur de b. De plus, comme b est premier a p, il ne
peut y avoir de ramification sauvage. Il y a donc deux cas possibles pour
Pextension Lj,, /Ky :

(1) si 'extension Lj,; /K, est non ramifiée, alors, Gal(L;.,;/Ky) est
cyclique d’ordre un diviseur de b;

(2) si 'extension Lj, /K, est modérément ramifiée, alors d’apres la
proposition 3.8.5 de [6], le groupe d’inertie de v; sur v est cyclique,
tout comme le quotient du groupe de décomposition par le groupe
d’inertie, ainsi Gal(Lj.,/K,) est métacyclique et donc d’ordre un
diviseur de b%.

Pour tout j, le degré de I'extension L;, /K, est donc un diviseur de b2
Ainsi, les degrés locaux [Lj,, : K,| forment une suite croissante d’entiers
majorées par b%. Cette suite est donc constante & partir d’un certain rang.
Il en résulte qu’il existe 4 tel que Lj,, = L;y; pour j > i. Et alors Ly, est
inclus dans L; ,, d’ou le résultat. O

2. Un contre-exemple en caractéristique positive

Dans le théoreme B, on a vu que si Gal(L/K) est d’exposant fini pre-
mier a la caractéristique de K, alors les degrés locaux de l'extension L/K
sont uniformément bornés en toutes les places de K. Dans cette partie
nous allons donner un contre-exemple dans le cas ou 'exposant du groupe
Gal(L/K) est divisible par p. Soit P l’ensemble des polyndmes irréduc-

tibles et unitaires de [F,[T]. Alors l’ensemble P U {%} est en bijection

avec I’ensemble My, des places de k := Fy (7). Sia € PU {%}, on note

Vg 1 k — Z U {oo} la valuation associée a a et k,, le complété de k en v,.
Si w est une place de K qui prolonge v,, on normalise w par la formule
w(a) = vg(a) pour tout o € k. On a donc :

w(K) = éz U {sol,
ou e := e(w/v,) est 'indice de ramification de w sur v,.
Lemme 2.1. Soient a € P U {%} et i € N\ pN. On pose :
Pi(X):=XP - X —a"

Soit 0, € k une racine de P, ;. On a les propriétés suivantes :
(1) toutes les racines de Py ; sont de la forme 6,,; + ¢ avec ¢ € Fy, ;
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(2) w(b,,) = 71% ¢ Z pour toute place w|v, de k(04;) ;

(3) le polynome P, ; est irréductible sur k ;

(4) Dextension k(0q;)/k est totalement ramifiée au-dessus de a ;

(5) lextension k(0q;)/k est cyclique de degré p ;

(6) w(b4,i) = 0 pour tout b € PU{%}\{@} et toute place w|vy de k(0q) ;
(7) Dextension k(04;)/k est non ramifiée au-dessus de toutes les places
de k différentes de a.

Démonstration. La propriété 1 est évidente. Vérifions la propriété 2. Soit
w|vg une place de k(fg;). On a :

w(0F . —04;) =ve(a™t) = —i
(65 = 00i) = va(a™)

w(07; = 0ai) > min{pw(f,s), w(0a,s)},
ainsi w(f, ;) < 0. Donc la derniere inégalité est en fait une égalité et on en
déduit que w(fq,;) = —5. Or p{i donc w(fa,;) ¢ Z d’out la propriété 2.

et

Maintenant, on a w(6,,;) = —% € 17, ot e := e(w/v,) est I'indice de
ramification de w sur v,. On en déduit donc que ple. Or, le polynéme P, ;
étant de degré p, I'extension k(6,;)/k est au plus de degré p. Donc e = p, ce
qui prouve que I'extension k(6,,;)/k est totalement ramifiée au-dessus de a,
d’ou la propriété 4. Les propriétés 3 et 5 s’en déduisent naturellement. Il

ne nous reste donc plus qu’a montrer les propriétés 6 et 7.

w(0P, —0,;) =w(a?) =0
(005 = 0as) = wo(a”)
et w(ggi . ga’i) > min{p’w(ga,i)a w(‘ga,i)}v

ainsi w(f,;) = 0 et donc l'extension k(6,;)/k est non ramifiée au-dessus

de b. O

Dorénavant, pour alléger les notations, pour tous a,b € P U {%} et

tout i € N\ pN, nous noterons encore v, une extension arbitraire de v,
a k(0 ;). Ainsi, nous aurons toujours :

—L¢7 sib=a
N = P
Va(0s.i) { 0 sib#a

Nous allons maintenant construire une p-extension abélienne élémen-
taire® dont le degré local est infini au-dessus d’une place quelconque a de
k. Pour cela, nous aurons besoin de montrer que certaines extensions sont
linéairement disjointes (cf. §2.5 de [4] pour ce qui concerne ces derniéres) :

34.e. une extension dont le groupe de Galois est isomorphe & un produit de Z/pZ.
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Lemme 2.2. Soita e PU {%} Alors, l’ensemble :

Aoy, = {kv,(0a) |1 € N\ pN}

forme une famille d’extensions deuzx & deux linéairement disjointes sur k,, .

Démonstration. L’élément a de PU{%} étant fixé, on simplifie les notations
en posant v := v, et §; := 0, ; pour tout i € N\ pN.

Soit 4,7 € N\ pN tels que ¢ # j. Les extensions k,(0;)/ky et ky(0;)/ky
étants galoisiennes, elles sont linéairement disjointes si ky(6;) N ky(0;) =
k, (cf. remarque suivant le corollaire 2.5.2 de [4]). De plus, comme ces
extensions sont de degré p premier, il suffit de montrer que 6; ¢ k,(6;).

Supposons que §; € k,(0;). 1l existe alors o, ..., p—1 € k, non tous nuls
tels que :

0, =ao+a10;+-+ap 167"
Or, 07 =0; + a7 et :

(00 + a1 it -+ oy 077)
=of +of <0Z- + a*i) +otal_) (92‘ N a,l->p—1 ‘
D’ou
a4 oo+ ar b+ -+ apg 07!
=aof +of (02- + a*i) +otal (Hi N a,i)pfl .

.y 1 o .
Comme les éléments 1,6;,...,67 " sont k,-linéairement indépendants, les
coefficients des puissances de 6; sont égaux dans ’égalité précédente. Ainsi,
. A p—1 .
en comparant les coefficients des monémes en ¢; ~, on obtient :
_ P
d’ott on déduit ap—1 € F,. En comparant les coefficients des mondmes
72 .
en 0777, on obtient :
p P —i
D 2—|—ap_1(p—1)a
p —i
» .
Ainsi,
p - __
Qg —Qp2—Qp1a = 0.
On a donc deux possibilités : soit a—1 = 0 et a,—2 € Fp, soit a—1 # 0 et
ap_2 = ap_16; + ( avec ¢ € Fp. Or, 6; ¢ k,, donc o1 = 0 et oo € F).
De la méme fagon, on montre de proche en proche que a1 =--- = a3 =0
et a1 € ). Il ne reste donc plus qu’a comparer les termes constants, i.e. :

%

‘=af+aja’.

a+al =af+ala”
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D’ou
b —apg—ad+ajat =0.

Deux cas s’offrent a nous :

(1) ou =0et apg =6; + ¢ avec ¢ € Fp;

(2) o #0et ap =60; — a1 0; + C avec ¢ € IF,.
Dans le premier cas, on obtient 0; € k,(ag). Ce qui est absurde car o € k,
et 9j §é kv.

Supposons que nous soyons dans le deuxieéme cas. Alors, comme o € [F),

et (€, ona:

v(ap) = min{v(6;);v(0;)} = min {—Z; —‘]} .
p p
Or, i,j € Z/pZ donc v(ap) ¢ Z ce qui contredit le fait que o € k. Ainsi,
pour tout i € Z/pZ, les extensions k,(#;) sont deux & deux linéairement
disjointes. O

La proposition suivante nous donne un premier contre-exemple d’exten-
sion galoisienne infinie d’exposant fini ayant une place au-dessus de laquelle
tous les degrés locaux sont infinis.

Proposition 2.1. Soient a € P U {%} et Ly le compositum des corps de
la famille
Ay = {k(b,,)|i € N\ pN}.

Alors l’extension L, est une p-extension abélienne infinie de k telle que pour
toute place w|v, de Lg, Uextension Lq . /ky, est une p-extension abélienne
infinie.

Démonstration. Les extensions k(6,,;)/k étant abéliennes de groupe de Ga-
lois isomorphe & Z/pZ, on en déduit que 'extension L, est une p-extension
abélienne de k. Il ne reste donc plus qu’a montrer que pour toute place w|v,
de L, 'extension Ly ., /ky, est infinie. En effet, la non finitude du degré de
I'extension L,/k découle directement de celle des degrés locaux au-dessus
de a.

L’élément a de P U {%} étant fixé, on simplifie les notations en posant
v =10, et 0; := 0,; pour tout i € N'\ pN.

Soit (i);>0 la suite d’entiers définie par ip =1 et :

. in+t1l sii,+1¢pN
In+1 = 3 . ..
in+2 sii,+1€pN
Soit n > 0 un entier. Si pour tout entier m > n on avait :

ko (O - 03,) N ko (0i,) # Ko,
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alors on aurait, comme [k,(0;, ) : ko] =p :
ky(0iys ... 0i,) Nky(65,,) = ku(6s,,)-

On aurait donc ky(6;,,) C ky(0;y,...6;,) pour tout m > n. Ainsi, tous les
corps ky(0;,) seraient des corps entre k, et ky(6i,,...60;,). Mais il n’y a
qu’un nombre fini de tels corps. Ce n’est donc pas possible car d’apres le
lemme 2.2, les extensions k,(6;,,) sont deux a deux disjointes. Donc pour
tout entier n > 0 il existe un entier m > n tel que :

kv(eilv cee eln) N kv(elm) = kv'
Ce qui acheve la preuve. O

Nous sommes maintenant en mesure de donner le contre-exemple an-
noncé i.e. celui d’une extension galoisienne d’exposant finie dont tous les
degrés locaux sont infinis au-dessus de toutes les places de & :

Théoréme 2.1. Soit L le compositum des corps de la famille

v= {koplaeru L) emm).

Alors, L est une p-extension abélienne de k dont les degrés locaux sur L
sont infinis au-dessus de toutes les places de k.

Démonstration. Comme L est un compositum d’extensions de degré p, c’est
clairement une p-extension abélienne de k. Le fait que tous les degrés locaux
sur L soient infinis au-dessus des places de k provient de la proposition 2.1.

En effet, siaGPU{%},alors L, C L. O

Nous terminons cette partie en donnant un exemple d’une extension ga-
loisienne infinie de k dont le groupe de Galois est d’exposant divisible par la
caractéristique de k et dont néanmoins les degrés locaux sont uniformément
bornés.

Proposition 2.2. Soient i € N\ pN et L; le compositum des corps de la

famille
A = {k(em) laePU {;}} .

Alors, L; est une p-extension abélienne infinie de k dont les degrés locaux
sont uniformément bornés par p?.

Démonstration. Les extensions k(6,,;)/k étant abéliennes de groupe de Ga-
lois isomorphe & Z/pZ, on en déduit que 'extension L; est une p-extension
abélienne de k.

Montrons maintenant que 'extension L;/k est infinie. Soient n > 2 un en-
tier et aq, ..., a, des places deux a deux distincts de k. D’apres le lemme 2.1,
pour tout j € {1,...,n}, Iextension k(6 ;)/k est non ramifiée au-dessus
de toutes les places de k différentes de a; et totalement ramifiée au-dessus
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de a;. Ainsi, 'extension k(f,, ;)/k est totalement ramifiée au-dessus de ay,
alors que l'extension k(6q, i, . . ., 0a,_,,i)/k est non ramifiée au-dessus de ay,
comme composée de n — 1 extensions non ramifiées au-dessus de a,. On en
déduit ainsi que les corps de la famille A; sont linéairement disjoints sur k,
et donc que le degré de 'extension L;/k est infini.

Il ne nous reste donc plus qu’a montrer que les degrés locaux sont uni-
formément bornés par p?. Soient a € P U {%} et L, le compositum des

corps de la famille :

Mo = (k@) e Pu{Z (@},

Alors L; est le compositum de k(6,,;) et de Li\a. Soit w|v, une place de Lj;,
on note encore w la restriction de w a Lj,. L'extension k(6,;)/k étant
totalement ramifiée au-dessus de a, on a [ky, (04,i) : kv,] = p. D’autre part,
Pextension L ,/k est une p-extension abélienne infinie qui est non ramifiée
au-dessus de a. Or les extensions non ramifiées d’un corps local sont cy-
cliques (cf. la proposition p. 113 de [3]) ce qui n’est pas le cas de I'extension

Li\aw /ky, dés que {Li\a,w : kva] > p car c’est une p-extension abélienne.
On obtient donc :

[Li,w : k’ua] < [Li\a,w : kwa} [kva(ea,i) : kva] < p2.

D’ou le résultat annoncé. O
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