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Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux 26 (2014), 281-305

Loi de répartition moyenne des diviseurs des
entiers friables

par JOsEpH BASQUIN

RESUME. In this paper we consider an extension to friable inte-
gers of the arcsine law for the mean distribution of the divisors of
integers, originally due to Deshouillers, Dress and Tenenbaum.

We describe the limit law and show that it departs from the arc-
sine law when the friability parameter v := logz/logy increases.
More precisely, as u — oo, the mean distribution shifts from the
arcsine law towards Gaussian behaviour.

ABSTRACT.

Ce travail est dédié a une extension aux entiers friables de la
loi de l’arcsinus concernant la répartition en moyenne des di-
viseurs des entiers établie par Deshouillers, Dress and Tenenbaum.
Nous décrivons la loi limite et montrons que celle-ci s’éloigne d’un
comportement de type arcsinus lorsque le parametre de friabil-
ité u := logz/logy croit. Plus précisément, nous établissons le
glissement de la loi de I'arcsinus vers une loi approximativement
gaussienne lorsque u — o0o.

1. Introduction

1.1. Contexte.

L’étude du nombre de diviseurs d’un entier n a été abordée sous de nom-
breux aspects : la question des ordres moyens et extrémaux de la fonction
nombre de diviseurs 7(n) fait, depuis bien longtemps, partie des problémes
classiques de la discipline.

La répartition des diviseurs d’un entier n dans Uintervalle [1,n] a, quant
a elle, été étudiée plus récemment. Désignons par

d|n,d<nv

la proportion des diviseurs de n qui sont inférieurs a n".

Manuscrit regu le 5 décembre 2012, accepté le 25 janvier 2013.

Mots clefs. Loi de larcsinus, distribution gaussienne, répartition des diviseurs, entiers
friables, fonction multiplicative.

Classification math. 11N25, 11N37.
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Deshouillers, Dress et Tenenbaum [2] obtiennent le résultat suivant, com-
munément désigné sous le nom de loi de l’arcsinus.

Théoréme ([2]). Nous avons uniformément pour x > 2,0 <wv <1,

(1.1) é Z F,(v) = % arcsin /v + O(\/kl)@).

Ce résultat met en lumiere notamment le fait qu’un entier a, en moyenne,
beaucoup de petits et de grands diviseurs. En effet, les grandes et les petites
valeurs sont trés probables : si U est une variable aléatoire répartie selon
la loi de l’arcsinus, on a P(U < 0,1 ou U > 0,9) ~ 0,41.

1.2. Entiers friables.

Désignons par P(n) le plus grand facteur premier d’un entier naturel po-
sitif n, avec la convention P(1) = 1, et notons S(z,y) :={n <z : P(n) <
y} Densemble des entiers y-friables n’excédant pas x. Pour z,y > 2, nous
posons, conformément a 'usage, V(z,y) := |S(x,y)| et u :=logz/logy.

L’étude des entiers friables a fait I'objet, depuis plusieurs décennies,
d’une littérature importante, tant de par ses interactions avec des domaines
connexes comme ’algorithmique ou la cryptographie, que par ses implica-
tions mémes en théorie des nombres.

Avant de préciser le sujet de notre présente étude, rappelons quelques
notations. Etant donné x > 0, nous considérons la fonction Pr, Puissance
fractionnaire de convolution d’ordre x de la fonction de Dickmann p = p; :
pr. est définie comme 'unique fonction continue sur ]0, co[ et dérivable sur
[1, 00| satisfaisant &

wply(u) + (1= R)pu(u) + Rpuu—1) =0 (u> 1),
(1.2) pilu) = w1 /T(x) (0<u<1),
(w)

u u

u

S

La fonction p, apparait naturellement dans ’évaluation de sommes du

type
Z (1),

nes(z,y)

ou, pour un nombre complexe z, 7, désigne la fonction arithmétique défi-
nie par Uidentité ((s)* := > ,~1 7=(n)n™® (Rs > 1) et ((s) la fonction de
Riemann. -

On a en effet (voir [6]),

Y T(n) ~ zpe(u)(logy)

nes(z,y)
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uniformément pour z,y vérifiant

(He) x> 3, exp{ (log, :c)5/3+5} <y<uw.

Les entiers friables étant définis par une contrainte sur les facteurs pre-
miers, il est naturel de s’interroger sur la répartition de leurs diviseurs.

Ainsi, la question de la répartition des facteurs premiers des entiers
friables a été étudiée en détail dans le travail de La Bretéche et Tenen-
baum [1]. Y est établi notamment le résultat suivant concernant la fonction

w(n) = Zp|<n 1.
t

p<

Théoréme ([1]). Soient b > 1 et T, une fonction positive tendant vers
Uinfini avec x. Pour tous les entiers n de S(x,y) sauf au plus o(¥(x,y))
(x — o0) d’entre eux et pour T, <t <y <z, ona

[wr(n) = W ()] < W(0)**{log W (1)},

ou W(t) = >,<;p “ et ou a(z,y) est défini comme ['unique solution
positive de ’équation 3, logp/(p® — 1) = logz.

Les facteurs premiers des entiers friables suivent donc (sauf pour un
nombre négligeable d’entre eux) une répartition réguliére, représentée par
la fonction W (). On se référera a [1] pour d’autres résultats concernant les
facteurs premiers des entiers friables.

1.3. Enoncés des résultats.
Nous nous proposons ici de mener une étude de la répartition en moyenne
des diviseurs d’un entier y-friable n, dans Uintervalle [1,n]. Posons

1 uv
— t —t)dt >1,0<v<1).
o(w) /0 01/2( )P1/2(U ) (u > v )

Nous obtenons le résultat suivant.

(L.3)  Ju(v) =

Théoréme 1.1. Soit € > 0. Pour tout 0 < v < 1 et (z,y) € (He), nous

1 T (v 1 log(u + 1)
(1.4) e 3 Fn(v)_Ju()+0(m+ o 1 ).

neS(z,y)

Remarque. Nous retrouvons en particulier, pour y =z et 0 < v < 1,

1 fv dt 2
J - — —_—— = — i
1(v) - /0 D arcsin /v,

de sorte que 'estimation (1.4) pour y = x est équivalente & (1.1).
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Pour ¢ > 0, t # 1, désignons par { = £(t) 'unique racine réelle non nulle
de I’équation

(1.5) et =1+t

avec la convention £(1) = 0.

L’étude de la dérivée logarithmique de p; o (voir le Lemme 2.3, infra)
nous permet de caractériser la loi limite — en particulier d’illustrer ses
variations, ainsi que son caractere gaussien lorsque le parametre u tend
vers l'infini. Nous montrons le résultat suivant .

Théoréme 1.2. Nous avons, pour u > 3 et |h| < min {u/2 — 1, u3/*},

p172(u/2+h)p1ja(u/2 —h)  [26(u) _op2eria 1 At
(1.6) 1/2 p(ui/Q _ e 2h2¢'( )(1+O<E+$>>'

On observe ainsi, lorsque le parametre u croit, un glissement de la ré-
partition des diviseurs en moyenne d’une loi de type arcsinus vers une loi
de type gaussien.

Posons, pour x € R,

O(z) = \/17? /_zo e " dt.

Le résultat suivant exprime sous forme quantitative la convergence de J,,
vers une fonction de répartition gaussienne.

Corollaire 1.1. Pour u > 3 et 0 < v <1, nous avons
1
_ _ 1 -

(1.7) Ju(v) —<I>(u\/2§’(u)(fu 2)) +o(u).

2. Résultats auxiliaires

2.1. Evaluations asymptotiques concernant la fonction de Dick-
man p1/2.

Citons un cas particulier du théoréme 1 de [5] (appliqué dans le cas
k =1/2, K = 1) permettant I'évaluation asymptotique? de p1/2-

Lemme 2.1. [ existe une fonction dérivable § vérifiant
(2.1) d(u) < 1/u, §'(u) < 1/u? (u>1)

telle que mous ayons uniformément, pour u > 1,

(22) pijalu) = evflﬂ(Qu)eXp{—;/lzug(t)dt}{1+6(u)+0(:2)}a

1. Dans un but purement heuristique, on rappelle ici que ¢’ (u) ~ 1/u  (u > 3).
2. Voir plus généralement [3] pour une étude des solutions de certaines équations différentielles
aux différences telles que les fonctions py..
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ot 7y désigne la constante d’Euler.

La formulation (2.2) découle simplement des relations (3.5) et (3.6) de
[5]. En effet, posant

I(s)::/e_ldv (seC
0

. ),
o :=0j(v) = %I(j)(f(%)) (4> >1),

0,v
on note que, par changement de variable t = £(v) dans l'expression de
00(v), Pon obtient, pour v > 1/2,

2v
oov) = [ttt

d’ou ’expression intégrale

oo(v) — vé€(20) = -1 . £(t) dt.

D’autre part, par définition de o;(v) et de I(s), nous avons

. £(2v) _ 1
01(v) = 3I'(€(20)) = W =,

d’ou il vient, pour v > 1,

1y _ ') 1
UQ(U) - %(I) (5(27})) - 5(21})/ - 25/(2,0 :

)
Enfin, la relation (3.6) de [5] montre que la fonction §(u) de (2.2) a pour
expression 6(u) = o4/(802) — 503 /(803).

Il sera par la suite nécessaire de pouvoir comparer les quantités p; (u) et
p(u). Rappelons a cette fin la relation (3.10) de [5] — qui découle également
du lemme précédent. Pour k = 1/2, nous avons

(2.3) p1ja(u) = 27O 108D p(y) (u=>1).

Par ailleurs, on peut aussi écrire, grace a 'estimation (3.5) de [5] appliquée
pour k=1/2et k=1,

2¢&(u) 1

2.4 2)% = 1 — > 1).

(24)  pija(u/2) ——pw)(1+0(2)) (u=>1)
Citons également, & fin de référence ultérieure, la majoration (3.27) de [9].

(25)  prpu-—v) < p1/2(u)e”5(2“) (u>1,0<v<u-—1/2).

L’estimation suivante fournit une majoration utile de la dérivée de la
fonction p; /5, en tenant compte de sa discontinuité pour ¢ = 1.
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Lemme 2.2. Nous avons®

(26)  plya(t) < pryo(®)(log(t +2) + (t_%)++—) (t>0,t#1).

Remarque. En particulier, on a

1

"
(2.7) A <y (7=7) (1/2<t<3,t#1).

Démonstration. La relation (1.2) donne, pour ¢ > 1,

p12(t) = 27{,01/2(’5) + p1y2(t — 1)}-
En faisant usage de I'inégalité (2.5) sous la forme
p12(t — 1) < (tlogt)pya(t) (t=3/2)
et de la positivité de la fonction py /3, on obtient, pour ¢ > 3/2,
(2.8) p1/2(t) < (logt)p1ya(t).

Pour 0 <t <1, la relation (2.6) est bien vérifiée car on a py/5(t) = 1/V/7t.
Pour 1 <t < 2, nous avons

pralt) = 2 —log(—142t+2/t(t—1))
1/2 - 2\/7? '

Un simple calcul de dérivée montre que 'on a, pour 1 < t < 3/2,

, 1
p1ya(t) < Vi 1

O
2.2. Dérivée logarithmique de py/3.
Posons o
P2t
r1/0(t) == — t>1).
1/2( ) P1/2(75) ( )

Montrons une propriété concernant la dérivée logarithmique de py /o.

Lemme 2.3. Il existe une constante to > 0, telle que la fonction ry 5 soit
croissante sur [tg,00[. On a de plus, uniformément pour t > 1,

29) () =cen oYY
o 2
(2.10) i () = 2€/(20) + O(W).

3. On pose, pour tout a réel, at := max{a, 0}.
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Démonstration. Nous écrivons, pour alléger les notations, et dans ce para-
graphe uniquement,

pi=p1a(t), p-1:=piplt—1) :=¢02t), &1:=E2(t—-1)),
pli= Pi/z(t), ply = ,0’1/2(15 —1), &=, &,:=¢(2

et de méme pour les dérivées d’ordre supérieures. En tenant compte du fait
que

D (v) := (-1)j—1(j;j1)!(1 + oj(w)) (v>1,7>1),

nous avons, par utilisation de formules de Taylor,

5/ é‘l t2
2t 2 2
fyy 00 = [ (6= +0(7))
= 25—2§’+0(ti2),

et, avec une fonction 0 satisfaisant ’énoncé du Lemme 2.1,

1+6(t—1)+0(1/t*) 1
e aoam L oE)

Il en découle directement, grace a (2.2),

5= (- G o)) {-e o)1+ 0()

=(+2g)(1-¢ ——+O( ;)

5/
_2t§(1—§—§,+21£+0(1))7
d’ott
(2.11) s(t) == gt; = fé—gg,”Jr +o(f)

Nous avons donc, pour t > 1,

o5 T8

ptpa _ 1 (1) =
2tp 2t

(2.12) r1/9(t) = £(1+0(1/1)),

ce qui prouve l'assertion (2.9).
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Montrons & présent (2.10). Les estimations
£1=¢-20+0(1/1%),
€y =¢+001/t%) =€ +0(1/1),
¢ =¢"+0(1/£) =¢"(1+0(1/1)

nous permettent d’écrire

. 1 €
s(t—1)= 5—1(1 —& - é) + 20t — 1) + O(i)

(s-2¢+0(3)) (1-¢ +0(5) - 5 (1+0(7)

1 3
- * O(?)

(-2 o) -€ - S +0(d) + gy -0l

133 1 ¢
=¢— 55—?—2“( 1)*0(?2)'

Dérivons a présent la fonction ry /5. On a

7"/1/2(15) = —t% + s(t) (s(t) —s(t—1)— 2(;_1) — 2%)

= s(t)(2¢ - % + O(t%)) + O(t%).

On tire de (1.5) la relation &'(v) = 1/(v — (v — 1)/&(v)) (v > 1), ce qui
implique

(2.13)

2¢! ~1 1

f_f_? t(2§t—2t+1)<<@'

En injectant cette derniere estimation ainsi que (2.11) dans (2.13), il vient
E\) (2¢ § 1
e =(6+0(3)) (% +o(z) +o(z)
2
=2+ 0(5) >0
pour t assez grand, ce qui acheve la démonstration. O

Posons, pour u > 1 et 0 < t < u,
fu(t) = p1y2(t) p1j2(u — ).
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us pouvons a présent préciser les variation ur l'interv. ul.
Nous pouvons a présent préciser les variations de f, sur 'intervalle |0,

Lemme 2.4. Soit u > 2tg, ou ty est une constante satisfaisant l’énoncé
du Lemme 2.3. La fonction f, est croissante sur [to,u/2] et décroissante
sur [u/2,u — tol.

Démonstration. Soit g, (t) :=log f,(t). Nous avons

Py B pio(u —t)
p12(t)  prja(u—1)

9u(t) =7r1/9(u—1) = ri/2(t).

Le Lemme 2.3 implique directement la décroissance de g}, (t) sur [to,u —
to]. Comme par ailleurs g/,(u/2) = 0, on en déduit que g,, est positive (donc
fu est croissante) sur [tg, u/2] et ¢, négative (f, est donc décroissante) sur
[u/2,u — to]. O

Lemme 2.5. Nous avons, pour u>1 et 0 <t < u/2,

o ate=1) < (1+ 7)ol

et, pour0 <u<1let0<t<u/2,

1
p12(t)p12(u — 1) K .

Démonstration. Notons que sous les hypotheses effectuées, nous avons tou-
jours u — t > t. Pour montrer la premiere assertion, plagons nous tout
d’abord dans le cas ou t > tg, ou ty est une constante satisfaisant 1’énoncé
du Lemme 2.3. Puisque f,, est croissante sur [tg, u/2], nous avons

fut) < fulu/2) = pryo(u/2)* < plu),

d’apres (2.4). Supposons maintenant 0 < ¢t < tg. Nous avons, en appliquant
(2.5) —caru >1ett <u—1/2 — ainsi que 'estimation (2.3),

1
Ful) < prya(u)eCW py (1) < pyja(u)u®Wpy jo(t) < p(u)(1 + %).
La seconde assertion, quant a elle, découle aisément du fait que, pour
0<t<l,

11

(2.14)
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3. Moyennes friables de fonctions arithmétiques

Enon(;ons tout d’abord un résultat valable pour toute fonction multipli-
cative positive ou nulle f satisfaisant a

(3.1) f(p) =3 +001/\p) (p=>2)
et
(3.2) Zp; Z;Z(‘g’%)” <1.
Posons a cette fin
ctn=T1(1-3)" S 16"
p v>0

Lemme 3.1. Soit € > 0 et f une fonction multiplicative positive ou nulle
satisfaisant @ (3.1) et (3.2). Nous avons, uniformément pour (x,y) € (H.),

C(f)x p1a(u) 1 log(u+ 1)
\/%2 {1+0(\/@+ glogy )}

Lorsque 2 < x <y, nous avons

(3.4) \Iff(x,y)ZW{“ro(b;c)}'

Démonstration. L’assertion (3.3) résulte directement du Corollaire 2.3 de
[9], appliqué avec k = % En effet, 'hypothéese (3.1) assure que 'on a, pour
z > 2,

(3.3) Uy(z,y) =

logp
‘Zf(p)logp— %Z' < %’ ZIng_Z‘ +O(Z 1/2)
p<z p<z p<z p
< zexp{—(log 2)*/7¢},

et les conditions sont ainsi pleinement remplies pour appliquer le résultat
précité.

L’estimation (3.4), quant & elle, découle du fait que S(z,y) = {n <z} =
S(z,x) lorsque 2 < z < y, et de lapplication de la méthode de Selberg-

Delange (voir [8], §I1.5.2). On observe pour cela que I'on a, sous réserve de
convergence,

f(n) 1/2 B(n)
2w ST
n>1 n>1

ou S est la fonction multiplicative déterminée par

S BNt =1 -2)' Y f(ph)a” (-1 <z <1).

E>1 k>1
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Les conditions (3.1) et (3.2), impliquant que 8(p) = f(p) — 3 < 1/,/p,
nous assurent de l’absolue convergence de Y f(n)/n® pour ¢ > 3/4, ce
qui est suffisant pour appliquer le Théoreme I1.5.2 de [8]. On a alors, pour
2<z <y,

Vp(x,y) = Vy(z, ) = ﬁ%{l +O(1o;x)}

:C(f)$P1/2(U){1+O< 1 )}

Viogy log x
en utilisant (2.14). O
Soit a présent, pour d > 1,
7(d)
= >1).

La fonction ¢4 est multiplicative et on a I'identité

(3.5) wa(n) = l;[ vp(nﬁpidi;(r dl) 1 (d>1,n>1).

Nous souhaitons approcher la fonction 4 par la fonction 1 = 1/7. Dans ce
but, nous désignons par hy la fonction multiplicative définie par la relation
de convolution *

(3.6) Pd = hq * 1
et posons
ha(m) ~ ha(m)
Hd(tay) = Z m Hd(y) = Z m :
m<t m>1
P(m)<y P(m)<y

Soit encore g la fonction multiplicative définie par
p_j p_] —1
7) o) = (X222
<j>0j+v+1)(j>oj+1>
Lemme 3.2. Nous avons, pour tout d > 1,

S Palm) g,

m>1 m

1l existe une constante absolue C1 > 0 telle que, posant

.: G
(3.8) M(d) - E(H \/ﬁ) (d>1),

4. Un autre choix envisageable aurait été d’approcher ¢, par la fonction T1/2, en posant
pd = hq * 712, ce qui aurait fourni I'expression de hq suivante : hg = g * 7_1 2.
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on ait les estimations pour t,y > 1

|ha(m)| _ M(d)
(3.9) mz;t m </
(3.10) Hqy(t,y) = Ha(y) + O<A{(/j))
(3.11) Hy(y) = 7(d)g(d) + O(M(d)>

VY

Démonstration. On déduit de l'identité (3.6) que nous avons hg(p”) = 0 si
p 1 d, ainsi que la relation

(312)  ha(p") = > a@)ea@®) (p>2,v=>1)
Jjt+k=v
ol « est l'inverse de convolution de la fonction ¢; = 1/7. La fonction «
vérifie
(X a@)2) (X (/r0F))at) =1 0<z<1),
E>0 E>0
ce qui implique que la série génératrice s’écrit, pour 0 < z < 1,

alpF)zk = -z )
(3.13) D e

La suite {a(p*)}r>0, appelée suite des coefficients de Gregory, a fait

I’objet de nombreuses études (voir [4]). Steffensen ([7]) montre ® notamment
que a(pF) <« 1/{k(logk)?} (k> 1), d’ou l'on tire

lha(p”)] < 1 (p>2).

Cela nous permet d’établir la convergence de

Z |hd HZ |hdy/2 < H (1 + ﬁ) :M(d),

m>1 P v>0 pld VP

ou C7 est une constante absolue.

5. Par souci de complétion, notons que (3.13) implique directement

Zoc(p )zk 7/ (1—z)tdt = / (—z)k dt = Z(( 1) / dt)
0

k>0 k>0 k>0

1
la(p®)] S/
0

d’ot 'on déduit, a laide de (3.12), lestimation suffisante |hq(p”)| < 2 + log(v + 1), pour p > 2.

et

e e (k> 1),
k te[0,1] k! k
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Montrons & présent la premieére assertion du lemme. De l'identité de
convolution (3.6), on peut déduire le calcul de la somme

2= e (o)

= = T(md)m = T(m)m

Comme d’une part, nous avons

> e Y s = o
m>1 T(’I?’L p z/>0 P v>0 (V + 1)py
et que, d’autre part, grace a (3.5), nous avons

S eI o -

m>1 p >O P >0 +V+1)

il vient finalement

hq(m) _ Up(d)—|—1 1 -1
ZT_H<Z(U pv><§)( )pu)

o] pld 530 (d)+u+1) — (v +1
(> > o)
p|d(1/>0 +V+1) )<VZO (V+1)py>
=7(d)g(d).
Par ailleurs, nous avons, pour tout ¢ >1,
ha(m |ha(m M(d)
mz>:t m rnz>1 Vi
On peut ensuite écrire, pour tout ¢ > 1,
5 hd !hd . M(d)
|Hd(y) - Hd(t7y)| = = Z )
‘ m>t ‘ m>t \/E
P(m)<y
et pour y > 1,
= hq(m) lha(m)| _ M(d)
ir(d)g(d) — Halw) =| 32 > < M),
’ m>1 m ‘ m>y m \/y
P(m)>y
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Nous donnons a présent une extension du Théoreme 11.6.8 de [8].
Posons h :=[], Vp(p—1)log{1/(1 —1/p)} et

1 log(u + 1)

logy logy

Lemme 3.3. Soit ¢ > 0. Pour d > 1 et (z,y) € (H:), nous avons

7(d)  hxpyp(u)g(d)T(d)
Z T(nd) log y

(3.14) Ey(x,y) =

(3.15) [1+0(MA)Ei(x.))}.

nes(z,y)

ot g et M sont les fonctions multiplicatives positives définies respectivement
n (3.7) et (3.8).

Remarque. Nous utiliserons également (3.15) sous la forme affaiblie

S L zpyjo(u)g(d)M(d)

(3.16)
nestay) (nd) log y

((z,y) € (He), d > 1).

Démonstration. Afin d’évaluer la somme requise, nous effectuons la décom-
position suivante. Pour z > y > 2, nous avons

\ijd<m7y) = Z hd( )\III/T( 'Y ) =X + 3o,
mesS(x,y)
oll
Spi=0 Y hd(m)%/r(%,y)’ o= ) hd(m>@1/r(%ay)-

meS(vVz,y) \I/DE(<T)n<§z
m)xy

Notons d’emblée, en vertu du Lemme 3.2 et puisque 0 < 1/7(n) < 1, que

Sl < Y Jha(m)] Y 1<a ZW

Vz<m<z n<z/m m>\/z

xpy2(u)M(d)

< M(d 23/ L —F—5—
” (105 )?

car, dans le domaine considéré, py jo(u) > z~Y4(logy)?, d’apres (2.2). Cela
implique que >3 est un terme d’erreur.

Appliquons maintenant le Lemme 3.1 & la fonction ¢1 = 1/7. En posant

u :=logt/logy pour m > 2, nous avons, pour /m >y > 2,

Uiy () = L 1 0,0}
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et, lorsque 2 < x/m < y,

x T T hx 1
‘1’1/T(E,y> ‘I’l/r( ’E) = m\/m{l_’_o(m)}

hxpyjo(u — up,) 1
Sl o L)

On peut donc écrire, puisque m < /z implique log(xz/m) > logx > logy,

hx ha(m)
= p U — Um
\/@meg(;@y) P/l )
(3.17) ) 1 log(u+1) 1
< (1+of gy '« logy log(l’/m)))
hx 23
= 1 E
\/@{ + O(E1 (x, y))}
avec
ha(m v
SRS d; ) st — ) = [ puptu = widtat.y).
meS(Va) '

Observons que la fonction py /o est continue, dérivable pour tout v # 1,
et sa dérivée est intégrable sur tout segment ne contenant pas 0 d’apres le
Lemme 2.2 (on peut écrire, pour v > 0, p1/5(v) = — p1/2( )dt).

Ceci nous permet de traiter X3 par intégration par parties. On obtient
alors, en appliquant de plus la relation (3.10),

/
P /2 (u ut) a

JE
Yy = p1ya(u/2)Ha(Vz,y) +/ Ha(t,y) tlogy

= p1ya(u/2)(Haly) + ( 1/ ))

Py o (u — )
# [ () + (M) R
= ﬁd(y)pl/Z(u) + R,

M(d)  M(d)

3.18 R
(3.18) < xl/4 log y

N
|7 16 atu =)

Lorsque u > 3, l'intégrale précédente est clairement

\/5
< p1/2(u)log(u+ 1) /1 182/ 108y=3/2 4t < p; 1o (u)log(u + 1),

ou l'on a utilisé (2.6) car u — us > u/2 > 3/2 et également (2.5) car u > 1
et up <wu/2<u-—1/2.
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Lorsque 1 < u < 3, il faut tenir compte de la discontinuité de la dérivée
de py/o en 1, et 'intégrale de (3.18) vaut, en vertu de la majoration (2.7),

-

Ve z/y +—3/2
<</ 324t + \/logy/
1 z/

. dt
(ey) v/ log(z/(ty))
1 ew/2 dw

1/2
<1+ logy (%) =
< p1ya(u) (1 + (y)l/Q\/logy).

x

(3.19)

Ainsi
(3.20) R < M(d)py/2(u)Er(z,y).
Finalement, en appliquant (3.11), il vient

M(d)01/2(u)
— & )+ R
= p12(w) (T(d)g(d) + O(M(d) Ex(, ) ).

S = 7(d)g(d)p1ya(w) + O(
(3.21)

En injectant cette estimation dans (3.17), on obtient

h piya(u)
= = (@) + O((r(@g(d) + M(@) Br(,9)) }

21

Or, pour tout d > 1, on a M(d) < 7(d)g(d)M(d) car 7(d)g(d) > 1.

Cette derniére assertion s’obtient en remarquant dans la relation (3.7) que
(v+1)/(j+v+1)>1/(j+1). On obtient alors le résultat attendu.

Remarque. Lorsque u > 1+ (logy y)/logy, le terme d’erreur (3.19) est en
fait < py /2 (u)log(u+ 1), impliquant les améliorations respectives de (3.20)
et (3.21)

M (d)py/2(u)log(u +1)

R«
logy

Y

M (d) log(u + 1))}

Y3 = m/z(U){T(d)g(d) * O< logy



Loi de répartition moyenne des diviseurs des entiers friables 297
Le lemme suivant fait apparaitre la loi limite .J,,(v), définie en (1.3).

Lemme 3.4. Soit € > 0 et f une fonction multiplicative positive ou nulle
satisfaisant a (3.1) et (3.2). Nous avons, pour 0 < v < 1/2 et (z,y) € (H.),

f(d) prya(u—ua) " y 1 log(u+1)
(3.22) deg(;u’y) c(Hdviosy M W) +0( gt =)

ot ug :=logd/logy.

Démonstration. Désignons par S; le membre de gauche de (3.22) et posons,
pourt > 0et y > 1,

1
F(ty) == C(H)Viogy > fn).

neS(yt.y)

Lorsque t > 1, nous pouvons appliquer l'estimation (3.3) pour (y¢,y) €
(H:). Pour g, := log2/logy < t < 1, nous faisons usage de la relation
(3.4). 11 vient

t
y' p1/2(t)
F =22
(t,y) oz y + R(t,y),
ou
t
y'p1/a(t)
LALETEANA <t<1
t(log y)? Cr=t=b
R(t,y) <
t
y'p1/a(t)
A ) t>1
logy 1(£L‘,y) ( > )a

ou le terme Ei(x,y) est défini en (3.14).
Supposons maintenant que z¥ > 2. On peut écrire

p1/2(w) S log d logd
S1= —"~——— d — dF(u—
! C(f)\/logy—i_ o '01/2(” logy) (u logy’y>
_ [y 1Rt y) + o LY
uv P/1/2(t) p(u)
= —t t dt
lywmﬁ>vmo+b%} + 53+ 0(HL)

= p(u){Ju(v) + O(\ﬂi@)} — Sy + S5+ Sa,
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avec
52 = y_tpl/Q(u_t) dR(t7y)1
€y
1 uv ,
S3 1= logy /., p12(u —t)py o(t) dt,
€y

Sy = ; p1/2(u —t)p1/2(t) di.

Majorons tout d’abord la quantité Sy. Pour y > 4, nous avons g, < 1/2
et

v prya(u—t) P1/2(U)U2 p(u)
S <</ dt <« < s
U Vit Viogy Viogy

ol nous avons fait usage des relations (2.5) et (2.3).
Evaluons maintenant S3, grace au Lemme 2.2. On a

1 1/2 1
S3 < 107 (/ p1/2(u - t)t_3/2 dt + / pl/g(u - t) dt
(3.23) g8Y NJey 1/2

+/3/2p1/2(Ut)dt+/u/2 )1 /o(t) log(t) dt
) ﬁ 3/2 P1/2(U )P1/2() og(t) )7

ou les deux dernieres intégrales ne sont en réalité présentes que lorsque
u > 2.

Pour la premiere de ces quatre intégrales, nous utilisons la relation, va-
lable pour ¢ borné,

prja(u—t) < prja() e < pyp(u)u®V < p(u) (w1, u—t >1/2),

qui découle de (2.5) et (2.3). Nous utilisons encore cette majoration pour
traiter la seconde intégrale, dans le cas u > 3/2 (en notant que, dans le
cas contraire, cette seconde intégrale est trivialement < p(u)). Il en va de
méme pour la troisieme intégrale, qui n’est présente que lorsque u > 2. La
quatrieme de ces intégrales, quant a elle, est majorée en écrivant

u/2 u
/3/2 p1/2(u —t)p1/2(t) log(t) dt < log(u + 1) /0 pry2(u —t)p1yo(t) dt

< log(u + 1) p(u).

Il vient ainsi
p(u)
S5 < oz y <\/logy +O(1) + log(u + 1)) < p(u)Eq(x,y).

Il nous reste a présent a traiter le terme Ss. Par une intégration par parties,
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nous avons

S = [y Bt v)pryalu =)
(3.24)
+/ R(t,y)y~" (p1/2(u — t)logy + pf o (u — 1)) dt.

Le terme entre crochets est clairement
< p1/2(wv)py/2(u(l —v)) n p1/2(ey)p1/2(u —€y) < p(u) )
log y logy Vdiogy

Posons

IQ =

1 u/2 ,
gy /Sy p1/2(t)p7 o (u —t) dt.

L’intégrale de (3.24) est
< /1/2 p1/2(t)p1j2(u —1t)
ey tlogy
1 1/2 32
e | paalu = DR () () + T < pu) Er () + I,
€y

Lorsque u > 3, nous avons v —t > u(l —v) > u/2 > 3/2 et par (2.6), il
vient

u/2
dt + Ey(z,y) /1/2 pr2(t)p1y2(u —t)dt + I

I < k)gl(u—i—l)/ / p1/2(t)p1j2(u —t) dt < p(u)Er (2, y).
ogy ey
Pour 1 < u < 3, on a aisément
L < BN U/Qp’ (u—t)dt < 1/3 P o (w) dw
Viogy Je, 1/2 Viogy Ji/2 1/2
<« ! p(u)

Ceci montre finalement que
S2 < p(u) Er(z,y),

ce qui achéve la démonstration lorsque z¥ > 2.

Dans le cas ou ¥ < 2, nous avons S1 = py/o(u)/(C(f)vIogy). Le
membre de droite de (3.22) est

p(u) p(u)
< Sy +O(ﬁ)<<\/@,

et la relation (3.22) est donc bien vérifiée. O

En appliquant ce résultat pour les fonctions g et M définies en (3.7) et
(3.8), nous obtenons les estimations suivantes.
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Lemme 3.5. Soite > 0. Pour 0 <v <1/2 et (x,y) € (H:), nous avons

hg(d U—1u 1 log(u + 1
) des%ﬁ:” y)g( ‘)ipvll/jéy : :p(u){Ju(v)JFO(\/logy+ gl(og;; ))}

et

3 g9(d)M (d)p1/2(u — ua)

(3.26)
deS(Va,y) dvlogy

< p(u).

Démonstration. Les fonctions g et n +— g(n)M(n) vérifient toutes deux les
conditions (3.1) et (3.2). En effet, on a d’une part g(p) = 1/2 + O(1/p) et
M(p) =1+ 0(1/,/p), et, d’autre part, pour tout v > 1, 0 < g(p”) < 1 et
0<g(p")M(p") < 1.

La relation (3.25) découle donc simplement de (3.22) appliqué pour f =
g. Par ailleurs, pour f = gM, la formule (3.22) fournit

3 g(d)M(d) pyja(u — ug)

1
des(av y) C(gM)dvIogy P(U){Ju(v) + O(

(3.27)
log(u+1) ) }
log y ’
et I'on en déduit (3.26) en prenant v = 1/2. O
4. Démonstration du Théoréme 1.1
Posons
1
S(z,y;v) = Z F,(v).
V(z,Y) S
En observant que
1

il vient, grace a (3.16) et (2.3),

1 1 1
- — ) =1+0(——).
o, 2 ) o)

nes(z,y

S(@,y;v) + S(w,y; 1 —v) = 1+0(

De plus, pour 0 < v < 1/2; on obtient, par changement de variable et par
convolution,

R0+ (1 =) = =5 [ o) ol = w)du = 1.
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11 suffit donc d’établir le résultat pour 0 < v < 1/2. Nous avons

1 1
S(a,yiv) = 2 Tt o !
(4.1) V@ Y) sy T { din,d<z®  djn,n®<d<a® /
= T(x,y;v) — Ri(z,y;v),
avec
1 1
T(x,y;v) ==
( ) ‘l’(xuy) des;xv,y) mE‘S;LU/d:y) T(md)
et
Ri(x,y;v) : Z Z 1
1\, Y, = .
\Il(x7 y) deS(zv,y) meS(z/d,y) T(md)

(md)V<d

Utilisons encore la notation ug := log d/logy. Le Lemme 3.3 nous ameéne
a écrire

d _
(e, y:v) = hx 3 g(d) p1/2(u — uq) Ry,
deS(zv,y

Vo) G, dviogy
avec
x g(d)M(d)p1/2(u—wuq)
e m{El(l‘»y) deS%/:iy) d\/@
d<z/y
n Z g(j)yl(i)pfm(u_dUd)}
1< ogylog(z/d)
< z Ey(x,y) 3 g(d)M(d)py 2 (u — uq)
V) T dViogy
< W < Ei(z,y),

puisque d < y/z implique z/d > /x et 1/log(z/d) < 1/logz < Ei(x,y).
Notons que l'on a ici fait usage de la majoration (3.26), et du résultat
classique valable dans (H,.) (voir par exemple [8], Corollaire I11.5.19)

U(z,y) = zp(u) (1 + O(l()glgg—gl))).

Le Lemme 3.5 nous permet donc a présent d’obtenir

1 log(u + 1) )

T(xz,y;v) = Ju(v) + O(\/m + logy
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Voyons maintenant comment nous pouvons estimer la quantité R;. Nous
supposons z¥ > 2, car dans le cas contraire ce terme est nul. En vertu de
la majoration (3.16), nous avons, avec ¢, := log2/logy,

= U(z,y) 2 2

deS(xzV,y) meS(d1—v)/v y)

7(md)

a>2
1 _ 1—wvlogd
Cg— g(d) M(d)d"="p
U (z,y)v/logy deS(:va:) 2 1/2< v logy)
1 t/v—t t
< v t/v—t)d¥ Y-
V(o) vioey o, p12(t/v =) d¥on(y',y)

11 vient, par intégration par parties, grace a (3.27),

1 uv o
R < Va,y) )., pr2(t)p1ya(t/v —t)y" dt
1 U
- t t —tv)yt v dt.
< Ty /Ey/v p1/2(tv)p1 ot — tv) y' v

Nous pouvons ensuite écrire, en faisant usage du Lemme 2.5,

‘P(;y)</z: gfd”/lup(t) y' Vo dt)
Lo
\P(xv;yy) logy * U(z,y) /1 p(t)y" d

! —i—x/u_l (u—s)y *ds
logy ~ ¥(x,y) Jo P Y '

R <

En appliquant le Corollaire II1.5.15 de [8], il vient enfin

u—1
Rl < 1 + xp(u) / y—s—‘rsf(u)/logy ds
logy ~ ¥(z,y)

oo 1
+/ Y% ds « —,
0 logy

< logy

ce qui montre que Ry peut étre considéré comme un terme d’erreur. Cela
acheve la preuve du Théoreme 1.1. O
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5. Etude asymptotique de la loi limite
5.1. Démonstration du Théoréme 1.2.

Le Lemme 2.1 implique, pour v > 3 et |h| < u/2 —1,

pr2(u/2+ 1) piya(u/2—h) _ exp{ _ %/u”h £(t) dt + ;/:hé(t) dt}

/?1/2(11/2)2
E(u—+2h)¢ (u—2h 1
¢ IR0 (1 o(L)),

Le terme sous la racine est

(€(w) + 20" (w) + O(2/u?)) (€ (u) — 20" (u) + O(H2/u)) h?
é‘l(u)Q =1+ O(ﬁ)’
tandis que
U u —u 2
[ ewma=["" e + ¢ wew + e
ro(USyar

h3 ht
= 2h&(u) + 2h%€ (u) + %f”(u) + o(ﬁ).

11 vient alors, pour u > 3 et |h| <u/2 —1,
h2

pr2(5 +P)prpa(5 —h) 201 h! 1
VRO :exp{—Qh g(u)+o($)}(1+o(a+ﬁ)).
Utilisant enfin l'estimation (2.4), nous obtenons, sous la condition sup-
plémentaire |h| < u?/4,
p1/2(5 +h) pry2(s —h) 2¢! () 201 I
o) = - exp{thf(u)}(1+O(a+$))a
d’ou le résultat.

5.2. Démonstration du Corollaire 1.1.

Etant donné la symétrie® par rapport & v = 1/2 de J,(v) et du membre
de droite de (1.7), nous pouvons nous limiter & montrer (1.7) pour v €
[0,1/2].

Pour u > 3, posons 71, := /(logu)/u et
/“” pr/2(u — t)p1a(t)

u

dt.
(1/2=nu) p(u)

Ky(v) :=

6. On a, plus précisément, Jy (1 —v) =1 — Ju(v) pour v € [0,1] et ®(—z) = 1 — ®(z) pour
z € R.
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En effectuant le changement de variable h := ¢ —w/2 et en appliquant (1.6),
nous obtenons pour 1/2 —n, <v < 1/2,

2/ u(v— 1/2)
Ku(v) = 1+0 ,/ 5 / —212¢(w) qp,
ulogu

v 2& (u)u (v—1/2) Cw?

e dw

1
E»\/?r ~ /208 (w) log u
) 8(oET0 )~ o{- )
:<1>(u\/M( %))Jro( )

B(—x) < e /2 (x >0)
et
, 1 logy v
vE(v) = log(v) <(10§2@)2) (v=>3)

Ecrivons ensuite
Ju(1/2) = 3Ju(1) = 3
= Ju(1/2 = nu) + Ku(1/2)
=Ju(1/2 =) + 1+ O(%)

Comme v — J,(v) est croissante, cela prouve, pour 0 < v < 1/2 — n,, que

u

1
Ju(v) < Ju(1/2 =) < o

et (1.7) est donc bien vérifiée dans ce cas.
Dans l'intervalle complémentaire 1/2 — n, < v < 1/2, nous avons

Ju(v) = Ju(1/2 — ) + Kyu(v)

= <I>(u\/2£’(u)(v — %)) + O(%),

ce qui nous permet de conclure.

Remerciements. L’auteur remercie Gérald Tenenbaum pour l'aide qu’il
lui a apportée tout au long de 1’élaboration de ce travail.
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