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Contre-exemples au principe de Hasse pour
certains tores coflasques

par REGIS DE LA BRETECHE et TiMm BROWNING

Pour Roger Heath-Brown a l’occasion de son soixantiéme anniversaire

RESUME. Nous étudions le comportement asymptotique du nom-
bre de variétés dans une certaine classe ne satisfaisant pas le prin-
cipe de Hasse. Cette étude repose sur des résultats récemment
obtenus par Colliot-Thélene [3].

ABSTRACT. Counter-examples to the Hasse principle among cer-
tain coflasque tori.

We study the density of varieties in a certain family which do not
satisfy the Hasse principle. This work relies on results recently
obtained by Colliot-Thélene [3].

1. Introduction

Nous nous intéressons a la fréquence de contre-exemples au principe de
Hasse dans une famille de variétés algébriques définies sur Q. Les courbes
hyperelliptiques sont ’objet du travail de Bhargava [1]. Le cas des surfaces
de Chételet a été récemment étudié par La Breteche et Browning [2].

Le but de cet article est de faire de méme pour les variétés affines Y C AJ,
définies par

(1.1) (2% — ay®) (22 — bt?) (u? — abw?) = ¢,

avec a,b,c € Q*. L’arithmétique de Y a été étudiée par Colliot-Thélene
[3, §5], qui a notamment montré que le choix de coefficients (a,b,c) =
(13,17,5) donne un contre-exemple au principe de Hasse. Notre investiga-
tion quantitative est fondée sur son travail.

La variété Y est un espace principal homogene du tore coflasque

(2% — ay®) (22 — bt?) (u? — abw?) = 1.

D’aprés un résultat de Sansuc [8, Cor. 8.7], 'obstruction Brauer—Manin est
la seule obstruction au principe de Hasse. Soit Y“ une Q-compactification
lisse de Y et Y¢ = Y xg Q. Une caractéristique intéressante de Y est le

Manuscrit regu le 16 octobre 2012, révisé le 22 janvier 2013, accepté le 14 mai 2013.
Classification math. 11D99, 11G35, 14G05.
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fait qu'il existe un générateur universel explicite pour le groupe de Brauer
Br(Y*)/Br(Q) = H'(Gal(Q/Q), Pic(Y?)).
En fait, suite & [3, Thm. 4.1], si a,b,ab € Q* < Q*? on a

Br(Y°)/Br(Q) = Z/2Z

avec l'algébre de quaternions (2% — ay?,b) € Br(Q(Y)) comme générateur,
tandis que, si P'un des a,b,ab est dans Q*2, Y est Q-rationnelle, et donc
Br(Y*¢)/Br(Q) = 0. Nous utilisons cette description pour déterminer la
fréquence a laquelle il existe des contre-exemples au principe de Hasse pour
les variétés (1.1).

Nous paramétrons les variétés Y par I’ensemble

(1.2) S ={(a,b,c) € (Z~{0})3: a,b, c sans facteur carré et ¢ > 0}.

Il est évident que toute Q-variété (1.1) est Q-isomorphe a la variété définie
par la méme équation avec (a,b,c) € S. Notre intérét principal est de
déterminer la répartition des éléments de S tels que Y (Q) est vide (ou non-
vide). A la lumiére de [3, Prop. 5.1(a)], pour toute place v de Q et chaque
(a,b,c) € S,onaY(Q,) # 0. Il n’y a donc jamais d’obstruction locale pour
I’existence de Q-points.

Soit S(P) = {(a,b,c) € S : max{|al,|b,c} < P}, pour P > 1. Nous
estimons asymptotiquement, lorsque P tend vers l'infini, le cardinal

Ng:(P) = #{(a,b,c) € S(P) : Y(Q) = 0}.
Notre résultat principal est le suivant.

Théoréme 1.1. Lorsque P > 2, on a

nP? P P3
Ng.(P) = — O +—==1,
BlP) = g P (log P)2 i ((logP)2

ol

p—1

45 1 15 (-1)7
n= s L0 g n) s L0 5 5m)

1
153  (1—3)2 3 1
T = 14—+ ).

167rgl;[(1+11;)< 2p Pz)

La différence Ngion(P) = #S(P) — Np:(P) est le nombre de variétés Y
paramétrées par S(P) pour lesquelles Y (Q) # (0. Le cardinal #S(P) étant
facile a estimer, nous obtenons le résultat suivant.
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Corollaire 1.1. Lorsque P > 2, on a

pP3
Nyon(P) = #8(P) + 0 (h)gP)

864 p3
=—P3+0 :
b + <log P)
En particulier, on a une proportion asymptotique de 100% des variétés Y
qui ont des Q-points.

Remerciements. Pendant ’élaboration de cet article, le premier auteur
a été soutenu par un IUF junior et le projet ANR (PEPR), tandis que le
second auteur a été soutenu par la bourse FRC 306457.

2. L’obstruction Brauer—Manin

Nous rappelons quelques points clés du travail de Colliot-Thélene [3], sur
les variétés Y définies en (1.1), lorsque (a, b, c) appartient a ’ensemble S
défini en (1.2).

Selon [3, Prop. 5.1(c)], on a Y(Q) # 0 s’il existe un nombre premier p
tel qu’aucun des a, b, ab ne soit pas un carré dans Q. Supposons que pour
chaque premier p 'un au moins des a, b ou ab est un carré dans Q,, alors il
découle de [3, Prop. 5.1(d)] que Y(Q) = 0 si, et seulement si,

Z [c,b], = 1 (mod 2).
P
agQy?

Ici [, -] : Qp x Qp — Z/27Z est défini par (-,-), = (=Dl ot (), est le
symbole de Hilbert.
Lorsque (a, b, c) € Z3, nous considérons

1, sia,bou abest dans Q;Q pour tout p,

f(avb):{

0, sinon,

(2.1) h(a,b,c) = H (e, 0)p.
g2
Notre probleme est donc d’évaluer, lorsque P tend vers l'infini, la quantité
Np.(P)= > f((;’b)(l — h(a,b,c))
(2.2) (a,b,c)eS(P)
= (Nu(P) ~ No(P)),
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o les définitions de N (P) et Nao(P) sont évidentes. Notre analyse de Ny (P)
et No(P) est inspirée du travail de Friedlander et Iwaniec [5], qui lui-méme
suit les traces de [4, 6, 7].

Nous commencons avec ’observation

NP = Y fan)=| Y @uo)fay || S ).
(a;b,c)€S(P) (a,b)eZ? 1<e<P
|al,|bl<P
ou p est la fonction de Mdébius. Nous étendons la définition de la fonction
p de telle sorte que p(0) = 0. Le deuxiéme facteur est facile a estimer. Il
vient

23 NP =Sy Y waib)fab) + 0P,

(a,b)€Z?

lal,b|<P

Il est clair que I'un au moins des a,b ou ab est un carré dans Q) pour

chaque premier p t 2ab. Quand p = 2 et ab est impair, la condition relative
a p = 2 contenue dans f(a,b) est que I'un au moins des a, b or ab est congru
a 1 modulo 8. Rappelant que a, b sont des entiers sans facteur carré, nous
avons alors I’égalité

fa,0) = fa(a,0) I é (1 + (Z)) 11 % (1 " (;))

% ;
24 1 ab/(a Z)Q
2 P
plged(a,b)
p#2
avec

, si2fabetle {a,b,ab}(mod8),
si2]aetb=1(mod8),
, si2|beta=1(mody),
, si2](a,b), ab=4(mod 32),
0, sinon.

Avec ¢ défini sur les impairs par J(k) = 1 si k = 3 (mod4) et ¥(k) =0
si k = 1(mod4), la loi de réciprocité quadratique s’énonce, lorsque k et ¢
sont des nombres entiers impairs premiers entre eux, sous la forme

(2.5) (’;) (i) _ (—1)?®90),

Nous terminons cette section par quelques mots sur les symboles de Hilbert
(cf. [9, §3]). Soit p un nombre premier et x,y € Q. Supposant que z = péu

1
1
fa(a,b) =<1
1
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et y = p'v, ou u, v sont des p-unités, alors pour tout p > 2 nous avons

(2:6) (e = 1o (1) (V)

p p

tandis que lorsque p = 2, nous avons

£?-1) | nw?-1)
B

(2.7) (x,y)2 = (_1)19(“)19(”)+

3. Lemmes techniques

Lorsque v € Zxg, nous considérons

wu(r) = H (1 + v )_1.

2
plr p

Nous aurons besoin de [5, Cor. 2|, concernant

2 n n
Cv(-r;av d7 r?Q)X) = Z W@V(n)v
()1

n=a (modr)

ol x est un caractére modulo g et w(n) désigne le nombre de facteurs
premiers distincts de n. Posons

a(r) = () IT (1+ 2220 7,

2
plr 4

avec

e (1) = \/1%1} (1 N %(p))(l _ 1);

2p p
Notons aussi ¢ la fonction caractéristique des caractéres principaux.
Lemme 3.1. Soient A > 0 fizé et v € {0,1,2}. Lorsque a, d, r, q sont des

entiers satisfaisant (a,r) = (d,rq) = (r,q) =1, x > 2 et x est un caractére
modulo q, on a

Cl/ 3 ,d, »4q, =9
(x5a,d,7,9,x) = 6(x) o) Viogz log 2

0 (T(d)rqx) .
(log z)4
Démonstration. Dans [5, Cor. 2|, ce résultat est démontré pour v = 0,

la condition supplémentaire (a,q) = 1 étant inutile. Les cas v = 1,2 se
démontrent de la méme maniére. O

c(drq) {1 Lo ((log3drq)g> }
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Soient x = (1)1,562), a = (al,ag), d= (dl,dg), r = (7’1,7"2) et q = (q1,q2)
Du Lemme 3.1, nous déduisons I'estimation de la somme

n n
Q(X;a7d7’r7 q, X17X2) - Z MQ(nan)W7
(n1,n2)€EN?

n;<T;
(ni,d;)=1,(n1,n2)=1
n;=a; (modr)

ou les x; sont des caractéres modulo ¢;.

Corollaire 3.1. Soit A > 0 fixé. Lorsque ay,as, dy, da, 7, q1, g2 sont des

entiers satisfaisant (a;,r) = (d;i, ¢;) = (r,did2qiq2) = 1, x; = 2 et x; sont
des caractéres modulo q;, on a

e(d,r) 1T
;a,d =9 )
Q(X?a7 T d, XlaX?) (Xl) (XZ) @(T)Q logacl IOgIL'Q

«J140 (10g3d.1d27“Q1Q2)%
logmin{zy, xo}
o < 7(d1d2)rq1qe172 >
(logmin{zy,z2})4 /)’

avec

6 @1(dim)p1(dar)
d = — didar).
eld.) 7 p1(didar)? #2{dadar)

Démonstration. Notons () la quantité a estimer. Une interversion de Mobius
fournit

neN
(n,d1darqiq2)=1

avec f(n) = Co (z1/n;n"tay, din, 7, q1,x1) Co (x2/n; 0 ag, dan, 7, g2, x2) -
Nous pouvons restreindre la sommation aux entiers n < T ou T est

A
égale a (logmin{zy,x2})?, la contribution complémentaire étant majorée
par O(z1x2/T). Nous appliquons ensuite le Lemme 3.1 avec v = 0. Il vient

Q@ = d(x1)0(x2) p(n)co(dinr)co(donr)zizo

5 49n2p(q)?/log 11 log 22
(n,d1d2r)=1

(log 3d1d27“CI1C_I2)%
% {1 +0 (log(min{xl, xa})
40 ( T(d1d2)rqigoxi 22T x1x2>
(log(min{wz,z2}))4 T )’
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d’ou
cla,r)rixg N 0og 14274142
— 5 5 I
Q (Xl) (XZ) 7(2)2 logxl ]ogmz { ( logml {xl,xQ} )}

L0 < 7(dida)rqiqax12 >
(

log min{z1,z2}) 3

Ici nous avons

c(d,r) = co(dir)co(dar) Z M

= 4w(n)p?2
(n,d1d2r)=1
1 1 -1 1
= —cpl(dlr)gol(dgr) H 1- oL 1\2 H 1-— ")
T p|d1d27’< (2p+1) ) . ( p)
6 p2(didar)
= —p1(d dor)———7—5
—ger(dir)e( 2r)<p1(d1d27“)2’
ce qui fournit donc le résultat quitte & modifier la valeur de A. O

Lorsque ¢iqo est grand, le Corollaire 3.1 est inutilisable. Nous aurons
besoin ainsi du résultat suivant [5, Lemme 2].

Lemme 3.2. Soient {aum,}men, {Bntnen des suites de nombres complezes
telles que |amy|, |Bn| < 1, dont le support est inclus dans les nombres impairs.
Lorsque M,N > 1, on a

S Y anbs () < (MN$ + NM6)(log 3MN)s.

m<M n<N

4. Etude de N;(P)

Pour estimer Ni(P) a partir de (2.3), nous considérons

> (@) (6)f(a.b).

(a,b)€Z?

lal,bl<P
Lorsque € = (e1,£2) € {#£1}2 et a, B € {0,1}, nous notons T'(P;«, 3, ¢€) la
contribution dans T'(P) des couples (a,b) tels que 2% || a et 2% || b, e1a > 0,
g9b > 0. Les couples (a272 (), b2_”2(b)) appartiennent a un ensemble E, g
modulo 8, avec

Epo = {(1,£1),(1,£3),(—1,%1),(£3,1),(£3,£3)},
Eyo={(£1,1),(£3, 1)},

WD = (), L3,
By = {(£1,£1), (£3,£3)}.
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Lorsque € € {£1}2 et (a27%,b277) = (ap, by) (mod 8) avec (ag, bo) € Eq, g,
e1a > 0, et e2b > 0, la formule (2.4) s’écrit aussi

2 ! 1ppr
w?(2kE'mm’el") b\ [a
,u2(a),u2(b)f(a, b) = E : 2w(kk’€€’mm’) (k‘) <£
(k,k £, ;m,m')ENS®

(42) a=e12%kk’mm/’
2
y <ab/(a, b) )
m
Il vient

b=e22800'mm/’
2 / 1pp!
. B wu?(2kk'mm’ee")
T(P;a,p,e) = Z Z 9w (kK 0 mm)
(a0,b0)€Eq,p (k,k' £, ;m,m')eNE
2°kk'mm/ ,2800'mm/ <P
(e1kk'mm/ e20l'mm’)=(ao,bo) (mod 8)

" (EQZBM’mm’> <€12O‘kk’mm’> <£1522a+5kk’€€’>

k / m

La loi de réciprocité quadratique (2.5) et la multiplicativité des caractéres
fournissent

(6225€€’mm’>(612akk’mm’ > <51522°‘+5kk'€€’>
(4.3) k l m
ON/EN/OK m’
= (5)(7) ) ()
avec

(4.4)  w=wu(k, &,m) = (—1)?EHO+IEIm)+I(m)d(0) (5225> <512a> .

km Im
Un calcul simple fournit le résultat suivant.

Lemme 4.1. Lorsque (k,{) = (ko, ) (mod8) et (e1kom,ealom) € Eq g,
on a
u(k,,m) = (,1)79(61kom)ﬁ(sgeom)-i-ﬂ(sl)19(52)4_19(7”)‘

Démonstration. Nous avons toujours

28 2%
i Z )=
kom (fo’ffl)
En effet, le cas (o, 5) = (0,0) étant trivial, regardons le cas («, 5) = (1,0).
11 découle de (4.1) que e2fpm = 1 (mod 8) ce qui montre la formule dans ce
cas. Les raisonnements sont identiques pour («, 8) = (0,1) ou (1,1). Nous
avons donc bien 'expression attendue. Comme

( €9 ) (61) — (= 1) kom)P(e2) 0 Lom)i(er),

km Im
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nous avomns
u(k:, l m) _ (_1)79(k)19(€)+79(k)19(m)—i—'&(m)ﬁ(@)—l—'ﬁ(kgm)ﬁ(sg)+19(£0m)19(51)

_ (_ 1)19(51 kom)¥(e2€om)+9(e1)¥(e2)+3(m)

)

ce qui fournit le résultat recherché. O

Nous reprenons la démarche développée dans [5]. Pour cela, soit
V = (log P)”,

ou B est un parametre qui sera choisi suffisamment grand en fonction de
la valeur de A prise dans les applications du Corollaire 3.1.

La contribution & T'(P;«, 3,¢€) des couples (a,b) tels que mm’ > V est
< P?/V. Dorénavant, nous nous restreignons au cas mm’ < V.

La contribution & T'(P; «, 3, €) des couples d’entiers (a, b) tels que k < V
et k' <V est < PV?log P. De méme lorsque £ < V et £/ < V.

Grace au Lemme 3.2, du fait de la présence du facteur (%), la contribu-
tion du cas £/ >V et k >V est

<D > )

mm/ <V UIKP/(mm/V) E'<P/(mm'V)

; {(m;,g)é + (Wjj,k,)é} (log P

< P2V 5 (log P)s (log V)2,

P2
mm'k'l

ce qui suffit lorsque B > 25. Nous avons la méme majoration lorsque ¢ > V'
et k' >V gréce a la présence du facteur (%).

Il nous reste & traiter le cas k,/ <V ou k', #' < V. Dans le premier cas,
nous sommes amenés a considérer lorsque (e;mm’kk(, comm/ly) € E, g la
somme

2(1. 2(p U /
' N _ = (k) p*(0) (¢ k

Tie(koy Lo, m, ') = 2 290 290) \kem ) \tm )

(k' ,£)eN?
E'<P/(2%mm/k) 0/ <P/ (28 mm/p)
(K 0)=(K't' mm/ ke)=1
(k' 1) =(k} ) (mod 8)

alors que, dans le deuxiéme cas, lorsque (eymm/kok’,eomm/lol’) € E,p
nous estimerons la somme
2 2 /o ! Foon !
/ no_ p*(k) p(6) (L'm K'm
Tk/’gl(kg,fo,m,m) = Z 2w(k:) 2w(£) 2 7 .
(k,0)EN?

k<P/(2°mm'k') (< P/(2Pmm’{")
(k,0)=(kt,mm'k't")=1
(k,0)=(ko,Lo) (mod 8)
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En effet u(k,¢,m) = u(ko, o, m), lorsque (k,?) = (ko, o) (mod8), ne dé-
pend pas de (k,£).
Nous avons Ty, ¢(kg, £, m, m') est égale &

P P
Q (2amm,ka 26 e k07 m,/{,mlf,&ﬁm, kvaﬁWkam) R

ot xn(-) = (5). Cette somme peut donc étre estimée grace au Corollaire 3.1.
Nous obtenons

Li—p—m—1 p2(m') P? {1+O(10g(2m/))}

22tatByd  m/2 log P log P
o (£
(log P)4
ott nous avons utilisé la formule c(m’,m’,8,1,1) = 4pa(m’) /3.
De méme, posant

v (ko, Lo, m’) = (_1)79(40)19(k/m’)+19(k0)79(£/m’)

Tk» ((k’o, EO’ m m,)

)

nous obtenons grice a (2.5)
T]é/’e/ (kﬁo, fo, m, TTL,) == u/(k'o, éo, m/)Tk/,gl(ko, fo, m', m)
Yor—pr— s P2 1 2
_ Ly—p—m=1 p2(m) {1+O( og( m))}

22+at+fr3  m?2 log P log P

P27 (k1)
e <(log e ) .

Enfin, nous en déduisons

p2(m)ga(m) re { 1 }
(P «, B? - ( Z ow m)m2 Tavﬁ(m)) IOgP 1+ O(log P)
f
V3 (log P)©
2 3
+O<P (log V') {(logP)A+ ya: )
avec
#Ea,ﬁ u(k‘OaEUam)
rap(m) = T 4 > “ozrard

61,526{:|:1}
(ko,Lo)€(Z/8Z)*
(Elkom,sgfom)EEaﬁ (mod 8)
ol u a été défini en (4.4).
Gréce a (4.1), nous avons

#Ea

atB = 15.

(a,8)€{0,1}?
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Le Lemme 4.1 et les égalités (4.1) fournissent ainsi que

Z Ta,p(M)
(e,B)€{0,1}2
est

(—1)%(e)d(e2)

P uo)H v d(m
=15+ Z Z 22—&-—04—&-5(_1) (u0)¥(vo)+9(m)

(e,B8)€{0,1}2 e1,e0€{£1}
(u0,v0)€Eq, 3 (mod 8)

1
d(m Fuo)?(v
15+ (_1) o) Z 217 +a+p Z (_1) (t0)b(zo)
(o,8)€{0,1}2 (u0,v0)€EEq,3 (mod 8)

= 154 5(—1)7(m),
Un simple calcul fournit

d(m) ,,2 J(p)

= (m)p2(m) z

- “[[(1+ —=——=), (ze{£1}).
gt 2w(m) 2 p>2( 2p(p + 1))

2tm

z

En choisissant A = 81 and B = 26, nous obtenons
2

P 1
1(P) = O 5114 0(1p) )

ou

15 1 5 (—1)7(®)

C==Sl0t+7——=)+s[][0+:77+—)
3 3

m p>2( 2p(p+1)> ™ p>2( 2p(p + 1))

A partir de (2.3), il vient ainsi
6C P3 1

(4.5) Ny(P) = pilogP{l <1ogp>}‘

5. Etude de Ny (P)

Notre objectif dans cette section est d’estimer la somme

Ny(P) = Z f(a,b)h(a,b,c).

(a,b,c)eS(P)

Les calculs sont plus compliqués que pour 'estimation de Nj(P) mais re-
lévent des mémes méthodes.

Lorsque f(a,b) # 0, nous aurons besoin d’une expression simple de la
fonction h(a,b,c) définie en (2.1). Comme (c,b), = 1 pour tout nombre
premier impair p ne divisant pas bc, nous avons

h(a,b,c) = H (¢, b)yp.
p|2be
agQy?
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Rappelons la définition (1.2) de S. Nous paramétrons les (a,b,c) € S par
(5.1) a = 5120‘d0d12d13a/, b= 5226d0d12d23b/, C = 27d0d13d230/,

avec djj, do, @, b/, ¢ des nombres impairs, «, 3,7 € {0,1} et les conditions
de coprimalité

(di2,d13) =1, (di2,d23) =1, (di3,d23) =1,
(a't'¢, diadizdaes) = (', b/ ) = (V, ) = 1.

Nous écrivons h(a,b,c) = hi(a,b,c)ha(a,b,c), avec hi(a,b,c) le produit
sur les p impairs et la quantité ha(a, b, c) désignant le facteur lié a p = 2.
Les deux résultats suivants concernent leur calcul explicite.

Lemme 5.1. Lorsque (a,b,c) € S et f(a,b) #0, on a

ha(a,b,c) = — (- y
e, ’C)_2w(c’) 2 i\ ) \wndodys )

nn/n”n”l:C

ol

~ ~ ! 1 n
= a(n,n’,n",n", dy,di2,d13, da3)

_ H(n//)(_1)19(d0d12)19(d0d13nn/) <€120d13> 522f8d23 622/8
dod13

7,L,n/// nln//
" <27n//n///) ( d23 >
dod12 dy2d13
Démonstration. Lorsque a, b, c sont sans facteur carré et p | a, alors on a

ad (@;2. De plus, lorsque p{ a et p | b, le fait que f(a,b) # 0 implique que a
est un carré dans Q, ce qui est exclu. Lorsque p { a, nous nous restreignons a

ptbetdoncp|cet (%) — —1. Ainsi d’aprés (2.6), nous avons (¢, b), = (%),
Il vient
1 b b
m(ab.e)= T (eb), [T 5{1+ (a) ” () - (a>}
pl(be,a) ple p p p
p>2 pf2ab
1 A b ab
=g I vy 32w (3) () ()

p>2
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De plus, nous avons

I o =T1(~) (bc/p2> I (;) 11 (;)

pl(be,a) pldo > P P/ plan) M7 plae) NP
p>2 pi2c pi2b
(=1 [be/dd c b
N <do> ( do > H (p> H (p>
pl(ab) pl(ae)
pt2e pt2b

En utilisant les notations (5.1), nous obtenons

-1 822/8+7b,6/d12d13 2’Yd0d13d236,
H (Cv b)p = R
do do di12

pl(be,a)
p>2

di3
_ £928 < 27¢! > < da3 > (—1)?(dod12)9(dodrs)
dody3 dodi2 ) \di2d13 ’

puisque la loi de réciprocité quadratique (2.5) fournit

<_1> <d12d13) (d0d13> (d0d12) — (—1)?(dodi2)9(doda)
do do di2 di3

Cela implique ainsi

% <€225d0d12d23b/>

1

=g T (2)(2)(2)

y £9200 (270/ )( das >(_1)19(dod12)19(d0d13)‘
dody3 dod12 /) \ di2d13

Puis, prenant 4 comme dans ’énoncé du lemme, nous obtenons le résultat

attendu apres calcul de ( dgg; )(dg‘ff) par la loi de réciprocité quadratique

(2.5). 0

Lemme 5.2. Lorsque (a,b,c) € S, f(a,b) #0 et

(a,b,c) = (2%, 28y, 27w),
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avec u,v,Ww 1Mpair, on a

L, st a = 1 (mod 8),
L, si2]a etb=1(mod8),
b (a b C) ( 1) (v) w)+’¥(v —1)+u; ’ 9 ’ (a’ b) o — 1(m0d 8)7
2\&, Y, ==
(— 1 b)ﬁ(w)—M(b )’ sia=35.7(mods)
et 1 € {b,ab} (mod8),
0, sinon.

Démonstration. Sia = 1(mod 8) alors a € Q52 et ainsi ha(a,b,c) = 1. Si 2 |
a et 21b,alors f(a,b) # 0implique b = 1 (mod 8). La formule (2.7) implique
ho(a,b,c) =1.8i 2] (a,b), alors f(a,b) # 0 implique ab = 4 (mod 32). Donc
la formule (2.7) implique le résultat. Si a = 3,5, 7 (mod 8), alors f(a,b) # 0
implique que b est impair et que b ou ab est congru a 1(modS8). Lorsque
¢ = 2%w, la formule (2.7) implique le résultat. O

Il est clair que la valeur de ha(a, b, ¢) ne dépend que de la valeur modulo
8 de (u,v,w) et des valuations 2-adiques «, 3,7. Avec les notations (5.1),
nous avons

_ 612a—min{a,ﬂ}ald13’

— Qﬂ—min{a,ﬁ}bld
(a,0) (@)~ “

et (a,b) = 2mi{*Bdyd;,. Dans la sommation (4.2), nous remplacons les
variables (k, k', ¢,¢';m,m’) par

(kk13, K'ky3, Claz, £'lys, momag, momi,),
tels que
kk' = d, kiskls = dis,
(5.2) U=V, lyzlyy = do3,
m0m6 = dp, mlgm’m = di9.

Lorsque (a27%,627%) = (ag, bo) (mod 8) avec (ag,by) € Eap, €10 > 0, et
g2b > 0 ott € € {£1}?, la formule (4.2) s’écrit aussi

fla,b) T ow(2 o Pab) Z Kk

% (812°‘kzk’k13k'13m0m6m12m’12)(51822O‘+5kk’k:13k'13€€'€23€’23)
lla3 ’

1 (622B€€’€23€'23m0m6m12m’12>

momai2
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avec a = 6120‘k:k:'k13k:’13mgm6m12m’12 et b= 522568’6235’23m0m’0m12m’12 sa-
tisfaisant (5.2). La formule (4.3) fournit alors

fla,b) = M > u(kkis, Loz, momisa)
4 K
3 0k, £, kuz, ks, foz, Ca, mgmaz, mibms) (k) (£>
(ngrs) (o) (i) ()
lhsmgmly ) \Lagmomaz ) \kjsmumly ) \kizmomiz )’
avec

= v(k, ¢, k13,k13,€23,£23,m0m127m0m12)

( ) () (i)
k‘lsmomlz lazmomi2 k13023
X

( )ﬁ(klsmomu)ﬂ(@—i—ﬁ(5’23m0m12)19(k)

Le paramétrage (5.2) fournit aussi

kk' 174
h b,c) = U
1(a,b,¢) ow(c") Z v (nn”> (n’n”mom{)k‘lgk{g)’

nn/n//nﬂl :C/

grace au Lemme 5.1.

Lorsque (a27%,275,¢277) = (ug, vo, wp) (mod 8) avec (ug,vg) € E.p,
g1a > 0, e2b > 0 ot & € {£1}2, nous devons donc sommer le terme
f(a,b)h(a,b,c), qui est

B kk!
ZQw@ a—B—vabc) <nn”> (nn m0m0k13k13> ( ) < )
(i) (o) (i) ()
5’23m{)m’12 Lagmomaz Elsmom/y ki13momia
kK o
- ZQW(Q a=B=Yabc) (nn//> (n/n//> ( ) ( )

k K
X
(gégmf)m/l) (623m0m12> <k13m0m12> k13m0m12>

avec des sommations sur les entiers satisfaisant (5.2) et ¢ = nn/n"n"”; ou

~ / / ! /
Uy = uy (k k E £ k13a 13a€237€23amoam07m127m12)
/ / ! !
= u(kki3, £lag, momao)v(k, l, k13, ki3, €23, Uy, moma2, mom’s)

~ !/ 1 " ! ! / /
x a(n,n',n",n", momg, miamigy, k13k]s, laslys)ha(a, b, ).
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Ici, nous avons

a = 512akk"k‘13k'13m0m6m12m’12,
b= 522555/£23€/23m0m6m12m/12,
c = 2"nn'n"n" k13K 3023 055momy,.
La sommation sur (a, b, c) s’opere de la méme maniere que pour Np(B).

Quitte a négliger une contribution englobée dans le terme d’erreur, nous
pouvons supposer que

momomigmiy <V, kiskis <V, loslys <V,

avec V = (log P)B . Puis en appliquant le Lemme 3.2 du fait du facteur

(%) (’%), nous pouvons nous restreindre au cas k,/ < V ou k',¢ < V.
kk’ )( o

nn// n/n//

De méme, grace au Lemme 3.2 et le facteur (
désormais supposer que n,n’,n” < V.

Le facteur @; ne dépend pas de k, £, k', ¢’ mais seulement de leur valeur
modulo 8. Soit

), nous pouvons

P P
Pl = a / / ’ P2 = ﬂ / !/ :
2 m0m0m12m12k13 2 m0m0m12m12€23
En fixant (', ¢) = (k{, {{,) (mod 8), la somme sur (k’, ') lorsque k,£ <V &
estimer est

Py Py g
(53) Q ( 77;}”‘07 07d787q7X » X ) )
Kk 00y m Xz

avec

q1 = Lagmomyann’’, g2 = kyzmgmagn'n'k,

d1 = n'n"’m{)m’mkkzlgkzﬁfégﬁ dQ == nn”'mom'mklgﬁﬁggf/%.
Respectivement, en fixant (k,¢) = (ko,%p) (mod8), la somme sur (k,/) a
estimer lorsque k/, ¢/ <V est

(5.4) Q (;{}13 ;ZS bos oo 8.4 e )
avec
¢y = mymonn" 0ty gy = kismom’on'n" k',
dll = n’n”’momlgk’klgkigﬁgg, d,2 = nn//,m6m12k/13€€23€/23.

La contribution principale provient du cas ou les deux modules q1, ¢
(resp. q}, ¢5) des caractéres sommés sont égaux a un. Apres cette somma-
tion, il reste quatre variables (n"”, ki3, lhy, m}y) (vesp. (0", ki3, l23, m12)).
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Compte tenu du Corollaire 3.1, dans le premier cas, le terme principal
obtenu pour I’évaluation de (5.3) est

tip (/o) 12 (2k130h3) a(kislozmiy) p(n”)a(n’)
3 22FatB 2 kg 29 tagkizmi)

m 2 ! 13
% (n/) P 140 (log 2653k13m5) 2 7
mi,/ log P log P

fip(m)y) = (—1)?(mi2)?(k13) (m’m) (2%3)

/
k13 mio

X h2 (61 2ak6k13m'12, 522356€§3m'12, 27n”'k:13€/23).

1 la3momionn’/ =1
kjam{mian/n" k=1

avec

Nous avons utilisé ici la relation w(ki3, 1, 1)(51312;) =1, issue de (4.4).
Ensuite nous sommons les n” < P/(27k13055) congrus a ng' (mod 8) avec
ngy’ impair, premiers & 2k13/53 en appliquant le Lemme 3.1 avec v = 2. Nous

obtenons un terme principal

o aa(1) 1% (2k13053) pa(k13lhs)ca(2k13lh3)
mip,=1"""3" 9dtatpty 2w(k13£/23)(k13€/23)2

3 ' 2
(log P)2 log P

avec fia(1) = ho(e12%kb k13, €022 lhs, 2700 k13lh3). Nous aurons besoin du
lemme suivant.

1

Lemme 5.3. Soient z € {£+1}. Alors
¥ (uo)9(vo)
z
vo(2) = Z Z WhQ(QaUO,2B’UQ,27w0) = 68.
(e,8,7)€{0,1}3 (uo,v0)€Eq,p (mod 8)
wo€(Z/8Z)*
Démonstration. Nous utilisons l'expression (4.1) pour les E,g et le
Lemme 5.2 pour le calcul de hy. La somme 15(z) se décompose sous la
forme suivante

36, sia=0,uy=1(mod8),
12, si(a, ) = (1,0), vo =1 (mod38),
=40, si(a,8)=(1,1),
16, si (a,v) = (0,0), up = 3,5,7 (mod 8),
4,  si(a,) =(0,1), up = 3,5,7 (mod8).
2
Pour la troisieme ligne, on a noté que >, cz/sz)~ 2'19(“’0)(—1)100T_1 =0, ce

qui achéve la démonstration. O
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Ensuite, avec la notation de §3, nous avons

@@mzcxnI1@+1gl

p|2r 2p+1
6 1 1\3 1 ~1
=70 ) 0= 0+ 7))

pour un impair . Du Lemme 5.3, il découle la formule

Z Z a(1) (1) 17
TtatBty =
(ev,8,7)€{0,1}3 e1,e2€{x1} 2 4
(e1k{k13,620pth5)EEq g (mod 8)
ngy'€(Z/8L)*

Puis enfin, nous sommons sur k3 et ¢5;. Nous avons

I 2k13£23 w2 (k13l53) 1 1 1

> 1+ ——) =J[(1+—5)
w(k134} H 3

k13 L5 €EN 2hiatha) /{135 ) plk13lh, ( 2p + 1)) p>2 ( p(p+ 2)>

Nous sommes donc amenés a une premiere contribution de (5.3) & No(P)
égale a

1\ 4
6 e 3 1 P3 1
17 p +{1+o( )}.
(55) P 1;[ 1+11,)< 2p P2>(logP)g log P

Nous passons maintenant a la deuxiéme contribution, liée & (5.4). Grace
au Corollaire 3.1, lorsque (k, £) = (ko, {p) (mod 8), le terme principal obtenu
est

tiz(mi2) 12 (2K 3023) pa(K3lasmiz) 1% (n"”)pa(n”)
3 22+a+f m%2€23k13 QW(N”’€23I€I13m12)

% ( n’” > P2 1 + 0 (log 2523]{/1377112)%
mia /) log P log P ’
avec

/ 5 Y /
i(miz) = (=1)"00m20 W)y ko, lolys, o) (822 ) (2 623]“13)

1./ "otpt
momionn’ 4y, =1
k1zmom/on/n"k'=1

/
k13 mig

X h2(€12ak0k/13m12, 62256062377112, Q’Ynmkllgfgg).

Ensuite, nous sommons les n" < P/(27k]3023) congrus a ng’ (mod8) avec

ng impair, premiers & 2k 453 en appliquant le Lemme 3.1 avec v = 2. Nous
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obtenons un terme principal

t3(1) p?(2k]3023) @2 (k3l23)ca(2Kk] 3023)
w3 2dtatBiy gukiales) (1 0ys)?

P [ o (les 23kls)?
(log P)% log P .
Nous avons

, 28
’ng(l) _ (_1)19(40623)19(k13) (kOaK[)EZS» ) <62>

mio=1

13
X h2(€12ak0k13,€22’8€0€23, 2771”/ /3623)

= u(kok}s, lolas, 1)ha(e12%kok, 5, £22°Lolag, 270y k] 4l23).

ol nous avons utilisé la définition (4.4) de u. D’apres les Lemmes 4.1 et 5.3,
nous avons
Z Z 713(1)
94+a+B4+y
(a.8,7)€{0,1}3 e1,e2e{£1}

(E1k0k13,82€0€23)€Ea g (mod 8)
/// (Z/SZ)

()9 (eq) (—1) P (0)P(00)
> >, (e Sirathry 2

(a,5,7)€{071}3 51752€{i1}
(u0,00) € E, 5 (m0d 8)

woE(Z/8Z)*
v(—1) 17
T8 2
ot hy = ha(2%ug, 2%vg, 2Ywp). Puis enfin une sommation sur ki3 et Uy

fournit une deuxiéme contribution a Ny(P) égale a la moitié de (5.5).

Pour conclure, nous avons montré la formule

1
153 - (L= 5)2 3 1
(r) - D) P ()
(%) 83 1;[ (14‘1) ( 2p logP% log P
En combinant, dans (2.2), cette estimation avec (4.5), nous achevons la
démonstration du Théoréme 1.1.
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