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Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux 25 (2013), 677-758

Le systeme d’Euler de Kato

par SHANWEN WANG

RESUME. Ce texte est consacré au systéme d’Euler de Kato,
construit a partir des unités modulaires, et & son image par l'ap-
plication exponentielle duale (loi de réciprocité explicite de Kato).
La présentation que nous en donnons est sensiblement différente
de la présentation originelle de Kato.

ABSTRACT. Kato’s Euler system.

This article is devoted to Kato’s Euler system, which is con-
structed from modular units, and to its image by the dual ex-
ponential map (so-called Kato’s reciprocity law). The presenta-
tion in this article is different from Kato’s oringinal one, and the
dual exponential map in this article is a modification of Colmez’s
construction in his Bourbaki talk.
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678 Shanwen WANG

1. Notations et Introduction

1.1. Notations. On note Q la cloture algébrique de Q dans C, et on fixe,

pour tout nombre premier p, une cloture algébrique @p de Qp, ainsi qu'un
plongement de Q dans Q,,.

Si N € N, on note (y la racine N-itme ¢%™/N ¢ Q de 1'unité, et on note
Q% I'extension cyclotomique de Q, réunion des Q((y), pour N > 1, ainsi

que ngd I'extension cyclotomique de Q,, réunion de Q,({x), pour N > 1.

1.1.1. Objets adéliques. Soient P l’ensemble des nombres premiers de
Z et 7 le complété profini de Z, alors 7 = [I,ep Zp. Soit Ay 'anneau des
adeles finis de Q (le produit restreint des Q, par rapport aux sous-anneaux
Zp de Qp). Quel que soit x € Af, on note x, (resp. 2Pl) la composante
de x en p (resp. en dehors de p). Notons 7l = [lizp Zi et A? = Qg Zr.

On a donc Z = Ly, X 7Pl et A F=Qpx A?. Cela induit les décompositions
suivantes : pour tout d > 1,

Md(Af) = Md(Qp) X Md(A}}) et GLd(Af) = GLd(@p) X GLd(AIJi)
On définit les sous-ensembles suivants de Ay et Ma(Ay) :
2 = 7% x T et My(2)P) = GLa(Z,) x Ma(Z),

AP =2 x (A7) et My(Ap)P) = GLa(Z,) x Ma(A%).

1.1.2. Actions de groupes. Soient X un espace topologique localement
profini, V un Z-module. On note LC.(X, V) le module des fonctions lo-
calement constantes sur X & valeurs dans V' dont le support est compact
dans X. On note Dyi(X, V') 'ensemble des distributions algébriques sur X
a valeurs dans V, c’est a dire, des applications Z-linéaires de LC.(X,Z) a
valeurs dans V. On note [y ¢u la valeur de p sur ¢, ot 1 € Dy1e(X, V) et
¢ € LC.(X,Z).

Soit G un groupe localement profini, agissant continliment a droite sur
X et V. On munit LC.(X,Z) et D,,(X, V) d’actions de G a droite comme
suit :

sigeG,o e X,¢ € LC(X,Z), 1 € Dag(X, V), alors

(1) @rg)@) =odlarg et [ ourg) = ([ (@xg ) g

1.1.3. Formes modulaires. Soient A un sous-anneau de C et I' un sous-
groupe d’indice fini de SL2(Z). On note My(I", C) le C-espace vectoriel des
formes modulaires de poids k& pour I'. On note aussi My(I', A) le sous A-
module de Mg(I',C) des formes modulaires dont le g-développement a la
pointe ico est & coefficients dans A. On pose M(I', A) = &, 25 M (T, A).
Et on note My (A) (resp. M(A)) la réunion des My (T, A) (resp. M(T', A)),
ou I' décrit tous les sous-groupes d’indice fini de SLg(Z). On peut munir
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I'algebre M(C) d’une action de GL2(Q)+ = {y € GL2(Q)| dety > 0} de la

fagon suivante :

(1.2) fry=(dety)' " f, 7, pour f € My(C) et v € GL2(Q),

ot f|,7 est 'action modulaire usuelle de GL2(R)4 (voir section §2.1.1 la
formule (2.1)).

Définition 1.1. Soient N > 1 et T(N) = {(254) € SLa(Z), (25) = (39)
mod N}. Le groupe I'(IV) est un sous-groupe de SLy(Z) d’indice fini. On
dit qu’un sous-groupe I' de SLo(Z) est un sous-groupe de congruence s’il
contient I'(N) pour un certain N > 1. On note S°"¢ I’ensemble des sous-
groupes de congruence.

Exemple 1.2. Les sous-groupes I'g(N) = {y € SLy(Z)|y = (§ %) mod N}
et T1(N) = {y € SLa(Z)|y = (}) mod N} sont des sous-groupes de
congruences.

On définit de méme :

MPE(A) = | Mg, A) et MOP8(A) = oM 7"8(A).
e seons

Soit K un sous-corps de C et soit K la cloture algébrique de K. On note
Ik le groupe des automorphismes de M(K) sur M(SLs(Z), K); c’est un
groupe profini. On note H:@ le groupe des automorphismes de M(Q) en-
gendré par Ilp et GLa(Q)+ muni d’une topologie pour laquelle Il est un
sous-groupe ouvert. Plus généralement, si S C P est fini, on note H((@S) le
sous-groupe de H:@ engendré par Ilg et GLo(Z9)) 1, ot Z5) est le sous-
anneau de Q obtenu en inversant tous les nombres premiers qui n’appar-
tiennent pas a S.

1.1.4. Objets p-adiques. Soit ¢ une variable. On note AT = Qp{%} lan-
neau des fonctions analytiques sur le disque fermé {q € C, : v,(q) > 1},
que I'on munit de la valuation spectrale v, (i.e. vp(f) = inf,, ()>1vp(f(q))
). On note & le complété du corps des fractions de £. On fixe une cloture
algébrique £ de £ et on note /" la cloture intégrale de &7 dans &. On note
Gg le groupe de Galois de & sur K.

On choisit un systéme compatible (gas)ar>1 de racines M-iemes de ¢
dans & (i-e. ¢N 4 = g, pour tous N, M > 1). On note Fyy = Q,(Cpr) et
Fripee = Up>1Fupn. Soit B = Rlgmr, (i 5 ¢’est une extension galoisienne
de &. On note R la réunion des £y pour tous M > 1, KL la cloture
intégrale de A dans £, Pg, le groupe de Galois de @pﬁoo sur R, ainsi
que P&Cl le groupe galois de R, sur K.

L’application qui a une forme modulaire associe son ¢-développement,
nous fournit une inclusion de M(Q) dans @pﬁoo et un morphisme Pp, —
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llg car Py, préserve I'espace M(Q). Ceci induit un morphisme Gg — Ilg
et un morphisme "de localisation" H!(Ilg, W) — H'(Gg, W) pour tout Ig-
module W et tout i € N (cf. §3.1.1).

Enfin, on note KT = Q,[[g]] le complété g-adique de £, K}, le complété
g-adique de &1, = 87 [Cyr, qu] pour M > 1 un entier, KL la réunion des
IC]D pour tout M > 1, ainsi que K, poo 12 réunion des IC]T@,L pour tout
n>1.

1.2. Introduction.

1.2.1. Fonctions L p-adiques de formes modulaires. Soit N > 1
et soit € un caractére de Dirichlet modulo N. Soit f(7) = S/ anq™ €
Sk(To(N), €) une forme primitive de poids k > 2 avec q = €27 Sment a, B
les racines du polynoéme X2 —a, X + e(p)p*~!. Supposons vp(a) <k—1,0n
pose fo(7) = f(7) — Bf(pT). C’est une forme de niveau Np, propre pour
tous les 17, normalisée, et avec la valeur propre o pour U,,. Soit Z,fi‘j bng™'N
le g-développement de f,. Comme vy(a) < k — 1 (en particulier o # 0),
on peut prolonger n — b, en une fonction sur Z[%] en forcant I’équation
fonctionelle by, = ab,.

Soit ¢ € LC.(Qp, Q) une fonction localement constante & support com-
pact dans @, a valeurs dans Q. On définit la fonction L complexe de la
forme modulaire f associée & ¢ et «, par la formule

L(fardy8) = Y ¢(n

nEZ[p]

La série converge pour Re(s) > % et la fonction L(fa,®,s) admet un
prolongement analytique & tout le plan complexe. De plus, il existe des
nombres complexes non nuls Q}r, QJT permettant de rendre algébriques les
valeurs spéciales L(fqy, ®,7) de L(fa,®,s), pour 1 < j < k — 1. Plus préci-
sément (cf. [8, Thm.1] ), si ¢ € LC.(Qp, Q) et si 1 < j <k — 1, alors

F(]) . Q(fou CN) ’ Q}rv si d)(*l‘) = (71)]+1¢(‘7”)
(aimyi MO0 € {Q(fa,CN) 07, s d(—a) = (~1/e().
On pose

(fa7¢ - (_1)j¢_1aj) + L(fa>¢+ (_1)]¢_17]))
af Q; ’

I'(5)
2im)J

Efor6) = 5755

ot ¢~ 1(x) = ¢(—x), ce qui est & valeurs dans Q et permet de le considérer
comme un nombre p-adique.
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On définit une transformée de Fourier de LC.(Q,, @p) dans LCC(Qp,@p)
par la formule

da)= [ ol ray —p Y oly)e,
P y mod p™
ou m € N est assez grand.

Rappelons que la transformée d’Amice nous donne un isomorphisme
entre l'algebre des distributions sur Z, a valeurs dans une extension fi-
nie L de Q, et 'anneau RJLF des fonctions localement analytiques sur la
boule ouverte v,(T") > 0 & coefficients dans L :

A:D(Zy L) 2 RE s Au(T) = / (1+T)"w.
P
Une distribution p sur Zj, est d’ordre k si sa transformée d’Amice A, (T) =
S0 a, T™ est d’ordre k (i.e. la suite de terme générale {vy(ay,) + k log, n}
est minorée.)

Théoréeme 1.3. Si vy(a) < k — 1, il existe une unique distribution fif
d’ordre vy(a) sur Zy, telle que lon ait

/Z $(@) g = L(far b, ),

quels que soient ¢ € LC(Zp,@p), et 1 < j < k—1. De plus, quel que
soit ¢ une fonction localement analytique sur Z, da valeurs dans @p, on a

Jyz, #0 D)p0 = 7t g (@)psa

Ce théoreme signifie ’existence de 'interpolation p-adique des valeurs
spéciales de la fonction L complexe de f,. En particulier, on peut construire
la fonction L p-adique de f associée a « et a un caractére localement ana-
lytique ¢ : Z; — @p ,

Lp,a(fv ?, S) - /Z* ¢($)<$>571Mf,a,
p
ot (z)*~! = exp((s — 1) log(z)) et s € Z,.

La démonstration du théoréme 1.3 a été donnée par plusieurs personnes
via des méthodes tres différentes (cf. [8, Thm. 4] pour une introduction
rapide sur ces méthodes). La maniére classique (Mazur et Swinnerton-Dyer
[15], Manin [14], Amice et Vélu [1], Vishik [27], Mazur-Tate-Teitelbaum
[16]) est a utiliser la théorie de symboles modulaires pour démontrer I'exis-
tence d’un réseau de @Q}L + @Q; contenant les [/ I f(7)dr, pour r € Q
et 0 < j <k — 2, ce qui fournit les résultats d’intégralité dont on a besoin
pour démontrer 'existence de piy. On dispose une seconde construction,
diie a Kato [11] (cf. aussi Scholl [23]), qui repose sur la construction d’un
systéeme d’Euler (via la K-théorie) et sur une loi de réciprocité explicite
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résultant d’un calcul délicat dans les anneaux de Fontaine, qui permet de
montrer que la machine a fonctions L p-adiques de Perrin-Riou [19] fournit
naturellement la distribution py, quand on 'applique au systeme d’Euler
de Kato. Colmez a esquissé dans [6] une variante de la méthode de Kato, et
ce texte est consacré a vérifier que cette esquisse, convenablement modifiée,
conduit ! bien au résultat de Kato.

1.2.2. Le systéme d’Fuler de Kato. En bref, un systéme d’Euler est
une collection de classes de cohomologie vérifiant une relation de distribu-
tion. On construit le systéme d’Euler de Kato comme suit :

A partir des unités de Siegel, on construit une distribution algé-
brique zsjegel SUr A?c — (0,0) & valeurs dans Q ® (,/\/l(@)[%])*7 ol A =
qI1,>1(1 — ¢™)** est la forme modulaire de poids 12. Cette distribution
Zsiegel €St invariante sous l'action du groupe Hz@. La théorie de Kummer
p-adique nous fournit un élément

&) e € H' (I, Daig (A3 — (0,0),Qp(1))).

Par cup-produit et restriction a Hg) C I et My (Ay)®) (Aff —(0,0))2,
on obtient une distribution algébrique :

2Kato € HX(IIY), Daig(Ma(A)P), Q,(2))).

En modifiant zKato par un opérateur (¢>—{c, 1))(d?—(1,d)) (cf. §2.3.2 ) qui
fait disparaitre les dénominateurs, on obtient une distribution algébrique
a valeurs dans Z,(2) (que 'on peut donc voir comme une mesure), et une
torsion a la Soulé nous fournit enfin un élément

ZKato,c,d(ka ]) € H2 (Hg), Qalg(M2 (Af)(p)v Vk,j))»

z

ou Vi = Sym* 2 Vp ® Qp(2 — j), ot Vj, est la représentation standard de
dimension 2 de GL2(Z,).

1.2.3. La lot de réciprocité explicite de Kato. La loi de réciprocité

explicite de Kato consiste a relier 1'élément zkatoca(k,7), qui vit dans

la cohomologie du groupe Hg ), a une distribution construite a partir de

produits de deux séries d’Eisenstein (le produit scalaire de Petersson d’une
forme primitive avec un tel produit fait apparaitre les valeurs spéciales de
la fonction L de f, et c’est cela qui permettrait de construire la fonction L
p-adique). Ceci se fait en plusieurs étapes :

e On commence par “localiser” notre classe de cohomologie a Gg et a
étendre les coefficients de Vi, ; & Big (Vi ;) = Blg (R1) ® Vi ;, ot Bz (87)
est un énorme anneau de Fontaine.

1. Sauf I'identification de exphy et expy .- Pour plus de détails, voir §1.2.5.
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e On constate que I'image de zKato c,a(k,j) sous I'application "de locali-
sation"

H2(IE, Datg(Ma (A7) P, Vi ) = H(Ga, Datg(Ma(A )P BY, (Vi)

est l'inflation d’un 2-cocycle sur P&Cl a valeurs dans D (M (A )P,V 1),

ou Vij = Blz(8L) ® Vi;. Les méthodes de descente presque étale de
Tate [26] et Sen [24], revisitées par Faltings [10] (cf. aussi Andreatta-
Tovita [4]) permettraient de montrer que c’est toujours le cas, mais nous
donnons une preuve directe pour 1’élément de Kato (cf. la construction
dans §5.2).

e On construit une application exponentielle duale (cf. § 5.1) :

eXPiato : HA(Pg,, Datg(Ma(Af) ), V1) = H(Py,, Dag(Ma(Af) P, KL));

et on calcule I'image de 2zKato,c,d(k,7). On obtient finalement le résultat
fondamental suivant :

Théoréme 1.4. Sik>2,1<j<k-1 etc,d€Z, ona:

eXPkato (Katocd(k: 7)) = 24 . 4(k, 7).

ot ZI(Epi)s,c,d(k’j) € H(Gg, Daig(Ma(Ay)P), &L)) est la localisée d'une dis-

tribution zgiscd(k,j) sur Mao(Ay), d valeurs dans M,Zong((@;yd) C &L,
invariante sous l'action de Ilg.

1.2.4. La cohomologie de P,. Soit M > 1tel que v,(M) = m > v,(2p).
On note Kype = Up>18ppn. La définition de I'application expy,., €t le
calcul de I'image de zKato,c.d(k, j) reposent sur une description explicite de
la cohomologie du groupe de Galois Pg,, de I'extension Rppee/8r; C'est
un groupe analytique p-adique de rang 2, isomorphe a

P ={(2%) € GLy(Zp) :a=1,c=0,b € p"Zy,d € 1 + p"Ly}.

Si u,v € p™Zp, on pose (u,v) 'élément (§ %) de Pp,. Soit V une repré-
sentation analytique de P,,. On dispose deux opérateurs 9; : V. — V, pour
1= 1,2, définis par :

z % (u,v) = x + udrx + vdax + O((u,v)?),
ott O((u,v)?) est une fonction analytique sur P,, de valuation > 2 & valeurs

dans V. On démontre le résultat trés utile suivant :

Théoréme 1.5 (Prop.4.10). Soit V' une représentation analytique de P, .
Alors
(i) Tout élément de H2(P,,, V) est représentable par un 2-cocycle analy-
tique ;
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(ii) On a H?(Py,, V) 2 V/(0h,02 — 1), et l'image d’un 2-cocycle analy-
tique

(w,0), (2,9) = Cun) o) = D, Cigrau'v’z"y,
i+j+k+1>2

par cet isomorphisme, est celle de §®) (Cluw),(zy)) = €1,0,0,1 = €0,1,1,0-

1.2.5. Survol de la méthode de Kato et sa variante de Colmez.
Nous donnerons un survol vague de la démonstration du théoréme 1.3 pour
expliquer le réle du théoreme 1.4 dans la méthode de Kato. Pour plus de
détails, on renvoie le lecteur a [11] et [6].

eSik>2etl<j<k-—1,Kato [11] a construit un systéme cohérent
en(k,j) € HE(Y/(M), Wy ), ot Wy est le systéme local sur la courbe
modulaire Y (M) de niveau M dans la cohomologie du lequel on découpe
les représentations p-adiques associées aux formes modulaires de poids k
et de niveau M d’apres Deligne [9]. Ensuite, il dispose d’une application
exponentielle duale :

(1.3)  exPiato : H& (Y (M), W) — HE (Y (M), B (K) ® W) — Kur,

avec Ky = K[Car, qur] et K la cloture algébrique de K, ot K est le com-
plété p-adique du corps des fractions de Zy,[[g]][¢~!]. Dans son exposé de
Bourbaki [6], Colmez a reformulé cette application par la méthode de Tate-
Sen-Colmez pour le corps K et il a ésquissé une preuve du théoréme 1.4. Sa
méthode est tres belle; en revanche, le 2-cocycle qu'il a explicité (cf. § 5.2)
n’appartient pas a son groupe de cohomologie. Cela nous oblige a augmen-
ter la taille du corps K et a reconstruire I’application expy ¢, pour 'anneau
AT suivant I'idée de Colmez.

D’autre part, si V' est une représentation de de Rham de Gp,,, on a
I’application exponentielle duale de Bloch-Kato :

exppk : H'(Gry, Bir (@) ® V) = HY(Gr,,, Bir (@) ® V) =: Dp(V),

dont I'inverse est donné par le cup-produit avec log xcya € H' (G, , Qp).
En plus, Kato [11] a vérifié que le diagramme suivant est commutatif :

Hl(gFM ) IB%(—;R (@p) ® Hel)t (Y(M)@7 Wi5))

*
¥ €XPKato
expBK

Dig (Hg (Y (M)g, Wi 3)) K

o

Mp(T(M), Q) @ Qp

Ceci lui permet d’identifier les deux applications exponentielles. En re-
vanche, je ne sais pas comment comparer expgyk et la nouvelle expi; -

HZ (Y (M), Wi ;)
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On identifie expgk et expkato €t on projette le systeme d’Euler de Kato
sur la composante a la forme primitive f. Ceci demande de calculer le pro-
duit scalaire de Pertersson de f avec un produit de deux séries d’Eisenstein,
ce qui se fait au moyen de la méthode de Rankin et le résultat fait inter-
venir les valeurs spéciales des fonction L attachées a f et ses tordues des
caracteres de Dirichlet.

e Soit L une extension finie de Q. On note R, (resp. 8}5) I’anneau des

f(T) = 3 a,T™ des fonctions analytiques (resp. analytiques bornées pour
neZ
la valuation vy (f) = infvp(ay)) sur une couronne du type 0 < v,(T) < 7,

ou r dépend de f et a, sont des éléments de L. On les munit d’un Frobenius
¢ et d’une action de I' = Gal(Qp((pee)/Qp) via les formules :

o> arT") =" ap((1+T)? — 1)*

keZ keZ
et

AY T = 3 (1 + Ty — 1),
keZ keZ
Ces actions commutent entre elles.
Un (¢, ')-module étale sur 52 est un 5£—espace vectoriel D de dimen-
sion finie d muni d’actions semi-linéaires de ¢ et I' commutant entre elles,
verifiant que la matrice de ¢ sous une certaine base de D appartient a

GLa(Oy) avee Ogt = {f € Elup(f) = infup(ar) > 0}. Sur un (o, T)-

module étale sur Ez, il existe un opérateur ¥ communtant avec ’action de
I', qui est 'inverse a gauche de .

La théorie d’'Iwasawa et la théorie de (¢,I')-modules (cf. [5]) nous four-
nissent un isomorphisme :

Exp* : H%W(Qp, V)= Hl(ng,QO(Z;a V)) = DT(V)¢:1>

avec V une L-représentation de Gg, et QO(Z;, V') lalgebre des mesures sur
Z,, a valeurs dans V.

Soit V' une L-représentation cristalline de Gg,. Une analyse délicate (cf.
[6, §4.4]) de la structure de DT(V)¥=! fournit une candidate pour la distri-
bution voulue dans le théoréme 1.3.

o Il reste a vérifier la propriété d’interpolation, mais c’est une consé-
quence non-triviale du théoréme suivant (cf. [5]) :

Théoréme 1.6. Si V est une L-représentation de de Rham de QQP, st
n € N assez grand, et si p € Hi_(Q,,V), alors ¢~ "(Exp*(n)) converge
dans BJ(Q,) @V, et on a

P B ) = el [ o) € L[] Dan(V)
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2. Systéme d’Euler de Kato
2.1. Séries d’Eisenstein-Kronecker et la distribution zg;s.

2.1.1. Formes modulaires. Soient H = {z + iy,y > 0} le demi-plan
de Poincaré, A C R un sous anneau. On note GLa(A)1 = {y € GL2(4)|
dety > 0}, et on définit pour chaque k € N une action & droite de GLa(R)
sur I’ensemble des fonctions de classe C*° de H dans C par la formule :

(dety)*=! ar+b. .
21 = — ab .
( ) (f‘kly)<7_) (CT—‘rd)k f(CT+d) SIFY (Cd)

Soit f une fonction de classe C*° de H dans C fixée par un sous groupe I'
de SLy(Z) d’indice fini. Alors cette fonction f est une fonction périodique
de période N pour un certain entier N > 1. Le g-développement de f s’écrit
sous la forme ci-dessous :

f(T) —_ Z aneQiTrnT — Z anqn’ ol qg= eQiTFT.

n€Z[+] n€Z(+]

Définition 2.1. Soit I' un sous-groupe de SLy(Z) d’indice fini. Une forme
modulaire de poids k pour I' est une fonction holomorphe f : H — C
verifiant les propriétés suivantes :
(1) fi,y=f pour y € T';
(2) f est holomorphe a l'infini (i.e. quel que soit v € I' \ SLy(Z), le ¢-
développement de f|,v(7) est de la forme 2(:@ anq™, ol q = ¥ 1 il
neQ4
n'y a pas de termes négatifs).

Si K est un corps algébriquement clos et si I" est un sous-groupe distingué
d’indice fini de SLy(Z), alors le groupe des automorphismes de M(T, K)
sur M(SL2(Z), K) est SLa(Z)/I'. Ceci implique Il = ng(\Z), ou ng(\Z)
est le complété profini de SLy(Z). Dans le cas général, on dispose d’une
suite exacte :

1 — i — g — Gk — 1,
qui admet une section Gx — Ilx naturelle, en faisant Gx agir sur les
coefficients du g-développement des formes modulaires.

Soient f € Mg(T,K) et @ € GL2(Q)4. On peut verifier que (f *
a)|k(a_1’ya) = f * « pour tout v € I'. Donc f % « est invariante pour
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le groupe a 'T'a(\SLy(Z). Comme « peut s’écrire sous la forme (& 4)
avec vy € SLy(Z), on en déduit
_ at +b _ at +b
(fx)(r) = d (7« )Ty = a k(g (D),

ce qui montre que fxa est holomorphe en ico. Donc f*a est une forme mo-
dulaire et M(K) est stable sous I'action de GLy(Q), . On définit ITj. comme
le groupe des automorphismes de M(K) engendré par Ilx et GL2(Q)y.

Plus généralement, si S C &2 est fini, on note H(f?) le sous-groupe de H/K
engendré par Ilx et GLQ(Z(S)), ot Z(9) est le sous-anneau de Q obtenu en

inversant tous les nombres premiers qui n’appartiennent pas a S.

Le groupe des automorphimes de M8(Q%) sur M(SLa(Z), Q¥°!) est
le groupe profini SLQ(Z), le complété profini de SLy(Z) par rapport aux
sous-groupes de congruence. D’autre part, quel que soit f € M8(QV),
le groupe Gg agit sur les coefficients du g-développement de f a travers
son quotient Gal(Q¥°/Q) qui est isomorphe & Z* par le caractére cyclo-
tomique. On note H le groupe des automorphismes de M"8(Q%°!) sur
M(SLs(Z), Q). La sous-algébre Mn&(Q) est stable par Il qui agit &
travers H.

Théoréme 2.2. On a un diagramme commutatif de groupes :

1 g g ——Go 1,
1 — SLy(Z) H < Gal(Q¥/Q) —1
: Lo
\L a chycl
A v A det
1 — SLy(Z) — GlLy(Z) ———= 7 1

L

ot o : H — GLQ(Z) est un isomorphisme, ce qui permet d’identifier H
et GLa(Z). Dans cette identification la section de Gg dans Ilg décrite plus
haut envoie u € Z* sur la matrice (§9) € GLy(Z).

La démonstration repose sur 1’étude des séries d’Eisenstein qui se trouve
plus loin, et donc on donne l'idée ici.

e Construire une bijection o : H — GLo(Z) :

Soit u € Z* et soit o, € Gal(Q¥/Q) l'image inverse de u dans
Gal(Q® /Q) via Iisomorphisme Xeyel Gal(Qw/Q) = 7*. On peut dé-
composer H (resp. GLa(Z)) en Pensemble SLy(Z)a, (resp. SLa(Z)(}0))

par la classe a droite suivant SLy(7Z). Alors, on définit une bijection de H
sur GL2(Z) en envoyant la classe & droite yo, sur y( 3 9), si v € SLa(Z).
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e L’étude des séries d’Eisenstein (c.f. Prop. 2.12) montre que la bijection
a: H— GLQ(Z) construite dans 1’étape précédente est un morphisme de
groupes :

En utilisant la bijection o, on définit une action de GLg(Z) sur
Meng(Qeyel) induit par celle de H :

Définition 2.3. Siy=7(}?) € GLs(Z) avec vy € SLa(Z) et u € 7%, et
si f € M8(QWY), on définit

fry=fx(a™(7) = f* (00u).

En utilisant le fait que l'algebre M(SL2(Z),Q) est engendrée par les
séries d’Eisenstein, on conclut que le corps des fractions de M8 (Q) est
engendré par les séries d’Eisenstein par la théorie de Galois pour ’extension
Frac(Me8(Q<)) sur Frac(M(SL2(Z),Q)). On définit une autre action
du groupe GLy(Z) sur les séries d’Eisenstein (c.f. déf. 2.7), dont on peut le
prolonger en M®"8(Q%°!), et on montre dans la proposition 2.12 que ces
deux actions coincident. Donc « est un morphisme de groupes et cela nous
permet d’identifier le groupe H au groupe GlLo (Z) naturellement.

Remarque 2.4. Ce théoréme est un analogue du résultat de Shimura [25,
Chapter 6], qui étudie le groupe de galois du corps des fonctions modulaires.

2.1.2. Séries d’FEisenstein-Kronecker.

Définition 2.5. Si (7,2) € H x C, on pose ¢ = e*77 et q, = €. On
introduit 'opérateur 9, := %% = ng%z. On pose aussi e(a) = 7.
Si k € N, 7 € H, et z,u € C, la série d’Eisenstein-Kronecker (c.f. [28,
Chapter VIII]) est

-7 P wE 2w — uw
oo S e )

Hg (s, 7, 2,u) =

2im ]w+z|256 T—T
WEL+LT

qui converge pour Re(s) > 1+ %, et possede un prolongement méromorphe
a tout le plan complexe avec des poles simples en s = 1 (si & = 0 et
u€eZ+Zr)ets=0 (sik=0et z€Z+Zr). Dans la formule ci-dessus

!/
Z signifie (si z € Z 4+ Z7) que l'on supprime le terme correspondant a

w = —z. De plus, elle vérifie I’équation fonctionnelle :
Hk(S, Ty %, U) = G(M)Hk(kj +1-s,7,u, Z)‘
T—T

Si k > 1, on définit les fonctions suivantes :

Ey(7,z) = Hg(k,7,2,0)(= (—T@?)k Z, (w+1z)k si k> 3),
€Z+T.
Fy(r, 2) = Hy(k, 7,0, 2) (= (_F;Z’jj)k 3 (wl)ke(wf:f) sik>3).
wEZ+LT
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Les fonctions Ey(T, z) et Fi(,z) sont périodiques en z de période Zt + Z.
De plus on a :

Eyi1(7,2) = 0,Ex(7,2), sik € Net Ey(r,2) =logl|b(r,z)| si z ¢ Z + Zr,
ou O(t, z) est donnée par le produit infini :
0(r.2) = ¢"/*(@}? — ') TT((1 = ") (1 — ¢ ).
n>1
On note A = (9,0(7,2)|,=0)'? = an>1(1 — ¢™)** 1a forme modulaire de

poids 12.
Soient (o, 8) € (Q/Z)% et (a,b) € Q* qui a pour image (o, 3) dans
(Q/Z)%. Si k=2et (a,B) # (0,0), ousi k> 1et k2, on définit :

Eé% = Ex(1,a1 +b) et FC(!B) = Fi(1,a7 4+ b).
Sik=2et (a,B)=(0,0), on définit 2 Et()Qg = FO(O) = limg_y9 Ha(s,7,0,0).
Lemme 2.6. Les fonctions Eg%, F(k) satisfont les relations de distribution
susvantes, quel que soit l'entier f 2 1
k k k) k
(2.2) S BD, = fEY) e DR S el o
fo'=a,fB'=8 fo'=a,fB'=p

(k k (k k

(2.3) Z EY g = f*EY) et Z F' g = fFY)
6= 6=

Démonstmtwn. Soit (a,b) € Q? un représentant de (o, B) € (Q/Z)?. Les
(k)

relations pour £ ES déduisent du calcul suivant pour k > 3 (pour k = 1,2,
il faut utiliser un prolongement analytique )

1
>, - Y S S
,6’ (—2im)k bty ,B’
fol=a o<ic1 (= 2” wezmzr (W ST+ )k
f8'=p 0<j<f-1
f—1
(k) / 1 (k)
ﬂ/ _9;-\k T b+ a,B
8= ¢ f j=0 ( 2271') wEZATT (’LU + aT + Tj)k
La relation N B,(%) = fFék) se déduit du méme genre de calculs
fﬁ/ B
que les relations Y F]f 5 = f* kF(k) et Z E(k (%) kaaﬂ, et la
fo'=a ey
fﬂ'
relation > Fa, 5= = 2~ kF se déduit facilement en utilisant les deux
fa'=a
fB8'=8

égalités suivantes :

2. La série Ha(s,T,0,0) converge pour Re(s) > 2, mais pas pour s = 2.
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(1) Quels que soient w € Z+Zret 0<i,j< f—1,ona

e

(2) Quel que soient w = fw' +m +nt avec w' € Z + Z7 et m oun # 0,

i(wT — Tw) + j(w — W)

)= 1

T—T

on a
s i
> ie(w(aTJ”T—i—%) — (aT'HT—i-%)w) o
k —
o<t W T—7T
0<j<f-1

On dispose d’une action du groupe GLo (Z) sur les séries d’Eisenstein.
Définition 2.7. Si y = (99) € GLo(Z), k > 1 et (o, B) € (Q/Z)?%, on
définit : ®
oY= Faa+c,8 ba+dpa*

Nous allons vérifier que ces séries d’Eisenstein appartiennent a
Meng(Q) (c.f. prop. 2.8) et que I'action de GLy(Z) sur Meons(Qyel)
via la bijection oo : H — GLQ( ), définie plus haut, induit Paction précé-
dente sur les séries d’Eisenstein.

Proposition 2.8. (1) E((fg = F(§,20) = S3E3, ou E5 =

(k) _ (k) (k
Ea,ﬁ oY= Eanrc,B,bonrd,B et Fa

)+1

ZT('(T T
24 Z:Z o1(n)q™ est la série d’Eisenstein non holomorphe de poids 2 ha-
bituelle.

(2) Si Nao = NB =0, alors

(i) ) = ES)— ES) € Ma(D(N), Q(Cw)) et B € My(T(N),Q(Cw))
8% k > 1 et k # 2.

(ii) F ﬁGMk( (N),Q(¢N)) sik>1,k#2 ousik=2(x,B)#(0,0).

Les résultats au-dessus sont bien connus. Pour faciliter la lecture, on
donne l’idée de la preuve; les détails se trouvent plus loin.

Démonstration. (1) Par définition, on a
I'(s) 7-—7., ;b
E(Q) — F( ) _ = lim s—k )
0,0 =700 8%2( 2177)’9( i ) we;% |w]|?s

On applique la formule de Poisson pour la somme (voir la démonstra-
tion de la proposition (2.10)) et on prend la limite.

(2) On considere le g-développement des séries d’Eisenstein et on va
montrer dans la proposition 2.10 que les coefficients sont dans ’ex-
tension cyclotomique. Il ne reste qu’a vérifier que les séries sont fixées
par le sous-groupe de congruence I'(NV). Mais ce fait est vérifié par des
formules plus générales dans la proposition 2.12.

O
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2.1.3. Les q-développements de séries d’FEisenstein. Soit A un sous-
anneau de C. On note Dir(C) le C-espace vectoriel des séries de Diri-
chlet formelles & coefficients dans C, ainsi que Dir(A) le sous A-module de
Dir(C) des séries de Dirichlet formelles dont les coefficients sont dans A.
On définit une action du groupe de Galois Gy = Gal(Q/Q) sur Dir(Q) en
agissant sur les coefficients.

Soit @ € Q/Z. On définit les séries de Dirichlet formelles ((a,s) et
¢*(a, s), appartenant & Dir(Q®), par les formules :

((,8) = > et (*(ays) Z eimany s,
neQy
n=a mod Z

La fonction ((a,s) admet un prolongement méromorphe a tout le plan
complexe, holomorphe en dehors de podles simples en s = 1 de résidu 1.

Considérons I'application surjective Xcya : Go — 7*. Soit d € Z* et soit
o4 un relevement de d dans Gg. Alors on définit l'action de d € 7* sur
les séries de Dirichlet formelles ((a, s) et (*(«, s) via o4 agissant sur les
coefficients 2.

Lemme 2.9. On a {(«,s) xd = ((«,s) et (*(a,s) xd = (*(da, s).

La proposition suivante décrit les g-développements de séries d’Eisenstein
et elle montre que les coefficients du g-développement des séries d’Eisen-
stein sont dans Q% En particulier, celle-ci nous permet de conclure la
démonstration de la proposition 2.8.

Proposition 2.10. (1) Sik>1,k#2 et a,f € Q/Z,
()

alors le q-développement Y anq" de E, 5 est donné par

neQ4
> S = (e s)C"(Bys — k4 1) + (~1)F(—a, )¢ (<Bus — k+1).
neQy
De plus,

sik#1etsia#0 (resp.a=0), onaay=0 (resp. ap = C*(B,1 —k));
sik=1etsia#0 (resp.a=0), on a ag = ((c,0) (resp. ag = %(C*(ﬁ, 0)—
¢*(=5,0)) ).

(2) Sik>1eta,feQ/Z (sik=2, (o, ) # (0,0)),

alors le g-développement Y. an,q" de F(g est donné par
neQt

S 2 = lays — k4 1)C(B,5) + (—1) (a5 — b+ )¢ (=B, 9),

neQy

2ima 2imda

3. L’action de o4 sur e est donnée par €2 x gy = e , ou da est bien défini car on

a lisomorphisme (Q ® Z)/Z = Q/Z.
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De plus, sik#1, on a agp = ((a,1 —k);
sik=1etsia+#0 (resp.a=0), onaag = ((a,0) (resp. ag = 3(¢*(8,0)—

Démonstration. Choisissons une présentation (&, B) € Q? de (a,B) €
(Q/7Z)?, alors la fonction Fékg (resp. Eg%) est définie par évaluer la fonction

Hy(s,7,0,a1 + B) (resp.Hg(s, 7, a1 + B, 0))

en k = s. La fonction Hy(s,T,z,u) converge si Re(s) > 1+ %, posséde un
prolongement méromorphe a tout le plan complexe, holomorphe en dehors
de pole simple en s =1 (sik =0etu € Z+Zr)et s=0 (sik =0 et
z €L+ 7).

Pour obtenir les formules dans la proposition, on applique la formule
de Poisson (pour k& = 1,2, il faut utiliser un prolongement analytique).
Montrons le (2) en utilisant la formule de Poisson.

Pour simplifier la formule, on écrit z = a7+ 3 et on pose T = z + 1wy eH
avec x,y € R.

De la définition, on a :

['(s) 20y ok =)
H — S T—T
k(5,7,0,2) (—2m’)k( 27 ) m;EZ (m7 4+ n)k|mT + n|2(s—k
__T(s (2iy)*~* S
- (—2m')s m;ez (mr + ) (mz 4 koS~ nd)
2zy)s k ~ .
(mT +n)s(m7 + n)s—k e(mf —nd)+
m>0 nez
21y)s k 5 }
23 k
—e(—mp — na)).
Si Re(s) > 1 —|— , la fonction f(t) = (mngn(Bn;i)t)s,k vérifie la condition

de la formule de POleOIl. Alors,

400 —2imnt (m/g . tCNK)
2 fm =2 F(f) Z/ (mT + 1) (m%+t)8—'fdt

neL neZ ne”Z

+00 €—2i7r(n+07)t

=2 elm((n+aje +B))/foo (imy + t)s(—imy +t)s—*

neL

Alors, si s =k, on a k > 3. Grace a la méthode des résidus, on a

+oo ,—2im(n+a)t )
/ ° dt = (—2z'7r)kF(k)*1(n + @)kflef%ym(nm)‘

oo (tmy +t)k



Le systéme d’Euler de Kato 693

Ceci nous donne
Y of)y= > (=2im)FT (k)b g e(mp).
nez n€Q4 ,n=alZ]
On peut aussi appliquer la formule de Poisson a la fonction

o(t) = e(—mpf — ta)

(mT — t)5(m7 —t)s—F

pour s=%k >3

et on obtient
Yogm)y= Y (=2im) (k)" g e(=mp).
nez ne€Q4 ,n=—alZ]

Donc on a

EG=Y X o ge(m)

m2>20neQ4,n=alZ]

m>0neQy, nE—a[Z}

al— _|_Z Z klmn(mﬁ)

m>0 TLEQ+ = a[Z]

ST aElgme(—mp); sia £ 0,

m>0neQq n=—alZ]

(cw,) 0)+>, > nFg"e(mp)+

m>0neQ’ ,n=alZ]

kz Z nFlgmme(—mpB); sia =0et k =1;

m>0neQ ,n=—alZ]

Donc,

-1 -1
an 247 ﬂ Tl —2iT B n
Z ns Z C ) Z Z C )s
neQy neQy, m=1 neQy, m=1

n=a(Z| n=—alZ]

1 +00 eQiTrmE .
= > me ) " s COMDY
neQ? , m=1
n=«alZ]

1 I 8—27271'mﬁ~
s s—k+1
ne@y, " a=1
n=—alZ]

= ((a,s —k+1)¢"(8,8) + (1) C(~a,s — k+ 1) (=5, 5).
|

(i) D’apres cette proposition, on voit que E(l)ﬁ et F(l)
ont le méme g-développement pour tous les o, f € Q/Z (On peut aus&
déduire ce résultat par I’équation fonctionnelle de Hy(s, T, z,u)).

Remarque 2.11.



694 Shanwen WANG

(i) Soit d € Z* et soit o4 un relévement de d dans Gg- L’action de 7*
induit par 'action de H sur les séries d’Eisenstein est donnée par oy
agissant sur les coefficients du ¢-développement de formes modulaires.
Il équivaut a trouver ’action de 7* sur les séries de Dirichlet formelles
associées. Soit >, . ang" le g-développement de E((Xk% (resp. F, (k ))

(k)

Alors le g-développement 3, ¢ L bng" de E 5% d est donné par

> %” xd=C(a,8)C*(dB, s — k+ 1) + (—1)*¢(—a, s)*(—dB,s — k + 1),

nEQi

0 (resp. C*(dﬁ, —k)); sik#1,a+#0 (resp. si « =0),
bo = § ¢(a,0) (resp. *(C (dB3,0) = ¢*(=dpB,0))); sik=1,a#0
(resp. a = 0);

et celui de Fékﬁ) * d est donné par

S U = Cays — ko D8, 8) + (~1RC(—a,s — K+ D (~d5,5);
n6@+

(o1 —k)); sik #1,

bo = <<a,0>(resp (¢*(dB,0) - c*(—dﬁ,m)); Sik=la#0.
(resp. a = 0)

k)

Donc onaE( ) *d = E(k) et chlfg*d:Fédﬁ.

7/8
Proposition 2.12. Siy = (%%) € GLy(Z),k > 1 et (o, B) € (Q/Z)?,
alors

(k) _ (k) (k) _ (k)
Ea,B ¥ = Eaa+cﬁ,ba+dﬁ et Fa,,B ¥ = Faa+cﬁ,ba+dﬁ‘

Démonstration. Comme GLg(Z) = Ugezr SLa(Z )((1)
pour 7 € SLy(Z) et (39) avec d € Z*. Le cas de (59
du g-développement de la proposition 2.10. Le cas de SLQ( ) suit du calcul
pour SLa(Z) et se déduit par continuité.

Le calcul pour SLy(Z) est facile et on donne seulement le calcul pour la

relation Eé % k= E(ga)-l-c,ﬁ,ba-‘rd

9), il suffit de vérifier
) suit du lemme 2.9 et

5- Choisissons une présentation (&, B) € Q?
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de (o, B) € (Q/Z)? et siy = (2%) € SLy(Z), alors on a :
k k 1 - ~
By = BT = (e BeOm a4 )
1 (k) 1

- (et + d)k (—2im)k wE;ZW (w+ ayr + Bk
T(k) 1

- (—2im)k wG;ZT (w+ &at +b) + Bler + d))*

(k
= anz)-l—cﬁ,ba-‘rdﬁ (T>

0

2.1.4. Les distributions zgis(k), zg (k) et zmis(k,j). Soient X =
A%,G = GL2(Ay) et V = M""(Q™). Alors X est un espace topolo-
gique localement profini et G est un groupe localement profini, agissant
contintiment a droite sur X par la multiplication de matrices.

L’action de G sur V' a droite, noté par %, se déduit de I'action de H:@ sur

A

V et l'action de Ilg se factorise a travers GLa(Z). Comme tout v € G peut

s’écrire sous la forme v = g1 (¢ T%)((l) 9)ga avec g1,92 € GLQ(Z),TO € QL

et e un entier > 1, il suffit de donner les formules pour v € GLQ(Z),’Y =

("9 o) ety = (§9) respectivement. Comme ('§ ) et (}9) apparaissent

dans GL2(Q), on prend ses actions par la formule (1.2). Si v € GLy(Z),
en utilisant la décomposition GLo(Z) = Ugezn SLQ(Z)(% 9), on décompose
l’action de 7 en deux parties. Comme on est en poids k, I'action de SLo (Z)
est I'action |;. L’action de (} 9) est via un relévement o4 dans Gg agissant
sur les coefficients du ¢-développement. En particulier, au cas des séries
d’Eisenstein, la proposition 2.12 nous donne les formules explicites. Les

formules (1.1) s’applique dans ce cas.

Théoréme 2.13. Si k > 1, il existe une distribution algébrique zgis(k)
(resp. Zpgis (k) € Datg(X, M"E(QWYN)) wérifiant : quels que soient r € Q*
et (a,b) € Q%, on a

/ . zgis(k) = r P ED, _1p
(a+rZ)x (b+r2) T

resp. Zgis (K :r_kE(lf) 1, stk =2),
( b /(a—l—'rZ)X(b—H"Z) E ( ) rla,rih )

/ . . ?Eis
(a+rZ)x (b+rZ)
De plus, si v € G, alors

2mis(k) * 7 = zmis(k) et 2iis (k) % 7 = | det ' g (k).
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Démonstration. L’existence de la distribution résulte des relations de distri-
bution de Eg% et F ék) dans le lemme (2.6). Comme tout v € G peut s’écrire

sous la forme v = g1 (9 7%)(0 0)gs avec g1, g2 € GLa(Z),r0 € Q% et e un

entier > 1. Alors, il ne reste qu’a calculer les actions de GLa(Z), (79 r%) et

(4 9) respectivement. On donnera le calcul pour la distribution algébrique

zmis(k) et la relation pour zg; (k) est du calcul de la méme maniére.
~ Siy e GLy(Z), on a | det~| = 1.

/ . . ZEis(k) ¥y = (/ R R ZEis(k)> *
(a+rZ)x (b+rZ) ((a+rZ)x (b+rZ))*y~1

_kE(k)

r~la,r—1b°

La derniere équation dans la formule au-dessus se déduit de la propo-

sition 2.12.
- Si'y:(ré)T%),ona:

/ X _ zgis(k) x v = (/ o X ZEis(k)> * 7y
(a+rZ)x (b+rZ) (E+EL)x (451
= () HEY, ) =

r

1 1
o r~la,r=1b
r

1
_ TNk (k)
B (ro) (OT+r0)kET tar=15(17)

r—r k)
ET lg,r—1p

- Siy=({9%),ona:

/ ) _ zEis(k / zgis(K)) %y
(a+rZ) % (b+rZ) ((a+rZ) X (b+rZ))xy—1
/ ZEis(k)) *y
a+rZ)><
= (/ - zgis(k)) * v
—0 (a+rZ)><(7+ﬂ+rZ)
—k (k) T
E —
(OT+€ Z r—la, ’“_lb“ e)
- Eﬁli)la,r_lb’

ou la derniere équation se déduit de la relation (2.3) du lemme 2.6.
O
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On peut identifier A?E XA% avec My (A ¢) via le morphisme ((a, b), (¢,d)) —
(g 2). En utilisant le fait que le produit de deux formes modulaires de poids
i et j est une forme modulaire de poids ¢ + j, on obtient une application
naturelle :

Qalg(A2>Mi(@)) ® Qalg(AQij (@)) - Qalg(M2(Af)v Mi+j (@))
Sik>2et1<j<k—1,on définit

zgis(k,j) = (j_ll)!ziais(k —J) @ 2Eis(j) € Dag(Ma(Af), My (Q)).

2.1.5. La distribution zgisc,d(k,J) et une variante des séries d’Ei-
senstein. Soit () : Zy — Z* Vinclusion naturelle en envoyant z sur
(1,-+-,2,1,--+), ot x est a la place p. Considérons 'inclusion de 7* dans
GLy(Z) en envoyant d sur (49). D’apres la proposition 2.12, cela définit
une action de d € Z* sur les séries d’Eisenstein par les formules : si k > 1

et (o, 8) € (Q/Z)?, on a
k k k k k
(24) d-Ef 5= Elys = Buy (89) et d- Fuy = Fdys = Fah+ (¢9),

Q

ot 'action de x est celle de GLg(Z) sur les séries d’Eisenstein.

Soit A un sous-anneau de C, et I' un sous-groupe de congruence de
SL2(Z). On note My(T", A) le A-module des formes moduaires p-adiques
pour I" dont le g-développement est a coefficients dans A. On définit

MTE(A) = U M(D, A) et MO"8(A) = B2 M8 (A).
I" congruence
Considérons P'injection de M;""#(Q) dans M;”"(Q,). On peut définir une
variante des séries d’Eisenstein a coefficients dans Qp ci-dessous : si ¢ € Zj,
on pose

2 (k) k (k) o
E(k) = ¢ Ea’ﬁ - ¢ E(c)a,@)ﬁ» sik>1letk 7é 2,
c,o,f3 82E~(2) _2F 2) ; Gk 2’

(
(2.5) CEae)p
(

Frap=CFuy =G g sk 21 etk £2,

ousi (o, ) # (0,0) et k = 2.
Elles sont des combinaisons linéaires des séries d’Eisenstein. On définit une
dérivation 0, sur E, (k) o,p Par la formule :

k k+
8E£(X)/3—E(Eaﬂ), pour k£ > 0.
Si ¢ € N, alors 0, coincide avec 'opérateur 0, dans le cas complexe

(c.£§2.1.2) :
aZEgcoz,ﬁ = 82(62Ek(7-7 Z) - CkEk(T7 CZ))|Z=aT+,B'
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D’apres le paragraphe §2.1.4. la proposition suivante est immédiate :

Proposition 2.14. (1) Soit ¢ € Z;. Si k > 1, il existe une distribution
algébrique zgis (k) (resp. zﬁis’c) € @alg(A?c,Mzong(ngd)) vérifiant : quel
que soient r € Q* et (a,b) € Q?, on a

—k (k)
ZEiS:C(k) =r Ec,r—lam—lb

/(aJrrZ) x (b+r2)
(resp. / R R ziais (k) :7"’“_2F(k)_1 _1b.)
(a+rZ)x (b+rZ) ’ GT @
De plus, siy € GLa(Ay), alors on a

ZEiS7C(k) *Y = ZEiS,C(k) et Z;Eis,c *y = |det7|1_kziﬂis,c(k)'
(2)Soient ¢,d € Zy. Sik>2etl<j<k-—1, la distribution

. 1 , .
#Bis.cd(k, J) = 5 7Bis.c(k — ) ® 2Eis,a(j)
(7 =1
appartient d Dalg(Ma(Ay), Mp(QP)). De plus, elle vérifie les propriétés
sutvantes :

e Si M,N sont deuzx entiers > 1, on pose Oy N = {(gg Zg),ao —1,by €

MZ, co,dg — 1 € NZ} et oar,n la fonction caractéristique de Oprn. Alors
on a :

/¢M,N2Eis,c,d(kaj) =G _1 1)!Mk_j_2N_ch(g,]3Ego%'
o Siy € GLa(Ay), 2mis,ca(k, ), 7 = | det v zgis c.alk, 7).

2.2. Unités de Siegel et distribution zgjcgel-

Définition 2.15. Soit I' un sous-groupe de SLy(Z) d’indice fini.

(1) Une fonction modulaire de poids 0 pour I' est une fonction holo-
morphe f(7) sur H et méromorphe sur (H U PY(Q))/T, telle que,
f(EE8) = f(z) pour y € T';

(2) Une unité modulaire pour I' est une unité de I’anneau des fonctions
modulaires de poids 0 pour I' .

Soit K un sous corps de C. On note U(I", K) le groupe des unités modu-
laires pour I dont le ¢-développement est a coefficients dans K. On note
U(K) la réunion des U(I', K'), ou I' décrit tous les sous-groupes d’indice fini
de SL2(Z).

La fonction théta 0(7, z) est définie par le produit infini

0(r.2) = ¢"/"*(@2? — ') [T = ¢"a:) (1 = ¢ ).
n>1

Elle n’est pas périodique en z de période Z + Z7. Rappelons ci-apres les
propriétés fondamentales de la fonction 0 (c.f. [13, chapitre 19]) :
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— 0 est homogene de degré 0 (i.e. (X ), z) = 0((7),2) = 6(r, z), pour

tout A € C*);
— Soit v = (& Z‘;) € SLy(Z). Alors 6(r, z) satisfait une équation fonc-
tionnelle :
2
- micoz
0(v(1),2) = Ci240(T, Z)e(m

ol (12,4 est une racine d’'unité d’ordre 12 qui dépend de y et y(7) est
le produit de matrices usuel (i.e. y(7) = (?31138 ).

Notons A; le réseau Z+Z. Pour un entier ¢ > 2, (¢,6) = 1, on définit une
autre fonction go .(z) = 0(r, 2)?0(r, cz)~! & partir de la fonction théta. Soit
a un entier > 1; on note O(C/A,,a) Panneau des fonctions holomorphes
sur C/A; — (a7*A;)/A; et on note O(C/A,,a)* le groupe des unités de
O(C/A;,a). Soit a,b deux entiers tels que (a,b) = 1; on définit une ap-
plication de norme du groupe O(C/A,,ab)* dans le groupe O(C/A.,b)*
comme suit : soit f(z) € O(C/A;,ab)*, on a

a—la—1

=TI I1/C >

k=0 j=0

Lemme 2.16 (G. Robert[21]; K. Kato[11]). (1) La fonction go.(z), qui
est une fonction elliptique sur C/A;, est une unité de l'anneau O(C/A;,c)
des fonctions holomorphes sur C/A; — (¢71A;) /A,

(2) Quel que soit a un entier > 1 tel que (a,c) =1, on a Ng(go,c) = go,c-

Démonstration. (1) La premiere assertion de (1) du lemme suit d'un
calcul direct.
Observons que le diviseur associé a go . sur C/A; est ¢2(0)—c 1A, /A,
(cela suit de l'expression explicite de go ). Il s’ensuit que go. est une
unité de 'anneau des fonctions holomorphes sur

C/A; — (¢'Z+ ¢ zr) /A,

(2) Dela définition de I'application Ng, on a No(Np(go.c)) = N
pour a,b € N tels que (ab,c) = 1. Comme N,(go.c) et go.c

) t
méme diviseur, il existe une constante u, € C* telle que Ny(go.) =
Uqgo,c- Par la relation Ny N, = NyNg, on a

P

2 2
a“—1 __ b -1
Uy T =U, .

Si on pose g = u53U3go ¢, alors on a

_ -3 —1 _ 2_ 2_
Na(g):u23a u3 UaGoe = Uy (a2-1) g ag:ua3(2 1)u2 1uag:g.

L’assertion se déduit des relations Na(go.c) = go,c et N3(go,c) = go.c-
En effet, quel que soit a > 1 tel que (a,¢) = 1, de la formule
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Il 1-X¢)=1-X%ona
a—1 a—1

No(1—q"qF") = [](1 = ¢ gF"); Na(1 — ¢"F)
7=0 7=0

antcj +1
—(q Jch )

I
—

Alors, on a la relation
No(JTO=¢"ex) [T = ¢"¢-") = [T —¢"¢) [TA = ¢"¢2");
n>0 n>1 n>0 n>1

cela simplifie les calculs et on vérifie facilement pour a = 2, 3,
Na(g0,c) = go.c-
O
Soit d un autre entier vérifiant (d,6) = 1. On définit c¢*go 4(2) = go,qa(cz).

Lemme 2.17. Soient ¢,d deux entiers tels que (cd,6) = 1. Alors on a

(2.6) (90.4)° (¢*g0.a) ™" = (g0.0)" (d*go.c) .

; . 1 . . 2 .
Démonstration. Considérons les fonctions méromorphes (go.a)¢ (¢*go.a) "

t (go7c)d2 (d*go.c) ", elles ont le méme diviseur sur C/A,
Ad?(0) — A(d AL /A) — d* (A /AL) + ((ed)EA-/AL).

(90,4)¢ ’ (e go,a) "
(90,c)% (d*go,c) ~*
elle est une fonction constante non nulle u. Comme go. est stable sous

lapplication de norme N, pour (a,c) = 1, il en résulte que pour a = 2
(resp. 3), u* = u (resp. u® = u). Donc u = 1. O

Donc est une fonction holomorphe sur C/A; ; en particulier,

Soit (a, B) € (Q/Z)?; on définit une action de SLy(Z) & droite par le
produit de matrices usuel :

siy=(200), (e, 8) %y = (a0a + coB, boax + do3).
Pour (o, 3) € (Q/Z)?, choisissons un relévement (a,b) de (a, 3) dans Q?,
et posons
Ge,a8(T) = goclar +b).

Proposition 2.18. Soient o, 5 € NZ/Z
(1) Si(c,6) =1 et (ca,cB) # (0,0), alors geap est une unité modulaire

dans U(T(N), Q(Cw))- ;

2) Si (¢,6) =1, ’élément go.5 = gl/(C D de Q®U(Q) ne dépend pas du
B c,a,f3

choir de c =1 mod N. De plus, on a geap = giﬁgc_oicﬁ pour tout ¢ avec

(C¢ 6) =
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Démonstration. Soit (a,b) un relévement de (o, 3) dans Q.

(1) Comme (ca, ¢83) # (0,0), on obtient a7 +b ¢ ¢~ 'Z+c 1 Zr. Comme go .
est une unité de 'anneau des fonctions holomorphes sur C/A,— (¢ 1A;) /A,
la fonction g o 5(7) n’a ni zéros, ni poles sur H.

Considérons le g-développement de la fonction g., g, on trouve que les
coefficients sont dans Q((x ). Donc il suffit de vérifier que c¢’est une fonction
modulaire pour le sous groupe de congruence I'(N).

Considérons la fonction 0(, at +b) sous l'action de v € SLa(Z). L’action
de 7 sur (7) nous donne une nouvelle base du réseau (7,1), et l'action de
v sur at + b est donnée par transformation de Mébius (i.e. le point ar + b
est envoyé en ayT + b).

Comme (c,6) =1, on a 12|(¢? —1). Siy € T(N), on a (a, 8) *v = (a, B).
Avec les propriétés fondamentales de la fonction @ ci-dessus, on a* alors

Ge,a,8(7T)

_ O(yT,ayT + b)<*
O(yr, c(ayr + b))
_0(y(7), (aag + beo)T + boa + dob)®”
O(v(71), c((aag + bey)T + aby + bdp))

Cf;,ﬁ(ﬂ (aap + beg)T + boa + dob)CQe(

c2mico ((aaog4beo)T+boa+dob)? )

(coT+do)
Cra40(, e((aag + beo)T + boa + dob))e( Tieelao theo)rthootdob))7
c2— 0 T, aa0+b60 T—‘rboa—Fdob e
= Cl ! ( ( ) ) ) = gc,(a,ﬁ)*'y(T) = gc,(a,ﬁ)(T)'

27 9(1, c((aag + beg)T + boa + dob)
(2) Si on évalue c*gp q4(2) en at+b, on obtient ¢*gp 4(aT+b) = go a(caT+cb).
Soient ¢ = d = 1[N]. On a c*goa(am +b) = ga.a 5 €t d*go.c(aT +b) = ge.a,8-
On en dédugt que (gd,a,ﬁ)c2 (Gdop) ' = (gc,aﬁ)d2 (9ea,p) "t Autrement dit,
Ja,8 = gigcﬁfl) ne dépend pas du choix de ¢ =1 mod N. Soient (¢,6N) =
let d=1 mod N. En évaluant en a7 + b, la rélation (2.6) se traduit en
(90008)° s = 8 0 8 00T G5 = (30)

9d,o,8 gd,ca,cﬂ - gc,a,ﬁgc,a,ﬁ” €t donc ge,a,p = \Ya,s gca,cﬁ'

O

Remarque 2.19. Il y a une preuve geométrique de cette proposition, en
utilisant I’espace de module des courbes elliptiques dans [11].

L’action de GLo(Z) sur M"8(QY) induit celle de GLy(Z) sur Q ®
1{cong (Qcycl) )

Lemme 2.20. Soit (o, 8) € (Q/Z)? et soit v € GLy(Z). Alors on a
9o, * Y = 9(a,B)xv-

4. La deuxiéme égalité est die au fait que 0 est homogéne de degré 0O .
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Démonstration. Soient «, 3 € %Z/Z. Sivy e SL2(Z), on peut choisir un
entier ¢ tel que (¢,6) =1, et (ca, ¢f) # (0,0). On a déja calculé l'action de
v € SLa(Z) sur gcq,p dans la proposition ci-dessus : geqp* 7 = e (a,B)%-
Celle-ci induit la formule de I'action de v € SLa(Z) sur gag : gag * 7 =

9(a,8)=y- Elle se prolonge par continuité en une action de SLa(Z) avec la
méme formule. Si v = ((1) 2) avec d € Z*, l’action de 7 sur g. g est donnée
par la formule : gc o %Y = e,a,df = e (a,8)+y> Cela se voit directement sur le
g-développement de g g (on rappelle que (} 9) agit par o). Alors, 'action

de v € GLQ(Z) Sur go,5 est donnée par la formule : go g * v = g(a,8)sy-

Théoreme 2.21. Il ewiste une distribution algébrique zsjegel €
’Dalg(A% —(0,0), Q@U(QwL)), telle que, quels que soient r € Q* et (a,b) €
Q? — (rZ,rZ), on ait :

/ . . *Siegel — grfla,rflb(T)‘
(a+rZ)x (b+rZ)

. . . !
De plus, zsjegel €st invariante sous l’action de HQ.

Démonstration. Soit e un entier > 1 et soit IV le plus petit entier tel que
Nr~laet Nr~lbsont des entiers. On peut trouver ¢ € Z tel que (¢, 6eN) = 1
et c=1 mod eN. Alors on a

e—1le—1

. 1/(c2=1) _ 1/(c*=1)
H H Gatkr viir = Ne(gep—1a,-15) /e = 9er—1tap—16 — Ir—tar—1b:
=0 k=0 er 7 er ’ ’

Si r1,72 € Q* deux nombres rationnels distincts et si (aj,a2) €
Q? — (r1Z,r97Z), alors il existe r € Q* tel que k1 = ;- et ko = = appartient
aZ.Pouri=1,2, a;+ TZ'Z est une réunion disjointe des a; + e;7; + r7, pour
0 < e; < k;. On se remarque que si 71,72 € Q* deux nombres rationnels et
si (a1,a2) € Q?—(r7Z,77), 'intégration de ZSiegel SUT (a1 +rlz) X (a2+r22)
est définie par la formule :

k1 ko
/ . . “Siegel = H H Ir—1(a1+e1r1),r~1(az+ezrs):
(a1+mZ)%x (a2+r2Z) €1=0 e3=0

Ceci ne dépend pas du choix de r a grace au calcul au-dessus et définit
une relation de distribution algébrique. Donc zgjeger €st une distribution
algébrique.

Par définition de zsjegel; ZSiegel €St une distribution algébrique a va-
leurs dans Q ® U/°"8(Q%). L action de H:@ sur M8 (Qwel) se factorise &

travers GLo(Q ® Z). Donc en utilisant le méme argument que dans le théo-

réme 2.13, il suffit de vérifier Vinvariance pour v € GLg(Z),y = ("¢ T,%) et
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v = (§9) respectivement. L’action de GL2(Q)4 sur espace des formes mo-
dulaires M(Q) est donnée par la formule (1.2) dans "notations", ¢’est-a-dire,
(f *v)(1) = f(77) car on est en poids 0.
- Siye GL2(Z), I'assertion est de la définition de zgjegel €t du lemme
2.20.
~Siy= ("), ona:

0 ro

. . *Siegel * 7Y = / R _ ZSiegel ) *
/<a+v‘Z>X(b+rZ) fegel +7 = { (E+EDx(E+ED) ) * 7
= (g'r*la,rflb) *y
= (det V)I_kgr_la,r_lbh

= Or-1la,r—1b;

~Sivy=({9),ona:

ZSi 17y = / N _ RSi 1) *
Siegel * 7 ( (a—H"Z)X(Q gZ) Slege) Y

- H / b g N zSiegel) * 7
a+r7) )X (2+2+rZ)

H T)
- -1
gT‘ 1a b+7, e

/(a-l-rZ) x (b+rZ)

= H gr—1 r—tatyj r*1b+2(7—)

i=0,5=0 ¢

= 9Gr—la,r—1b-

2.3. Théorie de Kummer p-adique.

2.3.1. Théorie de Kummer p-adique. Soit G un groupe localement
profini. Soit X un espace topologique localement profini muni d’une ac-
tion continue de G a droite. Soit M un G-module topologique muni d’une
action & droite de G. On note H' (G, M) le i-itme groupe de cohomologie
continue de G a valeurs dans M. Si X est de plus muni d’une G-action
a gauche (notée (g,x) = ¢ - ) commutant a 'action a droite de G, alors
HY(G, Daig(X, M)) est muni d’une structure de G-module a gauche donnée
par la formule :

/g~,u:/ fy sip € H(G, Dae(X, M)) et Y C X.
Y gy
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Pour les besoins de I’algebre homologique (c.f. [22, Appendix B] pour une

introduction bréve sur la cohomologie continue), on dira que une suite de G-
u v

modules topologiques 0 A B C 0 est exacte si u est
le noyau de v et que v admet une section continue (a priori ni équivariante
ni linéaire). La section continue C' — B existe dans les deux cas ci-dessous :
(1) C est discret,
(2) B est un Z,-module de rang fini ou un Q,-espace de dimension finie.
Posons : X1 = A} — (0,0), Xo = {(2}) € Ma(Af)|(a,b), (c,d) € X1}, et

Xép) := Ma(Af)®) C X,. Dans la section précédente, on a obtenu une
distribution algébrique

ZSiegel € @alg (Xla Q b2y U(QCYd))a

qui est invariante sous ’action de HZ@.

Notons Z° = {(zn)nen|Tn € U(Q), (2n11)? = T, }. On munit la topologie
de limite inverse sur Z°. Notons Z = Q ® Z"; Z est muni d’une action de
H(/@, agissant sur chaque composante de Z.

On définit une projection 6 de Z° sur U(Q) en envoyant (z,,)nen & o.

Lemme 2.22. La projection 0 : Z° — U(Q) est surjective, dont le noyau
est

Ker(0) = {(1, €p, €pn, ...€pn, ...) } = Zy(1).

En plus, comme la topologie sur U(Q) est discréte, on a une suite exacte
de H;@—modules topologiques :

0— Zy(1) = Z° - U(Q) — 0.

Démonstration. Soit I' un sous-groupe de SLo(Z) d’indice fini et soit = €
1

U(Q) une unité modulaire pour I'. Alors x# est encore une fonction holo-
morphes sur H et méromorphe sur H UP(Q).
1

1 1
Soit v € I', alors x» xy = (p ,x?, ol (p est une racine d’'unité d’ordre p
qui dépend de 7 ; ce qui nous fournit un caractére x de I' sur p, le groupe
des racines d’unité d’ordre p. Par conséquent, le noyau du caratere y est
1

un sous-groupe de I' d’indice fini, qui fixe 7. Ceci permet de conclure sur
la surjectivité.
Le reste est immédiat. O

Comme Q est plat sur Z, on obtient une suite exacte de Hz@—modules
topologiques :

0—-Qpl) = Z—-Q®zU(Q) — 0.

Cela nous fournit une suite exacte de Hz@—modules :

0— galg(Xth(l)) — galg(le Z) — Qalg(le Qp ®U(@)) — 0.
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En prenant la cohomologie continue de H(/@, on obtient une suite exacte
longue :

0 — HO(Ig, Duig (X1, Qy(1))) — HO(IL, Dog(X1, 2))

— HO(Ilg, Daig (X1, Q @ U(Q))) & H' (T, Datg (X1, Qp(1)))
— H' (I, Darg(X1, Z)) — -+

On appelle "application de Kummer" le morphisme § . Notons

2Ginger € H' (I, Datg (X1, Q(1))),
I'image de zgjegel Par I'application de Kummer.

Lemme 2.23. Il existe une distribution algébrique ji € Dag(X1,2) telle

(»)

Siegel €St limage du 1-cocycle

que z
O — UW*x0o — [
dans Hl(Hg@7©alg(X17 Qp(l)))

Démonstration. Soit {¢;}icr une base de LC.(X1,Z) sur Z. On peut fabri-
quer une distribution algébrique p € D,15(X1, Z) en prenant pour [ x, Qi

n’importe quel relevement dans Z de [ X, Pi%Siegel €t alors zé’ilgel est 'image

du 1-cocycle o — p* o — p dans Hl(HE@,Qalg(Xl, Qp(1))). O
En utilisant 'application de cup-produit, on obtient un élément

Zg;Zegel ® Zép;)egel € Hz(H&} :Dalg(XQ? Qp(z)))
(p) (p)

On définit zKato comme l'image de ZSiegel & ZSiegel SOUS I’application de

restriction :
Q) ~alg 2, p Q »~alg 2 1 Xp

2.3.2. Passer d la mesure. Soit () : Zj — Z* Vinclusion naturelle en
envoyant x sur (x) = (1,---,z,1,--+), ou x est a la place p. Considérons
Pinclusion de Z* dans GLy(Z) en envoyant d sur (29). D’apres le lemme
2.20, cela définit une action de d € Z* sur l'unité de Siegel go 5 € QRU(Q)
par la formule :

d- ga,p = Gdadp = g3 ¥ (39),

ol laction * est celle de GLQ(Z) Sur g3, ainsi qu’une action de d sur Z,

agissant sur chaque composante de Z. Par la théorie de Kummer, zglgel

est I'image du 1-cocycle o +— p* o — p, out p est un relevement de zsjegel
dans D,1e(X1, Z). On définit d - 2

Siegel COMME I’image du 1-cocyle o —
(d-p)*xo—d-p.
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(P)

. . o . p
Soit u € Z,, ; on définit un opérateur r, sur ZSiegel

2
r“ZSiegel(p) = (u - <“>)Zé€lgelv

par la formule

ot Paction de u? est la multiplication par u? et 'action de (u) est définie
ci-dessus.

Lemme 2.24. Siu € 7Z*

s alors ruz(p) IS HI(HE@, Datg (X1, Zy(1))).

Siegel

Démonstration. 11 suffit de montrer que, quels que soient r € Q* et (a,b) €
Q? — (rZ,rZ), on ait

ruzg@gel € H'(Ily, Z,(1)).

/(aJrrZ) x (b+rZ)

On pose o« = r~ta et B = r~'b. Soit N le plus petit entier tel que No et
N sont des entiers.
Rappelons que I'on a le diagramme commutatif suivant :

0 ——=Zp(1) z° UQ) 0

R

0— Q1) —Z ——QaU(Q) —=0.

D’apres la proposition 2.18, si on choisit un entier d tel que (d,6N) =1
et d =1 mod N et si up est un entier congru a (u) modulo pN, alors

Jo,8 = ﬁ ® Gdp et (ud — (U))gas = Gug.a,5 appartiennent a U(Q). Ceci
implique que

a? -1 / ®) et (u2 — / (p)
( ) (a+rZ)x (b+r2) “Siegel © (UO <u>) (a+rZ)x (b+rZ) “Siegel

sont dans HI(H(/@,Zp(l)). En conséquence, (u? — u?) f(a+r2)x(b+r2) zg)egel

appartient a Hl(H(,@, Zp(1)) si la valuation p-adique de u — ug assez grande.

On conclut le lemme par la relation r, = (u? — ud) + (ud — (u)). O
Soient ¢,d € Zy, on définit un opérateur r.4 sur zglgel ® zglgel par la
formule
re(2hegel @ heget) = Te(Sheget) © Ta(2iege):
Donc, pour tous c¢,d € Zjy, 1'élément TC7d(Zg;Z:gel ® zg;?agel) appartient a
H? (H@, Do(X2,Zp(2))). Ceci permet de définir zKato,c.d = Tc,d?Kato COMMeE
I'image de Tc,d('zgigel ® Zéﬁlgel) sous ’application de restriction :

H (I, Daig (X5, Z,(2))) — HA(IE), 0,,(X P, Z,(2))).

Par ailleurs, tout élément de D,15(X2,Z,(2)) s’étend par continuité en une
mesure (i.e. forme linéaire continue sur les fonctions continues) sur X, a



Le systéme d’Euler de Kato 707

valeurs dans Zy(2). Donc zkato,c,d pPeut étre vu comme un élément a valeurs
dans 'espace D (X2, Zp(2)).

2.3.3. Torsion a la Soulé. On note t = ((pn)nen, le générateur cano-
nique® de Z,(1) et I'action de v € GLa(Z,) sur Z,(1) est par multiplication
par dety. On note V, = Qpe1 @ Qpez la représentation de dimension 2 de
GL2(Z,) donnée par les formules suivantes :

siy = (‘;g) € GLa(Zyp),e1 * v = aeq + beg et ex x v = cey + des.

Sik>2etje€Z, onnote Vj; = Sym" 2 Vp @ Qp(2 — 7).
Rappelons X2(p) = My(Q ® Z)P) = GLy(Z,) x Ma(Q ® ZIPl). Soit z €

ap bp

Xép); on note x, = (.

) € GL2(Z,) la composante de z en p, qui est
un élément dans GL2(Z,). On considére la multiplication d’une mesure
RS QO(Xép),Zp@)) par la fonction

x s (8727) x 2y = (aper + bpea) " 2((det zp)t) ™,

qui est donnée par I'action de GLa(Z,) sur V;, ; et qui est continue sur Xép ),

Ceci nous donne une mesure (e} ~2t=7) * Tp @ 4 Sur Xép ) & valeurs dans Vij-

Lemme 2.25. La multiplication d’une mesure p € ’Do(XQ(p),Zp(Q)) par la

fonction x v+ (e¥2t79) x x, induit un morphisme de Zp[[Hg)]]—modules de

‘Do(Xép) . Zy(2)) dans ”Do(Xép), Viej)-

Démonstration. On applique la formule (1.1)

(6+9)@) =l rg ) et [ olurg)=([ @xgm) g
dans le paragraphe “notation” au cas X = X2(p ), G = Hg et V = Zp(2)

ou V. = Vi ;. Le groupe G = Hg) agit continiiment sur X a travers

GLa(A;)®) = GLy(Z,) x GLa(Q ® ZPl) par la multiplication de matrices
usuelle a droite.
Soient ¢ € LC:(XS”, Z,), 7 € I et u € Do(XY,Z,(2)).

Si on considére px1 € @0(X2(p), Z,(2)), alors T agit sur e} 2t~/ xx, comme

laction sur une fonction et la formule (1.1) se traduit par [ ¢(x)(u*7) =

27) X2 (), ol o7 est donné par laction de II ) sur X, Alors, on
cycl Q 2
a la formule :

[ @2 )2 (usm)) = [ xa(ms(en) (€2 T,

5. D’habitude, il n’y pas de générateur canonique de Zy(1). Par contre, dans notre cas, on a
2im

fixé un plongement de Q dans C et @p respectivement, et on pose {pn =e?" .
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Si on considere ((e’f‘2t*j * Tp) ® u) xT € QO(XQ(p),Vk,j), alors Paction

de 7 sur e]f_Qt_j * 1, est donnée par I'action de 7 sur l'espace Vi ; et la
formule (1.1) se traduit par

k—2,—j _
i 4@ (b2 vz @ p) 7 =

2 k—2,—75
[ a(P)olar) (727« (a7)y) @ 1)
2
La comparaison des deux formules permet de conclure. O

D’apres le lemme 2.25, la multiplication par elf_Qt’j * xp induit un mor-
phisme naturel :

(11, 00 (X5, 2,(2))) = B> (1), D(X5, V).
Donc on peut définir, pour j € Z,

2Kato.cd(k, 1) = ((eF7277) % 2,) @ 2Kato.c.d € HQ(HS); Do (X7, Vii)),

ou Hg ) agit sur Vj ; a travers son quotient GLa(Z,).

3. Les anneaux de Fontaine

3.1. Le corps K et les formes modulaires.

3.1.1. Le corps . Soit AT = Qp{%} I’algebre des fonctions analytiques

sur la boule v,(q) > 1 & coefficients dans Q,; c’est un anneau principal
complet pour la valuation v, g définie par la formule :

vp,.@(f) = rizlellf\lvp(an)7 si f= Z anqn/pn € R’
neN

Cette valuation est aussi la valuation spectrale :

Upﬁ(f): inf Up(f(Q))-

vp(g)>1

La restriction de la valuation v, ¢ a Q) coincide avec la valuation p-adique
normalisée v, sur Q,. Dans la suite, on notera v, au lieu de v, g. L’anneau
AT est un anneau de Dedekind, et donc chaque idéal premier de £ définit
une valuation sur £'. En particulier, on a la valuation normalisée v, (i.e.
ve(q) = 1) correspondant a l'idéal premier (q) de £7.

On note £ le complété du corps des fractions de I'anneau & pour la
valuation v,. Fixons une cloture algébrique & de & Comme £ est un corps
complet pour la valuation v,, on peut prolonger v, sur & a A de maniére
unique par la formule :

1 . —
vp(z) = m”p(Nﬁ[z]/ﬁ(ﬂﬁ))a siz € R
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On note le groupe de Galois de & sur £ par Gg.

Remarque 3.1. 11 existe une maniere de prolonger la valuation spectrale

en une valuation spectrale sur & : si # € &, on note P(X) = X" +a; X" 1+

-+ +ay, € R[X] le polynéme caractéristique de y — zy, Yy € K[z]. On définit
(a)

la valuation spectrale vg, sur R[] par la formule : vgy(2) = ming<;<p, 2
Elle coincide avec la valuation v, sur .

Soit M > 1 un entier. On note gps (resp. (jr) une racine M-iéme
g™ (resp. exp(2Z)) de ¢ (resp. 1). On note Fyy = Qu[Cas]. Soit £ =
RK[qnr, () c’est une extension galoisienne de K. Soit Fyr = K[Cyr] la sous-
extension de K7 sur K, qui est aussi une extension galoisienne de K ; la clo-
ture intégrale SL de &1 dans Fps est 87[Cs], qui est 'anneau des fonctions
analytiques sur la boule v,(gq) > 1 & coefficients dans Fjs. Alors, Rys est
une extension de Kummer de §js de groupe de Galois cyclique d’ordre M,
dont un générateur o, est défini par son action sur qus : oprgn = Cpmgas-

On note R (resp. §o) la réunion des Ky (resp. §ar), M > 1. On note
Pg, (resp. P@p) le groupe de Galois de @pﬁoo sur R (resp. @pﬁ) . Le groupe

P@ est un groupe profini qui est isomorphe au groupe 7. De plus, on a une
P
suite exacte :

0—>P@p—>P@p—>g@p—>0.

Fixons M un entier > 1. On note RKprpe (resp. §arpoe, Farpeo) la réunion
des Rarpn (resp. Fnpr, Fap), n > 1, ainsi que Pg,, le groupe de Galois
de Rprp sur Kar. On note Ug,, le groupe de Galois de Ryrpe sur §arpe,
qui est isomorphe au groupe Zj,, et on note I'g,, le groupe de Galois de
Smpe sur Ky, qui est isomorphe au groupe Gal(F Mp>= /Far). On a une
suite exacte : 0 = Ug,, — Pg,, — I'g,, — 0.

Soit R la cloture intégrale de &' dans . La cloture intégrale de Q,
dans £ est une cloture algébrique de Q,. Donc on a une inclusion @p CR".
On note ﬁ& la cloture intégrale de &7 dans £, qui est aussi la cloture
intégrale de S]T/[ dans Ry,.

Lemme 3.2. (1) Si M > 1 est un entier, on a &1; = £[Cu,qum)-
En particulier, ﬁj\% est l'anneau des fonctions analytiques sur la boule
vp(qnr) > ﬁ .

(2) La valuation v, sur ﬁj\} est donnée par la formule :

+oo
vp(x) =  inf Up(z an(z)qhy)-

(ICIYOES S ——
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Démonstration. (1) Si z € &}, il s’écrit uniquement sous la forme

M-1
T = Z biq§\4 avec b; € T
=0
Comme $q = R, on a i Trﬁ]w/&M(qu N =bq e J1; et donc b; €

q_lgﬂ. La valuation normalisée v, de KT s’étend de maniére unique en
une valuation v, sur Ky car (¢) est totalement ramifié. On constate que
0g(F1la™Y) = Z et les Uq(quM) sont distincts deux a deux. On en déduit
que 0 < vy(x) = inf;(vg(b;) + 77) et inf; vy(b;) > 0. Ceci permet de conclure
que b; € SL pour tout i.

Sia € &Tm alors a peut s’écrire uniquement sous la forme a = ;r 0 a]q ,
ol a; est une suite d’éléments de F telle que lim;_, 1 o vp(aj) + j = +oo.
On conclut le (1) en appliquant cette écriture a b; pour 0 < i < M — 1.
(2) D’apres le (1), &}, est I'anneau des fonctions analytiques sur la boule
vp(gnr) > ﬁ a coefficients dans Fjs et donc il est muni d’une valuation
spectrale v donnée par la formule : v(z) = infvp(qM)Zﬁ 0p (520 an(z)qy).
L’anneau &' s’identifie & un sous- anneau de R]T/[ par changement de va-
riable : f(q) = 3129 anq" o0 OaanM si f(q) € &T. Alors la restric-
tion de la valuation spectrale v sur ﬁ a 8T coincide avec la valuation v,
sur 1. On en déduit la formule de Valuation dans le lemme puisqu’il existe
une manicre unique de prolonger la valuation v, sur £ a £).

O

On note ﬁme (resp. SJT/IPOO) la cloture intégrale de £ dans Ko (resp.
Snpe=). Posons I, = { 7trla € N,0 <a < (p— Dptt—1}et J, = {I%|b €
N,0 < b < p"™ —1}. On note I (resp. J) la réunion des I, (resp. J,), pour
toutes n > 1. Le lemme suivant, qui décrit 1’écriture explicite d’un élément
de ﬁﬂp(x, est une conséquence directe du lemme 3.2.

Lemme 3.3. Soit M > 1 un entier tel que v,(M) > v,(2p) (resp. vp(M) <
up(2p).
(1) Les {q);}jes forment une base de ﬁx/[poo sur gﬁpw. De plus, tout x €
oy poo Deul s écrire uniquement sous la forme 3¢ ;> ren ajk(x)qﬂk, POUT
une suite double aji(x) € Fuppeo, telle que,
(1) quel que soit j € J, la série Y pcn ajk(x)q]@ converge dans SX/IPOO ;
(i1) L’ensemble des j € J tels qu’il existe k € N avec ajp(x) # 0 est fini.
(2) Les {Chrans Yoy (resp. {Chqir} i jyerxa) forment une base de ﬁj\r/[poo
sur ﬁj\%. De plus, tout x € fi+ poo Deut s’écrire uniquement sous la forme

Z Z Z azyk Cqu+k ’f'€5p Z Z Z a”k CMq]+k)

jeJieJ keN j€J iel keN
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pour une suite triple a;ji(x) € Fr telle que :

(1) Quel que soit (i,7) € JxJ (resp. (i,7) € IxJ), la série Zaijk(a:)q%
keN
converge dans 85, (i.e. limy_, oo vp(azn(z)) + 1= = +00.)
(i1) L’ensemble {(i,7)|3k € N, a;;r(x) # 0} est fini.
(3) La valuation v, sur ﬁ;\%poo est donnée par la formule :

vp(x) = inf (03> ayk(e (2)Chrar )

w(@21 " 52T ieT ken

(resp. 1nf>1 Up Z Z Z aijr (@ Cqu+k)))-

j€J i€l keN

3.1.2. Le théoréme d’Ax-Sen-Tate. Soit L un anneau de caractéris-
tique 0, muni d’une valuation v, normalisée par v,(p) = 1. On note C(L)
le complété de L pour la valuation v,. Le but du reste de ce paragraphe
est de montrer un analogue (le théoréme 3.6) du théoreme d’Ax-Sen-Tate
et de donner une description de I’anneau (C(ﬁj\z,poo) (c.f. Corollaire 3.7).
Soit H un sous-groupe fermé de Gg,,; si @ € &, on définit le dia-
metre Ay (o) par rapport a un sous-groupe fermé H de Gg,, par Ap(a) =

inf e (vp(gor — @0)). Notons que a € & si et seulement si Ap(a) = 4o0.

Lemme 3.4. Soit P(X) € R[X] (resp. € EJF[X]), unitaire de degré n, dont
toutes les racines vérifient v,(a) > u, ot u est une constante.

(1) Sin = p*d avec (p,d) = 1 et d > 0 et si | = p*, alors le polynome
PW | dérivée 1-iéme de P, a au moins une racine § € R (resp.§+) vérifiant
vp(B) = u.

(2) Sin = pttl et 1 = p*, alors PO 4 au moins une racine f € R (resp.
§+) vérifiant vy(B) > u —

1
pFFT—pF~
Démonstration. La démonstration pour P € £ X] est classique. Par exem-
ple, elle se trouve dans les notes du cours® de Colmez. Elle marche aussi

pour P € &' [X]. O
Lemme 3.5 (Ax). Il existe une constante C' = ﬁ telle que
(1) st € R, alors il existe a € RKpppeo véTifiant vy(a—a) > AgﬁMpoo ()—C;
(2) st € R, alors il existe a € ﬁ]T/[poo vérifiant

wlo—a) > Ag,(a) ~C.
Démonstration. Le (1) correspond au cas traité par Ax; nous ne traiterons

donc que le (2). Soit a € R tel que [Rarpee @] @ Rarpee] = et soit 1(n)
le plus grand entier ! tel que p' < n. On montre le résultat suivant par

6. http ://www.math.jussieu.fr/~colmez/nombres-p-adiques.pdf
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7 Lo [ —+ s . o o
récurrence sur n : il existe a € Ry vérifiant vy(a — a) > AgﬁMpoo ()

I . , .
ZZ(:nl) p_;i,l ; ce qui permet de conclure la démonstration du lemme car
+oo 1

_ 1
=1 pi—pi=1 ™ (p—1)*"
On prend la constante u = AgﬁM _ (@) dans le lemme précédent. Posons
P

P(X) = Q(X +a), o1 Q est le polynéme minimal de a sur &7 poo- Comme
les racines de P sont les o(a) —«, pour o € gﬁMpw , P(X) vérifie la condition
du lemme précédent.
(1) Si n n’est pas une puissance de p, il existe [ € N tel que le polynéme
QY ¢ &} poo[X] ait une racine g € R vérifiant vp(f — ) > u. D’autre
part, si 0 € g, o, alors on a

vp(o(B) — B) > min(vy(o(f — @), vp(o(a) — o), vp(ax — B)) > w.

Par ailleurs, on a [Rurp=[8] : Rape] = degQP < n. Cela permet de
conclure par I’hypothese de récurrence.

(43) Si n = p**1, on peut trouver une racine 3 de Q(pk)(X) vérifiant les
conditions

1
’Up(ﬁ - a) 2 u — ]m et [ﬁMpOO [ﬁ] : ﬁMpOo] <n.

-p

On tire lexistence de a € ﬁ}&pm, de 'hypothese de récurrence, vérifiant

k
Up(/B o a) Z AgﬁMpoo Z pz
i=1
Ona Ag, ~(8) = u de la méme maniere de (7). Ceci permet de conclure
poo
la démonstration du lemme. O

Théoréme 3.6 (Ax-Sen-Tate). (1) Le corps Rype est dense dans
C(R)Tmpe

(2) L’anneau ﬁj\%poo est dense dans C(§+)gﬁ]tlpoo.

Démonstration. On montre le (2) et le (1) se déduit de la méme maniére.
L’inclusion (C(ﬁ]}poo) C H(Ggyppo0» (C(ﬁ+)) est immédiate. Il suffit de mon-
trer 'inverse. B B

Siae HO(QQMPOC,(C(RJF)), il existe une suite {a, € R vp(a — o) >
ninen. On note A, = AQRMPOO (o). Quel que soit 0 € Gg,, 00, ON a
vp(o(an) — o) > min{v, (o (o, — @), vp(an, — @)} > n. Ceci implique que
A, > n. Par ailleurs, quel que soit n > 1, par le lemme d Ax 3.5, il existe
un élément a,, € ﬁ}&poo tel que vp(on — an) > Ay, =y ) >n— (pf’l)g.
Ceci implique que vy(o — ap) > n — ﬁ et «a est la limite de la suite

{an}nEN- ]
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Corollaire 3.7. Soit M > 1 un entier tel que vy(M) > vp(2p) (resp.
up(M) < vp(2p)).

(1) Tout élément x de C(EﬂgﬁMp‘x’ s’écrit uniquement sous la forme

SOSTS  an(@)Chrahs” (resp. Y0573 agil@)C ™),

ied jeJ keN i€l jeJ keN

pour une suite triple {aijr()} e jr)esx xn(resp{aiip(T) i jmerxsxn)
d’éléments de Fyy telle que, VN € N, {(i,7,k) € J x J X N : vp(a;i(x)) +
% < N} (resp{(i,j,k) € I x J x N:vp(azr(x)) + % < N}) est fini.
(2) La valuation v, sur (C(ﬁ& ) est donnée par la formule :

vp(z) = inf vpzzzazgk CquJrk)

w(@)Z1 T T ke

(resp. mf>1 Up ZZ Z aiji(z CMqu)).

i€l jeJ keEN

Démonstration. On déduit le corollaire du lemme 3.3 et du théoréme d’Ax-
Sen-Tate 3.6. O

3.1.3. Trace de Tate normalisée. Dans ce paragraphe, on construira
une application ﬁ&—linéaire continue T, appelée la trace de Tate norma-
lisée, de ﬁﬁpw dans RL pour tous M € N, et on décrira ses propriétés.
L’ingrédient principal est la construction de la trace de Tate normalisée
pour l'algebre de Tate de type Zy{T, T}, qui est bien étudiée par An-
dreatta et Brinon dans [3].

On note R = Zp{%, %} lalgebre de Tate dans les variables q/p,p/q a
coefficients dans Z,. Si m € N, on note R,, la cloture intégrale de R dans
Frac(R)[(pm] et on note Roo = UpenRy. Sim,n € N, on note R}, la cloture

intégrale de R dans FraC(Rm)[(%)F%]. On pose
R, = UpenRyy, et RY = UpenR,,.

Sim >mn,ona R}, = R, ®g, R . Par ailleurs, on a un isomorphisme de
groupes de Galois Gal(R@[%]/Roo[%]) = Gal(Rpe /Fp=) = Zp. On note u
un des générateurs du groupe Gal(fye /Fpee); on pose uy, = uP qui est
un générateur du groupe de Galois GaI(ROO[l]/Rm [l]) = Ugym

Si m est un entier non negatif, on définit une application Rm[ J-linéaire
A R‘X’[ | — Rm[ | par la formule :

1 1
Am = 7T n m 9 i Z t R':T?,L - .
(z) o ar[%]/Rn [%](@ sin>metzxe [p]

Lemme 3.8. (1) Il existe une constante C' telle que pour tout m € N et

x € Rz_ﬂ[%], on a vp((um — 1)x) > vy(z) + p%l —Cpm.
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(2) Ap, est continue. Plus précisément, on a vy(Ap(x)) > vp(z) — 1%.
Démonstration. Ce lemme est un cas particulier dans [3, Lemme 3.7 et
3.8], et l'ingrédient principal est la contrélation de ramification dans |2,
coro. 3.10 .

(1) D’apres [2, coro. 3.10], il existe une constante C' telle que, pour tous
m>1,ona

PRI C Ol Rity - ()7 C R
p—1 i
Siz e R%ﬁ[%], x s’écrit sous la forme z';(] zi(1)»™ T, otz € Ry et
v(x;) > v(z) — p%. On en déduit que
p1 q.—i 1 C
v,((u, — 1)z) =0 2 (¢ —1)(2) ) > up(x) + —— — —.
w(( )z) p(i:O (< )(p) ) = vp() s e
(2) Siz e Rmﬂ[%], on a
p—1
PAm(z) = (3 up)(@) = (1= um)’ ™" + pP(um)) (),
i=0
ou P(X) € Z[X] et P(1) = 1. On déduit de (1) que
C
vp(Am(2)) = vp(2) — (p - 1)1)71_
En conséquence, si x € RZ[%], on a
C
vp(Am(2)) = vp(Amy1(2)) — (p = 1)17m 2
C =1 C
>vy(x)—(p—1)— —) > v,(x) — .
p(2) = ( )pm(gp’) p(®) =

0

On note m, = (yn+1 — 1. Comme (%)Pi" = a(ﬂz’;%, ol a est une unité
de OF .., on a une inclusion naturelle de R dans R%[%] Sin > m,
on définit une application ﬁ;men—linéaire Tpm pn - ﬁ;_oo — ﬁ;men en
composant la restriction de A,, a ﬁ;%o et la trace de Tate normalisée de
Fy dans Fpn. Soit M = Myp™ avec (p, My) = 1. L’application Tpm pm
s’é¢tend en une trace de Tate normalisée Tps,m : ﬁ;oo Fy — ﬁ;mF W par
Fys-linéarité.
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Lemme 3.9. La trace de Tate normalisée T py,m est ﬁ;ﬁnFM—linéaire, don-
née par la formule :

a b . . n—m n—m|i.
“ b Chtopn dpns ST D la et p |b;
CMOp”Qp" = .
0; sinon.
Soit e, -+, eq une base de ﬁj\“/[ sur ﬁ;mFM. Comime [ﬁXJpoo : ﬁ;rooFM] =
[ﬁj\% : ﬁ;mF ], les e, -+, eq forment aussi une base de ﬁﬂpw sur ﬁ;_oo Fir.

Si x € R&pm, alors x peut s’écrire uniquement sous la forme z =

S ai(x)e; avec ai(z) € R Far. On pose une application £ -linéaire
Tar: Rj\_/[poo — ﬁ?\k
par la formule Ty () = 2%, Tazpm (ai(z))e;.

Remarque 3.10. Si on fixe une base de ﬁ& sur ﬁ;;mF M, les coefficients
a;(x) dans Iécriture de € Rppn se calculent de la maniere suivante :
Soit el,---ej la base duale de K); sur K,mF) par rapport a la trace

1 . _ 1 *
7 Trsy /8,m - On a done a;(z) = 4 TRy g /8t Fas (xe}).

Lemme 3.11. §i M € N, Uapplication Ty est continue et elle s’étend
par continuité en une application RJ\"'/[—linéaire Tar : (C(ﬁ'}\'/lpoo) — ﬁ& qui
commute a laction de Gg.

Démonstration. Par construction, il suffit de démontrer le lemme pour M =
p™. D’apres Tate [26], la trace de Tate normalisée de Fi, dans Fpm est
continue. Comme A, est continue, on en déduit que T,m est continue.
Siiel,jeJetoc€Ggona (('¢) 0= (Keval@)=Digeal0)i¢igd on ¢,
est le 1-cocycle associé a ¢ & valeurs dans Zy(1) par la théorie de Kummer.
La commutativité de Tpm et Gz vient de la formule de 'action de Gg et de
la formule de Tpm sur ﬁ;roo (c.f. lemme 3.9). O

3.1.4. Lien avec l’algébre M(Q) des formes moduaires. En asso-
ciant son g-développement a une forme modulaire, on voit les formes mo-
dulaires comme des éléments de Q,Roc.

Lemme 3.12. Le groupe de Galois Py, de Qpﬁoo sur R préserve l’algébre

des formes modulaires M(Q) ; c’est-a dire, Py, est un sous-groupe de llg.
Démonstration. Considérons la suite exacte : 0 — P@ — Pg, = Gg, — 0,
_ _ P
ou P@p = ( 5 %) le groupe de Galois de QR sur 8Q,,. Comme Gg, preserve
@.
(Q) : _
(1) I'action induite par celle de Py sur Qe ;
P

Gq, est un sous-groupe de Ilg. On a deux actions de (} %) sur

M
M



716 Shanwen WANG

(2) Taction modulaire étendant par continuité celle de (§ %) sur M(Q).
On constate que que ces deux actions de (] %) sur M(Q) coincident en
comparant les formules : on a (é Il’)qM = QMC?\/[ dans les deux cas. Donc
P@p preserve l'algebre M(Q), ce qui permet de déduire le lemme. O

En composant les morphismes Gg — Pg,, l'inclusion Py, — Ilg induit un
morphisme Gg — Ilg. De plus, si M > 1 un entier, Gg,, est un sous-groupe
de Gg et donc on a un morphisme Gg,, — Ilg.

3.2. Application de la construction de Fontaine & ’anneau S7.

3.2.1. La construction de Fontaine. Soit L un anneau de caractéris-
tique 0, qui est muni d’une valuation v, telle que v,(p) = 1. On note
Or = {z € L,vy(x) > 0} l'anneau des entiers de L pour la topologie p-
adique. On note Og(r) le complété de O, pour la valuation v,. On pose

C(L) = Oc(y[3)-

Définition 3.13. Soit A,, = Or/pOp, pour tous n; alors {A,} muni des
morphismes de transition A,, — A, _1 définis par I’application de Frobenius
absolu z,, — 2P forme un systeme projectif. Notons

R(L) = lim Ap = {(zn)nen|zn € OL/pOL et a7 1 = Tn, sin € N}

Siz = (Tn)nen € R(L), soit &, un reléevement de x,, dans Og(z,). La suite

(:%Zik) converge quand k tend vers l'infini. On note z(™ sa limite, qui ne
dépend pas du choix des relevements &,,. On obtient ainsi une bijection :
R(L) — {(x(”))neN|x(") € Oc(1); (:1:(”“))” = gn Vn} Siz=(z¥),y =
¥ sont deux éléments de R(L), alors leur somme x + y et leur produit zy
sont donnés par : (z41y)® = lim;_, 0 (20 4y P et (2y)®) = 20y,

L’anneau R(L) est un anneau parfait de caractéristique p (i.e. le mor-
phisme x — P est bijectif). On note Ajp¢(L) 'anneau des vecteurs de Witt &
coefficients dans R(L). Alors Aj,¢(L) est un anneau p-adique (i.e. un anneau
séparé et complet pour la topologie p-adique), d’anneau résiduel parfait de
caractéristique p. Si € R(L), on note [z] = («,0,0,...) € Ai¢(L) son re-
présentant de Teichmiiller. Alors tout élément a de Ajn¢(L) peut s’écrire de

o0
maniére unique sous la forme Y pF[z;] avec une suite (x;) € (R(L))N.
k=0

On définit un morphisme d’anneaux 6 : Apne(L) — Oc(

Zﬁ’)p’“[wk] = Z?"Bp’“ﬂcé) On note Bint(L) = Ajne(L)[;], et on étend 60
en un morphisme By (L) — C(L). On note By, (L) = Biys(L)/(Kerf)™. On
fait de B,, (L) un anneau de Banach en prenant I'image de Aj,s(L) comme
anneau d’entiers.

On définit BI; (L) = @Bm(L) comme le complété Ker(f)-adique de
Bint(L); on le munit de la topologie de la limite projective, ce qui en fait

) par la formule

~

D=

—~
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un anneau de Fréchet. Donc 6 s’étend en un morphisme continu d’anneaux
topologiques B (L) — C(L).
On peut munir IB%:{R(L) d’une filtration de la fagon suivante : pour 7 € N,
notons Fil' BY; (L) la i-iéme puissance de I'idéal Kerf de B (L) .
L’anneaux Ay (L) s'identifie canoniquement & un sous-anneau de B, (L)
et si k € N,m € Z, on pose

Upke = p™Aint(L) + (Ker0)* ™ B, (L),

alors les U, j, forment une base de voisinages de 0 dans B (L).

Exemple 3.14. (1) Si L = Q,, alors la construction est triviale (i.e.
le_R(@p) = Qp)~ . . _ -

(2) Si L =Q,, onnote C, =C(Q,), ET =R(Q,), AT = Ajy¢(Q,) , Bt =
Bint(Q,) et Bl = Bi;(Q,). On note ¢ (resp. yr pour un entier M >
1) le représentant de Teichmiiler de (1) = (1,¢p, -+, Cpny- -+ ) (resp.
¢CM) = (Cag,y - ,Carpn, - -+ )) dans Amf(ﬁJr). Si M|N, alors onafg/M =
Cyr. Le noyau du morphisme 6 : AT — Oc, est un idéal principal
engendré par w = gp__ll. On pose t = log{ = — Z:Z (1;4)"
2mi p-adique de Fontaine, qui appartient a B:;R et aussi engendre le
noyau du morphisme 6 : BIR — Cp.

(3) On va considérer les cas L = RX/[poo pour M > 1 € Net L =

; c’est le

A" Le 2ni p-adique de Fontaine t appartient a IB%(J{R(L). D’apres la

construction de Fontaine, on a un morphisme surjectif d’anneaux :

0 : Ajng(L) — Oc(r) avec le noyau engendré par w = 5_11' De plus, 0
-

s’étend en un morphisme continu d’anneaux 6 : Bj; (L) — C(L), dont

le noyau est I'idéal principal engendré par ¢t ou w , sur lequel Gg agit

par multiplication par xcycl.

3.2.2. Trace de Tate normalisée pour BIR('@JT/[pw)' Pour simplifier la
notation, on note Aj,¢ (resp. Biys et IB%;R) I’anneau Aj,¢ (§+) (resp. Bing (EJF)
et BXR(§+)). Soit ¢ (resp. gas si M > 1 est un entier) le représentant de
Teichmiiller dans Ajne de (¢, @p, - -+ qpn, -+ +) (vesp. (qar, -~ qarpn, -+ )) - Si
M|N, on a (jx/M = qum.

On définit une application tqg : &7 — IB%gR par f(q) — f(q); ce qui
permet d’identifier £ & un sous-anneau de IB%:{R.

On note o = g - [(Z, (%)%,~~- )] et on a a € Ajyr NKerd. Si f(q) € KT

est de valuation p-adique > 0 (i.e. f(q) = X enan(])" € & avec a,, € Z,),
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on a
1 g.1
Z“no‘+ )p Z Z‘“z() (Z)r, )
= n>k p p
1
et la séries 3,51 an (Z)[(%, (%)5, -+ )]¥ converge dans Aj¢. Donc tqr est

continue. Mais il faut faire attention au fait que tqr (&1) n’est pas stable
par Gg car o = GC%(9) si o € Gg, ol cq est le 1-cocycle a valeur dans Z,(1)
associé a ¢ par la théorie de Kummer.

Posons &+ = tar (R7)[[t]]. Si M > 1 est un entier, on note &}, Panneau

ft[Gur, Cur] et pose ﬁMp = U, ﬁMp L’application tgr s’étend en un
morphlsme continu de 8T-modules tqR : ﬁM — ]B% R en envoyant (pr et gps
sur Cys et gy respectivement. On a &1, = LdR(ﬁM)[[ 1]

Remarque 3.15. Le module tqr(£f};) n'est pas un anneau car ¢ = CNZJ\‘/[/[ ¢

LdR (ﬁ&) Donc le morphisme tqg : &5, — IBXR(RU n’est plus un morphisme
d’anneaux.

Lemme 3.16. (1) j%*’ est stable sous l'action de Gg.
(2) Le Rt -module R}, est égal au & -module K [Car, Gar)-

Démonstration. Si o € Gg, 0§ = (%) et { € &[[t]]. Alors oG € K[[t]].
Par ailleurs, on a ot = Xcya(0)t. Cela permet de conclure le (1). Le (2) se
déduit du fait suivant (c.f. [7, Lemme V 1.1]) : (u = (s exp(—7)- O

Théoréme 3.17. Soit M > 1. On a
(1) I:IO (gﬁjupoo 9 B;{R) = ]BIR(RLpOO) ;
(2) ﬁj\r/[poo est dense dans IB%CTR(.QJJ(/IPOO).

Le théoréme se déduit des lemmes 3.18 et 3.20 suivants :

Lemme 3.18. Tout élément x de (B;{R)gﬁp"" s’écrit de maniére unique sous
la forme

+oo

YWY air(a)C'd),
k=0 el jeJ

ot a;ji(z) est une suite triple d’éléments de tqr(R') avec la propriété sui-

vante : pour k fixé et N € N, Uensemble {(7,7) € IxJ : vp(asrp(x))+j < N}

est fini. De plus, ﬁ;oo est dense dans (IB&FR)Q’%P(’O.

Démonstration. En composant I'application 6, 'application
Ty : C(RN)%w> — a&*

et application tqr, on définit une suite d’applications pour i € I et j € J :

0ij - (Bgp) "™ — tar(87);2  0y() = clj(LdR o T1(8(x)¢ "¢ 7))
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Soit n 'application de (IB%(TR)QR dans (Bé{R)gﬁ définie par
n(z) =w Hz - Z 0;;(z)C"
il jeJ

Sixz e (B;R)gﬁp“’ etneN,ona

T = wn—l—lnn—I—l( Z Z 91] Cz Nj)
k=0 iel,jed
ce qui montre que l'on peut poser a;x(z) = 0;;(n*(x)); d’ou l'existence
d’une telle écriture. D’autre part, 'unicité se déduit de la construction de
0;; et de I'unicité d’écriture d’élément dans (C(EJF)QRP‘X’. Enfin, la densité
est une conséquence directe d’une telle écriture. O

Remarque 3.19. Tout élément x de (IB%(J{R)gﬁP“ s’écrit aussi de maniere
unique sous la forme

+oo
SRS ay()C@)),

k=0 ieljeJ
ol la suite triple a, () d’éléments de tqr (RT) vérifie la méme propriété

dans le lemme.

mk

Passons au cas général. Soit M = Myp™ avec (p, My) = 1. Soient [, h € N

et h > 1 tels que [ﬁ;{ﬁ;ﬁ CER = [ﬁj\z,poo c FRis] = cet [FuFy
Fon] = [Fupe @ Fp=] = d. Supposons que eq,--- ,e. une base de RLRXZ
sur Sﬁﬁpz et f1,---, fag une base de FirFyn sur Fn. On peut démontrer le

lemme suivant de la méme maniére du lemme 3.18.

gﬁ]wpoo

Lemme 3.20. Sous 'hypothése ci-dessus. Tout élément x de (Blg)
s’écrit de maniere um’que sous la forme :

ZW ZZ% o)t (€i) ;). avec bij(x) € (Blp) ™

k=0 =0 j=0

Proposition 3.21. Si X est un ouvert compact de Q, vérifiant X +
p‘lzp = X, il existe une unique application tqr(R")-linéaire Resx conti-
nue de (IB%XR)QRP” dans (IB%&FR)QQP‘X’ telle que l'on ait

- - 1 -
Resx(¢*¢Y) =(*¢Y, siz € X,y € XNZ[-], et Resx(¢*¢Y) =0, sinon.
p

Démonstration. Comme w = Zf:_ol CN;, est un polyndéme en Ep, on voit que
s’il existe une telle application Resx doit étre donnée par la formule

(3.1) Resx (z Z w Z aijk($)éiqj)~

k=0 ( J)EINX)x(JNX)
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98 oo G&, 00
Ceci implique que Resx (A, " ) C A, "

inf inf
Resy ((Kerf)* ™) = Resx (w* ™ (B, )%= C (Ker)* 1,

et donc que Resx (Up, k) C Upy i, ce qui permet de conclure que 'application
Resx définie par la formule (3.1) est continue.

Il ne reste donc plus qu’a donner la formule explicite pour Res X(EI) si
z € Qp. On a le fait suivant dans ([7, prop. 4.2]) :

Resx (C%) = (%, six € X, et Resx(C®) = 0 sinon.

Ceci permet de conclure la démonstration en utilisant le formule explicite
pour Resx. O

et

Théoréme 3.22. Si M > 1 est un entier tel que m = v,(M) > v,(2p), il
existe une unique application Ry : ]B%ij(ﬁpr) — :ﬁ}\z qui est fij/[—linéaire
et continue et telle que la restriction de Rys a fi&pw est donnée par la
formule :

RM : ‘é&pm — ﬁ&

ra ~b :on n
Yo b Chrpr Qraprns 810" |a et p"[b;
3 T '_>
CMP Iy { 0; sinon.
De plus, Rys commutes a laction de Gg.

Démonstration. S'il existe une telle application, elle est unique par conti-
nuité de Ry.

Passons a l'existence. On décompose M = Myp™ avec (My,p) = 1.
) Soit My = 1. Soit S, le sous-tqr (RT)-module de BIR engendréNpar les
¢*qY pour x € p~"Zyp,y € p~"Z. L’adhérence de S, dans IB%&LR est ﬁ;m. En
appliquant la proposition 3.21 & X = p~"™Z,, on obtient une application
,é;,rm—linéaire continue Res,-mz, de (]B%:{R)gﬁpm dans (IB%:{R)Q"P“’ telle que la
restriction de Res,-mz a ﬁ;oo vérifie la formule voulue. On pose R; =
Resp-mz,.

Passons au cas général. D’aprés le lemme 3.20, si

Gspppoo
xr = Zw Zzbz]k T)LdR ez)f]) € (BIR) Sty
=0 7=0
on pose une application de (B;{R)gﬁMp‘” a valeurs dans fix/[ par la formule :
Zw szh ik (@) tar (€i) f7)-
=0 7=0

C’est une application ﬁ&—linéaire. La continuité de Rj; se déduit de celle
de Rl.
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Il ne reste donc plus qu’a vérifier que la restriction de Rj; a ﬁMpm
satisfait la formule voulue. On constate que [ = m vérifie la condition du
lemme 3.20 et si n > m, on a [ﬁ&ﬁ;’;n : ﬁ;,rnFM] = My avec une base
B = {q%wo}ogig My—1- D’apres le remarque 3.10, la formule Voulue_est un
calcul direct. Ceci permet de montrer 'existence. Comme les {(4,G1, }ijes
forment une base de ﬁ&poo sur ﬁj\r/f, on n’a pas du choix pour la restriction
de Ry a ﬁj/[poo et donc aussi a (B(J{R)gﬁMp“’ par continuité de Rys et
densité de Rﬁpw dans (IB%SFR)QRMPW. La~ commutativité de Ry, et Gg vient
de la formule de 'action de Gg sur les (j,n (jg/[pn et de celle de Ry sur les
Fa b
Chrpr Qpgpm- O
3.3. Une application logarithme log. On note UO(EJF) I’ensemble des
éléments x de R(Eﬂ tels que v, (z(® —1) > 0.

—1" (2] -D)"

, la série log[z] = Z:{g ( n

7+) con-

Lemme 3.23. Siz € Uy(R
verge dans IB%;{R(§+). Ceci définit une unique application logarithme x —
log[z] de Ug(ﬁ+) dans IB%XR(KJF), qui est un morphisme de Gg,-modules (i.e.
log[zy] = log[z] + logly], et o(log[x]) = log[ox] si o € Gg,).
Démonstration. Si x € UO(KJF), il existe k € N tel que ku,(z(® —1) > 1.
On constate que ([z] — 1)* — pa appartient a Kerf, ott v = [WT_M]. Ceci
implique que (2] — 1)} = pa +w, ot § € A,
SineN,onan=km+ravec0<r<k-—1et

([l‘] — 1)77, — ([‘T] — 1)r(pa+wﬁ)m _ ([1‘] . 1)r f:(wﬁ)z i .

n n = km+r
Donc on a
+00 / 1\n—1 2] — 1) k—1 +o00 ) m o m—i
Z ( 1) fl[ ] 1) :Z([x]_l)rZ(wﬁ)zZ (Z]iT(T];_i_)T )
n=1 r=0 =0 m>1

D’autre part, on a

vp(<n,%>) —vp(km+7r)+m—i>m—i—vp(km+r) —vp(i).
i
Si k est fixé et si m tend vers +oo, alors m — v,(km + r) tend vers

(") (pa)m i

+00; ce qui montre que > .~ ~ o

s~koo ("1

converge dans Bi s et la série

est donc convergente pour la topologie faible dans IB%;{R.
La relation log[zy] = log[z] + log[y] se déduit par un argument de séries
formelles.

O
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On note ¢ = (q, q%, ) € R(EJF) ; son représentant de Teichmiiller est
g. Il est évident que g n’appartient pas & ETUp (ﬁ+). On aimerait bien que
I’application logarithme s’étend & Et Uy (EJF) x 2. On a og = ¢, on Cq
est le 1-cocycle a valeurs dans Zy(1) associé a ¢ par la théorie de Kummer,
et le minimum que l'on puisse demander a u, = logq est de vérifier la
formule ouy, = ug + c4(0)t, quel que soit 0 € Gg. Mais on a le résultat
suivant qui dit qu’il n’existe pas un élément u, dans BIR et, de plus, un tel
uq est transcendant sur IB%;R.

Théoréme 3.24. u, est transcendant sur IB%CTR.

Démonstration. Supposons que u, est algébrique sur ]B;{R.
Soit P(X) = X"+ a1 X" '+ +ag € BJz[X] le polynome minimal de wu,
sur IEB;R. Si o € Gg, alors on a

0=0(P(X)) = (X + ¢(0)t)" + 7 (a1)(X + ¢g(o)t)" " + - + o (ay).
Comme P(X) est le polynéme minimal de u4, on a o(P(X)) = P(X). Ceci
permet de déduire o(a1) = a1 — ney(o)t et donc o(5) = % — cq4(o)t. Ceci
n’est pas possible car il n’existe pas d’élément x de IB%Q’R tel que, si o € Gg,
oxr =z + cy4(o)t.

En effet, s’il existe un tel élément = dans IB%CTR, alors il est stable sous
action de Gg,, o pour tous M > 1 et donc appartient a (IB%;;R)QRMPW =
I?%QFR(R]T/IPM). Appliquons la trace de Tate normalisée ~RM : IB%Z{R(QLPOO) —
ﬁj\% a z, et donc on obtient que Ry (z) appartient a RL tel que
(3.2) oRy(z) = Ry(x) + ¢q(0)t, pour tous o € Py,

Par ailleurs, la filtration sur ]BBIR est stable sous 'action de Gg, alors on
peut supposer Rys(x) = a1 + a2(ga)t mod t? avec a; € rar(8&};) pour
i = 1, 2. On déduit la relation suivante de la formule (3.2) : 00(azXcya(0)) =
0(az) + cq(0) pour tout o € Pg, ce qui est impossible car 6(a2) € &, n’a
qu’'un nombre fini de conjugués et ¢,(o) prend un nombre d’infini de valeurs
pour o € Uy, C Pg.

O
Remarque 3.25. On peut montrer de la méme manieére que logt est trans-
cendant sur IB%;R.

=+
On pose ng = Bl [ug] avec o(ug) = ug+cq(0)t. Le groupe Up(R ) x ¥
est stable sous I'action de Gg car 0qg = ¢(1,(p,---) pour o € Gg. Alors
l’application logo[-] s’étend a UO(EJr) x g & valeurs dans ng telle que
log[q"] = auq si a € Q, et o(logz) = log(ox) si o € Gg. On pose

“+o00
o= {r = plan] € Anr(R") 1 20 € Up(R), 2 € R(R ) si b > 1}
k=0
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(—1)"_1x”
n

Proposition 3.26. (1) Si 1+ z € AY
converge dans IB%:{R.

., alors la série Y25
(2) L’application logol[-] : UO(EJF) xq¢ — IB%l'gg s’étend en une application
log : A% x G¥ — Bi[ug] telle que
e log([z]) = log[z], log ¢* = augy sia € Q;
e log(zy) = log(z) + log(y) ;
e log(z) =32 M, si la série converge.
De plus, on a o(logz) =log(oz) si o € Gg.

Démonstration. (1) Si 14z € A%, alors il existe k € N, tel que ¥ — pa,

inf>
N 7(0))k . N
oll @ = [%], appartient & Kerf. Donc on a z* = pa + wp avec 8 € Ajys.
Donc 'argument dans 3.23 s’adapte a montrer la convergence.
e — Blog est bien définie. Si zy € Uy (K+),
Donc pout tout z = 3128 pFlxy] € AL

inf?

(2) Il suffit de montrer que log :
alors [zg] est inversible dans A}.

on a x = [zo](1 + pa) avec a € Ainf(§+). On constate que

log(1 + pa) = Z 7(_1?&)”

n>1 n

converge dans Ainf(§+). Alors log z est bien défini par multiplicativité. [

4. Cohomologie des représentations du groupe Pg,,

Soit M un entier > 1 et soit m = v,(M) > v,(2p). Le corps Rarpe est
une extension galoisienne de £;; dont le groupe de Galois

PﬁMN{( )GGLQ(Z) azl,CZO,bEmep,del—i—pm p}:;Pm

est un groupe analytique p-adique de rang 2. Si g est I’élément de Pg,,
correspondant & une matrice (} %), I'action de g sur ¢}, ¢}, avec (i, j) € JxJ
est donnée par la formule :

i i(d—1)+5b

9(Chrars) = Ciu MCpm !

Si u,v € p™Zp, on pose (u,v) 'élément (} %) de Pp,. La loi de groupe
s’écrit alors sous la forme :

(u1,v1)(u2,v2) = (€"uy + ug, v1 + v2).

Soient U, et I'y, les sous-groupes de P, engéndrés par u,, = (p™,0)
et vm = (0,p™) respectivement. Si (u,0) € U, et (0,v) € I';,, on a
(0,v)(u,0)(0,v)"! = (e7%u,0) € U,y. Donc Uy, est distingué dans P,
et on a I'y, = Py, /U,,. Ces deux sous-groupes U, et I';,, sont isomorphes a
Zy 5 ils sont donc de dimension cohomologique 1. Cela implique P, est de
dimension cohomologique < 2.
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Si G est un groupe topologique, si V' est une Qp-représentation de G,
on note le groupe de cohomologie H (G, V) la cohomologie continue de G
a valeurs dans la représentation V. Si G est pro-p-cyclique, si go est un
générateur de G, on a [18, Prop. 1.6.13] :

(4.1) HY(G, V) = V/(g0 - 1),
ot un 1l-cocycle (g — ¢4) est envoyé sur 'image de ¢g4, dans V/(go — 1).

Lemme 4.1. L’action o de Ty, sur V/((p™,0) — 1) induite par celle sur
HY (U, V), est obtenue en tordant l’action originale * sur V par le caractére
A& = e TP ou vy = (0,p™). Plus précisement, si x € V/(um — 1) avec
Um = (p™,0) et si (0,v) € Ty,

zo (0,v) =e "z (0,v).

Démonstration. On démontre le lemme par le calcul suivant : si (0,v) € Ty,
on a

(e (0,0))y,, = C(0,0)um (0,0)~1 * (0,v) = cle—vpm gy * (0,v) = Cpemv (0,v);

de plus, la formule de 1-cocycle et l'identité c(m gy * (p™,0) = C(pm,0) dans
V/((p™,0) — 1), nous donnent c,e = acy,, pour tout a € Z, et donc

Clpm 0)e? * (0,v) = cpm,0) = (€ cm o)) * (0,v) — cpm )
= c(pm o) * (e77(0,v) = 1),
ou ™" agit sur ¢(m o) par multiplication par e™". (|
Lemme 4.2. Soit V une Q,-représentation de P, ; alors on a
H2 (P, V) 2 V/((5™,0) — 1, (0,p™) — ™).
Démonstration. On a une suite exacte de groupes
1-U, —»>P,—T, —>1

et la dimension cohomologique de P,, est < 2. Donc la suite spectrale de
Hochschild-Serre nous fournit un isomorphisme :

H?(P,,, V) = HY(T,,, H (U, V), ot Paction de T, sur H (U, V)
est donnée par
(U cy) = (U (CxY)u i= Cyyy—1 % 7).

Les Uy, Iy, sont des groupes procycliques avec les générateurs (p™,0) et
(0,p™) respectivement. Soit (u — ¢,) un 1-cocycle représentant un élément
¢ de H'(Uy,, V). Alors, par lisomorphisme (4.1), ¢ a pour I'image c¢(,m o)
dans V/((p™,0) — 1). D’apres le lemme ci-dessus, 'action o de T, sur



Le systéme d’Euler de Kato 725

V/(tm — 1) induite par celle sur H'(U,,, V) est donnée par la formule :
zo(0,v) =e Yz (0,v). Donc on conclut par les isomorphismes suivants :

H (o, B (U, V) 22 (V/ (= 1))/ (Y = 1) 2 V/ (= 1,67y = 1),
|

4.1. Cohomologie des représentations analytiques du groupe P,

Définition 4.3. Sin > 1, on note u = (u1,--- ,u,) € C;. On note D(u, m)
la boule fermée

x=(21," ,70) €Cp,vp(x — 1) = 1nf vp(xl —u;) > m}.

1<i<

Une fonction f sur D(u, m) a valeurs dans C,, est Q,-analytique s’il existe

(il € Qe telsque | im  op(as(f0)) + (S ighm = oo

et f(x) = Yienn ai(f,u)(x — u) quel que soit x € D(u, m).

On note C**(D(0,m),Q,) 'anneau des fonctions Q,-analytiques sur la
boule D(u = 0,m). On définit une valuation vy sur C**(D(0,m),Q,) &
valeurs dans Z :

vo : C*(D(0,m),Qp) — Z; vo( Z ai(f)x') = inf {Z ijlai(f) # 0}.

ieNn ien
Cette valuation induit une filtration sur C**(D(0,m), Qp) : pour tous k € Z,
Fil* C*(D(0,m), Qy) = {f € C**(D(0,m), Qy) : vo(f) = k}.
Si m > v,(2p) est un entier, on pose
P ={({8)bep"Zy,d el +p"Zy}.

C’est un groupe analytique p-adique compact. Si u,v € p"Z,, on note
(u,v) Pélément (§ %) de Py,. La loi de groupe s’écrit alors sous la forme :
(w1, v1)(ug, v2) = (e™ur + ug, v1 + v2).

Définition 4.4. (1) Une fonction f sur P,, a valeurs dans Q, est Q,-
analytique s’il existe une fonction Qp-analytique f sur D(0,m), telle
que, Yu,v € p"Zy, fF((§ %)) = f(u,v).

(2) Une représentation analytique V' de Py, est un Q, espace vectoriel de
dimension finie muni d’une action continue de P,,, et les coordonnées
de la matrice de (u,v) € P, dans une base de V soient Qp-analytiques.

Soit V' une représentation analytique de P,,. Comme V est une repré-
sentation analytique, on dispose des opérateurs 9; : V — V, pour i = 1,2,
définis par :

(4.2) z % (u,v) = = + ud1x + vz + O((u,v)?),

ott O((u,v)?) est une fonction analytique sur P, de valuation > 2.
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Lemme 4.5. Ces opérateurs ont des propriétés de dérivations : si x1 €
Vi,xzo € Vi, ou Vi,Va sont des représentations analytiques de P,,, et si
1=1,2, on a

Oi(z1 ® 12) = (0ix1) ® x2 + 1 ® jza.

Démonstration. Soit (u,v) € P, et soient 1 € Vi et xo € Va. De la
définition de 9;, on a

(21 ® o) * (u,v) = 21 ® T3 + udy (r1 ® T2) 4+ V02 (21 @ x2) + O((u,v)?).
D’autre part, on a
(1 ® xa) * (u,v) =21 ® T2 + u((O121) ® T2 + 21 ® (O122))
+0((0221) ® 22 + 21 ® (Q212)) + O((u, v)?).

On déduit les propriétés de dérivations de 0; pour ¢ = 1,2 en comparant
les deux formules ci-dessus. O

Soit v € Py, ; I'image de la fonction analytique o, : Z, = Py, ay(z) = ¥*

est un sous-groupe a un parametre. Alors on peut définir une dérivation

0y : V= V par rapport a a, par la formule : 0, (x) = lim, ‘”7;#
Lemme 4.6. On a les relations suivantes :
O =p "0y, 0o—1=p "0 pm, .
Démonstration. Soit x € V. Par définition, on a
O = i T =Ly ZEOT DO T g,

Alors 01 = p~™0,,,. De la méme maniere, on a
O =p "0y, et 0y —1= p_m(?e,pmwm.
O

Remarque 4.7. Si V est une représentation analytique de P,, munie d’un
Zp—réseau7 T tel que T est stable sous l'action de P,,, et si z € T, alors du
lemme précédent, on déduit

X 0
z*(u,v) = uled L2
= 5%
i 5J S "
avec 8182,33 e p~sHIT ¢ p=mU+I)T pour certain s < m.

7. 1l existe un tel réseau si m assez grand.
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Si z € V est dans le noyau de l'opérateur u,, — 1 (resp. e "7, — 1) sur

V, alors x est dans le noyau de 'opérateur 0; = p~™ lim ”I’J”nfl (resp.
n—-4o0o

0o — 1) sur V. Ceci nous fournit une application surjective naturelle :
¢:V/(01,8, = 1) = V/(p™,0) = 1,(0,p™) — ).
Lemme 4.8. ¢ est un isomorphisme.

Démonstration. On est ramené a montrer que Kerd, = Ker(u,, — 1) (resp.
Ker(02 — 1) = Ker(e ?",, — 1)). On a montré I'inclusion Ker(u,, — 1) C
Kerd; (resp. Ker(e™?"~,, — 1) C Ker(dy — 1)). Alors il reste & montrer
I’inclusion inverse.

Soit x € Kerd;. Comme on a O1u,, = umn01, 'espace Kerd; est stable
sous l'action de u,,. De plus, il existe une base S de Kerd; telle que la
matrice de u,, peut se mettre sous la forme de Jordan. Soit A une valeurs
propre de Up|Kers,- Comme V' est une représentation analytique de P,
A" est une fonction analytique sur Z,. Comme la matrice de d; dans cette
base est 0, on a log A = 0. Ceci implique que A est une racine de 'unité (.
De plus, ¢* est une fonction analytique en variable x sur Z, si et seulement
si ¢ = 1. Donc la matrice de u,, dans la base S est unipotente et on peut
supposer qu’elle est de la forme I + A avec A une matrice nilpotente.

Comme 07 = 0 sur Kerdy, on a log(l + A) = 0. D’autre part, on a

log(I + A) =A% %), ot Y% E;fl))' est une somme finie. Comme

S 0 " +1), est inversible, on obtient A = 0. Ceci équivaut a la condition

Kerd; C Ker(uy, — 1). De la méme maniere, on obtient Ker(dy — 1) C

Ker(e P"~,, — 1). O
Par conséquent, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 4.9. On a un isomorphisme naturel
(4.3) H?(P,,, V) 2 V/(01,05 — 1).

Rappelons que le groupe de cohomologie H?(P,,, V) est la cohomologie
continue d’un groupe p-adique a valeurs dans la représentation analytique
V. On pose C°(P,,,V) = V et note C*(P,,,V) le groupe des homomor-
phismes continus de P}, a valeurs dans V. On peut le calculer par le com-
plexe nonhomogene C® des cochaines continues

d
0—=CO(P,,, V) —2w . 2 onvp, vy L on(p, V) s
avec les différentielles d,, données par les formules

(dnf)(v15 - s ma1) = fly2, o 5 m) * M+

+Z FOn v i) F (DM ().
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Comme V est une représentation analytique, le complexe C*® des cochaines
continues contient un sous-complexe C*"* des cochaines analytiques avec
les mémes différentielles :

d(] dn—Z dn—l
0 —— Can,[) e e Can’n_l cann cee

ott Ca0 =V et C3M" est le sous-module des fonctions analytiques sur P?, &
valeurs dans V de C"(P,,, V). En particulier, tout élément de C*"2(P,,, V)
peut s’écrire sous la forme :

_ i, 7.k,
Cluv),(zy) = Z Cijreu v’ xy', avec ¢ € V.
1,J,k,{>0

La filtration sur C*""(D(0,m), Q) définie par la valuation vy induit celle
sur le complexe C*™*. Quel que soit kK > 1, on a

Fil® cane / Filk ¢ame 22 PSke on PSF® est le complexe

do d

0—>PY, e opnt lpn
ot PL i I'ensemble des polynomes de degré < k sur P! & coefficients dans
V et les differentielles sont ceux du complexe C** modulo les termes de
valuation > k + 1.

Considérons le complété du complexe C*>® pour sa filtration au-dessus,
on obtient un complexe S°® suivant :

dn— dp—
0 HSO(Pm, V) & L2 S”_l(Pm,V) *Lsn(vav) _—

ott 8¢(P,,, V) I'ensemble des séries formelles sur P? & coefficients dans V
et les differentielles sont celles du complexe C3*. Alors C*"*® est un sous-
complexe du complexe S°.

On note H*¢(P,,,, V) le groupe de cohomologie calculé par le complexe
C?™® . La proposition suivante montre que le sous-complexe C?™* calcule le
groupe de cohomologie H?(P,,, V) :

Proposition 4.10. Soit V une représentation analytique de P,,. Alors
(1) tout élément de H%(P,,,V) est représentable par un 2-cocycle analy-
tique ;

(2) l’image d’un 2-cocycle analytique,

(w0, (2,9) = Cunp o) = D Cigrau'v’z"y,
i+j+k+1>2

sous l’isomorphisme (4.9) est aussi celle de (5(2)(c(u7v)7(x7y)) = €1,0,0,1—C0,1,1,0
1%
dans =T
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Par l'isomorphisme (4.9), il suffit de montrer le (2) et montrer que 'ap-

plication
52 : {2-cocycle analytique} — V

induit une surjection de H*2(P,,, V) — V/(dy,02 — 1).

La démonstration de la proposition (4.10) se sépare en trois étapes :
(1) On calcule la cohomologie H? (PSI’“) On est ramené a étudier la coho-
mologie des complexes quotient Fil‘ C2™®/ Fil‘+! cane .

. d dn—
Pie: 0 ——>=PY(Py, V) == o PP (P, V) = P (P, V) ——
ou P;* est ’ensemble des polyndémes homogenes de degré i sur P}, a coeffi-
cients dans V. C’est le sujet du lemme 4.12.
(2) On montre que, soit

Clu,w),(zy) - ((’LL, U), (l‘, y)) — Cluw),(z,y) = Z Ci7j7k7lui7}jl‘kyl
itj+k+I>0
un 2-cocycle du complexe S®, alors ¢y ), (z,y) = (€1,0,0,1 —€0,1,1,0)uy est un 2-
cobord du complexe S§°® (c.f. lemme 4.13). En effet, I’étape (1) nous permet
de montrer le résultat a la main.

é?;)n .On montre que, quel que soit ¢y ) (

zy) Ul 2-cocycle analytique dans

((u7 U)v (:B, y)) — Cluw),(z,y) = Z Ci,j,k,luz’l)].%kyl,
i+j+k4>0

alors ¢(y ) (2,y) — (€1,0,0,1 = €0,1,1,0)uy est un cobord analytique. En effet, on
peut controler le 2-cobord dans 1'étape (2), ce qui permet de montrer qu’il
est un 2-cobord analytique.

Tout d’abord, on fait une remarque sur la relation de 2-cocycle du com-
plexe P™*®. Soit ¢(y),(z,y) Un 2-cocycle du complexe P™*, par définition il
vérifie la relation :

Cla) () * (Us V) = Cluw) () () T Cluw),(@w)(nB) ~ Cluw),(z.y)
=0 mod Fil*t!can3,

La loi de groupe de P, devient simplement :

Cluw)(@,y),(@,8) = Clutvvty),(a,B)

De plus, soit (u;,v;) € Py, pour i = 1,2,3; si f((ug,v2), (us,v3)) est un
polynéme homogene de degré n a valeurs dans V', alors il est de la forme

> ai,jykylulzv%ulgvé avec a; k1 € V et (ui,vi) agit sur f a travers
i+j+k+l=n
I’action de P,, sur V :
(4.4)

i gkl i gkl

(> agrubvsusy) x (o) = ) aggkg (un, v ubusus vy
it j+htl=n itj+htl=n
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Comme l'action de (ug,v1) sur les coefficients a; ;. se factorise a travers
les opérateurs 0; et 0y dans la formule (4.2), 'action de (u1,v;1) est triviale
dans la formule (4.4). Donc, la relation de 2-cocycle ainsi que celle de 2-
cobord dans P™* se simplifient

Clay)(,8) ~ Clutaoty),(@B) T Clup),(eray+8) ~ Cluw),(zy) = Ui
(dQ)(u,v),(m,y) = Q(u,v) - Q(u+x,v+y) + Q(m,y)a ouQ € P%(Pma V)
Définition 4.11. On dira qu’un polynéme

P((u,v), (z,y) = > cijrur’a®y' € P
i+j+k-+l=n

(4.5)

est de valuation faible m si m = min{i + j, k +1: ¢; j 11 # 0}.

Sin > 2, soit ¢y, 2y un 2-cocycle du complexe P™*. On note la
dérivation en la i-iéme variable par D; pour 1 < i < 4.

Lemme 4.12. (1) Sin = 1, alors tout 2-cocycle de PL* est nul.
(2) Sin = 2, tout 2-cocycle du complexe P** peut s’écrire sous la forme
sutvante :
0, J ek, L
Cluw),(z,y) — Z Ci,j,k,lulvjx v,
it j+k+1=2

ot cjjp; sont dans V. Alors, son image dans le groupe de cohomologie
H2(P?*) est aussi celle de (1001 — C0.1,1,0)UY-
(3)Sin >3, le groupe de cohomologie H2(P™*®) est nul. En particulier, si

— 1,5k, 0
C(u,v),(:c,y) - Z Ci’j7k7lu U]x y
i+j+k+l=n

est un 2-cocycle du complexe P™*, alors le polynome homogéne de degré n

QX,Y) =

1 n—2 1 e
—(c1,0n-1,0X" + con-1,01Y") + Z ———Cp k1 0 X TRy R
n k1

vérifie la relation ¢ = —dQ.

Démonstration. (1) Sin =1, un 2-cocycle ¢, ) (z,y) de PLe gécrit sous la
forme aiu 4 asv + asx + aqy avec a; € V pour 1 < ¢ < 4. Alors la relation
de 2-cocycle (4.5) se traduit en la relation : a1z + asy + asa + a48 = 0, ce
qui implique a; = a3 = a3 = a4 =0.

(2) Sin = 2, s0it c(yy),(z,y) un 2-cocycle du complexe P2e. Alors, Cluw),(2,y)
peut se ranger par la valuation faible sous la forme :

Cluw),(z,y) = POl(u7v) + POQ(xv y) + P1(u,v,x,y),
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ot Py (u,v) = cuu? + cyv? + cppun, Poa(x,y) = cox? + cyy2 + czyxy sont de
valuation faible 0, et P;(u,v,z,y) = > civjvkvluivjxkyl est de
i+ j+h+H=2
(4,5)#(0,0),(k,1)#(0,0)
valuation faible 1.

Pour les termes €1,0,1,0Ux + €0,1,0,1VY et c1 ,0,0,1UY + €0,1,1,00T, O pOS€e

Q21(z,y) = 3(c1,0,1,02% + co,1,01y%) et Qaa(z, y) = co,1,1,02y dans Py res-
pectivement. Donc on a

Q21 (u+z,v+y) — Q21(u,v) — Q21(z,y) = c1,0,1,0uT + €0,1,0,10Y;
Qau(u+z,v+y) — Qu(r,y) — Q2(u,v) = co1,1,0(uy + vx).

On pose Q2 = Q21 + Q22 et alors
Cluw),(ay) = Po1(u,v) + Poz(z,y) — dQ2 + (c1,00,1 — c0,1,1,0)uy-

Par ailleurs, (1,001 — ¢0,1,1,0)uy est un 2-cocycle. On peut alors supposer
que le 2-cocycle c(y ) (z,y) est de la forme Py (u,v) + Poz(7,y). La relation
de 2-cocycle (4.5) nous fournit la relation suivante :

Poi(z,y) — Poi(u+ z,v 4+ y) + Poe(z + o,y + 5) — Poz(x,y) = 0.

Si on évalue en (z,y) = (0,0), alors on a —FPpi(u,v) + Poa(c, B) = 0, cela
implique que Py; = Py = 0.
(3) Si n > 3, La relation de 2-cocycle (4.5) nous dit que la fonction analy-
tique dans six variables
g(u, v, T, Y, &, /8) = Czy),(a,8) — Clutz,v+y),(a,B) + Cluw),(z+a,y+8) — C(u,w),(z,y)
est identiquement nulle. En développant cette fonction g dans les variables
(u,v), on obtient :
— u(D16) @) (@,8) ~ V(D26) (@), (a,8) T U(D16)(0,0), ()
+ v(D20)(0,0),(z+a,y+8) T €(0,0),(x+ay+8) — €(0,0),(xy)
— u(D1¢)(0,0),(2,y) — v(D26)(0,0),(z9) + O(u,v)?),

ott O((u,v)?) note les termes de valuation faible > 2 dans les variables
(u,v). Alors, pour ¢ = 1,2, on a

(4.6) (Di€) @),(,8) = (Di€)(0,0),(z+ay+8) — (Di€)(0,0),(2.)-

De la méme maniere, si on développe la fonction g dans les variables (a, 3),
on obtient les relations suivantes pour j = 3,4 :

(D) (), (z,y) = (DiC) (uta,vt4),0,0) = D5C) (21),00,0)-
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On pose deux polynémes homogenes de degré n—1 > 2 dans les variables
(X,Y):
Qx(X,Y) = D10)po,xyv)= Y. CcromX Y
1+k-+l=n

Qv (X,Y) = (Dac)xyy00 = D CijoaX'Y.
1+itj=n

(4.7)

Ensuite, on développe la fonction g dans les variables (u,v,a, 3) et on
obtient

—u((D C)( 0,0) F a(D3D1¢) (5.4).0,0) + B(DaD1¢)(2.4).0,0))
— v((D26)(2.9).(0.0) + ¢(D3D2¢) (2.4).0.0) + B(D4D2¢) (). 0.0)) + O((cr, B)?)
((D3c) 0,0),(z,y) +U(D1D3C)(OO ) (z,y) +U(D2DSC )

+ 5((]:)46)(0,0)7(%7;) + U(D2D4C)(070)’(Ly) + U(D2D4C)(070)’(x7y)) + O(( u, ) )
Les coefficients des termes u,v, o, 3, ua, uf3, va et v nous donnent les
relations :

(4.8)

(D16)(29),00,0) = (D26) (2,9),00,0) = (D3¢)(0,0,(z) = (D1)(0,0),(z) = 03

(4.9)

(D3D16) (,y),(0,0) = (D1D3¢)(0,0),(2,); (D1D16) (29),(0,0) = (D1D1€)(0,0), (2,3

(D3D26) (2,4),(0,0) = (D2D3¢)(0,0),(2,); (D4D26) (24),(0,0) = (D2D4€) (0,0), ()
Alors, on obtient

Iy Qx(X,Y) = (D4D1¢)(0,0),(x,v) = (D1D1c)(x,v),00,0) = OxQy (X, Y).

Par ailleurs, on a @x(0,0) = Qy(0,0) = 0. On en déduit qu’il existe un
polynoéme Q(X,Y) homogene de degré n tel que OxQ = Qx et Oy Q = Qy :

QX,Y) = %(0170,71—1,0)(” + con-1,01Y") + :2_22 7%_:::’]1“’0’1 XLy kL
Ceci nous donne un cobord
dQ(z,y,a, ) = Q(z,y) — Qz + o,y + 8) + Q(a, )

vérifiant la relatlon Dic = —D1dQ et Dyc = —D4d@Q.

Le 2-cocycle c(z Mgy = €+ dQ)(zy) (a,p) Vérifie la relation

ch = D4c =0,
ce qui montre que ¢ est de la forme > jth=n cj,kyj aF. Par ailleurs, on a
Do) ey = > dejuy’ ok
j+k=n

(DZC/)(O,O,w+a,v+B) = Cl,n—l(m + Oé)n_l; (DQC/)(O,O,x,y) = Cl,nflajn_l.
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On déduit que ¢;r, = 0 si j # 0, par la relation (4.6). Alors on a
c’( ) = Con”. Enfin, la relation (4.8) nous permet de conclure que
tout 2-cocycle du complexe P™*® pour n > 3 n’a pas les termes de valuation
faible 0. Alors on conclut que le 2-cocycle ¢ est nul.

g

Lemme 4.13. Soit V' une représentation analytique de P,

(1) Quel que soit ¢ € V', la fonction ((u,v), (7,y)) = Cluw),(v,y) = CUy est
un 2-cocycle. Réciproquement, tout élément de la cohomologie H2(S®) est
présenté par un 2-cocycle de cette forme.

(2)81 Cluw)(2y) = D it jrht>2 ci,j,k,luivjxkyl est un 2-cocycle analytique,
alors il existe une suite de polynome homogénes {Qn € Pi',n > 2} telle que

Cluw),(z,y) = (€1,0,0,1 = €0,1,1,0)UY — Z dQi,

ot Qy, est defini par récurrence :

1
Q2(X,)Y) = 5(0170,1,0X2 +¢c01,01Y%) +co110XY
n
et si Qn(X,Y)= > b,(cn)X”_kYk, alors
k=0
1 1 _
b = —C0n=101, bé") = ﬁ(cl,o,n—l,O - 311?8“ 1)),

(4.10) 1
b\ = = (enri-100 = (n —k)p"Y), sil<k<n—1
Démonstration. La premiere assertion est une conséquence directe de la
deuxieéme. Il suffit de montrer la (2). Soit

e
o)) = D2 Cigra'v’a"y
it b1
un 2-cocycle du complexe S°.
D’apres le lemme 4.12, par récurrence, il existe une suite de polynoémes
homogenes {Q, € PL},>3 telle que I'on peut écrire ¢ sous la forme

n—1
N (n) i gkl
(c1,001 — Cop,1,0)0uy — > dQ; + Py, ot Py = > Ci v’ Ty
i—2 it rht>n

est une fonction analytique sur P2, de valuation > n. On s’intéresse aux

coefficients c( )k 1401 €t Cgo)n 10 dans P, pour 0 <k <n —1.
Par allleurs les termes de degfe n dans P, provennant du cobord d@).

0105 Qe
avec 2 < e < n — 1 sont dans les termes >, .\ -, u' v3$ et

Sy lll((ey — Du)!05%Qe(X,Y)|usta vty par la relation de 2-cobord
(dQe)(u,v),(a:,y) = Qe(xa y) * (u, 1)) - Qe(eyu +x,v+ y) + Qe(ua 1)),
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laction de (u,v) sur Q.(x,y) et les égalités
+oo
1
Qe(eyu+x7 'U+y) = Qe(u+$a 'U+y) + Z ﬁ((ey - l)u)la_lXQe(Xv Y)’u—l—z,v-&-y'

Si Qn(X,Y) = Z " x - kYy® on a la relation de récurrence pour

(n) (n
Crlk—1k,0,1 €0 Clon—10 "

(n) (n) (n—1)
COn—1,01 = C0,n—1,0,15C1 0 n—1,0 = €1,0,n—1,0 — by
(n)

-1 .
k01 = Cnmkton — (M= k= B i 0 <k <n—2

D’apres le lemme (4.12), on a donc

1 e
Qn(X,Y) = Cgon 10X +Zk—|—1 k1 k01X oty ki

et on en déduit que

(n) 1
b(n) = *Con 1,0,1 — ECO,nfl,O,lv

n 1 e
by = *Cgo)n 10= g(cl,o,nfl,o — oY),

n 1 n— .
b = k;gkml_%m%mﬂ&rw —RpY), sl <k <n-— 1.

g

Soit V' une représentation analytique de P,, munie dun Zp,-réseau T
qui est stable sous l'action de P,,. On définit une valuation vy sur V par
rapport a T :

siz € V,op(x) =min{n:z € p"T}.

Soit @ € T et soit (u,0) € Py, ; on a o * (u,0) = x + udz + O(u?) et on a
donc Oyx € p~™T.

Lemme 4.14. Soit V wune représentation analytique de P,, munie d’'un
Zp-réseau T' qui est stable sous l'action de P,,. Soit

c= Z cijkluivj:ckyl
i+j+k+1>2
un 2-cocycle analytique du complexe C*™* avec vr(c; jry) > —m(i+j+k+1).
Si {Qn(x,y) = Z b(n n=kyk ¢ PV est la suite de polynomes homogénes

construite dans le lemme précédent, pour tousn >2 et 0 <k <n, on a

vT(b,(i,n)) > —mn — vp(n!).
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Démonstration. Si n = 2, le lemme est vrai par la formule explicite de
Q2(x,y). La relation de récurrence (4.10) de b,(Cn) nous donne la relation

suivante :

(4.11)
b = ECO ne1013b5” = l(01 on_1.0 — O
! no R n ” ’ 0 3
n—3 i -
k—1 i i
v = tk—n) . (k=n)" n-tk)
bk - — mcn—k,k—l—z,o,l + Tbo , Sl 1 < k <n-— 2.

On en déduit que le lemme est vrai pour b%n).
On montre par récurrence que vT(bén)) > —nm —vp(n!) pour tous n > 2.

Supposons ’()T(b(()e)) > —em —vp(e!) pour 2<e<n-—1.0Ona

UT(alb((]n_l)) > —nm — vp((n — 1)!)

car vr(01x) > vr(x) — m. On déduit de la relation de récurrence b(()") =

L1 0m10— albén_l)), que vT(bén)) > —nm — vp(n!) pour tous n > 2. On
adonc,sil<k<n-—2,

—n)k ne
vﬂ“ﬂd)% MY > —m(n — k) — vp((n — k)) — vy (k1) > —mn — vy(n!).

Par ailleurs, on a vp(%cn,k,k,l,w,l) > —m(n — i) — vp(k!) pour tous

1 <i < k—1. On en déduit que, UT(b,(Cn)) > —mn—uvp(n!),sil <k <n-—2.
Enfin, on a

_1\n—2
B Clin—2-i0,1); UT(((nl_)l)!b?))}

n) : (-1’
vrth) 2, o oy

> —mn — vp(n!).

Ceci permet de conclure le lemme.
O

On revient a la démonstration de la proposition (4.10) :

SOt Cluw),(zy) = Doitjtkti>2 ci,j7k7luivj:vkyl un 2-cocycle analytique
du complexe C*"*. Il existe une constante N assez grande telle que
pNeijrr € pm(MTVEHFRADT pour tout 4,4, k, 1. Alors, on peut rempla-
CeT C(yp),(z,y) PAr un 2-cocycle vérifiant la condition du lemme 4.14. Donc

n o
il existe une série de polynémes homogenes {Qy(z,y) = > bgn)mzy”_l €

=0
(n)

77711}”22 telle que v (b; 7)) > —mn—uvy(n!) > —(m+v,(2p))n et Cluw),(zy) =
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+o0 +oo
(€1,001—C01,1,0)uy— Y. dQ;. Par conséquent, la série Y @Qp(u,v) converge
=2 n=2
vers une fonction analytique Q(u,v) sur Py, (2p)-

Par la suite spectrale de Hochschild-Serre
ES? = HP (Prn /Py 20) HU(Prna 2p), V) = HPFI(Py,, V),
on a une suite exacte

0 —H? —=H%(P,,,V) — HQ(PerUp@p), V),

ot H? est muni d’une filtration 0 — H3 — H? telle que H?/H?Jrl =
E3*7". Comme HJ (Prntu,(2p)s V) est un espace vectoriel sur Q, de di-
mension finie et P,,/P,, +u,(2p) €St un groupe fini d’ordre p?, on obtient
H (P /Pt 2p)> B (Pt 2p), V) = 0, pour tout i > 0. Ceci implique
que H? = 0. Autrement dit, I'application de restriction est injective. L’ar-
gument ci-dessus donne que ¢((y,v),(z,y)) — (€1,0,0,1 — €0,1,1,0)uy est nul sous
I’application de restriction. Donc

() () = (€1,0,0.1 — Co.1,1,0)uy € HA (P, V).

Enfin, comme uy est un 2-cocycle, on peut prendre n’importe quel co-
efficient ¢1,0,0,1 — c0,1,,0 € V. Donc tout élément de V/(01,0; — 1) est

ybydy

représentable par un 2-cocycle analytique.

4.2. Cohomologie des IB%;_R (Rﬂpm)-représentations du groupe Pg,,.

Proposition 4.15. Soit M > 1 un entier tel que v,(M) = m > v,(2p) ;
soit V une Qp-représentation de Pg,, munie d’un Z,-réseau T tel que Pg,,
agit trivialement sur T/2pT, alors, pour i € N, Ty induit un isomor-
phisme :

Tar - H' (Pgy,, C(RY,) ® V) = H(Pyg,,, R}, @ V).
Pour démontrer cette proposition, on a besoin de lemmes préparatoires :
On a une décomposition (C(ﬁj\%poo) = R&1, ® Xy comme &},-module de
Banach, ou Xy = {z € (C(R}DPOO)\TL"M(QU) = 0}. On note J' = Un#N.

D’apres le corollaire 3.7, un élément = de Xj; s’écrit de maniere unique
sous la forme

(112 =S @
(4,5)¢(0.N),(i,5) €T x J!

tend
1 que

ol a;j(x) est une suite d’élément de Fis vérifiée que vp(as;(x))
vers +o0o a l'infini (i.e. VN > 0, Pensemble de (i,j) € J X
vp(aij(z)) + 4 < N est un ensemble fini).

v
J' te



Le systéme d’Euler de Kato 737

Lemme 4.16. (1) Un élément x € X]me st et seulement si a;j(x) = 0 pour
tout j ¢ N;

(2) On a une décomposition Xpy = X" ® Yar comme 8&1,-module de Ba-
nach, ot

Yy ={z= Z aij(ﬂf)C&fI?\/f} C Xym-
(i,5)€Jx(J'—-N)
Démonstration. On déduit les resultats du corollaire 3.7. O
Soit eq, - ,eq une Zy-base de T'. Tout élément x € Xp; ® T' s’écrit uni-

quement sous la forme Zle z; Qe; avec x; € X On définit une valuation
v sur Xy ® T par la formule : v(z) = infj<;<q vp(x;).

Lemme 4.17. I existe des isomorphismes de ﬁj\%—modules :

(1) (XM ® T)Um o~ (X]me ® T)Um o~ XJ\(’;’” ® TUm :

(2) Zy = (XY @ T)/(um — 1) 2 H (U, Xor @ T).
Démonstration. On se ramene a montrer que 'opérateur u,, — 1 est inver-
sible sur le ﬁ&—module Yy ® T. On a la formule explicite de u,, — 1 sur
T = > aij(z)Cyahy € Yar

(4,5)€Ix(J'—-N)
(um = V(2) = Y a(@)C (G — Dayy
(4,7)€Jx(J'—N)

Comme 0 < vp(Gm — 1) < ]ﬁ7 2 (i,j)eTx (J'—N) ai(x)Ch (Gh — 1) gy,
est encore un élément de Yj;;. Donc 'opérateur u,, — 1 est inversible sur
Y et on a v((uy, — 1) 1z) > v(z) — 1%‘

L’opérateur u,, — 1 sur Y); ® T se décompose sous la forme :

U — 1= U @1 =1+ (up @ 1)1 @up —1) = (up @1 —1)(1 + '),

ottt = (upm ®1—1)" (uy ®1)(1 @ uy, — 1). On se rameéne & montrer que
(14 ') est inversible sur Y3y ® T. Comme Py, agit trivialement sur 7'/2pT,
on a

V(1@ um —1)(z; ®e;)) > v(z; ®e;) +vp(2p), siax = sz ®e €Yy @T.
i

Ceci implique que
V(1 ®@up — 1)z) =info((1 @ upy — 1)z; ® €;)
7

> inf o(e; © €:) + 0p(2p) = v(z) + 1y(2p).

Par conséquent, on a v(u/(x)) > v(x)+vpy(2p) —p%l. Ceci permet de montrer

que la série 3,70 (—u’)™ converge et sa somme est 'inverse de (1 + u') sur
Yy ® T. Donc u,, — 1 est inversible sur Yy ® T. O

Lemme 4.18. Sia € Zj, l'opérateur aym — 1 est inversible sur X]g[m.
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Démonstration. Comme un élément x dans X]\U/[m s’écrit sous la forme
Z Z air(2)C gk, avec aij(z) € Fu,
i€J,i#0 keN
I’action de a7y, — 1 sur un élément = € XJ\UJ’” est donnée par la formule :
i(eP™ 1 .
(aym — 1)z = Ziej,#o 2 keN aik(iv)(aC;(rs ) 1)@7\4‘]&4
Comme 7 # 0, on a 0 < vp(ag,(yfp D _ 1) < ]ﬁ. On en déduit que

aYm — 1 est inversible sur XAUj” avec la formule de I’action de (a7, — 1)~}
sur X][\]/[m donnée par

_ i(eP™ —1 L
(@ — D) e= 3 S an(al TV = 1)1 dh.
i€J,i#0 keN

Revenons a la démonstration de la proposition 4.15 :

Démonstration. On se raméne & prouver H (P,,, X3y ® T) = 0. Si on a
(4.13) H (Up, Xy @T)' =0et H(Up, Xy @ T)/ (9 — 1) = 0,

alors, (1) si ¢ = 1, par la suite exacte d’inflation-restriction, on a :

0— HY Ty, (X @ T)V) —
H' (P, Xy @ T) = HY(Upp, Xy @ T)'™ =0 — 0.
Par ailleurs, on déduit H(T',,, (X ® T)Y™) = 0 des lemmes 4.17 et 4.18.
Ceci permet de conclure.

(2) si ¢ = 2, d’apres la suite spectrale de Hochschild-Serre, on a ’isomor-
phisme :

Hl(Um,XM ®T)
(7m - 1)

On montre (4.13) dans la suite. Notons Zy = (X" @ T)/(tm — 1).
D’apres le lemme 4.17, on a le diagramme commutatif :

H?(Py, Xy @ T) 2 HY (T, H' (U, Xr @ T)) = = 0.

0——=Zy ——H (U, Xy @T) —=0
le?m%n—l lvm—l
0——=Zy ——H'(Up, Xy ®T) —0.
On factorise opérateur e " v,, — 1 sur XAU[L ® T sous la forme suivante :
e 1= (e @l -1+ (e e )(1®e ™y, - 1)
= (P @1 -1)(1+7),
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oty = (e, @1 -1 ey, ® 1)1 ® e ?"y,, —1). Comme
e P"~, ®1—1 est inversible sur X]\Uj” ® T d’apres le lemme 4.18, on se
ramene & montrer que 1 + 7' est inversible sur Xj\lf[m RT.
Par ailleurs, siz =)z, ® e; € X](\Jj” ®T, on a
V(1@ ey — 1)()) = vp(2p) + v(2)
car P, agit trivialement sur T/2pT. Ceci permet de montrer que la série
20 (—)" converge et sa somme est U'inverse de (1 +4) sur X\ @ T.
Donc e P"4,,, — 1 est inversible sur Xg[” ®T. On en déduit que 'opérateur
e*pm'ym — 1 est inversible sur Zj;. Donc on a
HY(Upp, Xy @ T)'™ =0 et HY (U, X @ T) /(Y — 1) = 0.
O

Proposition 4.19. Soit v,(M) > v,(2p) ; st V est une Qp,-représentation
de Pg,, munie d’'un Zy-réseau T' tel que Pg,, agit trivialement sur T /2pT,
alors pour © € N, Ry induit un isomorphisme :

Ry : Hi(PﬁAfv]BIR(ﬁme) ® V) = Hi(PﬁM"éJ\—tf ® V)

Démonstration. On pose Xy = {z € BQ—R(R;\F/[poo”RM(fU) = 0}. Quel que
soit n € N, on a une décomposition de IB%;{R(,QX/IPOO) /t" comme KT /t"-
module : IBIR(QLPOO) Jt" = &Y, /t" @ X /t". Cela induit une décomposition
de IB&FR(RLPOO) comme R -module : BIR(QLPOO) = R}, ®X ). On se ramene
donc & montrer : H'(Pg,,, Xpy @ T) = 0.

Soit ¢y un i-cocycle qui présente un élément dans Hi(PRM,X v T).
D’apres la proposition 4.15, 6(cg) est un cobord dans H'(Pg,,, X @ T)
et donc Ocy = dby. L’élément ¢y — d(tgr(bo)) est encore un i-cocycle dans
H'(Pxg,,, Xy ®T), qui est & valeurs dans tX; @ T. On définit une suites
(dby,)nen de i-cobords dans H'(Pg,,, X @ T'(—n)) et (cp)nen de i-cocycles
dans H'(Pg,,, X3r ® T(—n)) par récurrence :

dbp_1 = 0(cn_1) et ¢ =t cno1 — d(tarbn_1))), sin > 1.

Donc, on a ¢y = > 429 t"d(tqr(bn)), qui est une somme des cobords qui
converge dans Hi(Pﬁjw,X M ®T). Ceci permet de conclure la proposition.
O

5. La loi de réciprocité explicite de Kato

5.1. Construction de P’application exponentielle duale de Kato.
On note KT = Q,[[g]] le complété g-adique de 8T et K}, le complété
g-adique de &T-module &}, = &7 [Car, qu]. On a donc K, = Fu[lgn]]-
On note Kt = Q,[[q,1]] le complété G-adique de &7 = 1qr(87)[[t]], ot
I'application tqg identifie &7 & un sous-anneau de IB%XR (EJF). On note I@}CI
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le complété G-adique de ﬁj\r/l comme Rt-module. D’aprés le lemme 3.16,
on a bien K, = K*[Car,dn] = K [Cr, dar] = Fur[lt, ar]]. On définit une
application 0 K1, — Fallau]] par réduction modulo ¢. Elle coincide avec
I’application € sur ﬁM

On note K}, K3,/ (an)™, l@&n = K,/(t,qm)". La représentation
K @ Vi de Pm n’est pas une représentation analytique; mais c’est la
limite projective des représentations analytiques {ICJJ(/[H ® Vi jtnen de Pp,

Lemme 5.1. Les actions de 01 et Oy — 1 surt et Gy sont données par les
formules suivantes :

t ~ . —_ ~ —_
= MQMa82(t) =1t,02(qm) = 0.

Proposition 5.2. [6, Prop. 2.4]57 v,(M) =m > v,(2p) et 1 < j < k—1,
alors Uapplication

O1(t) = 0,01(qmr)

Flanr) = tef > f(anr)
induit un isomorphisme de K3, sur (EJT/[,n—f—j—l ® Vi,j)/ (01,02 — 1), pour
tout n € N.

Démonstration. Les {e! ek 2-iglt2- I, 1 0<i<k—201>0v+1<
— 1} forment une F)-base de Kt M ® Vi,;- Rappelons que I'action de Py,
sur Vi ; est donnée par la formule : e; % (24) = ae; + bea et e % (25) =

ce1 +dea, si (¢ Z) € P,,,. On a donc les formules suivantes pour 'opérateur
o1 :

-m ub, — 1 “m s uby — 1
Oi(e1) =p ngffooel* P e2;01(e2) =p ngrfooez* ST 0.
On en déduit que
i1 O
(5.1) D1 (eleh=271lqe ) = qel Lek 1l gy 4 el eh =2 ’tlvq}\’4M
Ceci nous fournit la relation suivante dans (I@j\r/m ® Vi) /01 ¢
- -1 N
61615 2— ZtlQX/[ _ . 1611-1—1 12€ 3— ztl—Hq})\/[M
k—2—i;
_ (—1)F2l h=2yl+k—2—igv (i)k—?—i
(k—2)! M3 '

Par conséquent, chaque élément de (I@X/[n ® Vi.j)/01 peut étre représenté
par un élément de I@}&n(l ® (e¥2t277)). Ceci implique que le morphisme
naturel de F)s-espaces

¢ Ky, (1@ (e 2279)) = (Kip, © Vi) /01
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est surjectif. La formule (5.1) montre qu’il n’existe pas d’élément non-nul
z dans (I@j\%n ® Vi ;) tel que 012 appartient a I@Lm(l ® (ek=2t>77)). En
conséquence, ¢ est un isomorphisme.
_ Par ailleurs, on a les formules suivantes pour l'opérateur d — 1 sur
Kt ® Vi -

P p

_o—m Tm _ _o—m Tm
Oa(e1) =p ngrfooel* p =0,02(e2) =p nETOOeQ* p

On en déduit que :
(5.2) (By — 1) (eleh™271G8,) = (k — 3 — i + 1)eleh 27y,

On tire la commutativité de 9; et 0 — 1 sur (ICM ® Vi j)n des formules
(5.1) et (5.2). On a donc le diagramme commutatif suivant :

o

(e 27 @ Ky ) — (K @ Vi) /01 -

\L(’b—l i@g—l

(/7779 @ Kifp,) — (K0 ® Vio)n/01

R

On déduit de la formule (5.2) que, 6162 2 ZthM est un vecteur propre de
dy —1 avec la valeur propre (k—3—i+1). Donc K a1 ® e 21277) est dans
I'image de 92 — 1 si l—1 # 0 et donc on obtient (I@}Qn Q@ Vij)/ (01,02 —1) =
]CJr

k—2 .
Mn+1—jt€1 "~ ce qui permet de conclure. O

En composant les applications obtenues dans les paragraphes précédents,
on obtient le diagramme suivant :

H2 (g-ﬁl\/f ) ]le_R ® Vkvj)

(UT

(2)
H? (PﬁM ) BJR (‘ﬁ}\FJpOO ) ® Vk,j)

H?(Pg,,, 83, ® Vi)

J{(3)

eXpT(ato @TL H2 (PR]W’ ’6;’\_4,71 ® Vkvj)

l (4)
¥

K, I‘Lnn(léx/m ® Vij)/ (01,02 — 1),

—
ot
=

1R

ol

e 'application (1), d’inflation, est injective car (IB%IR)QRMP“’ = IBS(J{R(RLPOO)
et Og,, o agit trivialement sur Vi ;;

e (2) est I'isomorphisme induit par "la trace de Tate normalisée" Ry (c.f
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prop. 4.19);
e (3) est 'application naturelle induit par la projection

Rl @ Vi = K ® Vi

e (4) est l'isomorphisme du corollaire 4.9 car ICJT/M ® Vi, est analytique
pour tout n;

e Comme (,6]4\;[ ® Vi,j)n est une représentation analytique pour tout n,
Iapplication (4) se calcule grace a la prop 4.10 . Plus précisément, cela se
fait comme suit :

Recette 5.3. On définit une application res,&n; : léﬂnﬂ-_l ® Vij — IC]DR

en composant la projection I@j\rj’anl@Vk’j — (ICL?nJrjfl@Vk’j)/(@l, Oo—1)
avec l'inverse de l'isomorphisme dans la proposition 5.2. En prenant la
limite projective, on obtient un morphisme resy ; : I@& ® Vi — IC]J(/[. Si
c= (") e @HZ(PRM:KJJ\F/[,nﬂA ® Vi ;) est représenté par une limite
de 2-cocycle analytique (o, 7) — cf,nf) sur Pg,, a valeurs dans I@\}n 4io1 ®
Vj..;, alors 'image de ¢ sous l'application (5) est resy, ;(6®)(c)), ot 6 est
I’application définie dans la proposition 4.10.

On définit I'application expy .., €n composant les applications (2),(3),

(4), (5)-

5.2. Application au systeme d’Euler de Kato. Ce paragraphe cor-
respond au paragraphe [6, §2.4]. Il y a deux modifications, qui permettent
de donner un bon sens pour les calculs :

(1) Colmez a donné une construction d’un 2-cocycle pour 1'élément de
Kato zkato dans [6, §2.4.2], qui est une distribution (cf. [6, footnote
68]). Donc on ne peut pas faire la technique "la torsion a la Soulé".
Par contre, on donne une construction d’un 2-cocycle pour I’élément
de Kato ZKato,c,d, qui est une mesure.

(2) Colmez a déja indiqué un probleme (cf. [6, footnote 70]) dans sa
construction : son anneau IB%(TR est trop petit pour la construction.
On utilise notre anneau IB%l'gg (cf. §3.3 et lemme 5.6) pour résoudre ce
probléme.

5.2.1. Esquise de la preuve du Théoréme (1.4). Soient M > 1 et
A= (:g) avec a,f3,7,6 € {1,---, M} et det A € Z5. On note Ppsa =

144 v, () la fonction caractéristique de A+ MMs(Z). Cest une fonction
invariante sous l'action de Gg,,. Par ailleurs, la distribution zkato.c,da(k, )

appartient & H?(Gg,,, Dalg(M2(Q @ Z)P), V ;)). Alors, on a

/¢M,A2Kato,c,d(kaj) € Hz(gﬁM7 Vk:j)
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et on note son image dans H? (QﬁM,IB%(TR(ﬁme) ® Vij) par zar,4. En outre,

on note Z](*]pi)s c.q(k,j) la distribution sur Ms(Q ® Z)®) 3 valeurs dans &1
obtenue en restreignant la distribution

“Bis,c.d (K, J) € Datg(Ma(Q @ Z), M8 (@)
aMx(Q® Z)(p), et en utilisant I’injection de MZOHg(ngcl) dans ﬁio .

Lemme 5.4. Soit k un entier > 2 et soit j € N tel que 1 < j <k —1. La
(p)

distribution zgy . 4(k, j) est invariante sous Uaction de Gg.

Démonstration. Le groupe Gg agit sur Mcong((@;yd) a travers son quotient
P&Cl vu comme sous-groupe de GLgy(Z). D’aprés le théoréme (2.13), on a :
si v e GLQ(Q & Z)a ins,c,d(ka J)|k7 = ‘ det 7‘j_1ins,C,d(k7j)'

En particulier, si v € GLy(Z), alors on a | det+| = 1. Donc la distribution

zgi)s,gd(k:,j) est invariante sous action de GLgy(%Z). O

Pour montrer le théoréme (1.4), il suffit de prouver :

Proposition 5.5. [6, Prop. 2.5] Pour toute paire (M,A) ci-dessus et
vp(M) > v,(2p), det A € Zy, on a

1 ) iy )
% _ k—2-2j (k—7) ()
eXPKato(ZM,A) = G — 1)!M c,a/M,ﬁ/MEdq/M,(S/M'

Pour démontrer ceci, nous aurons besoin d’écrire un 2-cocycle explicite
représentant zps, 4 et le suivre a travers les étapes de la construction de
I'application expiato-

5.2.2. Construction d’un 2-cocycle. Soient ag,by,co,dy € {1,---,
p" M} verifiant : ap = a,byp = [,c0 = v,dg = § mod M. On note les
fonctions caractéristiques 1(q,1 arpnz,)x (bo+ MpnZ,) s L(co+MpnZy)x (dot+MpZy)
, et

) par ng?bo, w((::’)do, et ng?boj co.do TESPECtivement.

1 ap b
(2 B )+rtraaac,

Notons U; et Uy respectivement les ouverts (o + MZy) x (8 + MZy) et
(v+ MZ,) x (6 + MZ,) de Zz2v et U = U; x Uy que 'on voit comme un
ouvert de My(Zy) et méme de GLa(Zp) puisque det A € Z et p[M.

On définit les mesures algébriques p; € H(Gg,,, Do(U;, Zy(1))), pour
1= 1,2, par les formules suivantes :

(n) / (2P
/ Yot (ao+MpnZ)x (bo+Mp"2) (ZSiogel):

/wgn)d K2 :/ N Td(ZSie el/*
0,40 (co+MpnZ)x (do+Mpn2) &
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On note v = 1 ® pg Vélément de H?(Gg,,, Do(U,Zy(2))). Comme on a
ZKato,c,d(kvj) = (elf_Qti]) * TpZKato,c,d» Ol &

(53) EM,A = /dJM,AZKato,c,d(kvj) = L(€§72t_j) * TV.

Considérons le g-développement d’une unité modulaire, on a une décom-
position du groupe des unités modulaires 2/°°"&(QY!) :

ucong(Qcycl) (Qcycl) % qQ % ulcong(Qcycl)’

ott UP"(QWY) est l'ensemble d’éléments x € U©"S(QWY) vérifiant
vg(z — 1) > 0. Alors on a une inclusion de U<°"&(Q%!) dans (8% [¢~1])*.

Rappelons que, l'expression explicite de® g.(g, ¢%¢%) € U(QY), pour
N un entier > 1, 0 < a,b < N — 1, et ¢ un entier tel que (¢,6) = 1 et
(ca,cb) ¢ NZ?, est comme suit :

2 [[>0(l — ¢ QNCJbV)CQ [Th>1(1 = 7" (g% CX) e
[Ts0(1 = (g% %)) s (1 — ¢ (a%C) )

— 1 —_
Soit g € R; on note g = (g,97,--- ,) un relevement de g dans R(RK) et [g]

2

(54) ¢ (~g8C) S

son représentant de Teichmiiller dans Aj,¢(R). Alors I'élément g.(g, ¢2C%)
est bien défini et appartient a (Uy (ﬁ+)[§*1])*, a multiplication par un élé-
ment de (1, (p, - )9 pres .

Lemme 5.6. Soit ¢ un entier tel que (¢,6) =1 et ¢ =1 mod N. L’élé-
ment 10g[§87%7%] est un élément bien défini dans IBSngg, a addition prés d’'un
élément de Qpt pres .

Démonstration. Pour tout n > 0 (‘resp. n > 1), [1 —q"q%C%] (resp.
[1-— q”q;,“(;,b]) est un élément inversible de Al;. Comme ¢ est de valua-
tion 1 pour la valuation p-adique sur EJF onal[,>o(1—¢ qNCN) converge

dans Up(R ) Ceci implique [],,50[(1 — ¢"q% (% )] converge dans A% De la
méme maniere, on obtient que

2

[sol(1 = 0% G Tl [(1 — (g% C%)) 1
Mosol(1 — a(g% %)) 1T [(1— ¢(a% %) ]

converge dans A} . Donc I'élément [g.(q, ¢%, ¢%)] € Aint(R) est donné par
la formule explicite suivante :

2

O =

[9:(a: 4% %) =G 2 (—q%Ck) 2 x O;

8. on note gc(g, qj‘(,(?v), ce qui est noté g, o » dans la section §2.2, méme chose pour la
TNON
fonction 6 et les séries d’Eisenstein.
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ceci implique qu’il est dans Al x ¢2. En appliquant I'application log (c.f
§3.3) a [g; a b |, on conclut la démonstration du lemme. O

Si ¢ € Zj, on définit log[g, o »] comme un élément de B . & addition
"N’'N

log>
d’un élément de Q,t pres, par la formule :

_ - C% _ _
loglg, a 1]= —5— l0glg, o ] +loglg, o »],

ol e est un entier tel que (e,6) =1 et e =1 mod N, et ¢; est un entier
tel que vy(%) > 0, c=c; mod N et (c1,6) = 1; ceci ne depend pas du
choix de e et ¢; a addition d’un élément de Q,t pres .

Si i = 1,2, soit ¥; une base du Z-module des fonctions localement

constantes sur U; constituée de fonctions du type wao bo (resp. wco do) avec
n € N et ag, by (resp. cp,dp) comme ci-dessus. On définit une distribution
algébrique 11w, (resp. p2w,) sur Uy (resp Us) a valeurs dans IB%ji'R(ﬁﬂ[uq]
par la formule : si @/J((lo)bo € Uy (resp. wco & € V2),

b
/ wao bo 1,01 = 108[9c(q; 43 n Chgpn )]

d
(vesp. [ 0 b0, = 10glgula, 5, G )

On identifie Z,(1) au sous-module de B} via 'isomorphisme de Z,[Gg]-
modules

logol-] : Zp(1) = Zyt.

Lemme 5.7. [6, Lemme 2.6]Sii = 1,2, alors p; est l’image du 1-cocycle
o piw, * (0 — 1) dans HY(Gg,,, D0(Ui, Zp(1))) pour tout choizx de ¥; et
des valeurs de l’intégration de pi; w, .

Démonstration. La démonstration est la méme pour ¢ = 1, 2. On peut donc
supposer que ¢ = 1 et ¢, p, € ¥1. Rappelons que log[gc ag_ by | est bien

K Mpn K Mpn
défini & Q,t pres. Comme o +— tx(o—1) est un cobord dans H!(Gg,,, Z,(1)),
fti,w; ne dépend du choix de log[g, aq v |-

7W7 Mp™
Si Q’Z)t(lo)bo € ¥y, on a fwao,bo = qu[)g]"?borczgigel. D’apres la théorie de

Kummer p-adique (cf. §2.3), p; est représenté par le 1-cocycle o +— px (0 —
1) de H'(Iy, Dag(X1,Zp(1))) avec p € H'(IIy, Daig(X1, 2°)) vérifiant
f¢a0 bl = Ted ag  _bo -

Mp™ > Mpn
Appliquons 'isomorphisme logo[-] : Z,(1) — Zyt & p* (o — 1) ; on déduit
le lemme de la formule log[oz] = o log[z]. O
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5.2.3. Descente de 8 a Kmpo
Lemme 5.8. Si pN|M, alors les produits infinis [[,>o(1 — "G5 SOR
[T>1(1 = (j”cjx,af&b) convergent dans Al BIR(ﬁ?\}pw) )
Démonstration. La démonstration pour
[T —a"a%R) et [T - q"ax"¢y")
n>0 n>1
est la méme; on montre le lemme pour le produit [],,~q(1 — "% Ck).

Comme ¢ est de valuation 1 pour la valuation p-adique dans §+, on a
G =po(l+wp) € Aint, ol o, f € Ajnt, et vp(¢) > 1. Donc on a

400
[T =) =1+ > (-DFar e
n>0 k=1

Ol Ck = Y 0<iy<ip<m<iy chlﬁjék” converge dans Aj,; pour la topologie p-
adique. D’autre part, on a

ak  k(k—1
vp(cr) > k(k — 1)/2etvp(qN ch) N + (2) > 0;
ceci implique que le produit converge pour la topologle p-adique dans A7
Il est évident que le produit est un élément de IB% (ﬁMp ). O

Si ¢ € Z est tel que (c,6) = 1, alors Pélément g.(d, 3% (%) appartient &
(AN (JirR(ﬁX/[poo )) x §2. On peut appliquer Papplication log & g.(d, c'j?véjb\,)
Si ¢ € Z, on définit
2_6% ~ ~a b ~ ~a ~b
7 1089i(q, dnCN) + 108 9c, (G, dvdn ),

1og ge(q, §%C%) =

a addition d’un élément de Q,t pres , ol e est un entier tel que (e,6) =1
et e =1 mod N, et ¢; est un entier tel que (¢1,6) = 1 et v,(c — ¢1) soit
assez grand.

Lemme 5.9. Sin >0 (resp. n > 1), 1 — zj"q"}\,(N (resp. 1 — G 4y “( %) est

[1—q"q% %]

. —a,—b
inversible dans Ainf(ﬁJr). De plus, on a que T (resp. M)

1-G"Gy "¢
est un élément dans 1 + wAinf(ﬁJr).

Démonstration. On montre le lemme pour le cas n > 0 et l'autre cas se
déduit de la méme maniére. Comme ¢ est de valuation 1 pour la valuation

p-adique dans EJF, G peut s’écrire sous la forme pS+wa avec a, 5 € Ajys (EJF).
Donc on a

+o0 - B
> (@G =1+ Z DY <ﬂ;€n> o (pB)™" g CRY".

m=0 mn>km>1
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Lasérie Y ("")a*(pB)mkgpaci® converge dans Ainr(R") et donc
mn>km>1

1+ 50 ("% C8)™ converge dans Ainf(§+) pour la topologie faible. Ceci

[1-g"a% ¢}l

1= G CR,

~n ~a b

donne 'inverse de 1 —¢"q%,;¢3; dans Ainf(ﬁJr) et implique que est

[1—q"q% ¢4
~nsa &b
1-g"q5Cx

(C(§+), ce qui permet de conclure. O

un élément dans Amf(§+). Par ailleurs, 6( ) a pour image 1 dans

Sii=1,2 et sicdé€ Z,, on définit une distribution algébrique fi; v, sur
U; par la formule : pour w(n) € Uy (resp. w(n) € Uy),

ag,bo co,do
7 = ~ag b
/1/%(12,)170#1,\111 = 10g 9c(q, Ggpn Cazpn)
i ~ ~co 7d
(resp. / ¢£Z,)doﬂz,w2 = 108 9d(q, @3ypn Catpn))-

De la formule explicite (5.4) de g.(q, ¢%C%), on obtient que g.(g, Q}l\}pn fﬁf’[pn)

appartient & IB%XR(.QLPOO) ®Q,q, et son image par 6 dans (C(ﬁ}&poo )@Qpq est
b . ~ ~ag b ~ ¢y Fd

9e(q, @iz Capn)- O en tive que 10g ge(Gs Gagpn Cazpn) €t 108 ga(ds Gypypn Capn)

appartiennent a IBIR(QLPOO) D Qpuy.

Lemme 5.10. [6, Lemme 2.7|Si¢=1,2, alors :

(1) fi5,w, — piyw, est une mesure d valeurs dans tIB%:{R ;
(2) Considérons application :

H' (g-@M ;Do (Ui, ZP(D)) — H' (gﬁM ) ©0<Ui7 ﬂB(—iFR))'
L’image de p; est représenté par le cocycle
o = [li,w,; * (c—1),

qui est Uinflation d’un cocycle sur Pg,, a valeurs dans Do (U;, tIB%;R(ﬁLpoo)).
Démonstration. Le (1) se déduit du lemme 5.9. Le (2) est une conséquence
immédiate du (1). En effet, comme (fi; v, — pt;,w,) est une mesure a valeurs
dans B, on obtient que (fi;w, — fiw;) * (0 — 1) est un cobord dans
H!(Gg,,, Do(U;, tBlR)). D’autre part, on a ji; g, * (0 — 1) = p;p, * (0 — 1)+
(fii,w, — piw,) * (0 —1), et donc o — fi; w, * (0 — 1) est un 1-cocycle a valeurs

dans tIB%:{R qui représente p; € H'(Gg,,, Do(U;, tIB%;{R)).
Il

Soient A1, Ao deux G-modules a droite. Si 1 € A1,29 € As et 0,7 € G,
on définit un élément {z1®@x2}s.r = (x1%(T0—0) @ (z2%(0—1))) € A1 ®As.

Corollaire 5.11. [6, Coro. 2.8] Considérons l'application :
H2(Gssr Do(U, Zp(2)) = TGy, Do (U, B (R))).
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L’image de v = p1 ® pg peut étre représenté par le 2-cocycle
(Ua T) — {[‘1,‘1/1 ® fi1,w, }U,Tv
qui est inflation du 2-cocycle sur Pg,, a valeurs dans Do(U, t2IB$R(ﬁJT/IPOO)).

Démonstration. Ce corollaire résulte du lemme précédent et de la formule
du cup-produit. La formule du cup-produit de deux cocycles est : soient G
un groupe, A, B deux G-module & droite. Si f; € HY(G, A) et fo € H/(G, B),
ona fiUfo € H (G, A® B) o

frU faloiggs -+ oi1,06,0 -+, 01)
=(filoi,-- -, 01) x i1 x -k 0ig) @ foloigg, -+ oiga).

On applique cette formule & f1 = fi15, * (0 — 1) et fo = fio g, * (0 — 1) et
on obtient un 2-cocycle (o, 7) — {fi1,w, ® fi1,w, }o,r, qui représente v et &
valeurs dans Dg(U, tQIB%jR(ﬁLpoo)). Donc il est I'inflation du 2-cocycle sur
Pg,, a valeurs dans Dg(U, t2IBjR(RX4pOO)). O
5.2.4. Descente de Kapo a K-

Définition 5.12. Si v,(M) > v,(2p), on pose

B:)g(ﬁl_'\;fpoo) = IBEI’_R (ﬁl—i\}pw)[UQL

oll uq = log §. On définit une application ﬁ& [ug]-linéaire :

Rleog : Bfgg(ﬁ&poo) - ”é;\r/[[uq]’ Z.’L‘kul; = Z RM(I‘k)uI;,
k k

ot Ry est la trace de Tate normalisée sur BXR(RLPOO) a valeurs dans R},

Comme R},[ug] est stable sous action de Py,, et Ry commute avec 'ac-
tion de Pg,,, on déduit que Ry 1o commute avec I’action de Pg,,. Notons
Rs10g encore par Ryy.

D’apres ce qui précede et de la relation (5.3), zar,4 est la classe du 2-
cocycle

(0,7) > /U (5=279) 5 g) {firws ® izwa }ors

qui est aussi la classe du 2-cocycle par “la trace de Tate normalisée "

(0.7) = Ras( [ (€277 ) {fvon @ fiowa o).

Lemme 5.13. [6, Lemme 2.9]Si ad — bc € Zj;,

alors
Rz (1og 0(d, @ gpn Carpr ) 108 0(G, @51pn Cirpn)) =

p~ 2" log 0", 43,Chr) 1og 0@, G5, Chr)-
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Démonstration. On a la formule explicite pour log 6(q, §f,n E}i@n) :

- P 1 a b
log 0(q, Qﬁ/fpnd@n) = (ﬁ + W)Uq + mt

+00 B
+ (D log(1 = ™35 m Chipr)
m=1

oo
+ Y log(1 — 7 Gt Caton))-

m=0

Comme Rys(uq) = uqg = p~"ub" et Ry(t) =t = p"log ¢P", il suffit de

vérifier les relations suivantes :

~p"m ~a b

Rar(log(1 = §" @ pn Chapr)) = p~ " log(1 = ™38, Chi)
RM(log(l - qmlq?wpnéf\Ip") log(l - q4n2Q~]c\/[p"€jd\4p”))
= p " log(1 — ¢ Chy) log(1 — @ ™25,
Comme ad —be € Z;,, a et b ne sont pas divisibles par p" simultanément.
Donc pour p™ 1 i, on obtient RM((qmq%/[pnf%pn)i) = 0. On en déduit que

A~ ~ ~b y
(@™ @ pn Chppn )’
i

Rz (log(1 — §" G5 pm Chrpn)) = R (— Z )

Pour le terme

mi ~a

IOg(l - q QMp”é:?\/[p") ’ lOg(l - qWQQ?Wp"éng"%

on développe le produit :

log(l - qqnliﬁl\/[p"é?Wp") ’ log(l - meiﬁ:Wp”é%/lp")

+oo (Q’m%pnd’wpn)i +oo (q~m2(§f\4pan‘f4pn)j
i

:(2— )(Z:— : )

J
_ +Zoo (q~m1 qﬁﬂp" 5?\4p”)i(qm2 (j]cwp”g]d\/[p" )j

irj=1 "

Comme ad — be € Zj, cela équivaut a dire que "p"|ai + cj et p"[bi + dj sont
équivalent a p"|i et p™|j". Donc en appliquant Rjs a la formule ci-dessus,
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on obtient :

Ry (log(1 = §™ @ppn Chipn) - 108(1 = @51y Cigye) )
o R (@ ™ ) (@ 25,8,
=p Z
ij=1 g

=p " log(1 — "™ @3, CRy) - log(1 — ¢G5 Chr)
En composant les résultats ci-dessus, on obtient la formule voulue dans
le lemme. U

Corollaire 5.14. Si on note log(g(’;) bo I’élément
(&)

{log (¢ = (eNO(@", 433k ) @ 1og (4> — ()o@ a55C5) b

)

zm,A peut se représenter par le 2-cocycle

(aoer +boe2)* 2 (om)
Og b Y
aod() — boCo)Jt] (ao 0)

co do

2n
(o) tim 530

la somme portant sur l'ensemble U™ comme ci-dessous
{(ao, bo, co, do) € {1,--- , Mp"}*ag = o, by = B,co =v,dy =6 mod M}.

Démonstration. zp 4 peut se représenter par le 2-cocycle

(0.7) = Ras( [ ((eh727) % g) v, © fiawa}or).

Par la définition de l'intégration sur U, on a
(5.5)
Ras( [ ((eh727) 5 )i oy @ fina}or)
= )
g=(20 lo)evtm
/7/)&0 bo ® ¢co do((ellgi%_j) * g){ﬂL‘Iﬁ ® /22,‘1’2}0,7')
— 24—
=lim > (%) xg)
g= (ao bo) D)
~Q0 ~bo ~ €0 0
7ea (R ({108 0(G, 53,0 i) @108 0(G, G550 i) our ))
Comme la trace de Tate normalisée commute avec l'action de Pg,,, on a

~ ~CQ

Ry {log 0(q, G33,n (30pn) @ 10g 0(d, 455, Mp n)}or
= {Rar(log 0(q, 453,n 34n) @ 108 0(G, 459, St ) Yorr-
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D’apres le lemme précédent, on a

(5.5) = lim Z ((F2t77) % g)-

n—oo

b n
g:(ig dg)em )
e (p2M{log 08", 435CRY) © Log (8", 855 Ci) Yo )
+ 6062)]{72 (o,7)
lim =2 (a0e1 SRR N
sl 2 (aodo — boco )7t/ Og(gg Z?))

:(gg Zg Yeum

5.2.5. Passage d l’algébre de Lie. Comme le 2-cocycle

—92n Z a0€1 + b062) k=2 (o,7)

— i
(o,7) e (apdy — boco)iti Og(‘lo bO)

n—>+oo

co do
obtenu dans la section précédente est la limite de 2-cocycles analytiques a
valeurs dans ICJT/[ ® Vk,j, on peut utiliser les techniques différentielles dans
la section (4.1) pour calculer son image dans ICX/[ par 'application expi,¢o-
Si f(x1,x2) est une fonction en deux variables, on note Dj (resp. Do)
Iopérateur xlﬁ (resp. m%). Sin € Net a,b € Z, on pose fé;ﬁ) =
F@" 43, Ch)-

Lemme 5.15. On note

5&?5)0700@0 =53 ({log (rcego)bo) ® log (rd9£0 )do) }(”) .
On a
D,y = 20200yt (1612, - Do (a2, )

Démonstration. Soit fé? définie comme ci-dessus. Alors ’action habituelle
de (u,v) € Py, sur fc(b? est :

n

(u,0) 1) = @, @ Cotte).

Du développement limité du terme de droite en u et v, on déduit

n bt n
Do fyi))+o( 57 Dafiy)+O((u.v))

F@ GG = 1@ )t

(n)

et donc l'action de (§ %) — 1 sur f," est donnée par la formule :
au + bv

(5.6)  fp e (5 2) = 1) = T D f) + O((u,0)?).

On note A = {log (rcﬁfg?bo) ® log (rd9£0 )d0> }U’T.
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Soient o = (u,v),7 = (x,y) € P,,. Par un calcul explicite de
1 ue¥
fao bo ((0 u:“jyx) B ((1) emy>) ®g£:)do (((1) eg@) - 1)
a O((u,v,r,y)3) prés, en utilisant la formule que 1’on vient juste d’établir,

on obtient :

agu + bov)(coz + dopy)

(
A= >3

t>Ds log (7“00( ") ) Do log (rdQ( ") )

ag,bo co,do
Alors, par la définition de 'application 62, on obtient

(2) ~ (aody — boco)t? (n) (n)
Sentmcnds =z - Dalog (re0,,) - Dalog (ratey,)

Lemme 5.16. Sis>2—j eta,b,c,d € Z, alors on a

(aeq + beg)*—2

k=245 ¢(n)  (n) _
(aer +be2)  “t°fo0  Goq = a(1=s)

to(n) (n)
- (ad — be) - Mfa,b . Dggc’d7

dans (I@j\% ® Vi,j)/(01,1 — D).

Démonstration. Pour (u,v) € Py, on a :

£ 5 ((u,0) = 1) = udr £13) + v0a f) + O(u, v)?).

a,

En comparant avec la formule (5.6), on obtient que 9y faré = %Dg fé? et

19 f(grz) = %Dg fyz). En composant les formules dans la démonstration de la
proposition (5.2), on obtient :

(a (1~ B) +b0r) ((aer +bea)" 217 ))

= a(1 - s)(ae; + beo) 2 17 g\")

bc — ad)t _9,5 r(n n
+ (]\4)((161 + b€2)k 2t fzg,b)DQ-g((:,d)’
qui est nul dans (& ® Vj,;)/ (01,1 — d2) pour s > 2 — j. Donc :
(ad —be) t

—(aey + beg)k 28 f bD g(n)

C

(ae1 + bea) 2t £ b9 cd): a(l—s) M

O

On a défini une application resy ; : l@j\} @ Vi — IC]T/[ dans la recette 5.3.
Elle permet de calculer I'image de zj7, 4 dans IC]D.
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Corollaire 5.17. On a

k—2
resg,; <(a061 + boca) 5 )

(GOdO _ boCo)jtj ao,bo,co,do

L alg_l_j (n) A (n)
= M gy - Daloa(reflyg ) - Diloa(rafg g,).

Démonstration. D’apres les lemmes (5.15) et (5.16), on obtient la formule
suivante,
)k—2

(ager + boea e
(agdy — boco)iti  @0-boscosdo
(age1 + boeg ) 24277 (n) -
= — —— Dy log rcé?azbo - Dy log Tdec:,do
(aodo — boco)? M
1 (ager + boea)* 2t
——
ag (7 —1)!
Par definition de resy, ;, on a :
b k—2
resy. ; (ager + 062). ' ,5(2)b .
7 (aodo — boco)]tj @0,90,€0,00
1—j k—1—j
M~ aq 7

A o () At ()

=M

- Do log (rcﬂfg?bo) . D% log (rdﬂgg?do) .

O
Comme 8ZE(E]2 5= g*+D pour k£ > 0, on a

C7a’/3 ’
Dilogrf(zy, x2) = B (x1, x2) — ¢" By (21, 25).
On note E.,(x1,22) = 2 E,(z1,12) — ¢"E.(21,25). Si b= mod M et

d=0 mod M, ona (} = Cf/[, ¢4, = ¢4, Donc par le corollaire (5.14) et le
calcul que nous avons fait, on obtient :

expf(ato(ZM,A)
M= k—1—j o ag B P co A8
= (] — 1)| nh_{glo Z Qg Ec,l(q 7QMCM)Ed,j(q 7qMCM)~
’ ap=a[M]
co="[M]

1<ag,co<Mp™

Enfin, on utilise le lemme suivant pour terminer le calcul :

Lemme 5.18. [6, Lemme 2.14] Si1 <r €N, et sic,d € Zj, on a :
® s )
Z Ej(qp vQJC\(/)[CM) = EVJ/Mﬁ/M et

co=y[M]
1<co<Mp™
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> EBui(d". 455 = E; 3/M §/M-

co=7[M]
1<co<Mp™
) i, 5 oty 06 o 556 = MEG L

Démonstration. (1) La deuxiéme assertion découle de la premiere, et la
premiere est un calcul direct par définition.
(2) On démontre l'assertion en prouvant que ces deux formes modulaires
p-adiques ont le méme g-développement. D’apres la proposition (2.10), on
a:
. " a8 T (1) n
lim Y apEa (@ aiy) = limo DT agF e (@)

ap=a[M] ag=a[M]
1<ao<Mp"™ 1<ao<Mp"™

Notons la limite a gauche par ().
D’abord, on montre 1’égalité pour le terme constant. D’apres la proposi-

tion (2.10), le terme constant de (%) et M’”F(TJ;JI\BI g/ar Sont

T (.2 a0 _ <C>CLO
ap=a[M]
1<ao<Mp"™

et By = M"(*¢(&,—r) — clfTC(%, —7)) respectivement.
On note p. la mesure sur Z, dont sa transformée d’Amice est

02 Cc

T (QA+7T)"' -1
Un calcul simple montre que,

[ Gt afieta) = (e k) — (0

(5.7) v

,—k));

[ G ) nel) = (@ =k = R ),

p

On constate que Ay est la somme de Riemann

: 2 . (c)ao
ap=a[M]
1<ap<Mp™

et donc il coincide avec l'intégration p-adique M" fzp(oz JM + )" 1, qui est
exactement By.
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Ensuite, on se ramene a montrer 1’égalité suivante :

. n By _ (r+1)
(5.8) n11_>Holo Z:[M] GSEl(qp 7Qi§CM) = MrFa;M,B/M‘
an=«
IS(LOSMPn

On note la limite & gauche par (¥'). En effet, si (5.8) est vrai, on a

. " B
B Y aEa( i)

ap=a[M]
1<ao<Mp"
_ 2 1 (r+1) ; " e B
= M'CE e = Jim > apeE(@” a3 Cr)
ap=a[M]
1<ap<Mp"

Comme c € Z;, on conclut en appliquant le (5.8) a

lim Z aScEl(qpn, a’ Xf)

n—oo
ap=a[M]
1<ap<Mp"
T r ™ cag ~cB
—c T lm Y (cao)cBy(¢” g0
ap=a[M]
1<ao<Mp"

Revenons a la démonstration de I’égalité (5.8). Il ne reste qu’a comparer
les séries de Dirichlet formelles associées aux g-développements de (x') et

de MTFTHD

a/M,B/M
Soit Fég;Mpn”B/M(q) = > meo+ bmq™. D’apres la proposition (2.10), la sé-
rie de Dirichlet formelle & coefficients dans Q! associée & Fé;} Mpn.8) v (@)

vérifie :

(5.9 > (pfj:;)s

meQ+t

=p "*(¢(ao/Mp", 5)C*(B/M, s) = ((—ao/Mp", s)C*(=B/M, 5)).

Soit > eq+ bmmm™® la série de Dirichlet formelle a coefficients dans

) ) 1 n
Q% agsociée au g-développement de 212;2[]\]\4/[;" apF éo}Mp", P /M(ql’ ).
>ao0>
Alors, de la formule (5.9), on a :
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(5.10)
Z bm,n
megy M
_ r,_—ns ao * B ag * B
= Q%M] abp™ " (G 98" (3 8) = S g € (= 3709)
1 <ag<Mp"
— T, —NS +wm _+OO C*(_%ﬂs)
aOZC;[M] P (kz:% (k+375m)° o (k= ]\/([lgn)S)
1<ap<Mp"
=1 400 . +o00 .
(a+iM)" *E B (a4 iM)" *_ﬁ
_; ];) kpn‘i‘%—i-Z)SC (Mﬂs) ;(kpn_%_k)sg( M78>)'

Considérons I'injection de Dir(Q®) dans Dir((@gyd). Alors la série de
Dirichlet formelle, a coefficients dans Qcyd associée au g-développement de

(%), est la limite p-adique Jim Zme(@* b ™ et on a

. b . e X (a+iM)”
lim ~ = lim —(*(B/M, s
2 e T 2 T g )

a—i—zM)

- Z e A 8)

B Tpoo o (%+i)r . .
= M7 (o e (9109

N @D
,;(prO—%—i)sC( B/M,s))
=M"( )

¢H(B/M,s)
J=4; modZ

4 (_1)r+1 Z

j=—737 modZ
:MT(C(OC/M,S—’I" (,@/M,S)
+ (=) (~a/M,s =) (=B/M, s)).

L o=y, s)

C’est la méme série de Dirichlet a coefficients dans @gyd associée au ¢-

r+1)

développement de M"F ( a/M,B/M"

O
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