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Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux 23 (2011), 629-644

Sur le groupe unitaire relatif a une involution
d’un corps algébriquement clos

par BRuno DESCHAMPS

RESUME. Dans cet article, nous tentons de généraliser & d’autres
situations I’isomorphisme de groupes topologiques qui existe entre
le groupe R/Z et le groupe unitaire U= {z € C/ |z| = 1}.

Nous montrons que cet isomorphisme existe algébriquement en
toute généralité : pour tout corps algébriquement clos C et toute
involution ¢ de C les groupes U(C,¢c) = {z € C/ zc(z) = 1} et
C<°> /7 sont isomorphes. Nous donnons ensuite un exemple d’in-
volution ¢y de C qui n’est pas conjuguée, dans le groupe Aut(C), a
la conjugaison complexe et telle que U(C, ¢p) soit topologiquement
isomorphe & C<%~ /Z.

ABSTRACT. On the unitary group associated to an involution of
an algebraically closed field.

In this article, we try to see if the topological isomorphism that
exists between the group R/Z and the unitary group U = {z €
C/ |z| = 1} can be generalized to some other situations.

We show that this isomorphism exists algebraically in all situ-
ations : for a given algebraically closed field C' and a given involu-
tion ¢ of C, the groups U(C,c) = {z € C/ zc(z) = 1} and C<*" /Z
are isomorphic. We then give an example of an involution c¢g of
C which is not conjugated, in the group Aut(C), to the complex
conjugacy and such that U(C,¢g) is isomorphic as a topological
group to C<°~ /Z.

1. Introduction

L’application z — €’ définit un épimorphisme continu du groupe ad-
ditif des réels R sur le groupe unitaire U = {z € C/ |z| = 1}. Par passage
au quotient, on en déduit 'existence d’un isomorphisme de groupes topo-
logiques entre U et R/Z. Dans cet article on s’intéresse a comprendre si ce
résultat perdure dans un cadre plus général.

Pour ce faire, on regarde le corps des nombres réels R comme corps des
invariants du corps des nombres complexes C sous I’action de la conjugaison
complexe c. Le groupe U représente alors le groupe des éléments de norme
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1 de Pextension C/R. Etant donné une extension finie L/ K, déterminer la
nature algébrique du groupe des éléments de L de norme 1 est une question
trés délicate en toute généralité. Notre généralisation portera sur le cas ou
le corps L est algébriquement clos. A ce sujet, faisons un bref rappel sur les
corps réel clos.

Un corps réel clos est un corps ordonné qui ne possede pas d’extension
algébrique ordonnée stricte. La théorie d’Artin-Schreier assure alors qu’un
corps R est réel clos si et seulement si R # R et R = R(y/—1). Récipro-

quement, un corps R tel que 1 < [R : R] < 400 est un corps réel clos et
on a donc forcément car(R) = 0 et [R : R] = 2. Une conséquence de ces
résultats est qu'un automorphisme d’un corps algébriquement clos qui est
d’ordre fini est nécéssairement une involution. (Pour les propriétés arith-
métiques relatives aux corps réels clos que nous utiliserons dans ce texte,
nous renvoyons le lecteur a [1] et [7].)

On se fixe donc un corps algébriquement clos C' (de caractéristique 0),
une involution ¢ de ce corps et ’'on pose R(C,c) = C< le sous-corps réel
clos de C associé a c. On considere alors le groupe unitaire de C relativement
ac

U(C,c) ={z € C/ zc(z) =1}

qui est donc le groupe des éléments de norme 1 de l'extension C'/R ou
R = R(C,c). La question est de comprendre le lien éventuel qui existe
entre le groupe multiplicatif (U(C,c),.) et le groupe additif (R,+). On
peut se demander, dans le cas général, si 'on dispose d’un isomorphisme
de groupes abstraits

U(C, )= R/Z

La présence du facteur Z est bien stir inspirée par le cas particulier R = R,
mais il convient de remarquer qu’en toute généralité, il ne peut exister
d’isomorphisme entre R et U(C,c). En effet, si 'on considére une racine
n-ieéme de I'unité, £ € C, alors on a

1=1.c(1) = £"c(") = (&e(é))"

et donc £ = &c(€) est aussi une racine n-itme de l'unité dans R. Clest
un élément positif de R, car en tant que norme elle est la somme de deux
carrés d’éléments de R. Si € < 1 (ou & > 1) alors 1 = ¢ < 1 (ou
1= fln > 1), ce qui est absurde, donc € =1lette U(C,c). On en déduit
que U(C, ¢) est un groupe qui contient 1’ensemble fi, des racines de 'unité
(qui forme un sous-groupe isomorphe a Q/Z) et donc posséde de la torsion
au contraire du groupe additif R. Ainsi, se poser la question de I'existence
d’un isomorphisme U(C, ¢) ;%;R/ Z revient, de ce point de vue, a se poser la
question de l'existence d’un épimorphisme R — U(C, ¢) a& noyau minimal
(i.e. de rang 1).
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La question de la nature de ce noyau n’a pas d’influence sur la structure
algébrique du quotient R/Z. En effet, R étant un corps, si A =< o > et
B =< f > désignent deux sous-groupes monogenes non triviaux de R, alors
I’automorphisme de groupe additif de R, x —— gac, induit un isomorphisme
entre A et B qui assure, par passage au quotient, que les groupes R/A et
R/ B sont isomorphes.

La connaissance du groupe abstrait U(C, ¢) permet de déduire celle de
(C*,.) puisque 'on a l'isomorphisme

C* ~U(C,c) x R

ol R désigne le groupe multiplicatif des éléments strictement positifs du
corps R. En effet, pour tout z € C*, on a zc(z) € R et alors 'application

zZ— <\/;7), \/zc(z)>

fournit un isomorphisme entre C* et U(C,c) x R**.

A corps algébriquement clos fixé C, il existe une correspondance biuni-
voque entre les classes de conjugaison d’involutions de C' dans le groupe
Aut(C) et les classes d’isomorphisme de sous-corps réels clos de C. Si ¢, ¢
désignent deux involutions de C et o € Aut(C'), on a

¢ =cocoo ! < o(R(C,c)) =R, )

Ainsi, I'existence d’un isomorphisme U(C, ¢) im(c, ¢)/Z est une question
qui ne dépend pas du représentant de la classe de conjugaison de ¢ dans
Aut(C).

Dans ce texte, nous montrons qu’en toute généralité, il existe un iso-
morphisme U(C, ¢) %giﬁ(C, ¢)/Z pour tout corps algébriquement clos C' de
caractéristique 0 et toute involution c. Ce résultat est 'objet du théoreme
2.1 auquel le paragraphe 2 de ce texte est consacré.

Les éléments positifs d’un corps réel clos R étant les carrés, il s’ensuit
qu’un tel corps possede un unique ordre compatible <. Cet ordre permet de
définir une topologie sur R en prenant comme base d’ouverts les intervalles
ouverts

Jz,yl={z € R/ v <z <y}
Si C désigne la cloture algébrique de R et ¢ I'involution de Gal(C'/R), on
peut alors définir sur C' une pseudo-distance

d:CxC— R"

de la maniere suivante : les normes d’éléments de C' étant des éléments
positifs de R, ils possedent chacun une unique racine carrée positive. Si
A, i € C, on pose alors

A1) = /(A = e = p)
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Cette pseudo-distance vérifie les axiomes définissant une distance a la
différence pres qu’il s’agit la d’une application qui n’est pas a valeurs réelles.
Si A€ C et e € R™, on définit la pseudo-boule de centre X et de rayon &
comme étant I’ensemble

B\ e) ={neC/dpn) <e}

La topologie que 'on considere sur C est la topologie engendrée par
les pseudo-boules. Exactement comme dans le cas de R et C munis des
distances usuelles, on voit que C' muni de la topologie des pseudo-boules
est un espace homéomorphe a ’espace topologique produit R x R ou R est
muni de la topologie de ’ordre.

S’il existe des isomorphismes algébriques U(C, ¢) iR/ 7 on peut se de-
mander si, parmi eux, il en existe un qui soit aussi topologique (une fois
que l'on munit les groupes U(C,c) et R des topologies précédemment dé-
crites). Si c’est le cas on notera alors

U(c, c)%p R/Z

On remarquera que ’existence d’un tel isomorphisme de groupes topolo-
giques est plus forte que la simple existence d’un épimorphisme continu
R — U(C, ¢) de noyau Z. Dans le cas ou C = C et ¢ est la conjugaison
complexe, la continuité de & — €™ induit bien par passage au quotient
un isomorphisme U%p]R/Z, mais ceci vient du fait que R/Z et U sont des
groupes compacts et cette derniére propriété n’est pas vraie dans le cas
général.

Dans le paragraphe 3, nous donnons un exemple d’involution, ¢y de C,
qui n’est pas conjuguée a la conjugaison complexe et pour laquelle on a
U(C, co)%piﬁ((c, ¢o)/Z (théoreme 3.1). Pour ce faire, on établit un résultat
assez général sur les corps de séries de Puiseux (théoréeme 3.2), qui assure
que

U(C, c)&%gR/Z — U(Puis(C), é)tgpPuis(R)/Z

Nous adressons nos remerciements a Nour Ghazi et Ivan Suarez Atias
pour les commentaires et remarques qu’ils nous ont fait lors de la lecture
de la version préliminaire de ce texte.

2. Le cas algébrique
Ce paragraphe est consacré a la démonstration du théoreme suivant :

Théoreme 2.1. Si K est un corps algébriquement clos de caractéristique
0 et ¢ € Aut(K) est une involution alors

U(K, c)a':lgi)%(F, c)/Z
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Démonstration. La preuve de ce théoreme va reposer sur le fait que les
groupes que l'on étudie sont abéliens et divisibles. A ce sujet rappelons le
treés puissant théoreme de classification de ces groupes (voir [5], [6]) :

Théoreme 2.2. Si G désigne un groupe abélien et divisible alors

G=Poed @ 0y
o P m(p)

ot o et m(p) sont des cardinauz (p parcourant l’ensemble des mnombres

premiers) et ot Cpoo = liﬂZ/p”Z désigne le p-groupe de Priifer. En parti-

culier, si Tors(G) désigne le sous-groupe de torsion de G, alors

G = G/Tors(G) @ Tors(G)
et G/Tors(G) est un Q-espace vectoriel.

Fixons maintenant un corps K algébriquement clos de caractéristique 0
et une involution ¢ de K.

Lemme 2.1. a) Tors(R(K,c)/Z) = Q/Z ~ ps = Tors(U(K,c)).
b) Les groupes U(K,c) et R(K,c)/Z sont abéliens et divisibles.
&) U(R, ¢) = $R(K, ) = K.

Démonstration. a) Est immédiat, compte-tenu du fait que l'on a pus C
U(K,¢) (voir introduction).

b) Le groupe R(K, c)/Z est visiblement, divisible, puisque R(K, c) Vest.
Prenons un élément z € U(K,c), un entier n > 2 et considérons {/z une
racine n-eme de z dans K. On a

(Vze(/2)" = ze(z) = 1

et donc {/zc({/z) € py. Mais comme {/zc({/z) est un élément positif de
R(K,c) on en déduit, comme dans I'introduction, que ¥/zc({/z) = 1, c’est-
a-dire que {/z € U(K, ¢). Ceci prouve finalement que U(K, ¢) est un groupe
divisible.

¢) On note i = /—1 € K. On rappelle que K = R(K, c¢) ®iR(K, c). Soit
z=ua+ib € K (avec a,b € R(K,¢)), alors z € U(K,¢) si et seulement si
a?+b? = 1. Les éléments positifs de R(K, ) étant les carrés, il existe donc
une bijection entre U(K, c) et {£1} x [—1,1] donnée par

(g,a) € {+1} x [-1,1) —> a + iV 1 — a?

Maintenant, I'application z + 1/ induit une bijection de [-1,1]/{0}
sur | — oo, —1] U [1, +-00[ et on en déduit que les ensembles infinis U(X, ¢),
R(K,c) et [—1,1] ont méme cardinal. L’équipotence entre R(K,c) et K

O

découle elle du fait que [K : R(K, )] = 2.
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Les groupes U(K,c) et R(K,c)/Z ont donc méme groupe de torsion.
Pour montrer qu’ils sont isomorphes il suffit donc, en vertu du théoreéme de
classification des groupes abéliens divisibles rappelé plus haut, de vérifier
que leurs quotients par leurs torsions respectives sont isomorphes. Puisque
ces quotients, U(K,c)/ s et R(K,c)/Q, sont des Q-espaces vectoriels, il
suffit de vérifier qu’ils ont méme dimension. Le ¢) du lemme 2.1 assure
par un argument immédiat de cardinalité que ces quotients ont le méme
cardinal, égal & #K. La suite de la preuve va distinguer deux cas, suivant
que K est dénombrable ou non.

Cas ou1 K > Ny : On rappelle que si E est un Q-espace vectoriel
de dimension infinie, alors on a {F£ = dim FE. Les Q-espaces vectoriels
U(K,c)/poo et R(K,c)/Q étant indénombrables, ils sont de dimension in-
finie, et ayant le méme cardinal, ils sont donc isomorphes.

Cas ol #K = Xy : Dans cette situation U(K, ¢)/ 00 et R(K, ¢)/Q sont
dénombrables et donc de dimensions finies ou dénombrables. La dimen-
sion de R(K,c)/Q en tant que Q-espace vectoriel est certainement infinie,
puisque par exemple la famille {v/2,/3, - D} C R(K,c) constitue
une famille libre infinie (un argument pour montrer que /p € R(K, ) est
donné dans le lemme 2.5 & venir). Pour conclure, il suffit donc de montrer
que U(K,¢)/pso, en tant que Q-espace vectoriel, n’est pas de dimension
finie.

Raisonnons par I'absurde et supposons que U(K, ¢)/ 1o soit de dimension
finie n > 1 sur Q. Soit 21, - - , 2,41 des éléments de U(K,c) et Z1, -+ , Znt1
leurs images dans U(K,c)/pc. Par hypothese, la famille {z7, -, Z, 11}
comptant n 4+ 1 éléments, est Q-liée et il existe donc une équation de dé-
pendance Z-linéaire pour cette famille, ce qui implique qu’il existe des en-
tiers relatif a1,--- ,an4+1 non tous nul tels que z{*.--- .zZ:ﬁl € loo- En
élevant a une puissance entiere adéquate, on en déduit donc que : pour
tous 21, ,2n11 € U(K,c), il existe des entiers relatifs s1,- -+ , 8,41 non
tous nuls tels que

2t =1

Pour déduire de ce résultat une absurdité, nous allons préalablement éta-

blir quelques propriétés arithmétiques relatives aux extensions quadratiques

de Q.

Lemme 2.2. Soit m > 1 et di, -+ ,dm4+1 € Z des entiers tels qu’il existe
m-+1 nombres premiers p1, - - - Pm+1 vVérifiant que pour touti =1,--- ;m+1,
vp, (d;) & 27 et pour j # 1, vpi(dj) € 27.

Les extensions Q(\/d1, -+ ,\/dy) et Q(\/dmi1) sont linéairement dis-

jointes sur Q. En partzculzerl extension galoisienne Q(v/dy, -+ , \/dym+1)/Q
est de groupe de Galois (Z/2)™1.
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Démonstration. Commencons par remarquer que, sous les hypotheses du
lemme, lentier d; n’est pas un carré et donc que l'extension Q(v/d;) est
bien quadratique. Nous montrerons le lemme par récurrence sur ’entier m.

e Pour m = 1, il faut montrer que v/da ¢ Q(v/di). Raisonnons par
I’absurde et supposons qu’il existe a,b € Q tels que v/ds = a + by/d;. On a
alors, en élevant au carré,

2ab\/di = dy — a — dib? € Q

et donc ab = 0. L’hypothese b = 0 est exclue, car sinon on aurait v/do € Q.

On a donc a = 0 et ainsi % € Q, c’est-a-dire que % est un carré dans Q,

ce qui est impossible puisque vpl(%) est impair.

Les corps Q(v/d1) et Q(v/d2) sont donc des extensions linéairement dis-
jointes de Q de groupe de Galois respectif Z/27Z. On en déduit que le groupe
de Galois du compositum, Gal(Q(v/d1, vd2)/Q), vaut (Z/27Z)2.

e Supposons la propriété vraie pour un entier m — 1 > 1 et considérons
di,- -+ ,dmt1 des entiers vérifiant les hypothéses du lemme. L’extension ga-
loisienne Q(v/d1, - -+ , v/dm)/Q est de groupe (Z/2)™. Si H désigne un sous-
groupe de (Z/2)™ d’indice 2, en tant que Fo-espace vectoriel il s’agit d’un
hyperplan et donc du noyau d’une forme linéaire. Comme nous travaillons
sur Fs, les questions de proportionalité ne se posent pas et il y a donc une
bijection entre les hyperplans et les polynémes linéaires a1 X1+ - - + amXm
non triviaux. On en déduit qu’il existe exactement 2™ — 1 sous-groupes
d’indices 2 dans (Z/2)™.

La théorie de Galois assure alors qu’il existe exactement 2™ — 1 sous-
extensions quadratiques. Ces extensions sont exactement les extensions
Q(w)/Q ou w désigne le produit des entiers d’une partie non vide de
{dy,--+ ,dp} (on vérifie sans peine, comme dans le cas m = 1, que ces
extensions sont distinctes deux a deux).

Dire que Q(v/d1, -+ ,vdm) et Q(y/dms1) sont linéairement disjointes
sur Q équivaut & dire que le corps Q(y/dy,+1) n’est pas un sous-corps de
Q(Vdy, -+ ,\/dy). Si tel était le cas, ce serait une extension quadratique
et donc, d’aprés ce qui précede, il existerait w le produit des entiers d’une
partie non vide de {di, -+ ,d;,} tel que Q(y/dm+1) = Q(w). Le méme ar-
gument que dans le cas m = 1 conduit alors a une absurdité. (]

Considérons maintenant, pour un entier k > 2 donné, 1’élément

1 +aVE2 -1
N k
Son polynéme minimal sur Q est X? — %X +1.0na

293

Lemme 2.3. Pour tout k > 3 et tout entier relatif h tel que |h| > 1, on a

Q(af) = Q(ax) = Q(V1 — k?)
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Démonstration. On peut visiblement se limiter, dans cette preuve, au cas
h>1.0na ozZ = ay, + by avec ap, by, € Q et il s’ensuit que

Qo) #Qag) <= by =0+=af € Q <= af = +1 (car |ag| = 1)
= aft =1 (X2 2X +1) divise (X2 1)

Ainsi, le polynéme irréductible X?—2/kX +1 € Q[X] est un facteur premier
du polynéme X?* — 1 dont la décomposition, X?* — 1 = [Lij2n ®,(X), ne
possede que des facteurs unitaires a coefficients dans Z. Comme, pour k > 3,
X? - 2X +1¢ Z[X], on en déduit bien que Q(af) = Q(ay). O

Lemme 2.4. [] existe des entiers ki,--- ,knt1 > 3 et n+ 1 nombres pre-
miers p1,- - pn+1 tels que pour tout i = 1, n+1, vy, (1 — k?) ¢ 27 et
pour j # i, vp, (1 — k?) € 2Z.

Démonstration. On pose ky = 3 et pour tout i =1,--- ,n, ki1 = (k2 —1)..
On note d; = 1—kz-2 et I'on remarque que si¢ < j alors les entiers d; et d; sont
premiers entre eux. En effet, si p divise d;, alors p < |d;| = kf —-1< ka-_l -1
(car la suite (k;); est visiblement croissante) et donc p divise k; et ne peut
donc diviser d;.

Le dernier point a voir pour conclure est que |d;| n’est certainement pas
un carré. Ceci est assuré par le fait que s'il existait u € Z tel que k7 —u® = 1
on aurait (k; —u)(k; + u) = 1 et donc k; =0, 1. O

Lemme 2.5. Pour tout k > 2, on a ay € U(K,c).

Démonstration. Pour tout k > 2,&2 — 1 est un élément positif de QQ, donc
de R(K, ¢), mais comme dans R(K, c) les éléments positifs sont les carrés,
on en déduit que vkZ — 1 € R(K, ¢). Un calcul immédiat montre alors que

agc(ay) = 1. O
On considere donc I'équation
S1 Sn+1 __
Zl P .Z,n_,’_l — 1
ou l'on a pris z; = ag; pour j = 1,--- ,n+ 1, ou les k; sont les entiers

trouvés dans le 2.4.

Un des s; est non nul, disons s,.1. On a donc a,;f:l“ = aill, ... .aiz et
donc, d’apres le lemme 2.3, on a Q(ag,, ;) = Q(a,;f:fl) C Qagy, -+ ,ox,)
ce qui constitue une absurdité aux vues des lemmes 2.2 et 2.4. O

3. Un cas topologique ou l’involution n’est pas conjuguée a la
conjugaison complexe

L’objet de cette partie est de montrer le théoreme suivant
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Théoréme 3.1. [l existe une involution cog de C qui n’est pas conjuguée,
dans Aut(C), d la conjugaison compleze et telle que U(C, co)%;f)‘{((:,co)/Z.

Pour ce faire, nous allons commencer par étudier quelques propriétés
arithmétiques et topologiques des corps de séries de Puiseux.

Etant donné un corps K quelconque, on note K ((X)) le corps des séries
de Laurent et ’on considére la valuation usuelle sur ce corps que ’on no-
tera v. On note K[[X]] anneau des séries entieres (qui est 'anneau de la
valuation v),

1,(K) = XK[[X]]
I’idéal de la valuation v, et
1+ 1,(K) ={S € K[[X]]/ 5(0) = 1}

le groupe des unités principales. Pour deux entiers n|m, on définit le mor-
phisme ©n, : K((X,)) — K((X,,)) obtenu en posant onm(X,) = Xk
ou k = m/n. Le systéme considéré pour tous les couples d’entiers n|m
est inductif et, par définition, le corps des séries de Puiseux a coefficients
dans K est le corps obtenu en prenant la limite inductive de ce systeme :
Puis(K) = lim K((Xy)).

Il s’agit d’une extension algébrique de K ((X1)) et 'on constate que, via
le plongement considéré, la variable X,, est une racine n-iéme de X;. C’est
pourquoi on notera dans la suite X = X; et X,, = X1/™. Le corps Puis(K)
peut alors étre moralement vu comme la réunion des corps K ((X/™)).

Pour n > 1, on pose vy, (resp. I, (K), resp. 1 + [, (K)) la valuation
(resp. I'idéal de la valuation, le groupe des unités principales) de K ((X/™))
(v, (X/™) = 1/n). Toutes ces données étant compatibles au systéme induc-
tif considéré, on en déduit qu’il existe une valuation v sur Puis(K) obtenu
en posant v(S) = v,(S) si S € K((X'/™")). On constate alors que, si ’on
note Puis[K] l'anneau de la valuation, J,(K) l'idéal de la valuation et
14 J3,(K) = {S € Puis[K]/ S(0) = 1} le groupe des unités principales,
alors on a
Puis(K] = lim K[[X"/"]], 3,(K) = lim I,,,(K), 1+3,(K) = lim 14 I,,, (K)

Lorsque K = C est un corps algébriquement clos de caractéristique 0, le
corps Puis(C) est lui-méme algébriquement clos (voir [8]). Si R désigne un

sous-corps réel clos de C et si ¢ désigne I'involution telle que C<¢> = R, on
peut faire agir ¢ sur les coefficients d’une série de Puiseux :

c (Z aka/"> = Z clag) XFm

k>ko k>ko

On obtient alors un automorphisme involutif é de Puis(C') dont le corps
des invariants est Puis(R). Ce dernier corps est donc un corps réel clos.
L’unique ordre compatible sur Puis(R) est défini par les carrés et, compte
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tenu du fait que dans Puis(R) une série est un carré si et seulement si

son premier coefficient non nul est lui-méme un carré, on en déduit que si
— k/n

S = koky WX /™ avec ay, # 0, on a

S > 0 dans Puis(R) <= ay, > 0 dans R

Proposition 3.1. Soit R un corps réel clos et C' sa cloture algébrique.

1/ Les topologies sur Puis(R), définies respectivement par l'ordre < et
par la valuation v, coincident.

2/ Les topologies sur Puis(C), définies respectivement par la pseudo-
distance et par la valuation v, coincident.

Démonstration. 1/ La topologie de l'ordre sur Puis(R) est celle engendrée
par les intervalles ouverts

]51,52[: {S € PuiS(R)/ 51 <S< SQ}

Comme pour les deux topologies considérées, Puis(R) est un groupe topo-
logique, il suffit de montrer qu’il existe deux systémes fondamentaux de
voisinages de 0, (Up)n et (Vy)n, un pour chacune des topologies, tels que
pour tout n > 0, Up,+1 C V,, C U,. On obtient de tels systémes en considé-
rant, pour n fixé, les ensembles

Up=]— X", X"[ et V, ={S/ v(S) > n}
2/ L’argument est le méme en considérant les ensembles
Up=]— X", X"[x] - X", X"[ et V;, ={S/ v(S) > n}
Les U,, forment bien un systeme fondamental de voisinages de 0 pour la
topologie définie par la pseudo-distance puisque celle-ci correspond a la
topologie produit (voir I'introduction). d
Remarques : 1/ La topologie induite par Puis(R) sur R est donc discrete.

2/ Les corps topologiques Puis(R) et Puis(C) sont des corps topologiques
totalement discontinus.

3/ Le corps ordonné Puis(R) n’est pas archimédien.

3.1. Une exponentielle sur le corps des séries de Laurent. On se
fixe un corps K quelconque. Si S € I,(K) alors la suite (S™/n!), converge
vers 0 pour v. On en déduit, puisque K[[X]] est un anneau ultramétrique
n
complet, que la série Z — converge. Ceci permet d’introduire une fonction
n!
exponentielle :
exp: [L,(K) — KI[[X]] o
S — exp(S) = Z o

n>0
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Proposition 3.2. L’application exp est un isomorphisme de groupes topo-
logiques entre les groupes (I,(K),+) et (1 + I,(K),.).

Démonstration. L’application exp est visiblement & valeurs dans 1+ I,,(K).
Pour S,5 € 1,, on a

exp(S+S/):Z(S+S ZZ nSk /"k—zz

n>0 n>0 k=0 n! n>0 k=0

/nfk:

Maintenant, puisque nous sommes dans un espace ultramétrique complet,
le produit de Cauchy de deux séries converge vers le produit des séries et
donc
/ Sn s" gk
e o) = (LI (LS -x 38

n>0 n>0 n! n>0 k=0

ce qui prouve le caractere morphique de exp.
Venons-en maintenant au caractere bijectif. Considérons deux séries quel-
conques S = ZanT” € I,(K)et Q=1+ Z)\nT" €1+ I,(K). En
n>1 n>1
convenant que ag = 0, on a alors

N =exp(S) <= Vn>1, )\n—z Z i, - Gy,
= '11+ +ip=n

Cette derniére condition équivaut & a; = A\q et, pour tout n > 2,

an = Ap Z Z @iy - - Ay
h=2 ! i1+ +ip=n
et, dans la somme incriminée de cette égalité, le terme a,, n’apparait jamais
(puisque ag = 0).

On en déduit, par récurrence immédiate, que pour (A, ), donnée il existe
une unique suite (ay, ), vérifiant cette derniere relation. Ceci assure alors la
bijectivité de la fonction exp.

Puisque la fonction exp est un isomorphisme et que exp(0) = 1, sa
bicontinuité équivaut a sa continuité en 0 et & la continuité de exp~! en 1.
11 suffit alors de remarquer que pour tout S € I,,(K), v(exp(S)—1) = v(S)
pour conclure. O

On va maintenant considérer le cas ot K = K = C est un corps algé-
briquement clos et on va se donner une involution ¢ de C'. On étend c a
C((X)), en une involution ¢, en la faisant agir sur les coefficients des séries.
Le corps des invariants, par l'action de ¢, est R((X)) ot R = C<**. On
note U = {S € C((X))/ S.é(S) =1} et Uy = {S € 1 +1,(C)/ S.é(S) =
1} =0+ L(C)NU.
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Proposition 3.3. Les groupes U et U(C,c) x Uy sont isomorphes. L’ap-
plication S —— exp(iS) définit un isomorphisme entre les groupes topolo-
giques I,(R) et Uy, en conséquence de quoi U est isomorphe a U(K,c) x
I,(R).

Démonstration. Soit S =3_, -, ap X" € U avec ap, # 0. On a
1= S.&(S) = age(ag) X2 + Z
n>2ng+1
et donc on a ng =0 et ag € U(C, ¢). L’application

U(C,e)x Uy — U
(o, 5) —  a.S

est alors visiblement un isomorphisme de groupes.
Soit Q € 1+ I,,(C) et S € I, (unique) tel que Q = exp(S). On a

0.¢(Q)=1 < exp(9).c(exp(S)) =1 <= exp(S5).exp(¢(S5)) =1
(puisque ¢ est visiblement un automorphisme
continu du corps des séries de Laurent)
< exp(S+¢(S)) =1=exp(0) <= S+¢(S)=0
— Seil,(R)

On déduit de ce qui précede que lapplication Sy — exp(iSy) est un
isomorphisme de I,,(R) sur Up. O

3.2. Corps des séries de Puiseux. L’objectif de ce paragraphe est de
montrer le théoreme général suivant :

Théoréme 3.2. Soient C' un corps algébriquement clos, ¢ une involution

de C et R=R(C,c). Si U(C, c);:lgf)f{(C', ¢)/Z = R/Z alors
U(Puis(C), E)%%(Puis((?), ¢)/7 = Puis(R)/Z
On garde les notations du théoreme et on pose
Up(Puis(C),¢) ={S € 1+7,(C)/ S&é(S) =1}

Si on considere pour n > 1, Up(C), ={S €1+ 1,,(C)/ S.¢(S) =1}, on a
alors

Up(Puis(C), ¢) = hg Uo(C)p,
Lemme 3.1. L’application
E:7J,(R) — Up(Puis(C), ¢)

définie, pour S € I,,,(R), par E(S) = exp(iS) est bien définie et constitue
un isomorphisme de groupes topologiques.
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Démonstration. Le fait que E soit un isomorphisme découle du fait que,
d’apres la proposition 3.3, application S — exp(iS) est un isomorphisme
de I, (R) sur Uy(C),, pour tout n > 1 et que 'on a J,(R) = liglvn(R)
et Up(Puis(C),¢) = ligUO(C)n. La bicontinuité de E découle du fait que
pour tout S € J,(R), on a v(E(S) — 1) = v(S). O

Lemme 3.2. On note R? (resp. U4(C,c)) le groupe additif R (resp. mul-
tiplicatif U(C,c)) muni de la topologie discréte. On note aussi Puis®(R)
le sous-groupe additif de Puis(R) constitué des séries de Puiseux dont le
coefficient constant est nul. On a

UY(C, ¢) x Ug(Puis(C), &) =U(Puis(C), &) et Puis(R)=R? x Puis(R)

Démonstration. Considérons 'application

D: Puis(R) — R% x Puis®(R)
S=3 axt" — (ag, S°) (ot S° = S — ag)
k>ko

Il s’agit visiblement d’un isomorphisme de groupes. Ces groupes étant
des groupes topologiques, pour montrer la continuité de D, il suffit de la
montrer en 0. Ceci est assuré par le fait que l'ouvert fondamental {0} x
| = X™ X" a pour image réciproque par D l'ouvert | — X" X"[. L'image
directe de | — X™, X[ (qui est un ouvert fondamental) par D étant alors
{0} x] — X™, X"[, ceci prouve que D~! est continue en 0.

On considere maintenant ’application

P: UYC,c) x Ug(Puis(C),é) — U(Puis(C),é)
((10, S) — ao.S
qui est visiblement un isomorphisme de groupes.
Si l'on note B,(0,n) = {S € Puis(C)/ v(S) > n}, alors 'ouvert fonda-
mental
(14 B,(0,n)) N U(Puis(C), ¢)
a pour image réciproque par P l'ouvert
{1} x (1 4+ By(0,n)) N Up(Puis(C), &)
ce qui prouve la bicontinuité de P. O
Lemme 3.3. Les groupes topologiques J,(R) et Puis®(R) sont isomorphes.

Démonstration. Soit f : Q* — Q7 une bijection croissante telle que
/ 1 1 /
(%) Jo, 0, Y > 1, f (Zﬂ [a,+oo[> =—ZNJ[a,+o0]
n n
Considérons ’application

©: Puis°(R) — Jy(R)
Z aka/” — Z CLka(k/n)
k>ko k>ko
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qui est bien définie a cause de I’hypothese (k). Il est clair que © est un
morphisme de groupes additifs, son caractere bijectif s’obtient en exprimant
sa réciproque
o l: J,(R) — Puis°(R)

S X s 3 apx! )

k>0 k>0
La continuité de © en 0 est assurée par le fait que f est une bijection
croissante. En effet, soit r € Q, posons r = f~1(r) et considérons les
boules

B, ={S € 3,(R)/ v(S) >r} et By = {S € Puis®(R)/ v(S) >}

On a alors ©(B,/) = B;, ce qui prouve bien la continuité de © en 0. La
continuité de © ! en 0 découle, de méme, du fait que f~! est une bijection
croissante.

Reste a exhiber une application f ayant les propriétés sus-mentionnées.
On définit f de la maniere suivante :

Sur | — oo, —1], on pose f(r) = —1/r.

Sur [1,+oo[, on pose f(r) =17+ 3.

Sur ]0,1] on définit f comme fonction affine rationnelle par morceaux :
on pose a1 = 1 = 2 et pour tout n > 2,

n—1 1 n 1
k=1"" k=0 """

: 1
et sur l'intervalle } g n} on pose f(r) = fn(r) = anr + Bn.

La suite (o), est une suite décroissante de rationnels strictement po-
sitifs, la suite (8,), converge vers la base de I'exponentielle réelle e. Par

ailleurs, on a pour tout n > 2
1 1
(Qn-1—0ap) = m = nﬁ =n(fn — Bn-1)
on en déduit que

Jn—1 <1> = dnd +Bn,1:%+ﬁn:fn <1>

n n n

Ainsi, sur )0, 1], la fonction de la variable réelle f est continue, affine ra-
tionnelle par morceaux et strictement croissante. Par ailleurs, on a

lim f(r) = lim f (i) = lim f, (i) = lim (ij + Bn> = lim f, = ¢

Ainsi f définie une bijection de ]0,1] N Q sur Je, 4] N Q.
Sur [—1,0[, comme précédemment, on définit f comme fonction affine
rationnelle par morceaux qui opére une bijection croissante de [—1,0[NQ
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sur [1,e[NQ. Le graphe de la fonction obtenue ressemble & peu pres a ce
qui précede.

Il est clair que f opére une bijection croissante de Q* sur Q™* et que 1’'on
a par ailleurs, pour tout n > 1, f (%Z N1, —l—oo[) = %Z N [4, +o0l. O

Preuve du théoréme 3.2. Grace aux lemmes 3.1, 3.2 et 3.3, on dispose d’un
épimorphisme continu de groupes topologiques

EXP : Puis(R) — U(Puis(C), ¢)
défini par les composées successives
Puis(R) — R? x Puis®(R) — R% x J,(R) —
— U0, ¢) x Up(Puis(C), &) — U(Puis(C), &)

S — (ag, S°) — (ap, ©(S°)) — (e, E(©(S°))) — e E(O(S°))

Le noyau du morphisme R¢ x J,(R) — U4(C, ¢) x Ug(Puis(C), &) cor-
respond au noyau du morphisme algébrique R? — Ud(C, ¢) qui est Z
par hypothése. Puisque R? est un espace discret, il en est de méme de
Rd/Z et donc le passage au quotient définit un isomorphisme de groupes
topologiques R?/ L= U4(C, ¢) qui fournit, par produit, un isomorphisme de
groupes topologiqueg

(R? x 3u(R))/(Z x {0}) = U*(C, ¢) x Ug(Puis(C), )

to

On en déduit que 'application EXP définit, par passage au quotient, un
isomorphisme de groupes topologiques entre Puis(R)/Z et U(Puis(C), é).
O



644 Bruno DESCHAMPS

Preuve du théoréme 3.1. Les corps C et Puis(C) sont deux corps qui, étant
algébriquement clos de caractéristique 0 et possédant un méme cardinal
indénombrable, sont isomorphes (argument classique utilisant le théoréme
de Steinitz sur des sous-extensions transcendantes pures maximales de ces
corps). On se fixe donc ¢ : Puis(C) — C un isomorphisme abstrait et on
considére I'involution de C, cg = @ o o o~ 1.

Le théoreme 3.2 assure que ’on a U(Puis(C), 6)%;Puis(R)/Z. Maintenant
¢ définit, par restriction, un isomorphisme entre Puis(R) = R (Puis(C), ¢)
et R(C, ¢p), et comme ¢ envoie les carrés sur les carrés, sa restriction re-
présente donc un isomorphisme de corps tolopologiques. On en déduit que
¢ est un isomorphisme de corps topologiques entre le corps Puis(C) muni
de la topologie induite par ¢ et le corps C muni de la topologie induite par
co et, par suite, que

[U(C, Co)t%;%((c, Co)/Z

Le point a vérifier maintenant est que ¢y n’est pas conjuguée a la conju-
gaison complexe. Si tel était le cas, disons que cg = oco™!, alors via o,
les corps réels clos R(C,oco™!) ~ R(C, c) = R et R(Puis(C), &) = Puis(R)
seraient isomorphes. Or Puis(R) n’est pas un corps archimédien (d’apres la
remarque du début du §3), au contraire de R. Ainsi, I'involution ¢y n’est
pas conjuguée a la conjugaison complexe. O
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