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de Bordeaux 23 (2011), 183-207

Etude des fibrations elliptiques d’une surface K3

par TITEM HARRACHE et OpILE LECACHEUX

RESUME. On s’intéresse aux fibrations elliptiques d’une surface
K3 singuliére en vue de construire des courbes elliptiques avec
7—torsion et rang > 0 sur Q.

ABSTRACT. FElliptic fibrations of a K3 surface.

The aim of this paper is to study the elliptic fibrations of a singular
K3 surface to obtain elliptic curves with 7—torsion points and
rank > 0 over Q.

1. Introduction

Cet article portera sur I’étude des courbes elliptiques sur Q et Q(7') avec
un groupe de torsion d’ordre 7. Dans ce cas, la courbe elliptique universelle
S (donnée par I’équation (3.1)) considérée comme surface elliptique sur la
courbe modulaire X;(7) est une surface K3. Le rang de la fibre générique
de cette surface elliptique est 0. Cette surface admet différentes fibrations
elliptiques. Nous poursuivons ’étude de ces fibrations commencée dans [7]
et [9]. Les fibrations étudiées sont définies sur Q, ont des sections et un
groupe de Mordell-Weil de rang 1 ou 2 sur Q(B) ou B est la base de la
fibration, ce qui permet de construire des courbes sur la surface K3. Par
changement de base C' — X1(7) on obtient une nouvelle surface elliptique
S X x,(7)C, dont la fibre générique a un rang > 1 sur Q(C). Les cas les plus
simples sont obtenus avec des revétements C' — X;(7) de degré 2. Dans [7]
et [9], on donne 4 exemples de degré 2 . Les autres fibrations étudiées dans
cet article n’ont pas permis d’en trouver d’autres. Par contre les fibrations
étudiées dans cet article ont permis de trouver des exemples nouveaux ou
C «~ P! et C — X1(7) est un revétement de degré 3, et de retrouver les 4
exemples déja connus de degré 2. Dans cet article nous étudierons seulement
certaines fibrations construites avec un graphe. D’autres fibrations et les
résultats numériques feront ’objet d’une autre publication. Rappelons que,
par un théoréme de [12], il n’y a, pour une surface K3, qu'un nombre fini
de fibrations elliptiques a automorphisme pres.

Dans le paragraphe suivant nous rappelerons les principaux théoremes
utilisés pour construire ces fibrations elliptiques.

Mots clefs. Elliptic fibrations, K3 surfaces.
Classification math.. 14J27, 14J28.
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Ensuite dans les paragraphes 4, 5, 6 nous étudierons le groupe de Néron
Severi de la surface et donnerons les diviseurs de certaines fonctions.

Ceci nous permettra au paragraphe 4 de construire un graphe a partir
de certaines composantes des fibres singuliéres et des sections de torsion.

Le paragraphe 7 est consacré a la construction des fibrations a partir
du graphe, sachant qu’un sous-graphe isomorphe au graphe des fibres sin-
gulieres de la classification de Kodaira définit une fibration elliptique. Des
équations de Weierstrass de ces fibrations seront données. Elles permet-
tront, en utilisant les formules d’addition, de construire explicitement une
infinité de courbes sur S.

2. Rappels

Donnons quelques rappels utiles dans ce travail. On pourra consulter [1]
et [10] pour une présentation plus compleéte.

On notera X une surface algébrique lisse et projective définie sur un
sous-corps algébriquement clos k du corps C des complexes.

Définition. Une surface elliptique est la donnée d’une surface X et d’un
morphisme propre m : X — C vers une courbe C' algébrique, lisse et pro-
jective telle que

- il existe une section o : C' — S

- la fibre générique F est une courbe elliptique

- 7 est relativement minimal.

La courbe C est appelée la base de la fibration. Si C' est une courbe de
genre 0 nous appelerons, conformément a la terminologie de [6], parametre
elliptique un générateur du corps de fonctions de C. Le parameétre est défini
a homographie pres.

Définition. La surface X est une surface K3 si H'(X,0x) = 0 et si le
fibré canonique est trivial, i.e. Kx = 0.

Exemple. Une surface elliptique avec une équation de Weierstrass
v+ a1(t)zy + as(t)y = 2° + az(t)2” + aq(t)z + ag(t)

ou les a;(t) sont des polynémes de degré < 2i avec au moins 'un des degrés
> ¢ définit une surface K3.

Pour une surface K3, les équivalences linéaire, algébrique et numérique
coincident. Le groupe de Néron-Severi de X (qui est le groupe des classes
de diviseurs modulo I’équivalence algébrique) posseéde une forme bilinéaire
symétrique (induite par I’accouplement d’intersection), notée -, non dégé-
nérée, de signature (1,p — 1) ol p est le rang du groupe de Néron-Severi
(appelé nombre de Picard de X).
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Si X est une surface elliptique, alors les fibres sont des courbes elliptiques,
sauf pour un nombre fini d’entre elles. Les fibres singulieres sont décrites
par la classification de Néron-Kodaira (voir le tableau [1] page 201).

Pour construire les fibrations elliptiques nous aurons besoin de la propo-
sition suivante (voir [10] Prop 12.12).

Proposition 2.1. Soit X wune surface K3 et D un diviseur effectif sur
X de méme type qu’une fibre singuliére au sens de Kodaira d’une surface
elliptique, alors il existe une unique fibration elliptique f : X — P! pour
laquelle D est une fibre singuliére. De plus, toute courbe irréductible C' sur
X telle que C.D =1 définit une section de f.

Enfin nous utiliserons le théoréme suivant [11] :

Théoréme 2.1 (Théoréme de Tate-Shioda). Si 7 : X — P! est une sur-
face elliptique K3 et m(z,), 1 < v < s, les fibres singuliéres, on note
€y, My €t my' respectivement le nombre d’Euler, le nombre de composantes
irréductibles, le nombre de composantes irréductibles et simples de la fibre
singuliére 7= (z,,). On a alors

-y a1 Er =24

- St p est le rang du groupe de Néron-Severi et r le rang du groupe de

Mordell- Weil,
p=1+ 2 + Z(mv—l).
v=1

-Sir =0 et sit est Uordre du groupe de torsion du groupe de Mordell-

Weil,

[T

2

- ST A\ est le déterminant de la matrice des hauteurs d’une base du groupe
de Mordell-Weil,

|det(NS(X))| =

[Im”

[det(NS(X)| = A2

3. Courbe modulaire X;(7) et surface modulaire S

La courbe modulaire X1(7) est de genre 0 isomorphe & P!. La surface
modulaire S dont ’équation (3.1) est donnée dans [13] et [14], a les proprié-
tés suivantes : & chaque point (d, 1) de P! on peut associer la paire (Ey, A)
ou Ej; est la courbe donnée par I’équation

(3.1) By +(1+d—d)ay+ (d® — &)y = 23 + (d* — d*)2?

et A = (0,0) un point sur cette courbe. Si le discriminant D = d’
(d — 1)7(d® — 8d% 4+ 5d + 1) n’est pas nul, la courbe E; est une courbe
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elliptique d’invariant
_(d* —d+1)%(d® — 11d° + 30d* — 15d* — 10d* + 5d + 1)?
)= d7(d —1)7(d® — 8d% + 5d + 1)
et le point A est d’ordre 7.

Les coordonnées (z;4,y;4) des points (1A4), 1 <i < 6, sont données dans
le tableau suivant :

| JoJA] 24 | 34 | 44 | B5A | 64 |

oo 0] &d—-1) | dd—1) | d{d—1) [d*(d—-1) 0

yloo| 0 [d3(d—1)[d(d—1)?|d?(d—1)? 0 (d—1)
TABLE 3.1. Valeurs de x et y aux points 1A

Si on paramétrise la courbe elliptique E; par les fonctions de Weierstrass
o et ' associées au réseau (1,7) et si A correspond a % on a alors

TA—T24 @(%;7) —@(%7)

d= - .
xa—x3a  p(3;7)—p(E;7)

La courbe modulaire X7(7) a 6 pointes correspondant aux valeurs d =
0,1,00 et aux trois racines de (d*> — 8d% + 5d + 1). Les 3 pointes 0, %,%
correspondent respectivement aux valeurs d = 1,0, co. Une description tres
complete de ces propriétés est donnée dans [14].

On considere la surface S et la fibration (z,y,d) — d. Les fibres singu-
lieres de cette fibration, calculées par ’algorithme de Tate, ou appliquant les
résultats de [11] sont de type I1, I1, I1, I7, I7, I7 audessus de d = aj, az,as

racines de (d® — 8d? + 5d + 1) et d = 1,0, 0o respectivement.

L’équation (3.1) est de degré 3 en d. Pour trouver facilement des fibra-
tions elliptiques nous utiliserons une autre équation pour S.
On considere les deux fonctions

olb)plerin) ol -ol-i)

o) o) T e e ()

Les valeurs de u et v aux points 74 sont données par le tableau suivant :

(3.2) u=

| [0] A[24[3A[4A[5A]64]|

uOléE}(l)oo

TABLE 3.2. Tableau des valeurs de u et v aux points (iA)
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Les diviseurs de u et de % sont égaux et ces deux fonctions ont méme

’ A o . 2_ 43
valeur en 24, elles sont donc égales. De méme les diviseurs v et —2+d =2
sont égaux et ces deux fonctions ont méme valeur en 3A4. On fait alors le

changement de variables

y r+d—-d d(d—-1) ud? (d— 1)
u="%,v=——— dinverse rt = ———, y=-——"——"%
x? y u+v—uv (u+v—uv)?
et on déduit I’équation de S
(3.3) d(d—1uv = (vv —u —v)(1 + d(uv — u — v))
qui se factorise aussi
(3.4) (uv —u —v)(dv—1)(du — 1) = d(d — Nuv(u—1)(v —1).

4. Modéle de Néron et groupe de Néron-Severi

Dans ce paragraphe nous explicitons le modele de Néron de S en vue
d’obtenir une base du réseau de Néron-Severi et pour construire un graphe.
Pour cela nous verrons qu’il suffit d’étudier les mauvaises fibres de la fibra-
tion au dessus de d = 0, 1 et I'infini.

On rappelle le théoréme suivant pour une fibre singuliere de type I,, (voir
[8], théoréme 1 et proposition 5 page 96). Soit K un corps de caractéris-
tique 0.

Théoréme 4.1. Soit E une courbe elliptique sur K[T| donnée par une
équation de Weierstrass a coefficients dans K[T]. On suppose que la réduc-
tion mod T posséde un point double a tangente distinctes et st on note vy
la valuation T-adique on suppose que vp(j) = —m < 0. Il existe alors un
modéle de Weierstrass de E a coefficients dans K[T

Y2Z 4+ ANXYZ 4+ puXZ% = X3+ aX?Z + X Z? + 4273
ayant les propriétés

m m
o vr(6) > 5

4.1. Mauvaises fibres au dessus de d = 1, 0, oo. On part de I’équation

Y27 +(14+d—d)X'Y'Z + (d* - dP)Y'Z? = X® 4 (d*> — d*) X" 7.

vr(A\? 4 4a) =0, vp(p) > , vr(y) =m.

On applique le théoreme de la fagon suivante : la lettre 7' désignera selon
les cas d—1,d ou bien 1/d. On notera X1, Y7, Z1 respectivement X, Yo, Zo,
Xoo, Yoo, Zoo les nouvelles variables correspondant a 'application du théo-
réme précédent en d = 1,0,00. De plus on peut choisir ces X;,Y;, Z; de
sorte que les tangentes aux points doubles soient les deux droites Y; = 0 et
Y; — X avec j = 0,1, 00. Plus précisement on posera
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—1, Y/:YI—X1+T2(1—|—T)Z1’ X/:X1+T(1+T+T2)Zl, Z/:Z17
, Y =Yy -Yo—T*(1-2T)20, X' =Xo—-T?*(1-2T)2y, Z' = Zo,

T
T
T , Y'TS =Y, + T4, X'T* = Xoo — T3, 7' = Zso.

al- QL

On notera ©; ; avec i € {1,0,00} et j € {0,1,..6} les composantes des
fibres singulicres en d = 1,0, 00 de sorte que ©; ;. O s = 0si i # k et

0si[j—s|#0,
®izjei78 = 1 si ’j — S‘ = 1,

—25sij =s.

Par définition, la composante O ¢ est celle coupée par la (0) section.

4.2. Calcul des produits d’intersection (sA).®; ;. On définit les en-
sembles

Nij ={P € Eq, vr(y; —x;) >vr(y;) =J} pour j =1,2,3,
iy ={P € Eq, T—j = vr(ys —2:) <vr(y)}  pour j =4,5,6.
oﬁxi:%’etyi:%.
Utilisant les résultats de Néron on a la propriété : la section (sA) coupe
©;; ((sA).©;; = 1) si avec le changement de coordonnées sA € A; ;.
On obtient alors le tableau suivant avec la convention : si, dans la colonne

©;, et laligne d = z figure kA alors O, ,.(kA) = 1et O, ,.(kA) =0sis #r.

Oio ©;1 O,2 ;3 0,4 O;5 O;p
d=1 0 A 24 3A 4A 5A ©6A
d=20 0 4A A 5A 2A 6A 3A
d=oco 0 2A 4A ©6A A 34 5HA

4.3. Graphes. On représente chaque composante de la mauvaise fibre d =
1 ainsi que les sections (iA) par un point. Deux points sont reliés par un
trait si les composantes se coupent. On place les sections (iA) sur un cercle
et les composantes O1; sur un autre cercle. On procéde de méme pour d = 0
et d = oo.

On regroupe le tout sur le méme graphe. On obtient le graphe appelé
graphe de Coxeter.



189

Etude des fibrations elliptiques d’une surface K3

0,0

91,0

FI1GURE 4.1. Graphe de Coxeter

5. Diviseurs des fonctions u,v,u — 1,v — 1,ud — 1,vd — 1 sur S

5.1. Diviseurs horizontaux. De la définition des fonctions u et v on
déduit que les diviseurs de ces fonctions sur la surface S sont sommes
d’un diviseur horizontal (noté ()p), combinaison des sections (iA), et d'un
diviseur vertical formé des composantes des fibres singuliéres. Exprimant

u, v en fonction de y, z on a alors

(0) + (54) — 2(64),
= (0) — 2(A) + (24),

(A) + (44) — 2(64),
= —2(A) + (34) + (64),
= (24) + (34) — 2(64),
= —2(A) + (44) + (BA).
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Proposition 5.1. Les diviseurs des fonctions u,u — 1,du — 1,v,v — 1,
dv — 1 sur Eg engendrent le réseau des diviseurs des fonctions de support
inclus dans {iA, 0 <1i < 6}.

En effet, le déterminant de la matrice dont les lignes sont (f)p.(1A),
0#i#5et f=u,u—1,du—1,v,v—1,dv— 1 est non nul et égal a 7.
Plus précisement le produit

(du—1)*dv—1)*  &(d—1)*(du—1)

wvd(u — 13w -4 ulv —1)(ww —u — )3

a pour diviseur 7(A) — 7(0).

5.2. Diviseurs verticaux. On vérifie par calcul ([7]) que la fibration
(u,v,d) — wu est une fibration elliptique dont les mauvaises fibres obte-
nues pour u = 1,0, 00 sont de type Ig, I, I{. Le diviseur (u — 1), des zéros
de u — 1 sur S est de la forme (A) + (44) + > ©,5. De plus il forme un
8—gone. Sur le graphe des fibres singuliéres et des sections on doit former
ce 8—gone avec les trois fibres singulieres au dessus de d = 0,1, 00 et avec
seulement les sections (4A4) et (A). Etudiant toutes les possiblités on voit
qu’une seule convient et

(u — 1)0 = (A) + <4A) +06001+06002+011+012+ @173 + @1,4.

Le diviseur (u)g des zéros de u sur S est de la forme (0) + (54) + 20, s+
204+ 0O 1y + Oy et correspond a une fibre de type I7. De plus les deux
diviseurs (u)g et (u— 1)p n’ont pas de composante commune. Considérant
toutes les possibilités sur le graphe on voit qu'une seule est possible et on
obtient (u)g.

Le diviseur (u)., des poles de u est de la forme 2(6A4) + 20, + Oqp +
Oy + Oty +Ogn i et correspond a une fibre de type I7. En considérant
le graphe, on a une seule possibilité.

On procede de méme avec les fonction v, v — 1, car u et v jouent le méme
role. On vérifie aussi par calcul que la fibration (u,v,d) — ud — 1 a les
mémes propriétés que (u,v,d) — u et on en déduit les diviseurs verticaux.

div(u) = (0) + (5A) — 2(6A4) — O16 — ©p4 — 2005 — Oo6
+ 26)oo,O + 6oo,l - 600,3 + 600,5 + 2600,6;
div(v) = (0) = 2(A) + (24) = ©11 — O9,1 — 26002 — Op 3
+ 2900,0 + 2900,1 + 600,2 - C"')00,4 + eoo,ﬁv
diviu —1) = (A) + (44) — 2(6A4) + O11+6012+013+014 06156
+ 60,1 + 002 — 6004 — 26005 — O — O3,
div(v —1) = (34) + (64) —=2(A) = ©11 + O13+ 014+ O15+ O16
+ 00,5 + 006 —Op1 — 2002 — Op3 — O 4,
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div(du — 1) = (24) + (34) — 2(64) + O11 + 2015 + 2015+ O14
— 016 — 005~ Ox2 — 20503 — O 4,

div(dv — 1) = (44) + (5A) —2(A) + ©13+ 2014 + 201 5
+ @1,6 — @171 — @072 — 90073 — 2@00’4 — @oog,.

La factorisation (3.3) de I’équation de S permet de calculer le diviseur de
uv — u — v. 1l en résulte 1’égalité

div(uv —u— U) = —(A) + (QA) + (5A) — (6A) + 01,0+ @070 — @()72 — @073
— 004005 +2000+6O01 — O3 — O + Ocs 6.

Les composantes O1 g et ©g o seront définies respectivement par uv—u—v =
0O, d=1letuv—u—v=0,d=0.

6. Groupe de Néron-Severi

Les propriétés du groupe de Néron-Severi sont données dans la proposi-
tion suivante :

Proposition 6.1.
— Le groupe de Néron-Severi de S a un rang égal a 20, son détermi-
nant est égal a 7. Une Z-base est donnée par les classes des diviseurs
sutvants :

(0), (A4), (24), ..., (6A), B4, O1,4, 1 <i<6,0¢;, 1<i<6.
— Ces diviseurs sont définis sur Q.

Pour la premiére assertion on renvoie & [2]. Comme il apparait dans le
calcul précédent, la réduction, pour les mauvaises fibres de type I7, est
multiplicative déployée ; les composantes ©;; sont donc définies sur Q.

7. Construction de fibrations elliptiques

7.1. Utilisation du graphe. On considere le graphe formé des compo-
santes singulieres de la fibration S — X(7) au dessus de d = 1,0, co ainsi
que les sections de 7-torsion (Figure 4.1). Dans cet article nous étudierons
les fibrations o on peut placer deux fibres singulieres sur ce graphe, ce qui
revient a placer deux sous-graphes disjoints de la classification de Kodaira.
Dans tous les cas étudiés, on obtient facilement le parametre de la nouvelle
fibration ainsi qu’une équation de Weierstrass. On constate que le para-
metre elliptique est dans le groupe multiplicatif engendré par les fonctions
u,v,u — 1,v — 1,ud — 1,vd — 1,d,d — 1. Nous ne détaillons que certains
calculs, les autres se faisant sur le méme modele.
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7.2. Exemples.

(1) La fibration de parameétre u :

Ce premier exemple détaillé dans [7] et [9] donne une fibration
ol on peut représenter trois fibres singulieres sur le graphe de la
figure (Figure 4.1).

0 1"\

)

FIGURE 7.1. La figure —Ig — I7 — I{—

La figure —Ig — I{ — I — représente trois sous-graphes correspon-
dant aux fibres singulieres Ig, I et I pour u = 0, 00,1

Une équation de Weierstrass [7] est obtenue en posant

vu(u — 1)%(dv — 1) (du — 1)

X =u(u—1)>3dv, Y =
v—1

soit
Y24 uXY —u?(u—1)2Y = X3 —u(u—1)2X2%

Le point (0,0) est d’ordre 4 et il engendre le groupe de torsion du
groupe de Mordell-Weil (voir [10] corollaire 7.5).

Le point (—v?(v — 1),v%(v — 1)2) est d’ordre infini.

(2) La fibration de parameétre k :

La figure —I5 — I19o— représente deux sous-graphes disjoints cor-
respondant a des fibres singulieres I5 et I19. Ce sont deux fibres
singulieres de la méme fibration.
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Opae, Ooct
e

Oug...

s »
s ” RS

-
O16 O 6

FIGURE 7.2. La figure —I5 — I1p—

La fibre I3 correspond au diviseur

0o = 2 (GA) + @074 + 2 @075 + @0,6 + @175 + 2 @1,6 + @170.

La fibre I;g correspond au diviseur

(500 = (A) + (414) + 60,1 + @072
+ @oo,l + 900,2 + 600,4 + 600,5 + 900,6 + 600,0-

Le diviseur d9—doo st somme du diviseur horizontal = 2 (64)—
(A)—(4A) et d’un diviseur vertical. La fonction —5 a pour diviseur

a b
horizontal p. On cherche alors a et b tels % ait dg — dso pour

diviseur sur la surface. On trouve a = 0 et b = 1. On peut alors
prendre

comme parametre pour cette fibration.

On regroupe sur la méme figure les deux fibres singulieres de cette
nouvelle fibration. On note par des o les composantes ou sections
(iA) qui coupent une seule composante de multiplicité 1 des fibres
de type I5 et I1g de la nouvelle fibration. Elles donnent des sections
de la nouvelle fibration.
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FiGure 7.3. Fibres singulieres et sections

Pour obtenir une équation de Weierstrass on commence par éli-

miner d entre I’équation en u,v,d et k = %. On obtient

uv(u—l)k2—|—(Zuzv—uv—u2v2—|—2uv2—v2—u2>k
—(v—=1)(uwv —u—wv)=0.

On fait le changement de variables (voir [3] pour la méthode)

B Y

TRE+D+ X
X2+ k+ )R+ E-1)X - R -1D)Y +E2(k-1) (k+1)
B —k(k+1)Y +X2+k(k+1)2X +k3 (k+1)°
d’inverse

X:(k+1)(<u_1) —I—k) (v—1), Y =(k+1) <k2+kii1>v

ce qui donne la forme de Weiertrass
Y24 (k+1)(k—2) (K +X)Y
= (X +82) (X +12=1) (X + 12+ K
de discriminant &% (k + 1) (k + 4) (k* — 4k + 4) .
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La zéro section de cette fibration elliptique correspond a u = 1 et
v = 00 soit ©1 1. La section (2A4) correspond av = 0et u = 1/d; soit
en reportant dans k, & k = —1/u, donc X = —k?,Y = 0. Ce dernier
point est de 2—torsion. La section (0) correspond & u = 0,v = 0
donc au point (1—%2,0). Le point (5A) correspond a4 u = 0, v = 1/d,
ce qui donne v = 7 et (X = —k— k%Y = —k — k?). Ce point
sera noté Pj. Enfin le point (3A) correspond a v = 1,u = 1/d, soit
u=—1/k.Onaalors X = 0et Y = k?+k>. Ce dernier point vérifie
(0,k? + k3) = —Py+(—k?,0). Notons aussi que —2P;, = (1 — k%,0).

Pour k = —1 on a une fibre de type I3. Les composantes O1 3 et
O1,2 forment deux cotés du 3— gone et ces deux composantes ne
coupent pas la zéro section ©1; de la fibration de parametre k. La
troisiéme composante est la courbe rationnelle :

v(2v—1) v—2
Y U2—U—|—1’U v v2Z—v+1

On peut calculer la hauteur du point correspondant a (3A4) «—
—P; + (—k2,0) en utilisant le graphe et [10] Table 4. On compte
quelle composante des fibres I1¢, I3 et I3 est coupé par (3A).

On a
W(=Pi+ (—k20)) =22-2 -2 — (1+ ) = .

Ce point est donc d’ordre infini. Utilisant la premiere et la derniere
formule du théoreme de Tate-Shioda on en déduit que ce point
engendre la partie sans torsion du groupe de Mordell-Weil de la
fibration. Comme précédemment on montre que le groupe de torsion
est d’ordre 2. On a donc le théoreme

Théoreme 7.1. Le groupe de Mordell Weil de la fibration de para-
métre k sur Q(k) est engendré par Py et par le point d’ordre 2.

La fibration de parameétre m :

La figure —IV* — Ijo— représente deux sous-graphes disjoints
correspondant a des fibres singulieres IV* et I1s.
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FIGURE 7.4. La figure —IV* — [1o—
On procede comme pour la fibration précédente ; on peut prendre
comme parametre
d

m = .
1—v
On calcule une équation de Weierstrass pour cette fibration.

Pour cela on élimine d entre ’équation de S et m(1 —v) = d et
et u="U+ % On obtient ainsi une équation

v

on pose Z = 5
de bidegré 2 en Z et U. Les changements de variables
W =—-ZU(@1-m)*—m)(—m+1)*met G=-U(1-m)’m

donnent 1’équation de Weierstrass

W2 = (—d4m?® 4+ m? = 3m +2) GW — m?(1 - m)*W
~G(G+m?)(G+ (—m +1)*).

En posant W =Y (1 —m)? — X(1 —m)? et G = —(1 —m)2X on

obtient I’équation simple
Y2+ m(m—3)XY —m?y = X3
1)% est d’ordre infini et le

Le point X = m3 —m?2Y = —m?(m
point (0,0) est d’ordre 3. On montre comme précédemment que le

rang sur Q(m) du groupe de Mordell-Weill est 1.
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(4) La fibration de paramétre t :

La figure —I3 — I'V*— représente deux sous-graphes disjoints cor-
respondant a des fibres singuliéres I3 et V™.

(—)1,2
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O
_____ »
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‘~).0
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O1,40 s
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,"0:.‘::..:
Ora
............... i
(—)1.(

FIGURE 7.5. La figure —I3 — IV*—

On peut prendre comme parametre pour cette fibration

dv—1
t= .
u—1
Pour obtenir une équation de Weierstrass en X,Y on pose
o 14+t(u—1) 1

Yut? S X

Apres simplification on obtient

Y2 +tay + (8 — Dy = 2% + (=% + )22
Le point (0,0) est d’ordre infini. On montre de méme que le rang

sur Q(t) du groupe de Mordell-Weill est 1.

(5) La fibration de parameétre s :

La figure —I} — I — représente deux sous-graphes disjoints cor-
respondant a des fibres singulieres I et I}.



198

Titem HARRACHE, Odile LECACHEUX

©
©13 el
. N
-: ’~§
.~ Oooa
; .
K ol et *
R SaemmT 0
e ~5 ’
S .- . '
S et . B meeeeeceaana.
Os PO e? A
8- [CIERIINEN
L (&) 3 ~
Ry 0,4, L) ..
\‘ ‘Q,
\‘ ~s~
\‘ ~§~
N . S
.
. Ooé . :‘
O146.., s JIPESe <
...... g 0,
..... . g
. . .
..... \ ek, K
SO ©Oos5  L°
4A ‘s B .
s .
' 5Ll
B )
“ ¢'-.
. 06A
. K e ®
‘. A * .
. . e :
. . -
3 .
. . .
3 .
" Lt
‘o.... [e)
o, 00,6
01,5 --------- :
....... H
16

FIGURE 7.6. La figure —I} — I} —

On peut prendre comme parametre s =

dv—1
=
On fait les changements de variables

Y_

(X -3 —s1) X

s(su—s+1)(—s+v—1)
B u—1

obtenir

y? = (25" + 5+ 2y = (e — 1)(z - s).

Les points (1,0) et (—s?,53(s + 1)?) sont d’ordre infini et indépen-

dants. On montre comme précédemment que le rang sur Q(s) du
groupe de Mordell-Weill est 2.

(6) La fibration de paramétre r

La figure —Ig — Ig— représente deux sous-graphes disjoints cor-
respondant a des fibres singuliéres Ig et Io.

pour obtenir une équation de Weierstrass puis on simplifie pour
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FIiGURE 7.7. La figure —Ig — Ig—

On peut prendre

d—1
(u—1)(v—1)

r =
comme parametre pour cette fibration. On fait les changements de
variables

r(ru—u+1)(rv —r+1)
u—1

Y =r?o(X +r2-2r), X=-—

pour obtenir une équation de Weierstrass puis on simplifie pour
obtenir

y? — (2 =1+ Day + 3y = 22,

Le point (—1, —r) est d’ordre infini, le point (0, 0) est d’ordre 3.

(7) La fibration de parameétre n :

La figure —I11* — I11*— représente deux sous-graphes disjoints
correspondant a des fibres singulieres 111" et I11*.
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FiGure 7.8. La figure —I11* — I11*—

(8) La fibration de parameétre h :

Ooc4

* -~
[y S——— Y

G

Ficure 7.9. La figure —I1* — IT*—
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On a une autre figure —II* — I[I*— qui représente deux sous-

graphes disjoints correspondant a des fibres singulieres I1* et IT*.

On prend alors n = —%2@“_1) et h = u(v_(cll)_(f;;,a%clh;z_l)g

comme parametre pour ces fibrations. Pour obtenir une équation de
Weierstrass de ces 2 fibrations de parametre n et h, on commence
par écrire une équation en w, v, h en éliminant d. Un calcul de dis-
criminant par rapport a w puis v fait apparaitre un facteur n + 1.
On remarque que n + 1 se factorise ; plus précisément n + 1 = PU—Q
avec P = —uvd+v+du et Q = uvd+ 1 —du. On obtient I’équation
suivante entre P, h,n

P2h(h—1)+ (2+n+2n*)hP + (n+1)(n® — h) = 0.
Le changement de variables

3
h:n(n+1) p_ Y
X nd+nt—X

conduit a ’équation de Weierstrass
Y24 (202 404 2) YX = X (X —1-n) (X —n® - n)

de discriminant —n?(n + 1)* (64n? + 47n + 64) . Pour n = —1 on
a une mauvaise fibre de type I4. Les 4 composantes de cette fibre
sont la section O, la composante ©1 et les deux courbes définies
par P = 0, = 0. La section infinie de cette nouvelle fibration
correspond a la composante ©g 3, pole double de X. La section O
donne le point d’ordre 2 de coordonnées X = Y = 0. Ces deux
résultats se lisent sur le diviseur de h.

Le point X = n? +n* Y = 0 est d’ordre infini.
Pour écrire une équation de Weierstrass de la fibration de para-

metre h on utilise le lien entre les deux fibrations (de parametres n
et h)

On modifie les mauvaises fibres de type II1I* de la fagon sui-
vante : on "prolonge les branches” pour avoir deux fibres de type
IT*, par ©g3 et ©g4 d'une part et d’autre part par la section O
et la composante 01 . Posant P = (n + 1)T" on obtient I’équation
d’une cubique en T et n. Pour écrire une équation de Weierstrass il
suffit de connaitre un point sur cette cubique. Ce point correspond a
une section qui coupe la seule composante de multiplicité 1 des deux
fibres 11* (Og 4 sur I'une et ©1 ¢ sur 'autre). Les deux autres compo-
santes de la fibre I; (n = —1) conviennent. On choisira par exemple

n=-1T= % Posant alors n = -1+ 1/N,T = (h;;:) + % on
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est ramené a une équation de bidegré 2 en W et N. Apres les trans-
formations habituelles (voir [3]) on obtient la forme
s s T3, 189

y?=a" - —h'a' +

6 17 15
16 32h o=k

ou la forme
2 3 15 9.9 2:5
y ==z —Zzh + (h—1)*h°.
Le point
1
T = §(h —1)2(h2 = Th +1),
_ 1
- 54

est d’ordre infini.

y (h? = 1) (25" = 27h3 + TTH? = 2T h +2)

Remarque. Dans [4] Inose a montré que si X est une surface K3
avec une section et deux mauvaises fibres de type I1* alors il existe
une unique surface de Kummer K = Km (C] x C3) ou Cy et Co
sont deux courbes elliptiques et ¢, ¥ deux applications rationnelles
de degré 2 telles que

¢: K — S, 8 — K.

Une telle surface S a une équation de la forme

1
Y2:X3—3aX+(T+T—2ﬁ>.

Les courbes elliptiques C7 et Cy sont définies par les invariant
normalisés, J et Ja, vérifiant a« = /1 Ja et 8= /(1 = J1) (1 — J2).
La surface de Kummer a une fibration avec deux fibres de type IV*
d’équation

1
Y2:X3—3aX—|—<t2+t2—2B>.

_ 5 _ 2 _ 189 ‘.
Pour la surface S alors a = 55z = g et 8 = 7. Il en ré

sulte que J1Jo = 25%62 et (1—J1)(1—Jo) = 32%2, soit jo = j1 =
(—%) 1728 = —3353. Les deux courbes elliptiques C; et Co sont
isomorphes a la courbe elliptique a multiplication complexe par ’an-
neau des entiers de Q (ﬁ ) d’invariant —3353.

L’application ¢ est une 2-isogénie explicitée dans [3] a partir de
la fibration de parametre s.
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Fi1GUre 7.10. La figure —I5 — I11"—

(9) La fibration de parameétre c :

On représente sur le graphe deux mauvaises fibres de type I et
117" d’une fibration. On peut prendre comme parametre

Cu(u—1)(v—1)*(d—1)d?
B v(wd—1)(du—1)>%*

On élimine u entre I’équation de S et ¢ et on pose

_Z(e+1)(c—d*) d+1
T o d=1)(c—1) -1

on a alors une équation de degré 2 en d, on se rameéne a une quar-
tique et on trouve

y? =23 —1/4 (15¢ — 4) 2%c — zc’.

Le point
c(2¢—1)> 1/202(20—1)(203+402—130+3)
x:—i’ =
cr1)? (c+1)°

est d’ordre infini.
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