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Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux 23 (2011), 21-34

Fonction zéta d’Epstein et dilogarithme de
Bloch-Wigner

par MARIE JosE BERTIN

RESUME. Nous exprimons certaines séries d’Epstein normalisées
en s = 2 comme combinaisons linéaires de dilogarithmes de Bloch-
Wigner en des nombres algébriques des corps Q(v/A) pour les
discriminants A associés a la forme quadratique.

ABSTRACT. Epstein zeta function and Bloch- Wigner dilogarithm.
We give an expression for s = 2 of some normalized Epstein series
as Bloch-Wigner dilogarithms of algebraic numbers of @(\/Z), for
the discriminants A associated to the quadratic form.

1. Introduction
Notons (a, b, ¢) la forme quadratique primitive définie positive
Q(z,y) = ax® + bxy + cy?, a,b,c entiers
et d = b?> — 4ac < 0 son discriminant, d =0 ou 1 modulo 4.
On définit la fonction d’Epstein associée
/
$Q(s) = Clape)(s) = Z (am? + bnlln +cn2)s’

m,n

ou X signifie (m,n) # (0,0), complétée en
Cols) = disc(Q) |72 7Cq(s)
Rappelons la conjecture de Zagier [19].

Conjecture 1. Pour tout s > 2, (g(s) est une combinaison Q-linéaire de
valeurs du s-ieme polylogarithme en des nombres algébriques.

Nous nous intéressons ici au cas s = 2. Dans ce cas le deuxiéme poly-
logarithme est le dilogarithme de Bloch-Wigner. Nous donnons alors une
expression de (g(2) en termes du dilogarithme de Bloch-Wigner pour

Q € {(1,0,15),(3,0,5),(2,1,2),(1,1,4), (1,0, 30),

(3,0,10),(5,0,6),(2,0,15)}.

Mots clefs. Epstein series, Bloch-Wigner dilogarithm, Dirichlet L-series, Bloch groups of
number fields.
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Plus précisément, pour Q € {(1,0,15),(3,0,5),(2,1,2),(1,1,4)}, le di-
logarithme de Bloch et Wigner est pris sur des nombres algébriques de
Q(v/—15) et de Q(v/—3). Dans les cas restants, nous expliquerons pourquoi
les nombres algébriques sont seulement des racines de 1'unité appartenant
3 Q(e 56 )

Ces résultats ont été obtenus a partir de calculs de mesures de Mahler
de polynomes définissant des surfaces K3 [1].

Si D est un discriminant fondamental d’un corps quadratique, notons
Lp(s) la série

Lp(s) = Z @

n>0 n?
ou (%) désigne le symbole de Kronecker.
Théoreme 1. Désignons respectivement par f1, fo, fs, fa les formes qua-

dratiques f1 = (5,0,6), fo =(2,0,15), f3 =(1,0,30) et fy = (3,0,10). On
a les relations suivantes.

Cri(s) = % (C(s)L—120(s) — Lg(s)L-15(s) — Lao(s)L—3(s) + Ls(s) L—24(s))
Cra(s) = % (C(s)L-120(s) + Lg(s) L-15(s) — Lao(s)L—3(s) — Ls(s)L—24(s))
Crals) = % (C(s)L-120(s) + Lg(s) L-15(s) + Lao(s)L—3(s) + Ls(s)L_24(s))
Crals) = % (C(s)L-120(s) — Lg(s)L-15(s) + Lao(s)L-3(s) — Ls(s) L—24(s))

On en déduit aussitot le théoréme suivant.

Théoréme 2. Notons

43 1= %L(X 3,2) = L'(x-3,-1) = 2[2 m2+13k:2)

On a la formule :

36 x 4\/72 ( n 1 )
83 k2 + 30m2) (3k2 + 10m?2)?

(e + ) =
(6k2 4+ 5m2)2 ~ (2k2+15m2)2) 5

Nous pouvons également montrer les résultats suivants.

ds.

Théoréeme 3. Désignons par D le dilogarithme de Bloch-Wigner défini
pour tout x € C\ {0,1}

D(z) := ImLis(x) + log | z | arg(l — x)

ot Lig(x) = 32,51 i—z désigne le dilogarithme ordinaire.
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Notons j = _1%‘/?3 et
74+ +v—15 -1+ +v-15 2 —14++/-15
XD := D(T) + QD(f) - gD((f)g)

On a les relations

. 4
9) = —¥D D(;
Ca,1,4)(2) 152 + 815 <5 (7)
~ 4 1 ,
Cr2,1,2)(2) = TBQED - 8mD(J)
Cpin(2) = =D+ ——>_D(j)
(10.15\%) = 75575 50 x 15
i 1 13 .
052 = 551570 ~ 50 % 1520

Théoréme 4. Les séries d’Epstein complétées (r,(2),(1,(2),s(2) et Cr, (2)

sont des combinaisons linéaires a coefficients rationnels de dilogarithmes de
itk

Bloch-Wigner en des racines de l'unité 50 .

La preuve du premier théoréme repose sur un résultat de Williams [16]
sur des séries de Lambert ainsi que sur une formule intégrale de Zucker
et Mac Phedran [20]. Le second théoréme est une conséquence directe du
précédent. La preuve du troisieme théoreme utilise des résultats de Bertin
[1] et une formule de Humbert-Gangl [5]. L’idée est d’associer a un corps
quadratique imaginaire une variété hyperbolique M? dans le plan hyper-
bolique. Grace & une triangulation de M3 & l'aide de tétraedres idéaux,
le volume de la variété, lié a la fonction zéta du corps de nombres, s’ex-
prime comme somme de dilogarithmes de Bloch-Wigner sur des nombres
algébriques.

2. Rappels

Un des ingrédients est la formule récente de Huard, Kaplan et Williams
[10] qui compte le nombre de représentations d’un entier positif par un
systeme de représentants de formes inéquivalentes quadratiques binaires
définies positives de discriminant donné.

Rappelons brievement la théorie classique des formes quadratiques bi-
naires due a Gauss.

Une forme quadratique binaire & coefficients entiers (a, b, ¢) est primitive
si a, b, ¢ sont premiers entre eux. Elle est définie positive si a > 0 et
d = b? — 4ac < 0. L’entier d est appelé le discriminant de la forme et est
congru & 0 ou 1 modulo 4.

On définit une relation d’équivalence sur I’ensemble des formes de dis-
criminant d.
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(a,b,c) ~ (', 0,¢) =3 pgrs,  ps—qr=1,tel que

az® +bry + cy® = d' (pr + qv)* + V' (pr + qv) (rz + sy) + ¢ (rz + sy)*.

Et 'on note H(d) l’ensemble des classes d’équivalence [a, b, c] et h(d) leur
nombre.

Chaque classe contient une et une seule forme réduite (a, b, ¢) ¢’est-a-dire
satisfaisant

—a<b<a<c b>0 si a=c.

En fait h(d) est juste le nombre de formes réduites de discriminant d.
Désignons par I(d) le nombre de formes réduites de discriminant d avec
b=0 (donc 0 < I(d) < h(d)) et

l(d)=0 si d=1 (4)
I(d)>1 si. d=0 (4)

Gauss a défini une loi de composition sur I’ensemble des classes. Pour cette
loi de composition, H(d) est un groupe abélien appelé groupe de classes
des formes. L’élément neutre de H(d) est la classe I contenant la forme
(1,0,—d/4)sid=0 (4)oulaforme (1,0,(1—d)/4)sid=1 (4).L’inverse
de la classe [a, b, c] est la classe [a, —b, c]. Donc si K = [a,0,c] € H(d)) alors
K =K !soit K? =1.

Le conducteur du discriminant d est le plus grand entier positif f(d)
tel que d/f(d)? soit un discriminant de corps de nombres. Le discriminant
A(d) = d/f(d)? est appelé discriminant fondamental de d.

Dans le théoréme suivant on ne considérera que des discriminants d pour
lesquels H(d) ~Z/(2) x ---xZ/(2) ou Z/(2) est le groupe cyclique d’ordre
2. On a donc K? = I pour tout K € H(d). Par suite toute forme réduite
de discriminant d est de la forme

(a,0,c) 1<a<c

ou
(a,a,c) l1<a<c
ou
(a,b,a) 1<b<a.
Comme [a, b, a] = [a — 2b,2a — b, a], on peut prendre pour classes de H(d)

{ [ai,(),ci], i:1,2,'-- ,l(d)
[ai,ai,ci], Z:l(d))+1,h(d)



Fonction zéta d’Epstein et dilogarithme de Bloch- Wigner 25
Si n et k sont des entiers positifs, on définit

1 si k|ln

o k) = {0 s kin

Par suite §(n,k)F(n,k) = 0 si k {n méme si F' n’est pas défini.
Définissons également pour d discriminant fondamental

6 si d= -3
w(d) =14 si d=—4
2 si d < —4.

Enfin p(n) désigne la fonction de Mébius et ( %) le symbole de Kronecker.

Théoréme 5. [16] Notons

o= 3 ¢

T=—00

1/1((1) _ Z qz(x+1)/2.
=0

Soit d un discriminant satisfaisant H(d) ~ Z/(2) x Z/(2) et rangeons les
h(d) classes de H(d) comme précédemment. On a alors l'égalité :

1(d) (d) h(d)
So@)o@ )+ D g™ )+ 4 D> () (> T
i=1 i=l(d)+1 i=l(d)+1
4SS @
( )+nZ::1a ( )1 7

ol

m2
wd= Y u<e>w<(d)>,j“‘”6<n,m2e><d/ )

— - i
m| f(d).elf(d)/m m d)/m n/m2e
Rappelons également le théoréme suivant.

Théoréme 6. [6] Soit m un entier positif premier a d. Le nombre de
représentations de l’entier m par un systéme de représentants des classes
de formes entiéres, positives et primitives de discriminant d est égal a

w(d) Y (%), la somme étant prise sur les p parcourant l’ensemble des di-
viseurs positifs de m.
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3. Preuve du théoréme 1

On applique le théoreme 5 pour d = —120, f(d) =1, h(d) = 4, H(d) ~
Z](2) x Z/(2). Les quatre classes sont la classe unité [1, 0, 30] ainsi que les
classes [5,0,6], [2,0,15] et [3,0,10]. On a alors la formule

n

o)) +ola)0la") (0 )0l +o@)ote®) = 1+ 32 () 11
n>1
Utilisons comme dans Zucker et Mc Phedran [20] une transformation de
Mellin de produits de différentes fonctions de Jacobi 03(q) = ¢(q). On peut
écrire par exemple

1 ® o1 ! e 2 12
[ s o(—5m?—6k2)t 7y
ok Y

1

- F(s)/o 1 (d(¢”)p(¢°) — D)t

o et =qet ¢(q) =142¢° +2¢* +2¢° +- -
Par suite, en utilisant I’expression en série de Lambert précédente,

((5,0,6)(8) =

B = ((5,0,6)(5) + {(2,0,15)(5) + (3,0,10)(8) + {(1,0,30)(s)

1 o0 —120 —tn
— ts_le( ) ",
(s) Jo = n 1—e

F(s):/ e Yy °dy
0

apreés changement de variable nt = y, il vient
1 [ e tn 11 oo gt 1
¢t dt = — / dy = —((s).
I'(s) /0 1—etn L(s))nsJo e¥—1 Y nSC(S)
D’ou

(31) B = QC(S)L_H()(S).

Nous devons en outre connaitre les quantités

S(8) = ((5,0,6)(8) + C(2,0,15)(5)

Comme

et
S1(8) = €(1,0,30) (8) + €(3,0,10)(8)-
Désignons respectivement par f1, fa, f3, f1 les formes quadratiques
f1=(5,0,6), fo=1(2,0,15), fz=1(1,0,30), fa=13,0,10)

et par
fi(n) := #{n/n représenté par f;} 1<i<A4.
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Il faut donc déterminer
fi(n) + fa(n) f3(n +f4( )
)= T =T
n>1 n>1
Or, selon la parité de a, b, ¢, on a des relations du type
£i(273°5%n) = f;(n).

Pour simplifier, le symbole f; < f; signifiera

£i(293%5n) = fi(n) et £;(273°5%n) = fi(n).

On a alors les résultats suivants.
— Si a, b, ¢ sont tous pairs ou tous impairs, alors f; < f; pour tout

1< <4,
— Si a est pair, b et ¢ impairs ou si a est impair, b et ¢ pairs, alors f; < f4
et fo < f3;
— Si b est pair, a et ¢ impairs ou si b est impair, a et ¢ pairs, alors f; < fo
et f3 < fa;
— Si c est pair, a et b impairs ou si ¢ est impair, a et b pairs, alors f; < f3
et fo < fa.
Notons
1
Y1 =N ——
L1 (2a3b5c)s
la somme étant prise poura =0 b=0 c=0eta=1 b=1 c=1
1
Y9 =N —r—
1,2 (2(13650)5
la somme étant prise pour a=0 b=1 c=0eta=1 b=0 c=1
1
Y13 =Y
1,3 (2a3b5c)s
la somme étant prise pour a=0 b=0 c=leta=1 b=1 c¢c=0
1
Y4 =N ——
1,4 (2a3b5c)s

Il
e

la somme étant prise poura=0 b=1 c=leta=1 b=0 c
Par suite

Zfl +f2 Z fi(n) + fa(n )(21,1+21,2)

Is
n>1 (n’,30)= n

) Z Ss) 100 g e

s
(n',30)= "
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Posons A+ = 2171 + 2172 et A_ = Elyg + 2174. Si
1 1 1

D:=(1-5)0- @)(1 - 5@)7
alors
1 1 1,1 1
Yi11==(1 Sio=—=(=—
1= 50+ 5ige) 12= 55 + 55)
1 1 1
A, = 1+ 55 A = 3 15 .
(- A 50— %) (- F- 50— %)
On en déduit
AL+ A !
n _ =
(1= )1 = 3)(1 - 5)
1
A+ - A_ == .
(1+59)(1 = 5)(1 + 5)
Remarquons que si %) —1, aucune forme f; ne représente n’. Mais si
(:%) =1letsi (%/) =1, alors f; ou fy représente n’. De méme si (g‘—o) =1
et si (%/) = —1, alors f3 ou f4 représente n’. On peut donc écrire

= Y ARG, > B0) + 50)
(n’,30)=1 (n',30)=
+ X <1—(’;)>f1(”)2§f2(”)f1+

(n,30)=1
!/ /
+ Z (7;) f (Tl )2+/Sf2(n)A—
(n’,30)=1 n
Notons

¥(n) = #{n/n représenté par fi, fo, f3 ou fy}

D’apres le théoreme 6, si (n,30) =1, ¥(n) = 23 un ( 120) Par suite,

S= Y ¢2<n,)(A LA E Y 1”257:) (Z)(A_A+).
(n’,30)= (n’,30)=

Ecrivant n’ = ur, il vient
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1 —120 1 1
e 5 1T ()2
2w 2 ) eae o pa- b
Sy )y ()L
(T,%):Zl r r (,u,%:l H MS (1 + 2%)(1 - 3%)(1 + 5175)

(3.2) S(s) = C(s)L-s0(s) — L—3(s)Lao(s)-
D’ou grace a (3.1)

(3.3) S1(s) = ¢(s)L—s0(s) + L—3(s)Lao(s)-

Un raisonnement analogue nous permettrait d’établir

(3.4) S/(S) = C(S)L730(S) + L5(S)L_24(8)

(3.5) S1(s) = C(s)L-30(s) — Ls(s)L_24(s).
De méme on obtiendrait

(3.6) §"(s) = () L—s0(s) — Ls(s)L_15(s)

(3.7) S1(s) = ((s)L_30(s) + Lg(s)L—15(s)-

Le théoreme 1 se déduit alors des relations (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6),
(3.7).

4. Preuve du théoréme 2

On rappelle d’abord les formules

d3 = %L_
4

3(2)

et

_1)s 1925125 K Boy(1 — 1)

(=1) 7 ;Xk(n)w k> 0.

(4.1)  Ly(2s) =

On en déduit )
2 7
Li(2) = ——.
10(2) 620
Le théoréme 2 découle alors du théoréme 1.
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5. Preuve du théoréme 3

Avant de donner la preuve du théoréme 3, expliquons pourquoi on peut
obtenir ce genre de résultats. Cela repose essentiellement sur une méthode
arithmétique de construction de variétés hyperboliques de dimension 3.
Cette construction remonte a Bianchi et Humbert [2] [11] [14]. L’idée est
de considérer I'anneau des entiers Oy d’un corps quadratique imaginaire
Q(v/—d), d > 1 entier sans facteurs carrés. Le sous-groupe I'y = PSI(2, 0y)
est un sous-groupe discret de PS1(2,C) = Aut(H?3) ou H? désigne le plan
hyperbolique. La variété hyperbolique M? de dimension 3, définie par M3 =
H3 /T4 a un volume fini et 'on a la formule essentiellement due & Humbert

D3/2
Vol(H?/PS1(2,0y)) = Tg(@(m)(z)/g@@)

ot D est le discriminant du corps de nombres Q(v/—d). Par la formule de
Hecke, on a également
(52)

nS

Cow=a($)/Gals) = Y

n>0

ou (%) est le symbole de Legendre.

On peut trianguler la variété hyperbolique M3 en tétraedres hyperbo-
liques dont les sommets sont des nombres algébriques. Par une formule de
Lobachevsky, (voir en détail dans Thurston/Milnor [15]), le volume d’'un
tétraedre hyperbolique peut s’exprimer comme combinaison linéaire de va-
leurs de dilogarithmes de Bloch-Wigner en des fonctions algébriques des
coordonnées des sommets.

Ces tétraedres hyperboliques peuvent eux-mémes se décomposer [17] en
tétraedres hyperboliques idéaux A, de sommets 0, 1, 0o, z, de volume

Vol(A;) =D((0:1:00:2)) = D(2)

ou D désigne le dilogarithme de Bloch-Wigner et (0 : 1 : oo : z) le birapport
des points.

Il existe également une interprétation hyperbolique de la relation a 5
termes du dilogarithme de Bloch-Wigner. C’est la relation de recollement
des tétraedres idéaux [17]. Si P, ..., Ps € OH3 = P1(C), alors

S ((—1))Vol(Py, .., By, .., P5) = 0.

Zagier [18] a généralisé tous ces résultats aux corps de nombres quel-
conques.

On a aussi une autre interprétation du volume de M en termes du groupe
de Bloch du corps de nombres.
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Si F' est un corps abstrait, on définit le groupe de Bloch B(F') par
B(F) := A(F)/C(F)
C(F) C A(F) C Z|P'(F)]
Si (8 est I’application définie pour z # 0,1, 00 par
B:ZPYF)] — A2FX
x — ()N (1—x)
et

alors
A(F) = ker .

Le sous-groupe C(F’) est engendré par les éléments suivants

I

11—z 11—y

J+1
Neumann et Zagier [12] ont défini une application
M =H3/Ty ~ [M] € B(C).

Ce morphisme avait déja été introduit par Dupont et Sah [7] dans leurs
travaux sur les groupes de congruence géométriques par découpages.

Le passage au groupe quotient dans B(F') traduit les conditions de re-
collement des tétraedres idéaux triangulant la variété M et en outre le
dilogarithme de Bloch-Wigner

D:B(C) — R
[M] — Vol(M)

est une réalisation du volume [17][18].

La méthode de triangulation a permis a Zagier [18] de prouver entre
autres que si F' est un corps de nombres avec un seul plongement complexe,
alors

CF) = ([z] + [yl + [1 — zy] +

1—2xy 1—xy

Cr(2) =| Dp [V 7D D(E)
pour un ¢ € B(Q) ® Q.
En outre, { peut étre choisi dans le sous-groupe B(F) Q@ Q [19]. Plus
précisément [17], si £ est une base de B(F')/tors ~ Z, alors

7.[.2(n—1)

(r(2) = WD(Q,

ou le signe = signifie & un facteur rationnel pres. Ce dernier résultat peut
se prouver a l'aide de la K-théorie via le régulateur de Borel. A cette fin
on pourra consulter Bloch [3], Borel [4] et Suslin [13].

Une autre preuve de ce méme résultat a été donnée quelques années plus
tard par Goncharov [8].
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L’exemple le plus connu est le suivant :

7T2 _ — —
e L

On connalt en fait peu d’exemples de ce genre. Leur détermination repose
ou bien sur la connaissance d’une décomposition effective de la variété hy-
perbolique en tétraedres idéaux ou bien sur la connaissance d’une base du
groupe de Bloch modulo la torsion.

Si K = Q(v/—15), on trouve dans un papier de Boyd, Rodriguez-Villegas
et Dunfield [5] une triangulation en tétraedres idéaux due a Gangl. Utilisant
ce résultat, Bertin [1] a prouvé que

24
L_15(2) = 52 —=2D.
(En fait I’élément ¢ engendrant le groupe de Bloch donné par Bertin est
déduit de celui de Gangl par une relation & 5 termes utilisant le polynéme
minimal de l'entier algébrique _1%‘/_715, donnant ainsi un générateur avec
moins de termes.)
Rappelons le lemme 3.1 de Bertin [1].

Lemme 1. (1)

w%((QmQ +731k+k2)s T3 +m;+4k2)8> = 2¢(s)L_15(s)
(2)
m/,k <(3m2 Jlr 5k2)°  (m? +115k2)8) =201+ % - 251_1 )¢(s)L-15(s)
(3)
Z;f ((7”2 + m;f +4k2)s  2m2 + mlk + 2k;2)s> = 2L 3(s)Ls(s)
(4)

/

1 1 1
_ — 91+ —
k <(m2 + 15k2)s  (3m?2 + 5k‘2)3> (1+ 22s—1 +

—)L—3(s)Ls(s)

3

Ce lemme appliqué a s = 2 donne les relations suivantes :
1,1,4)(2) C(2)L-15(2) + L-3(2)L5(2)
C2,1,2)(2) = ((2)L-15(2) — L-3(2)L5(2)
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Ca019(2) = SCOL152) + L 5(2)Ls(2)

8
(a0 = 2CL15(2) — 2L 5(2)Ls(2).

Or grace a la formule (4.1)
472

25v/5

L5(2) =

et a la formule de Bloch [9]

_ 33,

d
3 47

NES
>
=
2
S
“3
|

l\')‘w
S

3
3(2) = L'(x—3,—1) = o
m=1

on obtient le résultat annoncé.

6. Preuve du théoréme 4

La formule de Bloch

/
1
L_y(2)=—% > x—y(m)D((}")
1= 7 2 bl
ou (y désigne une racine primitive f-ieme de I'unité, ainsi que les expressions

_ 47r2\/5

w22
Lg(2) = 16

T72\/40
Lyo(2) = 100

déduites de la formule (4.1) prouvent le théoréeme 4.

Comme 'on ne connait pas de triangulation en tétraedres idéaux des va-
riétés hyperboliques ni de base du groupe de Bloch modulo torsion concer-
nant les corps de nombres Q(v/—6) et Q(v/—30), on a seulement une ex-
pression en dilogarithmes de Bloch-Wigner de racines de 'unité.
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