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Propriétés et limites de la reconnaissance
d’ensembles d’entiers par automates
dénombrables

par JULIEN CASSAIGNE et MarioN LE GONIDEC

RESUME. Nous étudions dans cet article deux familles d’ensembles
d’entiers reconnaissables par des automates finis ou dénombrables.
Les résultats concernant ces deux notions de reconnaissabilité qui
sont présentés ici étendent de maniere naturelle les résultats struc-
turels usuels de la famille des ensembles k-reconnaissables. Le
cas particulier de ’ensemble des nombres premiers est également
abordé.

ABSTRACT. Properties and limits of recognition of sets of integers
by countable automata We study two families of sets of integers
recognized by countable automata. Presented results on these two
recognition notions naturally extend usual structural results about
the family of k-recognizable sets. The particular case of the set of
prime numbers is also detailed.

1. Introduction

L’étude de familles et de suites d’entiers engendrées par des algorithmes
simples peut étre liée a divers problémes en mathématiques et en infor-
matique théorique; c’est le cas par exemple des ensembles d’entiers k-
reconnaissables, étudiés en particulier par A. Cobham [9], qui interviennent
entre autres en dynamique symbolique ou en analyse diophantienne par le
biais des mots automatiques. Nous renvoyons le lecteur au livre de J.-P.
Allouche et J. Shallit [2] pour un panorama sur les mots automatiques.

Devant la richesse des résultats concernant la famille des ensembles d’en-
tiers reconnaissables, il est assez naturel de se poser la question de I’exten-
sion de ces résultats & d’autres familles d’ensembles d’entiers, non plus
associées a des langages rationnels et a des automates finis mais a d’autres
types de langages plus généraux ou a d’autres types de machines. Dans cette
optique, quelques papiers concernent les familles d’entiers reconnaissables
par les automates a pile. Ils font suite au probléme soulevé dans 'article de
Minsky et Papert [21] de trouver, pour des ensembles d’entiers, des critéres
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de reconnaissabilité ou de non-reconnaissabilité par automate a pile. Citons
les articles de Hartmanis et Shank [17] et M.-P. Schiitzenberger [26] ainsi
que les travaux de J. Berstel [7, 8] sur ce sujet. D’autres voies de généra-
lisation, utilisant les nombreuses caractérisations des suites automatiques,
comme les suites k-régulieres introduites par J.-P. Allouche et J. Shallit
[3, 4] ou les suites S-reconnaissables introduites par M. Rigo [23] et basées
sur des langages rationnels, ont également ouvert des champs de recherche
fructueux pour I’étude d’ensembles d’entiers engendrés par des algorithmes
simples.

Cet article se situe également dans la problématique d’extension de ré-
sultats sur les ensembles k-reconnaissables. Le cadre choisi ici est celui des
ensembles d’entiers reconnaissables par une large famille d’automates finis
ou dénombrables ayant peu de contraintes structurelles. Nous considérons
des automates dénombrables de degré entrant borné ayant un ensemble
d’acceptation fini. Ce cadre peut étre aussi motivé par les travaux effec-
tués sur les mots k°°-automatiques (mots engendrés par des automates
dénombrables) dans [18, 20] puisque les ensembles d’entiers supports des
lettres de ces mots font partie des ensembles étudiés ici. En particulier,
nous verrons que contrairement au cas des ensembles reconnaissables, il
est nécessaire d’introduire deux notions de reconnaissabilité par automates
dénombrables, selon le sens de lecture des représentations choisi; la notion
de reconnaissabilité dans le cadre dénombrable introduite par C. Mauduit
[20] correspondant au cas de la lecture de gauche a droite.

Nous montrerons également que les familles d’ensembles d’entiers définies
par ces deux notions ont des propriétés structurelles différentes. Cela permet
de mettre en évidence certains phénomenes strictement spécifiques au cas
des automates finis et certains autres qui s’étendent au cas dénombrable
dans un sens de lecture ou dans les deux.

2. Ensembles d’entiers k°°-reconnaissables DG et GD

L’ensemble [a, b] désigne I’ensemble [a, b] N N.

Pour tout entier £ > 2, on note pg(n) = n;---ning la représentation
normalisée en base k de I'entier n = Y\, nik* avec n; # 0 et n; € [0, k—1].
Par convention, on note pi(0) = €, ou & désigne le mot vide. Pour tout
ensemble d’entiers E, on note aussi pi(F) le langage des représentations
normalisées en base k des éléments de E.

pr(E) ={pk(n) [n € E}.

Pour tout mot fini w = wyq - - - w; sur 'alphabet [0, k¥ — 1], on note 7 (w)
Pentier défini par 7 (w) = ZLZ'O_I w;k®1=1=% de sorte que pour tout n € N,

mi(pr(n)) = n.
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2.1. Cadre.

Définition. On appelle k-automate dénombrable la donnée d’'un quadru-
plet A = (Q, ¢, qo, F) ot :

— @ est un ensemble dénombrable, appelé ensemble des états,

- ¢: [0,k —1] x Q@ — Q est appelée fonction de transition,

— qo € Q est appelé état initial,

— F est un sous-ensemble fini de Q) appelé ensemble d’acceptation.
On supposera ici que tous les automates considérés sont de degré fini, ¢’est-
a-dire de degré entrant fini : pour tout état g € Q, Card (¢~ {q}) est fini,
puisque le degré sortant est quant a lui toujours borné par k.

Remarque. La fonction de transition d’un k-automate dénombrable A =
(Q, 0, qo, F) est a priori définie sur tout 'ensemble [0, k—1] x Q. Cependant,
la fonction ¢ pourra étre définie partiellement, c’est-a-dire seulement sur
une partie P de [0,k — 1] x @ car on peut toujours compléter I’automate
tout en conservant la finitude de son degré en lui adjoignant, au pire, une
quantité dénombrable d’états poubelle vers lesquels pointent les transitions
non définies.

Le k-automate complété A" = (Q U X, 1, qo, F') ot X = {z, | ¢ € Q} et
la fonction de transition ¢ est définie sur [0,k — 1] x (Q U X) par :

- ¢(WJ) = ¢(17Q) si (i7Q) €ePp,

— liq) = 74 51 (i,0) € [0,k — 1] x Q\ P,

— ¢ (i,z) = x pour tout (i,z) € [0,k — 1] x X,
reconnait alors le méme langage que I'automate A.

La fonction de transition ¢ peut étre étendue a [0,k — 1]* x Q de deux
manieres différentes :
— en posant, pour tout mot w = wowy - - - wy, de [0,k —1]" et tout q € Q,

g(wuq) - ¢wn ©---0 ¢’UJ1 o ¢w0(Q>7

ce qui correspond a une lecture de gauche a droite du mot w et que
I’on notera GD.
— ou en posant, pour tout mot w = wowy - - - wy, de [0,k — 1] et tout

€@,

pa—

¢ (waQ) = ¢wo o ¢w1 ©--+0 wan(Q)a
ce qui correspond a une lecture de droite a gauche du mot w et que
I’on notera DG.

Notation. Pour un k-automate dénombrable A = (Q, ¢, qo, F') fixé, on
—
note L (A) le langage reconnu par A lorsque ¢ est étendue a [0,k —1]" x Q

par Z, c’est-a-dire ’ensemble des mots w de [0,k — 1]* tels que g(w, q)
appartient a I’ensemble d’acceptation F' :
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L(A) = {welo k-1 b (w,q0) € F}.

On note également <f(A) le langage reconnu par A lorsque ¢ est étendue
—
a0,k —1]" x Q par ¢, c’est-a-dire I'ensemble des mots w de [0,k — 1]*
«—
tels que ¢ (w, qp) appartient a ’ensemble d’acceptation F :

L(A) ={weo,k—1]" b (w,q0) € F}.

Définition. Un ensemble E d’entiers est dit k°°-reconnaissable GD (resp.
DQ@) ¢'il existe un k-automate fini ou dénombrable Ag, tel que

L(Ag) = pu(E) (xesp. L(Ag) = pi(E)).

Lorsque I'’ensemble E est k°°-reconnaissable a la fois GD et DG, on dira
simplement que E est k°°-reconnaissable.

Un ensemble d’entiers dont le complémentaire dans N est £°°-reconnais-
sable GD (resp. DG) est dit k°°-co-reconnaissable GD (resp. DQG).

Remarque. La précision du sens de lecture est indispensable car les no-
tions de k°°-reconnaissabilité GD et DG ne sont pas équivalentes (voir
Paragraphe 4). Le sens de lecture GD correspond a une lecture des repré-
sentations en base k du chiffre le plus significatif vers le moins significatif
et le sens de lecture DG correspond & une lecture des représentations en
base k du chiffre le moins significatif vers le plus significatif.

Remarque. Dans la définition des ensembles k*°-reconnaissables GD, on
aurait pu choisir de considérer que f(AE) = 0*pr(E) en rajoutant une
boucle indexée par 0 sur ’état initial.

En revanche, une telle transformation de la définition n’est pas toujours
possible en conservant la finitude de ’ensemble final dans le cas des en-
sembles k°°-reconnaissables DG. C’est d’ailleurs pour cette raison que nous
avons choisi de définir les ensembles k°°-co-reconnaissables comme les com-
plémentaires des ensembles £°°-reconnaissables et non comme les ensembles
d’entiers reconnus par des k-automates finis ou dénombrables dont ’en-
semble des états d’acceptation est co-fini. Cela permet notamment d’éviter
les problémes posés par les écritures impropres des entiers dans le cas de la
lecture DG des entiers. En effet, si un langage du type 0% py(E) est reconnu
par un automate dénombrable dont I’ensemble d’acceptation est co-fini, il
se peut que le langage pi(E) ne le soit pas : la transformation de automate
nécessaire ne préservant pas forcément a la fois la co-finitude de ’ensemble
d’acceptation et la finitude du degré.

Remarque. Les automates considérés ici ont un ensemble d’états d’ac-
ceptation fini. Cette restriction est motivée par le fait que si I'on n’impose
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aucune restriction sur la forme de cet ensemble, alors tout ensemble d’en-
tiers E est k*>-reconnaissable (GD et DG) pour tout entier £ > 2. En effet,
N est un ensemble dénombrable donc, quels que soient le sens de lecture et
la base k choisis, on peut construire un automate dénombrable de sorte que
la lecture de chaque représentation propre d’entier aboutisse sur un état
différent. Sans imposer de condition sur ’ensemble des états d’acceptation,
tout sous-ensemble E de N peut alors étre reconnu par cet automate, en
choisissant comme ensemble d’acceptation les états sur lesquels aboutissent
les lectures des éléments de p(FE).

2.2. Quelques exemples pour fixer les choses. Un premier exemple
simple d’ensemble 2°°-reconnaissable est constitué par I’ensemble des en-
tiers non nuls dont ’écriture en base 2 contient autant de zéros que de uns :
E; ={n e N*| |p2(n)|o = |p2(n)|1}. Dans ce cas, un 2-automate GD recon-
naissant F7, présenté Figure 2.1; son état initial est gy et son unique état
final est f. Les propriétés combinatoires du mot indicateur de cet ensemble
d’entiers ont été étudiées dans [19]. Un 2-automate DG reconnaissant Ej
sera explicité au paragraphe 5.1 (Figure 5.2).

FiGUurRE 2.1. Graphe d’un 2-automate GD reconnaissant
I'ensemble E;.

L’ensemble d’entiers Ey = {n € N | p3(n) = u0a,u € {1,2}*} est, pour
sa part, un ensemble 3°°-reconnaissable. Les 3-automates GD et DG recon-
naissant Fo sont les mémes et cet automate est présenté Figure 2.2.

Remarque. Ces exemples sont un peu artificiels car les vrais objets sous-
jacents ne sont pas les ensembles d’entiers mais les langages des représen-
tations en bases 2 et 3. D’autre part, ces deux exemples entrent dans le
cadre d’une proposition plus générale, présentée ci-dessous. En effet, une
famille de langages algébriques est reconnue par ce type d’automates. Cela
tient a la correspondance entre certains k-automates dénombrables de degré
borné et les automates a pile deterministes temps réel, via leurs graphes
des transitions.

Avant de formuler clairement ce résultat (Proposition 2.1), rappelons
qu’un k-automate a pile déterministe temps réel est la donnée d’un quin-
tuplet M = (Q, %, gow?, K, T) sur lequel agit [0,k — 1]*, o :
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FIGURE 2.2. Graphe du 3-automate reconnaissant l’en-
semble Fs.

— @ est un ensemble fini, appelé ensemble des états,

— X est un ensemble fini, appelé ensemble des symboles de pile,

— qow® € Q x T* est la configuration initiale,

- K C[0,k—1] xQ x (XU {e}) x &* x Q est 'ensemble des régles de
transition, vérifiant I’assertion suivante : pour tout triplet (i,q, o) de
[0,k —1] x Q x (X U{e}), il existe au plus un couple (w,q") de ¥* x Q
tel que (i,q,0,w,q') € K.

- T C Q x X" est ensemble des configurations acceptées.

Un mot v = vgvy - - - v,—1 sur lalphabet [0,k — 1] est reconnu par 'auto-
mate a pile M par lecture GD s’il existe une suite (qo, w(o))’ (q1, w(l)),- -
(g, w™) d’éléments de Q x * ot :

- (4o, w(o)) est la configuration initiale de 'automate,

o (Qnaw(n)) €T,

— pour tout 7 de [0,n — 1], il existe deux mots w et w’ de ¥* tels que :
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—siw® £ e, w® = w(()z)w, wi ) = ww et (vi,qi,wéz),w’,qiﬂ) €
K,
—siw® =g, w=-¢, wtt) =w et (v;,q,,0, giy1) € K.

De la méme maniére, un mot v = vgvy - - - v,—1 sur lalphabet [0,k — 1]
est reconnu par 'automate a pile M par lecture DG ¢’il existe une suite
(qo, w), (qr,wM),..., (gn, w™) d’éléments de Q x X* avec (gn, w™) € T
ou :

~ (go, w) est la configuration initiale de 'automate,

B (Q’Ihw(n)) € Ta

— pour tout @ de [0,n — 1], il existe deux mots w et w’ de ¥* tels que :

—siw® #£ g w® = w(()i)

€ K,

—siw® =g, w=-¢, wt) =w et (vo_1_4, ¢ 6,0, qir1) € K.

i+1) _ @)
w, w(H_ ) =ww et (Unflfiafh'awo , W aQi+1)

Par extension, on définit le langage f(M) comme l’ensemble des mots

de [0,k — 1]" reconnus par M par lecture GD et le langage <f(/\/l) comme
I’ensemble des mots de [0,k — 1]* reconnus par M par lecture DG.

Si ’ensemble des configurations acceptées par I'automate est de la forme
T C @ x {e}, on dit que 'automate reconnait par vidage de pile et états
d’acceptation. Il existe d’autres modes d’acceptation par les automates a
pile, selon la forme de T, et les automates a pile présentés ici sont des
automates bien spécifiques. Nous renvoyons a [5] ou [6] pour une définition
plus générale des automates a pile ainsi que pour une étude approfondie
des liens entre langages algébriques et automates a pile.

Proposition 2.1. Soit un entier k > 2 et soit E un ensemble d’entiers tel
que pr(E) est un langage algébrique.

Si pr(E) est reconnu par vidage de pile et états d’acceptation par un k-
automate a pile déterministe temps réel par lecture GD (resp. DG), alors
E est k> -reconnaissable GD (resp. DG).

Démonstration. Soit E un ensemble d’entiers reconnu par vidage de pile
et états d’acceptation par le k-automate a pile déterministe et temps réel
M = (Q, Z, qu(O), K, T)

Un k-automate dénombrable A = (@', ¢, q(, F') qui reconnait py(E) est
l'automate porté par le graphe des transitions de l'automate a pile P (voir
par exemple [11, 12]), c’est-a-dire le graphe défini par :

- Q' =QxX,

— pour tout (4,q,¢',0,v,w) € [0,k —1] x Q@ x Q@ x X x X* x X*,

é(i,qow) = dvw <= (i,q,0,v,¢) € K,

o(i,qe) = v < (i,q,¢,v,¢) € K.
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Ce k-automate est en particulier dénombrable et de degré borné (voir [22]
ou [11, 12]) et il reconnait exactement pg(F). D’autre part, puisque F' est
fini, F est bien k°°-reconnaissable. O

Remarque. Un autre résultat concernant les numérations en base non
entiére est a rapprocher de ce résultat. Dans [16] C. Frougny et B. Solomyak
ont montré que, sous ’hypothése que les expansions en base non entiere
6 > 1 de tous les entiers sont finies, pg(N) est un langage algébrique si et
seulement si 6 est un nombre de Pisot quadratique unitaire.

Remarque. Il existe des ensembles k°°-reconnaissables dont les langages
des représentations en base k ne sont pas algébriques. C’est le cas, par
exemple, de 'ensemble F3 = {n € N| p3(n) = 1°0'2",i € N} qui est 3%-
reconnaissable GD et DG. Un 3-automate dénombrable GD reconnaissant
E3 est représenté Figure 2.3 et, par analogie, on peut construire facilement
un 3-automate dénombrable DG qui reconnait Fs.

w="f

O

Y
),

NN
x

x

\ -
N\
VA
4

LR
X
N

FI1GURE 2.3. Graphe du 3-automate GD reconnaissant 1’en-
semble Fj.
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3. Un lemme de la pompe pour les automates dénombrables

Les deux lemmes présentés ci-dessous étendent le lemme de la pompe
usuel que 'on peut appliquer aux automates finis.

Définition. Soit N un entier positif et k un entier supérieur ou égal a 2.

On appelle famille préfize en base k un ensemble fini et ordonné d’entiers
distincts {n; | i € [0, N]} vérifiant, pour tout entier ¢ de [0, N — 1], px(n;)
est un préfixe de pg(n;y1), c’est a dire que, pour tout i de [0, N — 1],
n; < Niy1 et

0 < njp1 — mk\ﬂk(”i+1)|*|ﬂk(ni)| < klee(mis1)|=lpx(ni)l

On appelle famille suffize en base k un ensemble fini et ordonné d’entiers
distincts {n;, 7 € [0, N]} vérifiant, pour tout entier i de [0, N —1], pr(n;) est
un suffixe de pg(n;41), c’est a dire que pour tout i de [0, N — 1], n; < n;j41
et

Par extension, on parlera également de suites préfizes (resp. suffizes) en
base k pour des suites d’entiers (n;);>o pour lesquelles, quel que soit I’entier
N > 0, la famille {n;,7 € [0, N]} est une famille préfixe (resp. suffixe) en
base k.

Lemme 3.1. Soit E un ensemble d’entiers k°°-reconnaissable GD, reconnu
par le k-automate A = (Q, ¢, qo, F).

Si un sous-ensemble Epresr = {n; | i € [0,|F|]} d’éléments de E forme
une famille préfize en base k, alors il existe deux entiers igp < i1 de [0, |F|]
tels que la suite (ay),~, définie par :

kM —1
Bt —1"
ot | = |px(niy)| — |pr(niy)|, est une suite d’éléments de E.

Autrement dit, il existe deur mots u,v € [0,k — 1]*, avec v # &, définis
par u = pg(ng,) et uv = pg(ni, ), tels que pour tout entier n > 0, l’entier
an, = T (uv™) appartient a E.

an = niok"l + (ng, — niokl)

Démonstration. Sous les hypotheses du lemme, on introduit la famille
d’états de F' suivante :

N
G = {¢> (Pr(ni), qo) | i € EPref} :
L’ensemble G étant inclus dans F, il existe un état f € F et deux entiers
ni, < ni, de Epret tels que :
— —
¢ (pr(nig), @) = ¢ (pr(niy), q0) = f-

On pose u = pg(n;, ). La famille Ep,ef étant une famille préfixe de ), il existe
un mot v sur [0,k — 1] avec v # ¢, tel que pg(ni,) = uv. On peut déduire
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_
de ce qui précede que ¢ (v, f) = f puisque 'automate A est déterministe.
—
Ainsi, pour tout entier n positif, ¢ (v, f) = f.
Soit (an),>( la suite définie par a, = m(uv™). Ces entiers sont reconnus

— —
par A puisque ¢ (uv",qo) = ¢ (u,q0) = [-
Omn a ag = n;, et a; = n;;. De plus, on a les deux égalités suivantes :

m(w) =nyy et mp(v) = ng, — ng klPral=lee(mi)l,

Par suite, il vient, pour tout n > 0 :

n—1
an = mp(uv") = m(uO”'”') + 7 (V") = Fk(u)k:"|”| + m(v) Z ki\v\’
i=0
d’ou : y
kn vl _ 1
an = migh™ 4 (s, — migh )AL
ce qui conclut la démonstration du lemme. 0

Le Lemme 3.1 a bien sfir son équivalent pour les ensembles k°°-reconnais-
sables DG, qui utilise 'existence de familles suffixes.

Lemme 3.2. Soit E un ensemble d’entiers k> -reconnaissable DG, reconnu
par le k-automate A = (Q, ¢, qo, F).

Si un sous-ensemble Egug = {n;,i € [0, |F|]} d’éléments de E forme une
famille suffize en base k, alors il existe deux entiers ig < i1 de [0, |F|] tels
que la suite (ay),~, définie par :

k-1
an = ﬁ(n“ - nlo) + niO’
ot | = |pr(niy| — |pr(niy)|, est une suite d’éléments de E.

Autrement dit, il existe deux mots v,w € [0,k — 1]*, avec v # €, définis
par w = pr(ng) et vw = pg(n1), tels que pour tout entier n > 0, lentier
défini par a, = m(v"w) appartient a E.

Démonstration. Sous les hypotheses du lemme, on introduit la famille
d’états de F' suivante :

G= {Z(Pk(m),%) | n; € ESuH}-

L’ensemble G étant inclus dans F, il existe un état f € F et deux entiers
ni, < ni, de Egug tels que :
«— —

¢ (pr(nig), q0) = ¢ (pr(niy), q0) = f-

On pose w = pi(n;,). La famille Eg,g étant une famille suffixe d’éléments

de FE, il existe un mot v sur [0,k — 1], avec v # €, tel qu’on peut écrire
h

pr(niy) = vw. On peut déduire de ce qui précede que ¢ (v, f) = f puisque



Ensembles d’entiers et automates dénombrables 317

“—
I’automate A est déterministe. Ainsi, pour tout entier n positif, ¢ (v™, f) =

f

Soit (an),~o la suite définie par a,, = m,(v"w). Cette famille d’entiers

«— —
est reconnue par A puisque ¢ (v"w,qo) = ¢ (w,qo) = f.
On a ap = n;,, a1 = n;,. De plus, on a les deux égalités suivantes :

me(w) =n;, et Wk(v0|p’“(”i0)‘) = ni, — Niy-

Par suite, il vient, pour tout n > 0 :

n—1
an = m(v"w) = mp (V" 0) + m(w) = mp (0N ST R 4w (w),
i=0
d’ou :
kolvl — 1
an = (nil — nm)m + Mg,
ce qui conclut la démonstration du lemme. O

Ces deux lemmes de pompage permettent en particulier de montrer le
caractere non-reconnaissable de certains ensembles d’entiers en les mettant
en défaut ; c’est le cas par exemple pour I’ensemble des nombres premiers.

3.1. Application des lemmes de la pompe a I’ensemble des nom-
bres premiers.

Théoréme 3.1. Quel que soit l’entier k > 2, l'ensemble P des nombres
premiers n’est ni k°-reconnaissable GD ni k°°-reconnaissable DG.

Ce théoréeme répond au probléme ouvert [20, Probléme 1, Question 2]. Sa
démonstration est scindée en deux parties : dans un premier temps, on va
montrer que I’ensemble des nombres premiers n’est pas k°°-reconnaissable
GD ; viendra ensuite la deuxieme partie ou on montrera que ’ensemble des
nombres premiers n’est pas k°°-reconnaissable DG.

Dans la suite du paragraphe, k£ désigne un entier supérieur ou égal a 2
et P désigne ’ensemble des nombres premiers.

Lemme 3.3. [l existe une suite préfize en base k de nombres premiers.

Démonstration. On cherche a montrer qu’on peut extraire de I’ensemble P
des nombres premiers une suite p = (p)n>0 telle que :

0 < pni1 — pnkUng Prt1)=logypn] - pllogy pnt1]—(logy an7

c’est-a-dire telle que :
Pn Pn+1 Pn 1
oz ()] < Klogr(rnrn)] ~ Elloge@a)] | Klogsm)]’
condition que I'on peut écrire ainsi :

1

{log (pn)} {logy (Pn+1)} {logy (pn)}
k108K < kUogk(Pr+1)} o filogk + ooz ()]
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ou {z} désigne la partie fractionnaire de z.
L’existence d’une telle suite est assurée par la densité de la famille
{{log;, p}, p € P} dans [0,1]. En effet, si {{log;, p} | p € P} est dense dans

[0, 1], alors la famille {k{logk P pe IP’} Pest dans [1, k] et donc on construit

la suite p en fixant pg € P et pour tout n € N, on choisit p,+1 de sorte que

klogr(Pni1)} appartienne a I'intervalle k{loss(Pr)} | f{logk(pn)} 4 m[

Il reste donc & prouver que la famille {{log, p} | p € P} est effective-
ment dense dans [0,1]. Pour cela, supposons par l'absurde qu’il existe
un intervalle non vide Ja,b] C [0,1] ne contenant aucun élément de
{{log p} | p € P}. Pour tout n > 0, on a donc PN ].k" 2 k"+] = () et
cela implique

T(k™F) = #(P N[0, k") = #(P N[0, k")) = m(k" ).

n+b
Ainsi, pour tout n > 1, % = 1. Cependant, le théoréme des nombres

. , . N n+a
premiers assure que 7(k" %) est équivalent & —~£ (k) lorsque n tend vers

(n+a)l

n—+b
I'infini, et donc % est équivalent & k=% lorsque n tend vers Iinfini.
Ces deux résultats sont incompatibles puisque on a supposé que b — a # 0.
Ainsi, tout intervalle non vide de [0,1] contient au moins un élément de

{{logy, p}, p € P}. O

Démonstration. Premiere partie du Théoreme 3.1. Procédons par ’ab-
surdre en supposant que [P soit reconnaissable par un automate fini ou dé-
nombrable A = (Q, ¢, qo, F') avec ensemble des états terminaux F' fini. Nous
allons montrer que cela est exclu en mettant en défaut le lemme de pom-
page 3.1. Le Lemme 3.3 assure l'existence d’une suite préfixe p = (pp)n>0
de nombres premiers et donc d’une famille préfixe & |F| + 1 éléments de
nombres premiers quelle que soit la valeur de |F'|. On peut donc appliquer
le lemme de pompage 3.1 a la famille {p,, | n € [0, |F|]}.

Il existe deux nombres premiers p;, < p;, issus de cette famille tels que
la suite a = (ay)n>0, définie pour tout n > 0 par :

nl

W _1 (pi1 - piokl) )
soit une suite de nombres premiers, avec | = |log; p;, | — [logy piy] > 0.
On remarquera en particulier que p;, — piokl > 0, sinon p;, ne serait pas
premier et on a également a; = p;, > k! — 1.

De plus, puisque p;, = ag et p;; = a1 on peut, pour tout entier n,
exprimer a,y1 comme suit :

Gn = Piy knl +

nl

kK™ —1
_ nl _ l
An+1 = alk‘ + k’l 1 (al aok ) .
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En particulier, on a
(k' = Dapi = k' (k™ —1)ap mod a;.

Pour n = a; — 1, on obtient, grace au petit théoréme de Fermat, k™ = 1
mod aj, et donc :

(k' = 1)aq, =0 mod ay.

Puisque a; > k! — 1, a; divise aq, €t donc a,, n’est pas premier et cela
contredit le fait que a est une suite de nombres premiers.

Ainsi, il n’existe pas de k-automate dénombrable A = (Q, ¢, qo, F') avec
F fini qui reconnait P par lecture GD. U

Pour montrer que ’ensemble des nombres premiers n’est également pas
k°°-reconnaissable GD, nous allons utiliser le lemme qui suit.

Lemme 3.4. [l existe une suite x = (zy)n>0 Suffize en base k et telle que,
pour tout entier n > 0, x,, est un nombre premier.

On construit une telle suite x = (zp)p>0 par récurrence. On fixe un
nombre premier xy > k puis, pour tout entier n > 0, le théoreme de la pro-
gression arithmétique de Dirichlet assure qu’il existe une infinité de nombres
premiers congrus & x, modulo klP+@)l On choisit alors 4 > klPe@n)l
parmi ces nombres premiers.

Démonstration. Deuxieme partie du Théoreme 3.1

On raisonne une fois de plus par ’absurde. Supposons que ’ensemble
des nombres premiers P soit k°°-reconnaissable DG. Il existe donc un k-
automate dénombrable A = (Q, ¢, qo, F') avec F fini qui reconnait P.

Si F est fini, le Lemme 3.4 assure 'existence d’une suite suffixe x =
(@ )n>0 de nombres premiers et donc d’une famille suffixe a |F'|+1 éléments
de nombres premiers. On peut donc appliquer le lemme de pompage 3.2 a
la famille {x,, | n € [0, |F|]}.

Il existe deux nombres premiers z;, < z;, issus de la suite x tels que la
suite 8’ = (a},)n>0, définie pour tout n > 0 par :

, knl_l
A = (mil - xio) W1 + T4,

ou | = |logg z;, | — |logy xi, |, est une suite de nombres premiers. On a

également pour tout entier n > 1,

kM — 1
k-1

De cette égalité, on ne retiendra que 1’égalité modulo a} suivante :

ah (k= 1) = (2, — 240)K (K™ — 1) mod af.

/ l /
Apy1 = (xh - mio)k +ay,
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Pour n = a) — 1, cette égalité modulo a} devient, grace au petit théoreme
de Fermat :

a;/l(k:l —1)=0 mod d}.

Comme a) est premier et satisfait aj > k! — 1, cela implique que a;,l =0
mod a}, ce qui contredit le fait que la suite a’ est une suite de nombres
premiers. O

Remarque. L’ensemble des nombres premiers n’est pas non plus k£°°-co-
reconnaissable pour les deux sens de lecture.

Supposons que ’ensemble des nombres composés soit k°°-reconnaissable
GD. 1l existe un k-automate dénombrable A = (Q, ¢, qo, F') avec F fini qui
reconnait N\ P par lecture GD. Par commodité, on suppose aussi que @
est restreint aux états accessibles a partir de qp.

Dans le graphe de A, tous les éléments de @ \ F' sont a distance 1 de F.
En effet, pour tout nombre premier p, on a px(p)0 = pi(kp) et kp est un
nombre composé. Ainsi, tous les états de (Q accessibles & partir de gg sont &
distance finie de F'. Comme F est fini et que 'automate A est de degré fini,
I’ensemble () est donc fini. Par conséquent, cela implique que ’ensemble
des nombres composés et celui des nombres premiers sont reconnus par des
automates finis, ce qui est faux. Voir par exemple [13] (chap. 5).

Dans le cas de la lecture DG, on procede également par ’absurde. Sup-
posons que ’ensemble des nombres composés soit k°°-reconnaissable DG,
c’est-a-dire qu’il existe un k-automate dénombrable A = (Q, ¢, qo, F') avec
F fini qui reconnait N \ P par lecture DG. Dans le graphe de A, tous les
états sont a distance au plus 2 de F. En effet, soit () un état, que 'on
suppose différent de gg puisque qo est dans F, et soit w un mot non vide
de [0,k —1]" conduisant & ¢ depuis g : <E(w, q0) = ¢q. On note n = mi(w).

Considérons ’ensemble des entiers F = {n + G-kl ek + 1]]},
dont les représentations en base k forment 1’ensemble suivant :

pr(E)={jw|je[l,k—1]}U{10w, 11w}.

Comme k! vaut 1 ou —1 modulo k+1, 'un des éléments de E est divisible
par k + 1, et est donc composé. Plus précisemment, l'entier n + ikl*!, ou
i=mn-(=1)"*1 mod k + 1 est divisible par k + 1. Le mot correspondant
conduit donc a un état de F', et ce en une ou deux étapes depuis q. Comme
F est fini et que le degré de A borné, @) est donc fini. Comme I’ensemble
des nombres premiers n’est pas k-reconnaissable, on aboutit a la méme
contradiction que dans le cas de la lecture GD.

3.2. Un critére de non-k°°-reconnaissabilité GD.

Lemme 3.5. Soient k > 2 et E = {e, | n € N} un ensemble d’entiers
satisfaisant les conditions suivantes :
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(1) L’ensemble des parties fractionnaires {{log,(en)} | n € N} est dense
dans [0, 1],
(2) L’ordre de croissance de la suite ey, est plus grand que ", pour tout

a>1.

Alors l'ensemble E n’est pas k°°-reconnaissable GD.

Démonstration. Le fait que 'ensemble {{log;.(e,,)} | n € N} des parties frac-
tionnaires des éléments de E soit dense dans [0, 1] assure I’existence d’une
suite préfixe d’éléments de E. En effet, sous cette condition de densité, on
peut extraire une sous-suite a = (ay,)n>0 d’entiers de E vérifiant

1
{logy (an)} {log(an+1)} {logp(an)} . =
k1o8k < ko8 < K198k +]<;L10gk(an)J’
c’est-a-dire telle que :
an An+1 ap, 1

jloge(@n] = Flogx(ani)] ~ klogn(@n)] | flogn(@n)]’
Cette condition est en fait équivalente a la condition vérifiée par une suite
préfixe d’entiers :

0 < s — ay o8k ani1l =10z an) - jllogy ansr)~ oz an).

Supposons, sous les conditions du lemme, que E soit k°°-reconnaissable.
On peut appliquer le Lemme 3.1 a la suite a. Il existe deux entiers iy et i1
et une suite b = (b, )n>0 d’éléments de E définie par

k-1
kK —1"
avec | = [logy, ai, | — |logy, ai,|. Cela contredit I’hypothese que 'ordre de

croissance de la suite e, est plus grand que a” pour tout o > 1, puisque
bn < (a;, + 1)k™ pour tout n > 0. O

bn = aioknl —+ (ail — aiokzl)

4. Non-équivalence entre k°°-reconnaissabilités GD et DG

Notation. ioit un entier k > 2.

On note Recoo (k) (resp. Recoo(k)) la famille des ensembles d’entiers k-
reconnaissables DG (resp. GD).

— —_—

De méme, coRecs (k) (resp. coRecoo(k)) désigne la famille d’ensembles
d’entiers k>°-co-reconnaissables DG (resp. GD).

La famille des ensembles k-reconnaissables au sens usuel est quant a elle
notée Rec(k).

Les notions de reconnaissabilité par automate dénombrable par lecture
GD et lecture DG ne sont pas équivalentes. Comme nous venons de le voir
pour les lemmes de pompage, les propriétés des ensembles d’entiers utilisées
dans le sens GD et dans le sens DG sont assez éloignées.
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Nous donnons dans ce paragraphe des exemples d’ensembles d’entiers
reconnus dans un sens et pas dans 'autre.

Théoréme 4.1. Soit un entier k > 2.
Les notions de k°°-reconnaissabilité GD et de k°°-reconnaissabilité DG
ne sont pas équivalentes :

Recoo(k) \ Reco(k) #0 et Recoo (k) \ Recoo(k) # 0.

Pour montrer ce théoreme, nous allons exhiber, via les Propositions 4.1
et 4.2, deux familles d’ensembles d’entiers qui sont reconnaissables par des
automates dénombrables uniquement par un sens de lecture.

Proposition 4.1. Soit un entier k > 2.

L’ensemble d’entiers X = {k" +n | n > k} est k*-reconnaissable
GD mais n'est pas k™ -reconnaissable DG. Il n’est pas non plus k>-co-
reconnaissable DG.

Démonstration. Remarquons dans un premier temps qu’on a 1’égalité
pr(X) = {10"71PeMl (0 | n > K},

Afin de construire un k-automate GD qui reconnait X, on utilise le résultat
préliminaire suivant : Pour tous entiers n # n/ supérieurs ou égaux a k, tels
que pi(n) = ny---ning et pr(n') = nl -+ -niny, les mots 10"~ "Lnymy_; et
10”/_1/_1712,71;,71 sont différents.

En effet, si pour deux entiers n < n', on a 10" ' lymn_; =
10”/*ll*1n2/n;,71 alors, en particulier n — 1 —1 = n’ — 1’ — 1. En obser-
vant le comportement de la fonction n — n — |log, n], cela n’est possible
que si n = k!t — 1 et n’ = k'L Or dans ce cas, nyn;_1 = (k—1)(k —1) et
npny_; = 10 et donc 10"ty # 10"/_1,_1n2,n§,_1 , ce qui aboutit &
une contradiction.

Ce résultat n’est, en fait, vraiment utile que dans le cas ou k = 2 puisque
dans ce cas k — 1 =1 et de ce fait n; = nj, donc on doit aller regarder les
deuxiémes chiffres des mots py(n) et pi(n') pour pouvoir étre siir de diffé-
rencier 10" "1 p.(n) et 10"/*1/*1pk(n'). Cependant, cela permet d’obtenir
une construction d’un k-automate GD qui reconnait X valable quel que
soit k > 2.

Construisons le k-automate A = (Q,®,q,0), F) qui reconnait X =
{k" +n | n > k} par lecture GD. L’ensemble @ est composé de k lignes
d’états et d’'un arbre complet :

Q={qmy I neNiec[0,k—1]} U{sw, we[0,k—-1]"}.
L’ensemble d’acceptation est F' = {s.} et la fonction de transition ¢ est
définie par :

- ¢(1=Q(0,0)) = 4(1,0)>



Ensembles d’entiers et automates dénombrables 323

— pour tout n > 1, ¢(O7q(n,0)) = 4(n+1,0)»
pour tout n > k tel que pg(n) = n;---ning,

P05 A1~ o (1)1,0)) = Unt1—|og(m)]m)

— pour tout mot w = wowy - - -wy de [0,k — 1] T, ¢(wo, 50) = Swy-w,
— pour tout n > k tel que pg(n) = n;---ning,

¢(nl—17 Q(n+1f|pk(n)|,nl)) = Spy_g--ning-

Cet automate est présenté, dans le cas k = 2, a la figure 4.1. Il est facile de
montrer que 'automate A est de degré fini et reconnait X.

FIGURE 4.1. 2-automate GD reconnaissant {2" +n | n > 2}.
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Lorsque k > 2, on peut en fait simplifier cet automate en supprimant les
états {q(n,i) | m € N,i € [1,k—1]} et en modifiant la définition de ¢ sur les
états {q(n,0) | » € N} en posant, pour tout n > k tel que pg(n) = n; - - - ning,

(N A1 pi (m)],0)) = Snu_y--nano-

On procede par I’absurde pour montrer que X n’est ni k°°-reconnaissable
DG ni k°°-co-reconnaissable DG.

Supposons que X soit reconnu par un k-automate A" = (Q’, v, ¢, F')
fini ou dénombrable par lecture DG avec F’ fini.

Il existe une suite d’entiers u = (uy,)p>0 extraite de X telle que pg(uy)
soit suffixe de pg(un+1) : il suffit de choisir up € X et de poser up+1 =
k¥ 4 .

D’apres le Lemme 3.2, il existe deux mots v et w, avec v # ¢, tels que,
pour tout i > 0, lentier a; = 7 (v'w) appartient a X. Il existe donc,
pour tout ¢ > 0, un entier n; tel que a; = k™ + n;, c’est-a-dire que
viw = 10”i_|Pk(nz’)|pk(ni). Puisque, par construction, la suite (n;)i>o est
strictement croissante, pour ¢ suffisament grand, on a n;—|pg(n;)| > 2|v|—1.
Ainsi v? est préfixe de 10~ 1Pl ce qui est absurde. L’ensemble X n’est
donc pas k*°-reconnaissable DG.

Supposons maintenant que X soit k°°-co-reconnaissable DG. L’ensemble
N\ X est donc reconnu par un k-automate A" = (Q", 0, q(, F") avec F”
fini par lecture DG. Or cela est également absurde. En effet, comme pour
tout entier n > 1 de X l’entier kn + 1 n’appartient pas a X, cela implique
que pour tout état ¢ de Q" \ F”, 6(1,q) appartient & F”. L’automate A"
étant de degré entrant fini, tous les états de Q" \ F” accessibles & partir
de ¢fj sont en nombre fini, et on peut donc supposer que Q" \ F” et Q"
sont finis. On doit pouvoir alors appliquer le méme lemme de la pompe a
la suite u = (up)n>0 présentée ci-dessus et on a vu que cela aboutit & une
contradiction. O

Proposition 4.2. L’ensemble d’entiers Y = {(kn + 1)klP»(I n e N} est
k®°-reconnaissable DG mais n’est pas k> -reconnaissable GD. Il n’est pas
non plus k°°-co-reconnaissable GD.

Démonstration. On a pi(Y) = {pp(n)10/P=(I | n € N}. Dans un premier
temps, on construit le k-automate A = (Q, ¢, qo, F') suivant qui reconnait
Y par lecture DG ou @ est formé de deux lignes d’états : Q = {q, | n €
N} U{q), | n € N}, I'ensemble terminal est F' = {g,} et ou la fonction de
transition ¢ est définie par :

— pour tout n > 0, ¢(0,qn) = gn+1,

— pour tout n >0, ¢(1,q,) = ¢,

— pour tout n > 1 et tout i € [0,k —1] , ¢(i,4), 1) = q),,

— pour tout ¢ € [1,k — 1] , ¢(i,¢}) = q}-
Cet automate est présenté a la figure 4.2.
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0 0 0 0 0 0

@ 0 0. 0 O . O .
U S 0,k 1 0.k 1 0.k 1 0,....k 1 0.k 1

FIGURE 4.2. k-automate DG reconnaissant {(kn +
Dkles@™| n e N}

Pour montrer que Y n’est pas k°°-reconnaissable GD, on procede par
I’absurde comme dans la preuve de la Proposition 4.1 :

Pour montrer que Y n’est pas reconnu par un k-automate fini ou dénom-
brable par lecture GD ayant un ensemble terminal fini, on met en défaut
le Lemme 3.1, en utilisant la suite préfixe u’ = (u),),>o définie par uj, € YV’
et up = (kuy, + 1)kler(un)l,

On montre par 'absurde que Y n’est pas k°°-co-reconnaissable GD. Sup-
posons que N\ 'Y soit reconnu par un k-automate A" = (Q’, 1, ¢, F’) fini
ou dénombrable par lecture GD avec F' fini. Pour tout entier nde Y, kn+1
n’appartient pas & Y puisque le seul élément de Y non divisible par k est
1, de sorte que tout état de @'\ F’ accessible a partir de ¢ est a dis-
tance 1 de F’. On peut alors restreindre A’ & un automate fini et donc Y
est reconnaissable. Cela est absurde puisque Y n’est pas k°°-reconnaissable
GD. O

Remarque. Les supports des lettres des mots k°°-automatiques, introduits
et étudiés dans [18, 20] sont des ensembles k*°-reconnaissables GD ou k-
co-reconnaissables GD. On peut donc engendrer ces ensembles en utilisant
un procédé de substitution-projection, ou ’alphabet de la substitution est
dénombrable. C’est d’ailleurs ce qui a, dans un premier temps, motivé le
choix de la reconnaissabilité GD pour les ensembles d’entiers dans [20].

Ce type de substitution a été étudié d’un point de vue dynamique par
S. Ferenczi dans [14].

D’autre part, une étude de la répartition modulo 1 des suites (na),cg
pour « irrationnel et £ un ensemble k°°-reconnaissable GD a été menée par
C. Mauduit et E. Fouvry [15] dans le cas ou E est 'ensemble E; défini au
paragraphe 2.2 et par C. Mauduit dans [20], dans le cas ou le k-automate
reconnaissant E est porté par un réseau de RY.

5. Propriétés des familles d’ensembles d’entiers
k°°-automatiques

5.1. Automates minimaux DG et GD. La notion d’automate minimal
[13] peut étre définie pour des langages quelconques, y compris donc les
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languages des représentations en base k des ensembles k°°-reconnaissables,
et constitue un outil puissant. La minimisation du nombre d’états via la
congruence syntaxique (congruence de Nérode) permet d’obtenir un critére
de k°°-reconnaissabilité mais également de mettre en évidence des cas de
dégénérescence, c’est-a-dire, des cas de k-reconnaissabilité simple. Elle sera
également utile pour montrer des résultats de stabilité exposés au para-
graphe 5.2.
Nous aurons besoin par la suite des notations suivantes :

Notation. Soient L un langage de [0,k — 1] et w un mot de [0,k — 1]*.
On note : .

Ly=w'L={ve[0,k—1]"|wve L},

— 1 «

Ly=Lw " ={vel0,k—-1]"|vwe L}.

— —
La famille de langages {Lw | w e [0,k — 1]]*} (resp. {Lw | w e

[0,k — 1]]*}) définit une relation de congruence a droite (resp. a gauche)

sur [0,k — 1]*, notée =, (resp. =, ) de la maniére suivante : pour tous
mots w, v de [0,k — 1]",
B —
WS = Ly, = L, (resp. wSv = L, = LU) .

Remarque. Si w et u sont des mots de [0,k — 1]*, on a :

Louw=(Lu) et Lyu=(L.)

Notation. Dans le cas d’'un k-automate fini ou dénombrable quelconque
— «—
A =(Q, ¢, qo, F) on utilisera, par analogie avec la notation Ly, (resp. L),
—

la notation X, (resp. 3(—(1) pour tout état ¢ € Q) et tout sous-ensemble d’états
X C Q désignant I’ensemble des mots de [0,k — 1]* qui sont les étiquettes
des chemins débutant en ¢ et aboutissant dans un état de X par lecture
GD (resp. DG) :

X ={vel0k 1" (v.q) € X}

— .
(resp. X :{ve[[O,k:—l]] |¢(v,q)€X}),
de sorte que, pour tout mot w de [0,k — 1]* tel que g(w,qg) = q (resp.
— S S P N
¢ (w,qo) = q), on ait Fy = L(A)y (resp. Fy = L(A)y).

Définition. Soit £ un ensemble d’entiers quelconque. On définit le k-

L N . 7 — T
automate minimal GD associé a E, noté M(E) = (Q(E), ¢, ¢o.5, F(E))
comme suit :

- QB) = {(o(B)),, |we0.k—1]"},
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_ _—
— qoe = (p(E)). = pi(E),
- F(B) = {(o(E)),, | w € pr(B)},
— —
— et la fonction ¢g est définie pour tout L € Q(E) et tout i € [0,k — 1]
— —
par ¢p(i, L) = L; . Cette fonction est étendue a [0,k — 1]* en posant
— —
dp(w,L) = Ly, .
On définit de manieére similaire, pour un ensemble d’entiers F, le k-

.. N , T o— P
automate minimal DG associé a E, noté M(E) = (Q(E), ¢k, qo,5, F(E)),
en inversant le sens des fleches dans les notations.

Par exemple, les automates minimaux GD et DG associés a I’ensemble

% (— 14 7’ .
Ei, Mg, et Mpg,, sont représentés dans les Figures 5.1 et 5.2, avec la
convention L = pa(E7).

FiGURE 5.2. Graphe du k-automate minimal DG associé a FEj.

Remarque. Il est facile de montrer qu'un ensemble d’entiers est reconnu
par le k-automate minimal GD (resp. DG) qui lui est associé. D’autre
part, les automates minimaux sont des automates accessibles, c’est-a-dire
que tout état est accessible & partir de I’état initial mais ces automates sont
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aussi réduits, c’est a dire que si deux états s et s’ d’'un automate minimal

— — — —
d’ensemble final F' vérifient F, = Fy (ou Fy = Fyy selon le sens de lecture),
alors ¢ = ¢’. Voir par exemple [25, Chapitre 1, section 3].

Proposition 5.1. Soient E un ensemble k*-reconnaissable GD et M(E) =
- — ] .
(Q(E), ¢E, Go,u, F'(E)) son k-automate minimal GD.
L’ensemble E est k™ -reconnaissable GD si et seulement si :

—_—
(1) les états de la composante co-accessible de M(E), c’est-a-dire les
états a partir desquels au moins un €état final est accessible, sont de
degré fini,
—_— — —_—
(2) F(E) = {Lw | w e pk(E)} est fini. De plus, si Q(E) est fini, alors
E est k-reconnaissable.

Le méme résultat tient bien sur dans le cas de la lecture DG. L’énoncé
s’obtient en inversant le sens des fleches dans les notations.

Ce critere de k°°-reconnaissabilité est une conséquence directe de la pro-
position suivante.

—_—
Proposition 5.2. Soient E un ensemble k>°-reconnaissable GD et M(E) =

- - ..
(Q(E), ¢E, Go,u, F'(E)) son k-automate minimal GD.
Si un k-automate accessible A = (Q, ¢, qo, F') reconnait E par lecture
_ _—

GD, alors il existe une application surjective ® : Q — Q(E) telle que :
—
- ®(q) = o,
— — —
— pour tout i de [0,k —1] et tout état q de Q, ®(¢(i,q)) = ¢ (i, ) (q)),
— —_—
- ®(F)=F(FE).
—
D’autre part, si A est de degré fini, alors les états de Q(E) a partir desquels
ay moms un état final est accessible (états de la composante co-accessible

de M( )) sont de degré fini.
Le méme résultat tient bien sur dans le cas de la lecture DG. L’énoncé
s’obtient en inversant le sens des fléches dans les notations.

Démonstration. Pour une démonstration de la premiere partie de cette pro-
position, on se référe également a [25]. La conservation du degré fini se
montre par contraposée :

— —

Notons L = pi(E). Si un état L, # 0 de Q(E) est de degré infini,
—

montrons que tout automate A = (Q, ¢, qo, F) se projetant par ® sur

M(E) a forcément un état de degré infini.
Supposons qu’il existe une infinité de mots v € [0,k — 1]] pour lesquels
—

les langages L sont distincts, non vides et tels que L—u: = d)E (’L L ) pour
une certaine lettre i € [0,k — 1]. En utilisant la définition de la fonction
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— — —
®, on obtient qu’il existe un état ¢ de @ tel que F; = L,, et une infinité
/7 . . H H 7’ . % ﬁ .

d’états distincts g, de @ tels que Fy, = L, vérifiant Fy; 4,) = Fy. Puisque
— — —

F, # 0, il existe un mot u tel que ¢ (u,q) € F et ainsi, ¢ (iu,q,) € F pour
une infinité d’états distincts ¢, de Q). Ces états ¢, sont tous a distance au
plus |u| + 1 de 'ensemble terminal F'. Puisque F' est fini et que I'automate

A est de degré sortant borné par k, un de ces états est forcement de degré
entrant infini. O

5.2. Propriétés de stabilité. Seules certaines propriétés de stabilité de
la famille des ensembles d’entiers k-reconnaissables s’étendent au cadre
des ensembles k°°-reconnaissables. Dans ce paragraphe, nous décrivons les
comportements de deux familles d’ensembles d’entiers k°°-reconnaissables
sous les opérations usuelles d’intersection, de passage au complémentaires,

— — —
d’union, ainsi que les liens entre Recoo (k) et Recoo (k') (resp. Recoo(k) et
Pl

Recoo (KY)).

Proposition 5.3. Soit un entier k > 2.
— ——
Rec(k) = Recoo (k) N coReco (k),
- .
Rec(k) = Recoo (k) N coReco (k).

Démonstration. Les preuves different quelque peu selon le sens de lecture.
Cela tient a la gestion des écritures impropres d’entiers dans le sens de
lecture DG.

Commengons par la preuve dans le sens GD.

Soit E un ensemble d’entiers k°°-reconnaissable GD pour lequel E =

N\ E est aussi k°°-reconnaissable GD. On note L = pi(FE) et L' = pi(E).
Pour monter que E est k-reconnaissable, on va montrer que son auto-

.. - — Py . NP
mate minimal GD M(E) = (Q(E), ¢, o5, F(E)) est fini, c’est-a-dire
jilanmrai i B '
que Q(E) ={Ly | w e [0,k — 1]"} est fini.
— —
Puisque E et E sont k°°-reconnaissables GD, alors {L,, | w € L} et
T / Ty . T AT
{L), | w € L'} sont finis. D’autre part,’gulsque L, = [0,k —1]" \ Ly, si
w € [1,k—1][0,k — 1], les ensembles {L,, | w € L'} sont en bijection avec
—
les ensembles {L!, | w € L'}, de sorte que {EZ | we LUL'} est aussi fini.
Comme LUL' = [1,k —1][0,k — 1]* U {}, il reste & montrer la finitude de
—_
I'ensemble {L,, | w € 0[0,k — 1]*}.
—_——
Puisque M(FE) reconnait un langage propre, aucun mot commencant
par la lettre 0 n’est accepté par I’automate. Par conséquent, pout tout mot

w € 0[0,k — 1], on a Ly, = 0. Ainsi, {Ly | w € 0[0, & — 1]} = {0} et donc
— i} . —

{Ly | w e [0,k —1]"} est fini. L’automate M(E) est alors un automate

fini et E est reconnaissable.
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Passons maintenant a la preuve dans le sens DG.

Soit E un ensemble d’entiers k>-reconnaissable DG tel que E = N\ E
est aussi k™-reconnaissable DG. On note L = pi(E) et L' = pp(E).
Pour monter que E est k-reconnaissable, on va montrer que son auto-

o —

mate minimal DG M(E) = (Q(E), ¢g, qo,r, F(E)) est fini, c’est-a-dire
«—

que Q(E) = {Lw | w e [[0 k— 1]] } est fini. L’automate minimal de E est

noté M( ) (Q( ) ¢Ea qOE,F(E)).

Puisque F et E sont k*-reconnaissables DG, alors {E—w | w e L} et
{l<}_§u | w € L'} sont finis. D’autre part, les ensembles {LTH | w e L'} sont en
bijection avec les ensembles {I<L_w | w e L'}; plus précisément, le lien entre

«— —
L, et L', est donné par I’égalité suivante :

(5.1)
. (IL,k— 1[0,k —1]* U{eN\ Tw si we [1,k—1][0,k — 1]*
L'y = u{e}

(IL, % — 1[0,k — 1]*)\ L si w e 0[]0,k — 1]

Ainsi, {l<L_w | w € LUL'} est aussi fini. Comme LU L' = [1,k — 1]
[0,k — 1]" U {e}, il reste & montrer la finitude de ’ensemble {I</_w | w e
0[0,k — 1]"}. C’est 1a ou la preuve différe du cas de la lecture GD.

On sépare 1'ensemble des mots w de 0[0,k — 1]* en deux parties selon
que lw appartient a L ou non.

On considére dans un premier temps l'ensemble {v € 0[0,k — 1]* | 1v €

L}. Pour tout mot w de cet ensemble, le langage L1, est un élément
de F(E) et donc Ly, est & distance 1 de F( ) dans Pautomate M(E).
«—

Comme M (FE) est de degré fini, 'ensemble des langages L,, ou w parcourt
{v e 0]0,k —1]" | v € L} est donc fini.

Supposons maintenant que w soit un mot de I’ ensemble {veo0]0,k—1]" |
1v gé L}. Pulsque lw ¢ L, on alw € L' et donc 7 1w €st un élément de

—
( ). Ainsi L’ est & distance 1 de F(F) dans l’automate M( ). Puisque
ppp—
M(E) est de degré fini, alors ’'ensemble des langages {Lv | le € F(E)} est
(.

fini. Ainsi, ’ensemble {LfU |ve0f0,k—1]", 1v ¢ L} est fini et via 1’égalité
(5.1), Pensemble {I</_v |veof0,k—1]", 1lv ¢ L} 'est aussi.

e — N

Ce dernier résultat permet de conclure que Q(E) = {L,, | w € [0, k—1]"}
it

est fini et par conséquent, M(E) est un automate fini. L’ensemble F est

donc un ensemble k-reconnaissable. O

Remarque. Voici un exemple d’application de la proposition 5.3 : On
considére I'ensemble F1 = {n | |p2(n)|1 = |p2(n)|o}, ensemble des entiers



Ensembles d’entiers et automates dénombrables 331

possédant antant de zéros que de uns dans leurs écritures binaires. L’en-
semble F7 est 2°°-reconnaissable mais pas 2°°co-reconnaissable.

En effet, si cela était le cas, F serait en fait 2-reconnaissable d’aprées la
proposition 5.3, or cela est exclu puisque p2(FE) est un langage algébrique
non rationnel.

Proposition 5.4. Soit un entier k > 2.
flliabt pithid
Les familles Recoo (k) et Recoo (k) sont stables par intersection.
En particulier, l'intersection d’un ensemble k-reconnaissable avec un en-

semble k> -reconnaissable GD (resp. DG) est k> -reconnaissable GD (resp.
DG@G).

Démonstration. Soient deux ensembles d’entiers k°°-reconnaissables GD
(resp. DG) N et N’ d’automates minimaux M(N) = (Q(N), ¢, qo, F(N))
et M(N') = (QN'), 6, db, F(N')).

11 suffit de construire, & partir des automates M(N) et M(N'), le k-
automate produit A = (Q,d,q(, F) qui reconnait l’ensemble N N N’ en
posant :

S Q= Q) x QVY),

~ 800, (b)) = (&li,a), (i, b)) pour tout (a,b) € Q(N) x Q(N) et tout

ie[0,k—1],

- qg = (QO7q6)7

~ F=F(N)x F(N').

La composante co-accessible depuis F' dans automate A est de degré fini
car M(N) et M(N') possédent cette propriété et F est fini puisque F(N)
et F(N') le sont tout les deux. O

Proposition 5.5. Soit E un ensemble d’entiers k°°-reconnaissable GD
(resp. DG) et E' un ensemble fini d’entiers. Les ensembles d’entiers EUE’
et E\ E' sont k> -reconnaissables GD (resp. DG).

Démonstration. Soit E un ensemble d’entiers k°°-reconnaissable GD (resp.
DG) et E’ un ensemble fini d’entiers.

Le fait que E \ E’ soit k*°-reconnaissable GD (resp. DG) découle di-
rectement de la proposition précédente puisque ’ensemble N\ E’ est k-
reconnaissable donc en particulier £°°-reconnaissable.

Dans le sens GD, pour montrer que I'union de ces deux ensembles est k-
reconnaissable GD, on va modifier un k-automate GD A = (Q, ¢, qo, F') qui
reconnait E pour qu'il reconnaisse E'U E’. Soit L = max{|pk(n)|, n € E'}.
On pose Q' = {6 (w,q0) | w € [0,k — 1], Juw| > L} et Q" = {q}, | w €
[0,k —1]", |w| < L}.

On construit le k-automate GD A" = (Q" U Q",4,q, F') en posant

— a0 =4,

— 1) est définie ainsi :

— pour tout w € [0,k — 1]" avec |w| < L, ¥(i, ql,) = ¢y,
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— pour tout w € [0,k — 1]%, ¥ (i, ¢,) = g(wi,qo),
! q S Q,7 ¢(17Q) = ¢(Z7Q)7

- F'=(FNQ)U{q, ) n€ EUE|p(n)| < L},
de sorte que A’ est un k-automate de degré fini qui reconnait £ U E’ par
lecture GD. L’ensemble F” est fini puisque F lest.

De la méme maniére dans le sens de lecture DG, si A = (Q, ¢, qo, F)
est un k-automate DG qui reconnait E, on pose L = max{|pr(n)|, n €
B}, Q = {é(waq) | we [0.k—1]"|w| > L} et Q" = {q), | w €
[0,k—1]", |w| < L}. On construit le k-automate DG B = (Q'UQ", 4, ¢, F'),
avec g et I’ définis comme ci-dessus et ¢ définie par :

—sige€ Q/v 6(Z7Q) = ¢(27 Q)v

— pour tout w € [0,k — 1]" avec |w| < L, §(i, ¢)y) = Gl

~ pour tout w € [0,k — 1], 6(i, ¢,) = E(iw,qo),
de sorte que B est un k-automate de degré fini qui reconnait £ U E’ par
lecture DG. L’ensemble F” est fini puisque F lest. O

Proposition 5.6. Soit un entier k > 2. Les familles %:oo(k:) et ﬁ’:w(k)
ne sont pas stables par union.

Démonstration. Pour un entier k£ > 2 fixé, nous allons expliciter deux en-
sembles k°°-reconnaissables dont 'union ne l'est pas.

Soit N = {k* + ki +1]i>1}et N'={ki+1|i>1}. L’ensemble N est

2 S0
dans Reco (k) NReco (k) et Pensemble N' est k-reconnaissable. Cependant,
— — —_

N" = N U N’ n'est ni dans Reco (k) U Recoo(k) ni dans coRecoo (k) U
A
coRecso (k).

1 0 0 0 0
@ @ O > @ ' -

( :: 1 0 0 0O A S

FiGURE 5.3. Graphe du k-automate reconnaissant N.

Un 2-automate A = (Qu, ¢, qo, {f}) qui reconnait N dans les deux sens
de lecture est représenté Figure 5.3 (seuls les états co-accessibles y sont
représentés). Le k-automate fini B = (@g, %, ¢}, {f’}) qui reconnait N’
est quant & lui présenté Figure 5.4 (seuls les états co-accessibles y sont
représentés).

: " moT = SRE s
Soit M(N") = (Q(N"), énr, ¢ o nv, F(N")) 'automate minimal GD as-
ISR -
socié & N et soit L = po(N"). Ona F(N") = {Lw |w e L}. Or, pour tout
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FIGURE 5.4. Graphe du k-automate reconnaissant N'.

—_—

i >0, Lygi; = {¢,01}, donc F(N") est infini. La proposition 5.1 permet
donc de conclure que N” n’est pas k°°-reconnaissable GD.

Dans le sens DG, on utilise exactement le méme raisonnement : si on
priniin

— o .
appelle M(N") = (Q(N"), ¢n», qon», F(N")) Pautomate minimal DG
P whil
associé a N” on a F(N") = {Lw | w e L}. Or, pour tout i > 0, Lygi; =

. —
{e,10"}, donc F(N") est infini. On conclut de la méme maniére que N”
n’est pas k°-reconnaissable.

Remarquons aussi que ’ensemble N” n’est pas non plus dans ’ensemble
_ pridhatet
coRecoo (k) U coRecoo (k).

En effet, par Pabsurde, supposons que N\ N” soit k*°-reconnaissable DG
et notons M = (Q,4,qj, F) son k-automate minimal DG. Puisqu’aucune
écriture en base k des éléments de N” ne contient le motif 1111, alors, pour
tout état ¢ de @, I’état ?(1111,q) est un état de F. Ainsi, tout état est a
distance au plus 4 de ’ensemble terminal. Puisque F est fini et que M est
de degré fini, alors S est en fait fini et M est un automate fini. Ainsi, les
ensembles N\ N” et N” sont k-reconnaissables, ce qui est absurde puisque
N" n’est méme pas k°°-reconnaissable.

On utilise le méme argument pour le sens de lecture GD. O

Proposition 5.7. Soient deux entiers k > 2 et Il > 2, on a les relations
sutvantes :

Recoo (k) = Recoo(k!) et Recoo(k) C Recoo (E)),

— —
Démonstration. Premiére partie : Recoo (k) = Recoo (k).

Montrons dans un premier temps que %w(k) C P(Ecoo(kl). Soit E €
R—ecoo(k:) et A= (Q,®,q,F) un k-automate fini ou dénombrable DG qui
reconnait E. Intuitivement, la premiére idée pour construire un k‘-automate
DG A" = (Q', v, q(, F") qui reconnait E a partir de A est de poser Q' = Q
et ¥(i,q) = E(Ol_mk(i)‘pk(i),q). Cependant, cela implique que I’ensemble
final doit étre composé des E(Oj, f)pourtout 0 < j<Il—1let f € F. Cette
construction peut poser des problemes si par exemple, il existe un entier n
n’étant pas dans E pour lequel E(pk(n),qo) = <E(Oi, f)-

Pour pallier & cela, on rajoute dans ’ensemble @', en plus de Q, [ — 1
copies de F' formant avec F' lui-méme I’ensemble terminal F’, dans lesquelles
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on envoie les transitions (i, s) lorsque <E(pk(i),s) € F selon le nombre
I — |pk(i)] de zéros a lire avant la nouvelle plage de [ chiffres a lire. Cela
permet de garder en mémoire le nombre de zéros a rajouter dans I’écriture
en base k, si une autre lettre en base k! doit étre lue.
Plus formellement, on construit un k'-automate DG A’ = (Q', v, ¢), F')
qui reconnait F comme suit :
~ F'={fuplac F,jel0,l=1]} o fg0 = qet fiq; & Q pour tout
J#0,
- Q/ = Q U Fl?
~ 4 = o, .
— si on pose ¢ = ¢ (pr(i),q) pour tout i € [0,k! — 1] et tout ¢ € Q,
lapplication v est définie sur [0, Kl — 1] x @ par :
“sii#0etq ¢ F, ¢(ig) = ¢ (010 (i), q),
—sit#0 et(_q, S ¢(i7Q) = f(q’,l—|pk(i)\)7
- ¢(O’q) = ¢(0l7Q)’ -
sii € HO, kl_l]] et (Qaj) S FX[[l,l—l]], w(i)f(q,j)) = 1/)(27 ¢ (0]7Q))'
11 est facile de voir que 'automate A’ reconnait bien py(E), que ’ensemble
final I/ de A’ est fini si F' l'est et que le k'-automate A’ est de degré fini
puisque A est de degré fini, ainsi : R—e—éoo(k) C I_{—c;g:oo(k:l).
<__Poulr montrer l'inclusion réciproque, on considere un ensemble E de
Recoo (k') reconnu par un kl-automate DG A = (Q, ¢, qo, F). On construit
le k-automate DG A’ = (Q', %, qi, F') défini a partir de A comme suit :
-~ Q' =QxL,oun L={we[0,k—1]" | |w| <},
— g = (qo€),
— Dapplication v est définie pour tout triplet (i,q, w) de [0,k—1] xQ x L
par :
B ¢(Z7 (q7 U}>) = (q,zw) si ‘w’ < [ — 17
- Tﬁ(% (Qa w)) = ((b(ﬂ-kl (w)v Q)vi) si ‘w’ =1l

— I’ensemble d’acceptation est donné par :

F'=(F x{e}) U{(qw) | ¢ € Q,w € L\ O[O,k — 1]", ¢(mp (w),q) € F'}.

On vérifie aisément que A’ reconnait F et que F’ est fini puisque A est
de degré fini et F est fini. De plus, 'automate A’ est lui aussi de degré
fini car le degré entrant d’'un état (q,w) de Q" est égal & 0 si w = ¢, au
degré entrant de ¢ dans A si |w| =1 et a 1 si |w| > 2. Par conséquent, on
a également inclusion ﬁgéoo(kl) C Recoo(k), ce qui termine la premiere
partie de la preuve. O
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— —
Démonstration. Deuziéme partie : Recoo (k) € Recoo (EL).
— — —

Montrons que Recso(k) C Recso (k). Soit E € Recoo(k) et A =
(Q, 9, qo, F') un k-automate dénombrable GD qui reconnait E. On construit
le k'-automate GD A’ = (Q’, 1, ¢h, F') défini comme suit :

- Q' =QU{q,}, ou ¢ est un état n’appartenant pas a @,

— Tapplication ¢E§t définie pour tout i € [0,k' — 1] et ¢ € Q, par :

- ¢(07 Q6) :_Sb (Ola q0)7
— (i q) = ¢ (017 Wlp (i), q) pour ¢ # gp.

— F'=FU{q)} siqo € F ou F' = F sinon.

Cet automate reconnait bien FE. Il suffit pour cela de remarquer que si
pit(n) = wow; - - - wy, alors

pre(n) = pr(wo)01er (@Dl (1) - 0= lor(wn)l ) (4p)).
Ainsi, si entier n tel que pyi(n) = wow; - - - wp est reconnu par A’ en base
k!, alors py(n) est reconnu par A car :

— —
P (pk(wo)ol*‘mc(wl)‘pk(wl) .. .olflpk(wp)lpk(wp% Q) = ¥ (wowy - - - wy, @)

De méme, si pp(n) = wowy - - - wpi4j, alors

pri(n) = m(wo -+ )Tk (W1 - Wisg) - TR(Wp—1)i4j41 " Wpltj)s
donc si I'entier n tel que pi(n) = wowy - - - wpi4; est reconnu par A en base
k, alors pyi(n) est reconnu par A’ car :

_
Y (g (wo - - - wy) T (w1 -+ - W) -+ TR(W(p—1)14j 41+ Wpits)» 9o)

-

= ¢ (wow1 - - - Wi, qo)-
D’autre part, puisque le degré de A est fini, celui de A’ I'est aussi : pour
chaque état de Q' = QU {q}}, le degré entrant de A’ en ¢’ € Q' est fini. En
effet, ¢(, est de degré entrant nul dans 'automate A" et pour tout ¢ de @,
le degré entrant dans 'automate A’ est borné par le cardinal de I’ensemble
{¢" € Q| Jw e [0,k — 1]]l,$(w,q”) = ¢} (auquel il faut éventuellement
rajouter le nombre de fleches venant de ¢f)). L’ensemble F’ étant fini puisque
F Dest, on obtient donc Iﬁm(k) C l:géoo(kl).

Montrons maintenant que cette inclusion est stricte. Pour cela, nous
exhibons un exemple d’ensemble (k!')*°-reconnaissable qui n’est ni k-
reconnaissable ni k°°-co-reconnaissable.

Soit I'ensemble F = {k2" 4 k! | i > 1} U {k"*! | i > 1}. Cet ensemble
est dans ﬁw(kl), reconnu par 'automate présenté a la figure 5.5 (les
états poubelles sont omis) et son complémentaire N\ F est un élément de

—_— I L, —
coRecso (k'). Supposons que E soit également dans Recs (k), reconnu par
un k-automate A = (Q, ¢, qo, F). Il existe alors deux entiers i # j tels que la
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k A\ 1 0 0 0 0
90

0 S@ 1 0 0 (Y Y v

FIGURE 5.5. Graphe du k'-automate reconnaissant FE.

lecture GD de pg(k'1) = 10+ et celle de p(kY*1) = 109F! conduisent

l'automate A au méme état final : z(pk(k:l”l),qo) = g(pk(kljﬂ),qo).
Ainsi,

¢ (e (K101 7210"0HD o) = ¢ (pr (K101 721010 gp),

ce qui se traduit par le fait que la lecture GD de 10/G+D-110/H+1) ¢t
celle de 10'U+D=110!+1) conduisent Pautomate A au méme état. Or z =
T (101D =110l = g2AGHD 4 g6+ est un lément de E et y =
(1000 FD=110lH)) = gh45+2) 4 B0+ pregt pas un élément de E, ce
qui est contradictoire.

SiE e com):oo(k:), son complementaire est reconnu par un k-automate
A = (Q',¢,q), F') avec F' fini. On utilise le méme raisonnement pour
aboutir & une contradiction. Puisque pour tout entier i > 1, k¥ n’appartient
pas & E, il existe deux entiers i # j tels que la lecture GD de py (k%) = 10
et celle de pp(kY) = 109 conduisent automate A’ au méme état final :

e Iy 1Y — o) Gy .
Y (pk(K"),q0) = ¥ (pe(k7), qp). De ce fait,
1/} (pk(k‘lz)olfl1Ol(z+1)7 qé) _ Q,b (pk(klj)Olfllol(ﬁﬁ)7 q6)7

et on conclut & une contradiction comme ci-dessus. Nous avons donc cons-

. . S 1 S — .
truit un ensemble d’entiers E' € Recoo (k') \ (Recoo (k) U coRecoo(k)) ce qui
termine la preuve. O

6. Ouvertures

A Tissue de cette étude, on peut se poser la question de la reconnaissa-
bilité d’autres familles d’entiers usuelles comme par exemple la famille des
carrés parfaits, question déja posée dans [20, Probléeme 1, Question 1] et
qui fait suite aux travaux concernant la reconnaissabilité de ’ensemble des
carrés dans le cadre des automates finis [24, 21]. Ce type de question est
également a rapprocher de la question d’une éventuelle extension du théo-
réme de Cobham sur la dépendance & la base [9] : un ensemble d’entiers
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k°°-reconnaissable et [°°-reconnaissable pour deux bases k et [ multiplica-
tivement indépendantes est-il p°°-reconnaissable dans toute base p > 27
Cette question précise la question posée dans [20, Probleme 2]. Un autre
angle d’attaque de cette question consisterait a se demander s’il existe des
ensembles d’entiers autres que les unions finies de progressions arithmé-
tiques qui sont p>°-reconnaissables pour toute base p > 2.

On peut également envisager 1’étude des propriétés de stabilité de ces
familles d’ensembles d’entiers par d’autres opérations simples, comme par
exemple 'addition d’un entier ou la multiplication par une constante.

Une autre piste serait d’étudier les propriétés diophantiennes des réels
engendrés par automates dénombrables, dans le but d’étendre les résultats
de B. Adamczewski et J. Cassaigne [1]. Cela nécessite sans doute une res-
triction du cadre de travail, notamment en ce qui concerne la géométrie des
automates dénombrables. Il semble raisonnable de se restreindre pour cette
question a des automates “structurés”, comme par exemple les automates
dont les graphes sont engendrés par des grammaires finies. Cela permet-
trait non seulement de toucher une large famille d’ensembles d’entiers liés
a des langages algébriques, étudiés particulierement dans [7, 8], mais aussi
de fournir un cadre suffisamment rigide pour espérer des résultats consé-
quents dans cette voie.
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