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Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux 22 (2010), 271-286

Fonctions à valeurs entières et module de Carlitz

par David ADAM

Résumé. Soient C le module de Carlitz, H un polynôme de Fq[T ]
et S l’ensemble {Ca(H) | a ∈ Fq[T ]}. Nous montrons qu’une fonc-
tion entière de type quadratique < 1

4 degH qui prend des valeurs
entières sur S, est polynomiale. De plus, la borne 1

4 degH est op-
timale. Ceci est un analogue en caractéristique finie du théorème
de Gel’fond-Pólya.

Abstract. Integer valued functions and Carlitz module
Let C be the Carlitz module, let H ∈ Fq[T ] and let S be the

set {Ca(H) | a ∈ Fq[T ]}. in this article, we prove that if an entire
function has a quadratic type < 1

4 degH and takes integer values
over S, then it is a polynomial. The bound 1

4 degH is optimal. This
is an analog for the finite characteristic case of Pólya-Gel’fond’s
theorem.

1. Introduction
En 1915, Pólya a montré le résultat suivant :

Théorème 1. [11] Toute fonction entière f sur C, de type exponentiel
< ln 2 et telle que f(N) ⊂ Z est un polynôme. De plus, la borne ln 2 est
optimale.

En 1933, Gel’fond a montré un analogue multiplicatif du théorème de
Pólya :

Théorème 2. Soit r ∈ N \ {0, 1}. Une fonction f entière sur C, de type
quadratique < 1

4r et telle que, pour tout n ∈ N f(rn) ∈ Z, est un polynôme.
De plus, la borne 1

4r est optimale.

Soit q = pf une puissance d’un nombre premier p. Soit Ω le complété
d’une clôture algébrique de Fq((1/T )) pour la valuation 1/T -adique v nor-
malisée par v(T ) = −1. Pour tout z ∈ Ω, on note deg(z) = −v(z).
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Une fonction entière f est une fonction de Ω dans lui-même de la forme

f(z) =
∑
n≥0
anz
n avec an ∈ Ω pour tout n ∈ N,

qui converge pour tout z ∈ Ω.
Pour tout r ∈ R+, le module de croissance de f (voir [7]), noté M(f, r),

est défini par
M(f, r) = sup

z∈Ω
deg(z)≤r

{deg(f(z))}.

Soit α ∈ R+. Une fonction entière f sur Ω est dite de type quadratique α
si

lim
r→+∞

M(f, r)
r2

= α.

Dans [1], nous avons donné un premier analogue du théorème de Gel’fond
pour Fq[T ].

Théorème 3. Soit H un polynôme non-constant de Fq[T ]. Si f est une
fonction entière sur Ω de type quadratique < 1

4 degH et telle que f(Hn) ∈
Fq[T ] pour tout n ∈ N, alors f est un polynôme de Fq(T )[X]. De plus, la
borne 1

4 degH est optimale

Pour tout n ∈ N, soit Φ̃n(X) = Xn−1 ∈ Q[X] le polynôme de n-division
du cercle. On peut reformuler le théorème de Gel’fond de la façon suivante :
Soit r ∈ N\{0, 1}. Une fonction entière de type quadratique < 1

4r qui prend
des valeurs entières sur l’ensemble {Φ̃n(r)|n ∈ N} est un polynôme. De
plus, la borne 1

4r est optimale. Dans [8], Carlitz a défini de bons analogues
des polynômes Φ̃n pour Fq[T ]. Pour définir de tels polynômes, notons τ
le q-Frobenius. Alors, (voir [12, Chapter X]) il existe un Fq-morphisme
d’algèbres noté C (le module de Carlitz) entre Fq[T ] et Fq(T ){τ} (muni des
lois d’addition et de composition des applications) défini par

C : Fq[T ] −→ Fq(T ){τ}
T −→ T + τ

Classiquement, pour tout a ∈ Fq[T ], on note Ca la valeur de C en a au lieu
de C(a). On a les propriétés suivantes (qui découlent de la définition du
module de Carlitz) :

(1) Pour tout a, b ∈ Fq[T ] et ξ ∈ Fq, on a Ca+ξb = Ca + ξCb.
(2) Pour tout a, b ∈ Fq[T ], on a Cab = Ca ◦ Cb.

Par exemple, pour q = 3, on a

CT 2+2T = (T 2 + 2T ) + (T q + T + 2)τ + τ2.
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Notation :
(1) Dans toute la suite, H désigne un polynôme de Fq[T ] de degré h ≥ 1

fixé.
(2) Pour tout a ∈ Fq[T ], Ca est un polynôme en τ à coefficients dans

Fq(T ). On définit l’élément Ca(H) de Fq(T ) par Ca(H) = Ca(τ)(H).
(3) On pose S = {Ca(H) | a ∈ Fq[T ]}

Exemple. On a

CT 2+2T (H) = (T 2 + 2T )H + (T q + T + 2)Hq +Hq2 .

Remarque 4. Clairement, Ca(H) appartient à Fq[T ] pour tout a ∈ Fq[T ].

Dans la section 2, nous décrivons l’ensemble des polynômes à valeurs en-
tières sur S. Cette caractérisation est utilisée dans la section 3 pour montrer
un théorème de type Pólya-Gel’fond pour des fonctions entières à valeurs
entières sur l’ensemble S (théorème 16). Nous montrerons le théorème sui-
vant :

Théorème. Soit H un polynôme de Fq[T ] tel que qdegH ≥ 3. Si f est une
fonction entière sur Ω de type quadratique < 1

4 degH et telle que f(Ca(H)) ∈
Fq[T ] pour tout a ∈ Fq[T ], alors f est un polynôme de Fq(T )[X]. De plus,
la borne 1

4 degH est optimale.

2. Polynômes à valeurs entières sur S

Soit q = 2. Si H = T , on a CT (H) = 0. Par conséquent, pour tout
a ∈ Fq[T ], Ca(H) = 0 et S = {0, T}. Si H = 1 + T , on a CT (H) = T + 1.
On en déduit que, pour tout j ∈ N, CT j (H) = 1 + T . Par conséquent, S
est l’ensemble {0, 1 + T}.
Hypothèse : Pour éviter les deux cas particuliers mentionnés ci dessus,
on supposera dans toute la suite de cet article que qh ≥ 3.
Notation :

– Pour tout i ∈ N, on note Ai l’ensemble des m ∈ Fq[T ] tels que degm <
i

– et Ψi(X) le polynôme

Ψi(X) =
∏
m∈Ai

X −m
T i −m

.

Rappelons que Carlitz a donné une formule explicite pour les polynômes
Ca(X) (voir [8]) : pour tout a ∈ Fq[T ] non nul, on a

(2.1) Ca(X) =
deg a∑
j=0

Ψj(a)Xq
j
.
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Remarque 5. Pour tout a ∈ Fq[T ] non nul, C ′a(X) 6= 0. Par conséquent,
Ca(X) est un polynôme séparable.

Lemme 6. On a deg(C0(H)) = −∞ et pour tout a ∈ Fq[T ] non nul,
deg(Ca(H)) = qdeg ah.

Démonstration. On a C0(X) = 0, d’où deg(C0(H)) = −∞. Soit a ∈ Fq[T ]
non nul. Pour tout j ∈ N et j ∈ [0,deg a], on a

deg
(
Ψj(a)Hq

j
)

= qj(h+ deg a− j).

Le maximum de la fonction j → qj(h + deg a − j) est donné par l’unique
valeur j = deg a. Le lemme en découle. �

Remarque 7. Ce lemme prouve que l’ensemble S est infini.

On note M le Fq[T ]-module des polynômes à valeurs entières sur S,
c’est-à-dire :

M = {P ∈ Fq(T )[X] | P (S) ⊂ Fq[T ]}.

Définition 8. Une base (Pn(X))n∈N du Fq[T ]-moduleM est une base régu-
lière si, pour tout n ∈ N, on a degPn(X) = n.

Dans cette section, nous allons décrire des bases régulières deM.
Convention : Soient n, k ∈ N, (n ≥ k) de développements p-adiques

n = n0 + n1p+ · · ·+ nsps et k = k0 + k1p+ · · ·+ klpl (l ≤ s).
On dit que les p-chiffres de n sont plus grands que les p-chiffres de k, si
pour tout j ∈ [0, s], on a nj ≥ kj .

Rappelons la

Définition 9. [2, Definition 4] Soient D un anneau de caractéristique p > 0
et (un)n∈N une suite d’éléments de D. On dit que la suite (un)n∈N vérifie
la p-propriété si, pour tout n, k ∈ N(n ≥ k) tels que les p-chiffres de n sont
plus grands que les p-chiffres de k, on a

un = uk + un−k.

Suivant M. Car (voir [6]), nous construisons une bĳection de N sur Fq[T ]
de manière suivante : soit ξ un élément primitif de Fq sur Fp. Pour tout
0 ≤ i ≤ q − 1 de développement p-adique

i = i0 + i1p+ · · ·+ if−1p
f−1,

soit
ui = i0 + i1ξ + · · ·+ · · ·+ if−1ξ

f−1.

On prolonge la suite (ui)0≤i≤q−1 en une suite (un)n∈N de manière analogue :
à tout i ∈ N de développement q-adique

i = i0 + i1q + · · ·+ isqs,
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on associe
ui = ui0 + ui1T + · · ·+ uisT s.

Cette suite d’éléments de Fq[T ] est appelée suite de Car. On voit facile-
ment que la suite de Car vérifie la p-propriété et, par conséquent, que la
suite (Cun(H))n∈N vérifie aussi la p-propriété. Soit (Gn(X))n∈N la suite de
polynômes de Fq(T )[X] définis par

Gn(X) =
n−1∏
k=0

(X − Cuk(H)).

Lemme 10. Pour tout n ∈ N, les racines de Gn(X) sont simples. De plus,
pour tout n ∈ N, Gqn(X) est un polynôme Fq-linéaire.
Démonstration. Soit a ∈ Fq[T ]. Par le lemme 6, on a Ca(H) = 0 si et
seulement si a = 0. Soient a, b ∈ Fq[T ]. Par la Fq-linéarité du module de
Carlitz, on a Ca(H) − Cb(H) = Ca−b(H). Par conséquent, on a l’égalité
Ca(H) = Cb(H) si et seulement si a = b. Donc, toutes les racines de Gn
sont simples.

L’ensemble {Ca(H) | a ∈ Fq[T ]} est un Fq-espace vectoriel. Comme
Gqn est un polynôme séparable, on en conclut que c’est un polynôme
Fq-linéaire [10, Chapitre 1]. �

Introduisons maintenant les factorielles généralisées de Bhargava pour
l’ensemble S et la suite (Cun(H))n∈N (voir [3]).
Notation : Pour tout n ∈ N, on pose n!S = Gn(Cun(H)) et (n!S) l’idéal
de Fq[T ] engendré par n!S.

Alors, on a la
Proposition 11. Si n ∈ N a pour développement q-adique n = n0 + n1q+
· · ·+ nsqs, alors

(n!S) = (q0!S)n0(q1!S)n1 · · · (qs!S)ns .
Démonstration. On commence par montrer cette proposition dans le cas
particulier où n est de la forme plqs (0 ≤ l < f). On a

((plqs)!S) =

plqs−1∏
k=0

(Cu
pl
T s(H)− Cuk(H))


=
pl−1∏
j=0

∏
a∈As

(Cu
pl
T s(H)− CujT s+a(H))Fq[T ]

=
pl−1∏
j=0

∏
a∈As

(C(u
pl
−uj)T s(H)− Ca(H))Fq[T ]

= Gqs(CT s(H))plFq[T ]

= (qs!S)pl .
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Nous montrons maintenant la proposition par récurrence sur n. Puisque la
suite (Cun(H))n∈N vérifie la p-propriété, on a pour tout n ∈ N [2, proposi-
tion 5]

(2.2) Gn(X + Y ) =
n∑
k=0

(
n

k

)
Gn−k(Y )Gk(X).

Soient k, n ∈ N tels que un−k = un−uk. De la relation (2.2), on déduit que

Gn(Cun(H)) =
(
n

k

)
Gn−k(Cun−k(H))Gk(Cuk(H)),

c’est-à-dire,

(2.3) n!S
(n− k)!S k!S

=
(
n

k

)
.

Soit n ∈ N qui n’est pas une puissance de p. Posons l =
[
logp(ns)

]
et

k = plqs. Alors, les p-chiffres de n sont plus grands que les p-chiffres de k,
et donc on a la relation (2.3). Par ailleurs, d’après l’hypothèse de récurrence,
on a

(2.4) (n− k)!S =
s−1∏
i=0

(q!S)ni(qs!S)ns−pl .

Des égalités (2.3) et (2.4), on déduit que :

(n!S) =
s−1∏
i=0

(qi!S)ni(qs!S)ns−pl(plqs)!S.

Comme (plqs)!S = (qs!S)pl , la proposition est démontrée. �

Définition 12. Soit a ∈ Fq[T ]. On dit que ρ ∈ Ω est un point de a-division
si Ca(ρ) = 0.

Nous pouvons maintenant prouver :

Théorème 13. La suite des polynômes (Gn(X)/n!S)n∈N forme une base
régulière du Fq[T ]-module M.

Démonstration. Montrons tout d’abord que, pour tout n ∈ N, les poly-
nômes Gqn (X)

qn!S appartiennent àM. Pour tout B ∈ Fq[T ], on a

Gqn(CB(H))
qn!S

=
∏
a∈An

CB(H)− Ca(H))
CTn(H)− Ca(H)

=
∏
a∈An

CB−a(H)
CTn−a(H)

.

Soit U ∈ Fq[T ] de degré u ≤ n, et ρ ∈ Ω un point de U -division. Comme
l’ensemble L = {Tn − a | a ∈ An} contient un système complet de repré-
sentants de Fq[T ]/(U), il existe un a0 ∈ An tel que U divise Tn − a0.
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L’ensemble des multiples de U dans L est {Tn − a0 + UQ | Q ∈ An−u}
qui est de cardinal qn−u. De même, le nombre de multiples de U dans
{B−a | a ∈ An} est qn−u. Puisque pour tout V ∈ Fq[T ], CV (X) est un po-
lynôme à racines simples et que ρ est une racine de CV (X) si et seulement
si U divise V , ρ est racine de

∏
a∈An

(CTn−a(X)) et de
∏
a∈An

(CB−a(X)) d’ordre

exactement qn−u. On en déduit que
∏
a∈An

(CTn−a(X)) divise
∏
a∈An

(CB−a(X))

dans Fq(T )[X], et donc dans Fq[T ][X] par le lemme de Gauss. Par consé-
quent, Gqn (CB(H))

qn!S ∈ Fq[T ] et le polynôme Gqn (X)
qn!S appartient àM.

Maintenant, soit n ∈ N de développement q-adique n = n0+n1q+· · ·+nsqs.
Selon la proposition 11, on a

Gn(X)
n!S

= ξn
ns−1∏
l=0

∏
h∈As(X − CulT s+h(H))

qs!S

×
ns−1−1∏
l=0

∏
h∈As−1(X − CunsT s+ulT s−1+h(H))

qs−1!S
· · ·

× · · ·
n0−1∏
l=0

(X − CunsT s+us−1T s−1+···+ul(H))
q0!S

,

où ξn ∈ F∗q . Par Fq-linéarité du module de Carlitz, on obtient

Gn(X)
n!S

= ξn
ns−1∏
l=0

Gqs(X − CulT s(H))
qs!S

×
ns−1−1∏
l=0

Gqs−1(X − CunsT s+ulT s−1(H))
qs−1!S

× · · ·
n0−1∏
k=0

Gq0(X − CunsT s+ulT s−1+···+u1T (H))
q0!S

Puisque les polynômes Gqn(X)/qn!S sont à valeurs entières sur S, les po-
lynômes Gn(X)/n!S le sont aussi. Montrons que les polynômes Gn(X)/n!S
engendrentM. Soit P ∈M de degré m. Comme les polynômes Gn(X) sont
de degrés echelonnés, P (X) peut s’écrire sous la forme

P (X) = a0
G0(X)

0!S
+ a1
G1(X)

1!S
+ · · ·+ am

Gm(X)
m!S

,
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où les ai (0 ≤ i ≤ m) appartiennent à Fq(T ). Les (ai)0≤i≤m sont alors
solutions du système

P (C0(H)) = a0
P (Cu1(H)) = a0

G0(Cu1 (H))
0!S + a1

...
...

...
P (Cum(H)) = a0G0(Cum (H))

0!S + a1G1(Cum (H))
1!S + · · ·+ am

Comme les Gj(Cui (H))
j!S (0 ≤ i < j ≤ m) appartiennent à Fq[T ] et que le

déterminant de ce système est 1, on en déduit que les ai (0 ≤ i ≤ m)
appartiennent à Fq[T ]. Le théorème est prouvé. �

Formule d’interpolation. Pour faciliter les calculs, on normalise la fac-
torielle de S de la façon suivante.
Notations :

(1) Pour tout n ∈ N de développement q-adique n = n0+n1q+· · ·+nsqs,
on note n!S le générateur unitaire de l’idéal (n!S).

(2) On note
(X
n

)
S

le polynôme Gn(X)/n!S.
Puisque (

X

n

)
S

= βn
Gn(X)
n!S

avec βn ∈ F∗q ,

la famille de polynômes (
(X
n

)
S

)n∈N est une base régulière de Int(S,Fq[T ]).

Remarque 14. Pour tout n ∈ N, soit vq(n) la plus grande puissance de q
divisant n. On a alors

(2.5) n!S
n− 1!S

=
qvq(n)!S
qvq(n) − 1!S

.

Soit P ∈ Fq(T )[X] un polynôme de degré m. Il existe des éléments pi ∈
Fq(T ) (0 ≤ i ≤ m) tels que

P (X) = p0

(
X

0

)
S

+ p1

(
X

1

)
S

+ · · ·+ pm

(
X

m

)
S

.

Nous allons déterminer les pi (0 ≤ i ≤ m) en fonction des valeurs prises
par P . La méthode étant identique à celle utilisée par Carlitz (voir [9, §3]),
nous ne donnons pas tous les détails. On pose

N(X) =
∑
a∈Am

P (Ca(H)) Gq
m(X)

X − Ca(H)
.
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On a alors N(X) = (qm−1)!SP (X). Pour tout j ∈ N tel que 0 < j ≤ qm−1,
on a

Gqm(Cuj (H))
Cuj (H)

= Gqe−1(Cuj (H)− Cuqm−1(H)) = 0,

et
Gqm(X)
X

∣∣∣∣
X=0

=
∏

a∈Am\{0}
Ca(H) = (qm − 1)!S

= Gqm−1(Cuqm−1(H)).

En conséquence, on a l’égalité des polynômes :

Gqm(X)/X = Gqm−1(X − Cuqm−1(H)).

Reprenant mot pour mot la preuve de Carlitz, on obtient le

Théorème 15. Soit P (X) ∈ Fq(T )[X] un polynôme de degré m, decomposé
sous la forme

P (X) = p0

(
X

0

)
S

+ p1

(
X

1

)
S

+ · · ·+ pm

(
X

m

)
S

.

Alors, pour tout i tel que 0 ≤ i ≤ m, on a

pi =
∑
a∈Al

(
Ca(H)
ql − i− 1

)
S

P (Ca(H)), où l = l(i) = [logq(i)] + 1.

3. Analogue q-géométrique du théorème de Gel’fond
Nous allons montrer le

Théorème 16. Soit f une fonction entière sur Ω telle que

lim
r→+∞

M(f, r)
r2

<
1

4h
et f(S) ⊂ Fq[T ].

Alors, f ∈M. De plus, la borne 1
4h est optimale.

Pour la preuve de ce théorème, nous avons besoin de quelques résultats
préliminaires. Pour n ∈ N, posons

(3.1) Xn =
n∑
k=0
bn,k

(
X

k

)
S

.

D’après le théorème 15,

(3.2) bn,k =
∑
a∈Al

(
Ca(H)
ql − k − 1

)
S

Ca(H)n où l = [logq(k)] + 1.
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Posons aussi :

(3.3) E(n) = n!S/(n− 1)!S et D(n) = deg(E(n)).

Lemme 17. (1) Soient m,n ∈ N. Si vq(m) = vq(n), alors

E(m) = E(n).

(2) Pour tout n ∈ N, on a

D(n) = h
(
q

q + 1
q2vq(n) + 1

q + 1

)
.

Démonstration. 1) C’est une conséquence immédiate de l’égalité (2.5).
2) Comme on a deg(qn!S) = q2nh, l’égalité (2.5) donne

D(n) = q2eh−
e−1∑
j=0

(q − 1)q2jh.

Le résultat s’en déduit facilement. �

Lemme 18. Avec les notations (3.1) et (3.3), pour tout 0 ≤ k ≤ n, on a

bn+1,k = E(k)bn,k−1 + Cuk(H)bn,k.

Démonstration. Ceci provient de la relation

Xn+1 =
n∑
k=0
bn−1,kE(k + 1)

(
X

k + 1

)
S

+
n∑
k=0
bn,kCuk(H)

(
X

k

)
S

.

�

Pour tous les j, n ∈ N, on note Zn,j le nombre d’entiers compris entre 1
et n divisibles exactement par qj , c’est-à-dire

Zn,j = #{l | 1 ≤ l ≤ n, qj | l et qj+1 - l}.

Proposition 19. Soient n, k ∈ N (0 ≤ k ≤ n), et s ∈ N tel que qs ≤ k <
qs+1. On a

deg(bn,k) ≤ (n− k)hqs +
s∑
j=0
Zk,jD(qj).

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 0 est trivial.
Par le lemme 18, on a

deg(bn+1,k) ≤ max (D(k) + deg(bn,k−1),deg(Cuk(H)) + deg(bn,k)) .

Pour tout j ∈ N, (0 ≤ j ≤ s), on

Zk,j =
{
Zk−1,j + 1 si j = vq(k)
Zk−1,j sinon.
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Puisque l’on a D(k) = D(qvq(k)) par le lemme 17, on obtient
s∑
j=0
Zk−1,jD(qj) +D(k) =

s∑
j=0
j 6=vq(k)

Zk,jq
j + (Zk,vq(k) − 1)D(qvq(k)) +D(qvq(k))

=
s∑
j=0
Zk,jD(qj).

Donc, avec l’hypothèse de récurrence, :

D(k) + deg(bn,k−1) ≤ (n+ 1− k)hqs +
s∑
j=0
Zk,jD(qj).

Comme deg(uk) = s, on a deg(Cuk(H)) = qsh. D’où, avec l’hypothèse de
récurrence,

deg(Cuk(H)) + deg(bn,k) ≤ qsh+ (n− k)hqs +
s∑
q=0
Zk,jD(qj)

≤ (n+ 1− k)hqs +
s∑
q=0
Zk,jD(qj).

La proposition est prouvée. �

Proposition 20. Soient n, k ∈ N (0 ≤ k ≤ n). On a

deg(bn,k) ≤ nkh.

Démonstration. Soit s l’entier tel que qs ≤ k < qs+1. Par la proposition 19,
on a

deg(bn,k) ≤ h(n− k)qs +
s∑
j=1
ZkjD(qj).

Pour tout entier j (0 ≤ j ≤ s),

Zkj =
[
k

qj

]
−
[
k

qj+1

]
.

Par conséquent,

deg(bn,k) ≤ (n− k)qs +
s∑
j=1

([
k

qj

]
−
[
k

qj+1

])
D(qj)

≤ (n− k)qs +
s∑
j=1

[
k

qj

] (
D(qj)−D(qj−1)

)
.
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D’après le lemme 17, il vient

deg(bn,k) ≤ (n− k)hqs +
s∑
j=1

k

qj
× hq
q + 1

(
q2j − q2(j−1)

)
≤ (n− k)hqs + k qh

q + 1
(qs + qs−1)

≤ (n− k)hqs + hkqs ≤ nkh.
�

Nous donnons maintenant quelques propriétés des polynômes
(X
n

)
S

.

Proposition 21. Les polynômes
(X
n

)
S

possèdent les propriétés suivantes :
(1) Pour tout x ∈ Ω, on a

lim
n→+∞

deg(
(
x

n

)
S

) = −∞.

(2) Pour tout r ∈ R+, n ∈ N, on a

M(
(
X

qn

)
S

, r) ≤ 1
4h
r2.

Démonstration. La proposition est clairement vraie pour x = 0. On suppose
donc que x 6= 0 et on pose r = deg(x) et b =

[
logq

(
r
h

)]
.

1) Soient n ∈ N (n > r/h) et s = [logq(n)]. Posons m = m(n) = qs+1−1.
Pour tout j ∈ N (n ≤ j < m), on a

deg(x− Cuj (H)) = s ≥ deg(Cum−n(H)− Cum−j (H)).
Par conséquent,

(3.4)
m−1∏
j=n

deg(x− Cuj (H)) ≥ deg((m− n)!S).

Les q-chiffres de m étant tous égaux à q − 1, ils sont plus grands que les
q-chiffres de n. Donc, par l’égalité (2.3), on a

(3.5) deg
(

m!S
n!S(m− n)!S

)
= 0.

Des inégalités (3.4) et (3.5) et de l’égalité

deg
((
x

n

)
S

)
= deg

((
x

m

)
S

× m!S
n!S × (x− Cun(H)) · · · (x− Cum−1(H))

)
,

on déduit :

deg
((
x

n

)
S

)
≤ deg

((
x

m(n)

)
S

)
.
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De l’égalité(
x

m

)
S

= 1
m!S

∏
a∈Ab+1

(x− Ca(H))
∏

a∈As\(Ab+1∪{um−1})
(x− Ca(H)),

on déduit :

deg
((
x

m

)
S

)
≤ K +

s∑
j=b+1

(q − 1)q2jh− q2sh−
s∑
j=0

(q − 1)q2jh,

où K = K(q, h, x) est une constante ne dépendant que de q, h et x. Par
conséquent, lim

n→+∞
deg

(( x
m(n)

)
S

)
= −∞. Ceci prouve 1)

2) Soit i ∈ N.
On suppose que r ≤ hqn. De l’égalité(
x

qn

)
S

= 1∏
a∈An

(CTn(H) − Ca(H))
∏
α∈Ab+1

(x−Ca(H))
∏

a∈An\Ab+1

(x−Ca(H)),

et du lemme 6, on déduit :

deg
((
x

qn

)
S

)
≤ rqb+1 +

n−1∑
a=b+1

(q − 1)q2ah− hq2n

≤ rqb+1 + h
(
q2n − q2(b+1)

q + 1
− q2n

)
.

Comme la fonction x→ rx− h
q+1x

2 est croissante dans l’intervalle [0, r(q+1)
2h ],

et que 0 ≤ b ≤ logq( rh) ≤ r(q+1)
2h , on obtient

rqb+1 − hq
2(b+1)

q + 1
≤ rqlogq( rh )+1 − hq

2(logq( rh )+1)

q + 1
≤ q

(q + 1)h
r2.

Puisque q2n ≥ r2
h2 , on a deg

(( x
qn
)
S

)
≤ 0.

On suppose que r ≥ hqn. On voit alors facilement que

deg
((
x

qn

)
S

)
≤ rqn − hq2n.

Puisque la fonction x→ rx− hx2 est maximale pour x = r
2h de maximum

r2

4h , on a deg
(( x
qn
)
S

)
≤ r24h . Ceci prouve la proposition. �

Remarque 22. La preuve de cette proposition montre que pour tout x ∈ Ω
de degré r = 2hqn, on a

deg
((
x

qn

)
S

)
= hq2n = r

2

4h
et deg

((
x

qj

)
S

)
< hq2n (j 6= n).
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Soit f une fonction entière sur Ω,

f(z) =
∑
n≥0
cnz
n.

Soit j ∈ N. Rappelons que les bnj sont les éléments de Ω définis par l’égalité
(3.1). Si lim

n→+∞
deg(cnbn,j) = 0, on pose

∆j(f) =
∑
n≥j
cnbn,j ,

Si f est une fonction polynomiale, on a

(3.6) f(z) =
∑
j≥0

∆j(n)
(
z

n

)
S

.

Proposition 23. Soit f une fonction entière sur Ω de type quadratique
τ < 1

4h . Alors,
(1) pour tout j ∈ N, ∆j(f) =

∑
n≥0
cnbn,j existe.

(2) Pour tout z ∈ Ω, la série
∑
j≥0

∆j(f)
(z
n

)
S

converge.

(3) On a

f(z) =
∑
j≥0

∆j(f)
(
z

n

)
S

.

Démonstration. 1) Selon [1, Proposition 19], il existe N0 ∈ N tel que pour
tout n ∈ N, deg(cn) ≤ −n

2

4τ . Par conséquent, d’après la proposition 20,
pour tout j ∈ N (j ≤ n), n ≥ N0, deg(cnbnj) ≤ njh− n

2

4τ ≤ (h− 1
4τ )n

2.
2) Soient z ∈ Ω et j et n deux entiers tels que n ≥ j ≥ N0. On a

(3.7) deg(cnbnj) ≤ (h− 1
4τ

)n2 ≤ (h− 1
4τ

)j2.

Donc, on a lim
j→+∞

∆j(f) = −∞. On déduit de la proposition 21.1 que

lim
j→+∞

deg
(
∆j(f)

(z
j

)
S

)
= −∞.

3) Soit z ∈ Ω. Comme f est une fonction entière sur Ω, on a

(3.8) lim
N→+∞

deg

∑
j≥0
cjz
j −

N∑
j=0
cjz
j

 = −∞.

La partie 2) de la proposition montre que

(3.9) lim
N→+∞

deg

∑
j≥0

∆j(f)
(
z

j

)
S

−
N∑
j=0

∆j(f)
(
z

n

)
S

 = −∞.
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D’après l’égalité (3.6), on a
N∑
j=0
cnz
n =

N∑
j=0

∆′j

(
z

j

)
S

,

où
∆′j =

∑
n≥j
c̃nbnj et c̃n =

{
cn si n ≤ N
0 sinon.

On obtient

deg

 N∑
j=0
cnz
n −

N∑
j=0

∆j(f)
(
z

j

)
S

 ≤ deg

∑
n≥j

(c̃n − cn)bnj

(
z

j

)
≤ deg

 N∑
j=0

∑
n≥N
cnbnj

(z
j

)
S

 .

Pour tout j ∈ N (0 ≤ j ≤ N), on a deg
(∑
n≥N cnbnj

)
≤ −N2

4τ . De plus, la

suite
(
deg

((z
j

)
S

))
j∈N

est majorée. Par conséquent,

(3.10) lim
N→+∞

deg

 N∑
j=0
cnz
n −

N∑
j=0

∆j(f)
(
z

j

)
S

 = −∞.

Les égalités (3.8), (3.9) et (3.10) donnent

deg

f(z)−∑
j≥0

∆j(f)
(
z

j

)
S

 = −∞,

c’est-à-dire,

f(z) =
∑
j≥0

∆j(f)
(
z

j

)
S

.

�

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 16. Soit f une fonction
entière sur Ω de type quadratique < 1

4h . D’après la proposition 23, on a

f(z) =
∑
j≥0

∆j(f)
(
z

j

)
S

.

L’inégalité (3.7) montre que lim
j→+∞

∆j(f) = 0. Comme dans la preuve du

Théorème 13, on montre que les ∆j(f) appartiennent à Fq[T ]. Par consé-
quent, pour j assez grand, ∆j(f) est nul. Ceci prouve que f ∈M.
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La proposition 21.2 et la remarque 22 montrent que la fonction entière

f(z) =
∑
n≥0

(
z

qn

)
S

est de type quadratique 1
4h . De plus, on a f(S) ⊂ Fq[T ]. Ceci prouve

l’optimalité de la borne 1
4h .
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