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Journal de Théorie des Nombres

de Bordeaux 22 (2010), 271-286

Fonctions a valeurs entieres et module de Carlitz

par DaviD ADAM

RESUME. Soient C' le module de Carlitz, H un polynéme de F,[T]]

et & l'ensemble {C,(H) | a € F4[T]}. Nous montrons qu’une fonc-

tion entiere de type quadratique < @ qui prend des valeurs
N : 1

entieres sur &, est polynomiale. De plus, la borne Tdeg 7 €St OP-

timale. Ceci est un analogue en caractéristique finie du théoreme

de Gel’fond-Pélya.

ABSTRACT. Integer valued functions and Carlitz module

Let C be the Carlitz module, let H € F[T] and let & be the
set {Co(H) | a € Fg[T)}. in this article, we prove that if an entire
function has a quadratic type < m and takes integer values
over G, then it is a polynomial. The bound @ is optimal. This
is an analog for the finite characteristic case of Pélya-Gel’fond’s

theorem.

1. Introduction
En 1915, Pélya a montré le résultat suivant :

Théoréme 1. [11] Toute fonction entiére f sur C, de type exponentiel
< In2 et telle que f(N) C Z est un polynéme. De plus, la borne In2 est
optimale.

En 1933, Gel’fond a montré un analogue multiplicatif du théoréme de
Pélya :

Théoréme 2. Soit r € N\ {0,1}. Une fonction f entiére sur C, de type

quadratique < ﬁ et telle que, pour tout n € N f(r™) € Z, est un polynome.

De plus, la borne % est optimale.

Soit ¢ = pf une puissance d’un nombre premier p. Soit € le complété
d’une cloture algébrique de F,((1/7")) pour la valuation 1/T-adique v nor-
malisée par v(T') = —1. Pour tout z € €, on note deg(z) = —v(z).
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Une fonction entiére f est une fonction de 2 dans lui-méme de la forme

f(z)= Z a,z" avec a, € Q pour tout n € N,
n>0
qui converge pour tout z € €.
Pour tout r € RT, le module de croissance de f (voir [7]), noté M (f,r),
est défini par

M(f,r)= Sup {deg(f(2))}

deg(z)<r
Soit o € R*. Une fonction entiére f sur Q est dite de type quadratique o
si
— M
lim M(fr) =«

r—+00 7"2

Dans [1], nous avons donné un premier analogue du théoreme de Gel’fond
pour F,[T7].

Théoréme 3. Soit H un polynéme non-constant de Fy[T]. Si f est une
fonction entiére sur 2 de type quadratique < @ et telle que f(H™) €
F,[T] pour tout n € N, alors f est un polynome de Fq(T)[X]. De plus, la
borne m est optimale

g

Pour tout n € N, soit ®,,(X) = X" —1 € Q[X] le polynéme de n-division
du cercle. On peut reformuler le théoreme de Gel’fond de la fagon suivante :
Soit r € N\ {0, 1}. Une fonction entiere de type quadratique < 4—1r qui prend
des valeurs entieres sur Iensemble {®,(r)|n € N} est un polynéme. De
plus, la borne % est optimale. Dans [8], Carlitz a défini de bons analogues
des polynomes ®,, pour F ¢|T]. Pour définir de tels polynémes, notons 7
le g-Frobenius. Alors, (voir [12, Chapter X]) il existe un Fg-morphisme
d’algebres noté C' (le module de Carlitz) entre Fy[T] et Fo(T){7} (muni des
lois d’addition et de composition des applications) défini par

C: F[T] — Fy(T){r}
T — T+

Classiquement, pour tout a € F,[T], on note C, la valeur de C' en a au lieu
de C(a). On a les propriétés suivantes (qui découlent de la définition du
module de Carlitz) :

(1) Pour tout a,b € Fy[T] et £ € Fy, on a Coyep = Cq + £C.
(2) Pour tout a,b € Fy[T], on a Cyp = C, 0 Cy.
Par exemple, pour ¢ = 3, on a

Cropor = (T2 4+ 27) + (T + T + 2)7 + 12



Fonctions a valeurs entiéres et module de Carlitz 273

Notation :

(1) Dans toute la suite, H désigne un polynome de Fy[T| de degré h > 1
fixé.
(2) Pour tout a € Fy[T], C, est un polynéme en 7 & coefficients dans
F,(T). On définit I’élément C,(H) de Fy(T') par C,(H) = Co(7)(H).
(3) On pose & = {Cy(H) | a € Fy[T]}
Ezxemple. On a
Cropor(H) = (T? +2T)H + (T + T + 2)H + HT .
Remarque 4. Clairement, C,(H) appartient a F,[T] pour tout a € Fy[T.

Dans la section 2, nous décrivons ’ensemble des polynoémes a valeurs en-
tieres sur &. Cette caractérisation est utilisée dans la section 3 pour montrer
un théoreme de type Polya-Gel’fond pour des fonctions entieres a valeurs
entiéres sur 'ensemble & (théoréeme 16). Nous montrerons le théoréme sui-
vant :

Théoréme. Soit H un polynome de F,[T] tel que ¢85 > 3. Si f est une
fonction enticre sur Q) de type quadratique < @ et telle que f(Cy(H)) €
Fo[T) pour tout a € Fy[T], alors f est un polynome de Fy(T)[X]. De plus,
la borne m est optimale.

2. Polyndémes a valeurs entiéres sur &

Soit ¢ = 2. Si H = T, on a Cp(H) = 0. Par conséquent, pour tout
acF,T),Co(H)=0et &={0,T}.SiH=14+T,0ona Cp(H) =T+ 1.
On en déduit que, pour tout j € N, Cpi(H) = 1 + T. Par conséquent, &
est 'ensemble {0,1 + T'}.
Hypothése : Pour éviter les deux cas particuliers mentionnés ci dessus,
on supposera dans toute la suite de cet article que ¢" > 3.
Notation :

— Pour tout ¢ € N, on note A; 'ensemble des m € F,[T] tels que degm <

i
— et ¥;(X) le polynome
X —-m
(X)) = I 77—

m
meA;

Rappelons que Carlitz a donné une formule explicite pour les polynémes
Cqo(X) (voir [8]) : pour tout a € Fy[T] non nul, on a

dega )
(2.1) Ca(X) =) Wj(a)X.
=0
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Remarque 5. Pour tout a € Fy[T] non nul, C}(X) # 0. Par conséquent,
Cy(X) est un polynéme séparable.

Lemme 6. On a deg(Co(H)) = —oo et pour tout a € Fy[T] non nul,
deg(Ca(H)) = g5 h.

Démonstration. On a Co(X) = 0, d’ott deg(Co(H)) = —o0. Soit a € F,[T]
non nul. Pour tout j € N et j € [0,degal, on a

deg (Wj(a)qu> = ¢/(h +dega — j).

Le maximum de la fonction j — ¢/(h + dega — j) est donné par I'unique
valeur j = dega. Le lemme en découle. O

Remarque 7. Ce lemme prouve que I'’ensemble & est infini.

On note M le F,[T]-module des polynoémes & valeurs entieres sur &,
c’est-a-dire :
M ={P e Fy(T)[X] | P(&) CF,[TT}-

Définition 8. Une base (Pp(X))nen du Fy[T]-module M est une base régu-
liére si, pour tout n € N, on a deg P,(X) = n.

Dans cette section, nous allons décrire des bases régulieres de M.
Convention : Soient n,k € N, (n > k) de développements p-adiques

n=mng+nmp+---+ngp’etk=ky+kip+---+kp (I<s).
On dit que les p-chiffres de n sont plus grands que les p-chiffres de k, si

pour tout j € [0, s], on a n; > k;j.
Rappelons la

Définition 9. [2, Definition 4] Soient D un anneau de caractéristique p > 0
et (un)nen une suite d’éléments de D. On dit que la suite (uy,)nen vérifie
la p-propriété si, pour tout n, k € N(n > k) tels que les p-chiffres de n sont
plus grands que les p-chiffres de k, on a

Up = Uk + Up—k-

Suivant M. Car (voir [6]), nous construisons une bijection de N sur [T
de manicre suivante : soit £ un élément primitif de F,; sur F,. Pour tout
0 <i < q—1 de développement p-adique

1 =1 —I-Z'lp-f-"'—i-if_lpf*l,
soit
U; :i0+i1§+-~+~--+if_1§f_1,
On prolonge la suite (u;)o<i<g—1 €n une suite (u,)nen de maniére analogue :
a tout ¢ € N de développement g-adique

i =i +i1q+ -+ isq°,
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on associe
U; = Uiy + uilT + -4+ uiSTS.
Cette suite d’éléments de [T est appelée suite de Car. On voit facile-
ment que la suite de Car vérifie la p-propriété et, par conséquent, que la
suite (Cy,, (H))nen vérifie aussi la p-propriété. Soit (G, (X))nen la suite de
polynémes de F,(7")[X] définis par
n—1

Gu(X) = [T (X = Cu (H)).

k=0

Lemme 10. Pour tout n € N, les racines de G, (X) sont simples. De plus,
pour tout n € N, Ggn(X) est un polynome Fy-linéaire.

Démonstration. Soit a € F,[T]. Par le lemme 6, on a C,(H) = 0 si et
seulement si @ = 0. Soient a,b € Fy[T]. Par la F-linéarité du module de
Carlitz, on a Cy(H) — Cy(H) = Cy—p(H). Par conséquent, on a 1'égalité
Co(H) = Cp(H) si et seulement si @ = b. Donc, toutes les racines de Gy,
sont simples.

L’ensemble {C,(H) | a € F4[T|} est un Fg-espace vectoriel. Comme
Ggn est un polyndome séparable, on en conclut que c’est un polyndme
[F4-linéaire [10, Chapitre 1]. O

Introduisons maintenant les factorielles généralisées de Bhargava pour
I’ensemble & et la suite (Cy, (H))nen (voir [3]).
Notation : Pour tout n € N, on pose nlg = G, (Cy,, (H)) et (nlg) l'idéal
de F,[T] engendré par n!g.

Alors, on a la

Proposition 11. Sin € N a pour développement q-adique n = ng+ niq +
-+ nsq®, alors

(nle) = (¢”1e)™(a'1e)™ - (¢°le)"™-

Démonstration. On commence par montrer cette proposition dans le cas
particulier ol n est de la forme pl¢® (0 <1 < f). On a

k=0
pl-1
= (Cu s (H) = Cuyrsta(H))F,[T]
7=0 acAq
p'—1
= ( (w1 —u;)Ts (H) - Ca(H))Fq[T]
7=0 acAs
= Gy (Cre(H))" Fy[T]
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Nous montrons maintenant la proposition par récurrence sur n. Puisque la
suite (Cy,, (H))nen vérifie la p-propriété, on a pour tout n € N [2, proposi-
tion 5]

(2.2) Gn(X +Y) = Zn: <Z> Grnk(Y)Gr(X).

k=0
Soient k,n € N tels que uy,,_ = u,, —ug. De la relation (2.2), on déduit que

Gu(Cu (H) = (Z) Gok(Cuy - (H))Gi(Coy (1),

c’est-a-dire,

n! n
9 e (1)

Soit n € N qui n’est pas une puissance de p. Posons [ = [logp(ns)} et

k = pl¢®. Alors, les p-chiffres de n sont plus grands que les p-chiffres de k,
et donc on a la relation (2.3). Par ailleurs, d’apres ’hypothése de récurrence,
on a

(2.4) (n—k)le = Sﬁ(q!e)ni(qsla)"s_pl-
=0
Des égalités (2.3) et (2.4), on dé(;uit que :
(nls) = ﬁ(qi!s)ni(qsle)"s_pl (r'¢*)'s-
i=0
Comme (p'¢®)!s = (¢° 6)p la proposition est démontrée. O

Définition 12. Soit a € Fy[T]. On dit que p € Q est un point de a-division
si Ca(p) =0

Nous pouvons maintenant prouver :

Théoréme 13. La suite des polynomes (G, (X)/nls)nen forme une base
réguliére du Fy[T]-module M.

Démonstration. Montrons tout d’abord que, pour tout n € N, les poly-
Ggn (X)
e

nomes

appartiennent & M. Pour tout B € F,[T], on a

G (CB C C(B a
H CT" H CT”—a )

qnl S EA, —
Soit U € Fy[T] de degré u < n, et p € Q un point de U-division. Comme
I'ensemble £ = {T™ —a | a € A,} contient un systéeme complet de repré-
sentants de F,[T]/(U), il existe un ay € A, tel que U divise T™ — ay.
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L’ensemble des multiples de U dans £ est {T" —ao+UQ | Q € An_u}
qui est de cardinal ¢"~*. De méme, le nombre de multiples de U dans
{B—a|ae€A,} est ¢" " Puisque pour tout V € F,[T], Cy(X) est un po-
lyndme a racines simples et que p est une racine de Cy (X)) si et seulement
si U divise V, pest racinede [] (Crn_q(X))etde [[ (Cp—q(X))d’ordre
a€Ay a€An
exactement ¢"~%. On en déduit que [] (Crn_qo(X)) divise [] (Cp—_q(X))
aEAn aEAn

dans Fy(T)[X], et donc dans Fy[T][X] par le lemme de Gauss. Par consé-
quent, % € Fy[T] et le polynome ani'(e) appartient & M.
Maintenant, soit n € N de développement ¢g-adique n = ng+n1q9+- - -+nsq°.
Selon la proposition 11, on a

Gn(X) ¢ nﬁl [Thea, (X = Coyrsn(H))
nle B s

ns—1—1 HhEAs—l(X CunsTS-'rulTS*l‘i‘h(H))
X H g5~ 1'6 o
=0 '

ol (X - CunSTS—ﬁ-uS,lTS*l—s—n--‘rul(H))

< 11

0]
=0 e

)

ou &, € Fy. Par Fy-linéarité du module de Carlitz, on obtient

Gn(X) "l Gus (X — Cuyrs (H))

nlg ~ o ll_£ le
o 1
Ms—1— - 1 X CunsTS—l-UZTsfl(H))
X H s—1|
q 6
. .nhl GqO (X - CUnsT5+uzT571+"'+“1T(H))
k=0 QO!G

Puisque les polynémes Gy (X)/¢"!s sont a valeurs entieres sur &, les po-
lynémes G,,(X)/n!lg le sont aussi. Montrons que les polynémes G, (X)/nlg
engendrent M. Soit P € M de degré m. Comme les polynémes G,,(X) sont
de degrés echelonnés, P(X) peut s’écrire sous la forme

Go(X) | GiX) | Gu(X)

PX) = ao=p =+ a2

' )
mlg
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ou les a; (0 < i < m) appartiennent a F,(T). Les (a;)o<i<m sont alors
solutions du systeme
P(Co(H)) = ao
Go(Cuy (H
P(Cyy (H)) = ag LG 4o,

P(Cy,, (H)) = ap Gl 4 g, G1Gnl) 4oy g,

Um 1!6

0 < i < j < m) appartiennent & Fy[T] et que le

Comme les w (
16

déterminant de ce systéme est 1, on en déduit que les a; (0 < i < m)

appartiennent a F,[T]. Le théoreme est prouvé. O

Formule d’interpolation. Pour faciliter les calculs, on normalise la fac-
torielle de & de la fagon suivante.
Notations :

(1) Pour tout n € N de développement g-adique n = no+niq+- - -+nsq°,
on note nlg le générateur unitaire de 'idéal (nlg).

2) On note (%) . le polynéme G, (X)/nls.
n’/G

Puisque
X Gn(X
< ) =B, "S ) avec 3, € }FZ,
s nes

la famille de polynémes ((if ) )nen est une base réguliere de Int(&, F,[T1).

Remarque 14. Pour tout n € N, soit vy(n) la plus grande puissance de g
divisant n. On a alors

E'G qUQ(n)|6
n—1lg N q”q(n) —1lg '

(2.5)

Soit P € Fy(T')[X] un polynéme de degré m. Il existe des éléments p; €
Fo(T) (0 <i <m) tels que

P(X)_m()o() +p1<)1(> +---+pm<fn(> .
S & IS

Nous allons déterminer les p; (0 < ¢ < m) en fonction des valeurs prises
par P. La méthode étant identique a celle utilisée par Carlitz (voir [9, §3]),
nous ne donnons pas tous les détails. On pose

Ggn(X)

NX)= > P(Ca(H))m'

aEAm
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On aalors N(X) = (¢"™—1)!sP(X). Pour tout j € Ntel que 0 < j < ¢"™—1,
on a

Ggm (Cu,;(H)) -
W = Gye—1(Coy (H) = Cyp_, (H)) =0,
et
Gq’;éX) X:0: H Ca(H):(qm—l)!G

ac A \{0}
= Ggn-1(Cugn_,(H)).

En conséquence, on a 'égalité des polynomes :
Ggm(X)/X = Ggm1(X = Cyp_, (H)).
Reprenant mot pour mot la preuve de Carlitz, on obtient le

Théoréme 15. Soit P(X) € Fy(T')[X] un polynome de degré m, decomposé
sous la forme

P(X):m()()() +p1<)1(> +--~+pm<i> .
S & &

Alors, pour tout i tel que 0 < i <m, on a

pi= ) ( Ca(.H) ) P(Co(H)), oul=1(i) = [log,(i)] + 1.
G}

¢—i-1

3. Analogue g-géométrique du théoréme de Gel’fond

Nous allons montrer le

Théoreme 16. Soit f une fonction entiére sur § telle que

— M
T (TJ;’” < i et £(&) C F,[T).

Alors, f € M. De plus, la borne ﬁ est optimale.

Pour la preuve de ce théoreme, nous avons besoin de quelques résultats
préliminaires. Pour n € N, posons

o (%)
k=0

D’apres le théoreme 15,

(3.2) ok = ( ZC}(kH_) 1) Co(H)" ol = [log, (k)] + 1.
a€A; q S

G
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Posons aussi :

(3.3) E(n) =nlg/(n — 1)l et D(n) = deg(E(n)).
Lemme 17. (1) Soient m,n € N. Si vg(m) = v4(n), alors

(2) Pour toutn € N, on a
_ q 2vq(n) 1 )
D(n)=h{——q¢" " + — .
() <q+1q g+ 1

Démonstration. 1) C’est une conséquence immédiate de 1'égalité (2.5).
2) Comme on a deg(q™!s) = ¢*"h, I’égalité (2.5) donne

D(n) = ¢**h — ezl(q — 1)¢*h.
j=0
Le résultat s’en déduit facilement. O
Lemme 18. Avec les notations (3.1) et (3.8), pour tout 0 < k <n, on a
bnyik = E(k)bn k-1 + Cup (H)by g
Démonstration. Ceci provient de la relation

i X " X
;X”H::EZbWJkEKk+1)< ) —%E:bnkCW(H)< )
k+1)s & k)

k=0
g

Pour tous les j,n € N, on note Z,, ; le nombre d’entiers compris entre 1
et n divisibles exactement par ¢’, c’est-a-dire

Zni=#{|1<1<n, ¢ |let ¢TI}
Proposition 19. Soient n,k € N (0 <k <n), et s € N tel que ¢° <k <
¢t Ona
deg(bn) < (n —k)hg® + ) Zk;D(¢).
§=0

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 0 est trivial.
Par le lemme 18, on a

deg(bp41%) < max (D(k) + deg(by k—1), deg(Cuy, (H)) + deg(by 1)) -
Pour tout j € N, (0 <j < s), on

7. = Zk—l,j +1 si ] = Uq(k})
ks Zk—l,j sinon.
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Puisque I'on a D(k) = D(¢q"«*)) par le lemme 17, on obtient

S ZiiD(@) + D(k) = > Zijd + (Zywyr) — 1D(g" ™)) + D(g"®)
- 2
’ j?zvq(k)

S
=Y Zi;D(¢).
§=0
Donc, avec 'hypotheése de récurrence, :
D(k) + deg(bp 1) < (n+1—k)hg* + > Zp;D(¢’).
=0
Comme deg(ui) = s, on a deg(Cy, (H)) = ¢°h. D’ou, avec I'hypothese de

récurrence,

deg(Cy,, (H)) + deg(bpi) < ¢°h+ (n — k)hg® + Y Zy ;D(q7)
q=0

<(n+1-khe®+ Z1iD(¢).
q=0

La proposition est prouvée. U
Proposition 20. Soient n,k e N (0 <k <n). On a
deg(bp i) < nkh.

Démonstration. Soit s 'entier tel que ¢° < k < ¢*t1. Par la proposition 19,
on a

deg(bni) < h(n—k)¢* + > Zig; D(¢).

j=1
Pour tout entier j (0 < j < s),
k k
e8] )

Par conséquent,

st <0+ 35 (5] [] o

~—
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D’apres le lemme 17, il vient

Lk hq 25 2(5—
deg(bp.r) < (n— k)hg® E Zox (g - 20D

S qh S s—1
< (n—k)he* + k—(¢° +
< (n—k)hq q+1(q )

< (n —k)hq® + hkq® < nkh.

. .y N X
Nous donnons maintenant quelques propriétés des polyndomes (n) &
Proposition 21. Les polynémes (if)e possedent les propriétés suivantes :

(1) Pour tout x € Q, on a

. z _
nkr—ir-loo deg((n>6) = —00.

(2) Pour toutr € Rt , n €N, on a

X 1
M < — 72,
((qn>6,7“) ~an'

Démonstration. La proposition est clairement vraie pour £ = 0. On suppose
donc que = # 0 et on pose r = deg(z) et b = {logq (%)}

1) Soient n € N (n > r/h) et s = [log,(n)]. Posons m = m(n) = ¢**' — 1.
Pour tout j € N (n < j <m), on a

deg(z — Cy,;(H)) = s > deg(C

Um—n

(H) = Cu,,_;(H)).

Par conséquent,
m—1

(3.4) [ deg(z — Cu,(H)) > deg((m — n)ls).
j=n

Les ¢-chiffres de m étant tous égaux a g — 1, ils sont plus grands que les
g-chiffres de n. Donc, par I’égalité (2.3), on a

(3.5) deg (M) = 0.

Des inégalités (3.4) et (3.5) et de ’égalité

T ~ de T mls
fee ((”)e) ~ e <<m>e “ il X (& — Cu () -+ (z - Cum1<H>)> ’
on déduit :
fes ((n) G) = dee ((m(n)>6> .




Fonctions a valeurs entiéres et module de Carlitz 283

De I’'égalité

x 1
(o) = I e-cmy I w-cum)

m '® acAp a€AN(Aps1Ufum—1})
on déduit :
deg ((”3) ) <K+ Z )g%h — ¢**h — Z )q*h,
m j=b+1
ou K = K(q,h,x) est une constante ne dépendant que de ¢, h et x. Par
, . x — 1
conséquent, nll)rfoo deg ((m("))es) = —o0. Ceci prouve 1)
2) Soit i € N.

On suppose que v < hq™. De I'égalité

<$>6: I (CTn(;)—Ca(H)) I[[ @-CuH) ]I (—Ca(H)),

qn
aCA, a€Apt1 a€A\Apt1

et du lemme 6, on déduit :

n—1
deg ((;;) ) <rg"™+ Y (¢ 1)¢*h — hg*"
S

a=b+1
2n _ 2(b+1)
<rgt 4 h q aq _an
>7q 7(1_’_ 1 q
Comme la fonction x — raj—%x est croissante dans l'intervalle [0, r(%;;l)],
et que 0 < b <log,(7) < T(?};l), on obtient
2(b+1 : 2(logy (7)+1)
,,,,qb—‘rl _ hq ( ) S ququ(%)—i_l _ hq h S q 7’2.
q+1 qg+1 (¢g+1)h

Puisque ¢*" hg, on a deg (( ") ) <0.
On suppose que r > hqg™. On voit alors facilement que

deg . < rq" — hg®".
") s

Puisque la fonction z — rz — ha? est maximale pour z = o7, de maximum

g, on a deg ((qﬁ)6> < %. Ceci prouve la proposition. O

Remarque 22. La preuve de cette proposition montre que pour tout z € €2
de degré r = 2hq™, on a

T . T2 x o
deg ((q") 6) = h¢®" = m et deg <<Qj> 6) <hg®™ (j #n).
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Soit f une fonction entiere sur €2,
f(z)= Z ez
n>0

Soit j € N. Rappelons que les b,; sont les éléments de () définis par ’égalité
(3.1). Si liIJIr1 deg(cpbp, ;) = 0, on pose
n—-+0oo

AJ(f) = Z Cnbn,ja

n>j

Si f est une fonction polynomiale, on a

(36) 1z) =Y A(n) (n) .
(&

=0
Proposition 23. Soit f une fonction entiére sur Q de type quadratique
T< ﬁ. Alors,

(1) pour tout j € N, Aj(f) = §>:0 cnbn,j existe.

(2) Pour tout z € Q, la série go Aj(f)(;)g converge.
i

(3) On a
z
F(z) =2 A4(f) <n> :
=0 C]
Démonstration. 1) Selon [1, Proposition 19], il existe Ny € N tel que pour
tout n € N, deg(c,) < —%. Par conséquent, d’apreés la proposition 20,

pour tout j € N (j <n), n > No, deg(cpbp;) < njh — % <(h-— %)nQ.
2) Soient z € Q et j et n deux entiers tels que n > j > Ny. On a

1 2 1 )
. nbnj) < - < - o .
(3.7) deg(cnbnj) < (h— )0 < (h = )
Donc, on a .hT Aj(f) = —oo. On déduit de la proposition 21.1 que
j—+oo

. ‘ 2 _
dim deg (25N ()g) = =00
3) Soit z € Q. Comme f est une fonction entiére sur €2, on a
. N .
(3.8) Nlirfrlm deg Z cjz! — chz] = —o0.
Jj=0 Jj=0
La partie 2) de la proposition montre que

N
(3.9) Nl—ig—loo deg (Z Aj(f) (]) . - ]z% A](f) <n> 6) = —00.

7>0
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D’apres 1’égalité (3.6), on a

N N s
chz” = ZA;() ,
j=0 j=0 J

S
ou
. - - [ ey sin<N
Aj = g Cnbn; et cn= { 0 sinon.
n>j
On obtient

N N
deg Z 2" — Z A;(f) <Z> < deg Z(fn — Cn)bnj <Z>
=0 =0 J)e n>j J

o5 (50) ).)

Pour tout j € N (0 < j < N), on a deg (anN cnbnj) < —]X—TQ. De plus, la

suite (deg ((E)G))jeN est majorée. Par conséquent,

J

N N .
3.10 lim de 2" — A i = —00.
( ) N ng:(:) JZ::,) ](f)( )J

Les égalités (3.8), (3.9) et (3.10) donnent

deg {f(Z) = A <Z> ] = —o0,
(G}

>0 J
c’est-a-dire,

Fz) =" A4(8) <Z> .
S

j>0 J
O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 16. Soit f une fonction
entiere sur ) de type quadratique < ﬁ. D’apres la proposition 23, on a

z
f(2) ZZAj(f)<.> :
5>0 I/ e
L’inégalité (3.7) montre que ,lir+n Aj;(f) = 0. Comme dans la preuve du
j—+oo

Théoreme 13, on montre que les Aj(f) appartiennent & Fy[T]. Par consé-
quent, pour j assez grand, A;(f) est nul. Ceci prouve que f € M.
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La proposition 21.2 et la remarque 22 montrent que la fonction entiere

=37

n
n>0 q S

est de type quadratique ﬁ. De plus, on a f(6) C F,[T]. Ceci prouve
I’optimalité de la borne ﬁ.
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